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Kapitel 1 Mathematische Grundlagen

Die Algebra (von arabisch y=1, al-gabr, ,das Zusammenfigen gebrochener Teile®, englisch:
algebra) hat ihren Ursprung in der Beschreibung von Losungsverfahren linearer und quadrati-
scher Gleichungen. Heute verstehen wir den Begriff Algebra deutlich weiter, es geht jedoch
immer um Strukturen, Abbildungen zwischen Strukturen und die in ihnen geltenden ,Re-
chenregeln®. Speziell die lineare Algebra (englisch: linear algebra) befasst sich mit ,linearen
Strukturen®, das sind vor allem Vektorraume, Abbildungen zwischen Vektorraumen und lineare
Gleichungssysteme.

Wie andere Wissenschaften auch hat die Mathematik eine eigene Sprache, die man erlernen
muss, um die Gegenstinde dieser Wissenschaft zu verstehen und sich sachgerecht ausdriicken
und argumentieren zu konnen. Das Herz der Mathematik bilden Beweise. Jede Aussage, jeder
Lehrsatz muss bewiesen werden, d. h., durch logische Verkniipfungen aus den verwendeten
Grundaxiomen und bereits bewiesenen Aussagen hergeleitet werden.

Eine streng formale, axiomatische Einfithrung der Logik und logischer Schlussweisen ist im
Rahmen dieser Lehrveranstaltung leider nicht moglich. Diese kann spéter bei Interesse in
weiterfithrenden Veranstaltungen zur Logik nachgeholt werden. Wir beschranken uns hier auf
eine ,naive” (nicht-axiomatische) Einfithrung in die Logik.

§ 1 AUSSAGENLOGIK

Literatur: Deiser, 2024b, Kapitel 1.1; Deiser, 2022, Anhang 1; Magnus u. a., 2023, Kapitel 1-14;
Velleman, 2019

Definition 1.1 (Aussage, Wahrheitswert).

Eine Aussage (englisch: statement, proposition) ist ein Satz (einer Sprache), dem eindeutig
entweder der Wahrheitswert wahr (kurz: W oder T, englisch: true, T) oder der Wahrheitswert
falsch (kurz: F oder L, englisch: false, F) zugeordnet werden kann. A

Der Satz kann dabei der gewohnlichen Sprache oder der mathematischen Sprache entstammen.
Wir bezeichnen Aussagen in der Regel mit Grofibuchstaben wie P, Q usw.

Beispiel 1.2 (Aussagen und Nicht-Aussagen).
(i) P:9 ist durch 3 teilbar.

Dieses ist eine wahre Aussage.

(if) Q: Am 17.10.2025 ist London die Hauptstadt von Frankreich.
Dieses ist eine falsche Aussage.
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(iii) R: Miinchen ist 781 km von Hamburg entfernt.
Dieses ist keine Aussage, da der Satz zu viel Interpretationsspielraum lasst. Was ist mit
,2Miinchen® und ,Hamburg® gemeint? Mit welcher Toleranz ist die Entfernungsangabe zu
verstehen?

(iv) S:Das Team des VL Wolfsburg ist in der Saison 2025/26 deutscher Meister in der Frauen-
Fufiball-Bundesliga.
Dieses ist eine Aussage, deren Wahrheitswert wir im Moment aber nicht kennen.

(v) T:Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
Dieses ist ebenfalls eine Aussage, deren Wahrheitswert wir zur Zeit nicht kennen.! A

Ein grundlegendes Prinzip in der Mathematik ist es, aus bekannten Objekten durch Verkniipfung
neue Objekte zu schaffen. In der Logik heiflen diese Verkniipfungen Junktoren (englisch: logical
operators, junction, lateinisch: iungere: verbinden, verkniipfen). Ein Junktor erschafft also aus
einer oder aus mehreren Aussagen eine neue Aussage. Der Wahrheitswert der neuen Aussage
ergibt sich aus den Wahrheitswerten der miteinander verkniipften Aussagen. Wir geben einen
Junktor tiber seine Wahrheitswerttabelle (auch: Wahrheitstafel, englisch: truth table) an.

Definition 1.3 (Junktoren).

Im Folgenden seien P und Q Aussagen. Wir definieren die folgenden ein- und zweistellige
Junktoren:

(i) = Negation® (Verneinung)
Die Operation —P (sprich: ,nicht P“) heif3it Negation. —P ist
wahr, wenn P falsch ist, und falsch, wenn P wahr ist.

S|
=NCRES

(i) A Konjunktion? (Und-Verkniipfung)
Die Aussage P A Q (sprich: ,P und Q) ist dann wahr, wenn P
und Q beide wahr sind, ansonsten falsch.

mm S S|
m g E |0
Mo S| >

siehe Primzahlzwillingsvermutung
2englisch: negation, lateinisch: negare: verneinen
3englisch: conjunction, lateinisch: coniungere: verbinden
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(iii) v  Disjunktion? (Oder-Verkniipfung)

Die Aussage P V Q (sprich: ,P oder Q%) ist wahr, wenn mindes-

. . P Q|PVQ
tens eine der Aussagen P und Q wahr ist, ansonsten falsch. Das
,Oder ist also in einem nicht-ausschliefenden Sinne gemeint. W w 4
W F W
F W w
F F F

(iv) —» Implikation’ (Konditional®, Subjunktion’, Wenn-Dann-Verkniipfung)

Die Aussage P — Q ist Uiber die nebenstehende Wahrheits- P 0 ‘ P o0
werttabelle definiert. Wir benennen diese Aussage auch als
,P ist hinreichend fiir Q“ (englisch: P is sufficient for Q), W W W
,Q ist notwendig fur P“ (englisch: ,Q is necessary for P“), ,P W
F
F

impliziert Q“ (englisch: ,,P implies Q%) oder ,Wenn P, dann Q¢
(englisch: If P, then Q). In einer Implikation P — Q nennt
man P auch das Antezedens (englisch: antecedent, lateinisch:
antecedens: das Vorausgehende) und Q das Konsequens (eng-
lisch: consequent, lateinisch: consequentis: folgerichtig).

F F
W W
F AW

Die Implikation behauptet keinerlei kausalen oder sonstigen inhaltlichen Zusammenhang
zwischen den Aussagen P und Q. Man spricht auch von materialer Implikation (eng-
lisch: material implication, material conditional). Die haufig anzutreffende Sprechweise
~Wenn P, dann Q“ ist daher problematisch, weil wir diese intuitiv als Kausalitat oder
zeitliche Nihe interpretieren.

(v) & Aquivalenz® (Bikonditional®, Bisubjunktion, Genau-Dann-Wenn-Verkniipfung)

P Q|PoQ

Die Aussage P < Q ist wahr, wenn entweder P und Q beide
wahr oder beide falsch sind, ansonsten falsch. Wir benennen

diese Aussage auch als ,P ist notwendig und hinreichend w W 4
fir Q“ (englisch: ,P is necessary and sufficient for Q), ,.P ist W F F
aquivalent zu Q° (englisch: ,,P is equivalent to Q%), ,,P genau F W F

F F \%%

dann, wenn Q“ oder ,,P dann und nur dann, wenn Q“ (englisch:
,P if and only if Q% P iff Q).

Auch hier gilt, dass die Aquivalenz nichts iiber einen eventuellen kausalen oder sonstigen
inhaltlichen Zusammenhang zwischen den Aussagen P und Q aussagt. Man spricht auch
von materialer Aquivalenz (englisch: material equivalence, material biconditional). A

Quizfrage 1.1: Wieviele verschiedene einstellige Junktoren gibt es? Wieviele zweistellige?

Quizfrage 1.2: Konnen Sie alle zweistelligen Junktoren aus den oben genannten Junktoren —

4englisch: disjunction, lateinisch: disiungere: trennen, unterscheiden
Senglisch: implication, lateinisch: implicare: verwickeln

Senglisch: conditional, lateinisch: conditio: Bedingung

Tlateinisch: subiungere: unterordnen

8englisch: equivalence, lateinisch: aequivalens: gleichwertig
9englisch: biconditional
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sowie A, V, — und < zusammensetzen? Reicht evtl. sogar eine Teilmenge davon aus?

Beispiel 1.4 (Symbolisierung von Séitzen der Umgangssprache’®).

Die Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache in logische Aussagen ist nicht immer ganz
einfach. Es folgen einige Beispiele jeweils mit einer oder mehreren gleichwertigen Symbolisie-
rungen.

(i) Zum Burger servieren wir Pommes oder Salat.
Das ,oder” ist hier im ausschlieSenden Sinne gemeint.

P: Zum Burger servieren wir Pommes.
S: Zum Burger servieren wir Salat.

e (PVS)A(=(PAS))
« (PA(=8) V(SA(=P))

(ii) Obwohl Barbara energisch ist, ist sie nicht sportlich.

E: Barbara ist energisch.
S: Barbara ist sportlich.

« EA(RS)
(iii) Du wirst keine Suppe bekommen, aber dafiir den Salat.

S1: Du wirst Suppe bekommen.
Sy: Du wirst Salat bekommen.

c (BSYAS,
(iv) Du wirst Dich erkalten, es sei denn, Du tragst eine Jacke.

J: Du tragst eine Jacke.
E: Du wirst Dich erkalten.

() o F
« JVE

An den Beispielen sieht man, dass unter der formalen Symbolisierung Nuancen der Sprache
zugunsten der Prézision verloren gehen. A

Lemma 1.5 (Umschreibung von — und <).
Es seien P und Q Aussagen.

(i) Die Aussagen

« P—>Q

« (=P)VQ

+ (=Q) = (=P)

haben dieselben Wahrheitstafeln.

(ii) Die Aussagen

e P Q

P> QA (Q—P)

angelehnt an Beispiele aus Magnus u. a., 2023, Kapitel 5, genutzt unter der Lizenz CC-BY 4.0
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haben dieselben Wahrheitstafeln.

Beweis. Wir stellen die Wahrheitstafeln fiir die drei Aussagen in Aussage (i) auf:

P Q[P—Q|(-PVQ|-Q -P (=Q)— (=P)
W W w W F F w
W F F F % F F
F W w W F W w
F F W W W W w
Der Beweis der Aussage (ii) ist Gegenstand der Ubung. m]

Da die Verkniipfung von Aussagen stets wieder auf Aussagen fithrt, konnen wir durch wieder-
holte Verkniipfung komplexe Aussagen aufbauen, wie etwa (P — D) — ((QV C) — (D A C)).
Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir folgende Bindungsregeln:

— bindet stirker als A
A bindet starker als Vv
V  bindet starker als —
—  bindet starker als <. (1.1)

Diese Regeln erlauben uns, auf Klammern zu verzichten. Beispielsweise ist

(=P) AQ gleichwertig mit —P A Q
und (=(PAQ)) = (QV (=Q)) gleichwertigmit —(PAQ)— QV -Q.

Es gilt jedoch, dass Klammern zur Verdeutlichung nicht schaden kénnen. Statt (-) kénnen auch
[] oder {-} verwendet werden.

Wir bestimmen jetzt die Wahrheitstafeln einiger zusammengesetzter Aussagen.

Beispiel 1.6 (Wahrheitstafeln zusammengesetzter Aussagen).

(1) ~(=P A =Q)

P 0 \ -P -Q -PA-Q \ (=P A =Q)
W W | F F F w
W F F \%% F w
F W | W F F w
F F| W W w F

Beachte: Diese Wahrheitstafel ist offenbar dieselbe wie die von P v Q.

https://tinyurl.com/scoop-la 1
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(ii) PVQ > QAR

P Q R|PVQ QAR|PVQ— QAR
W W W| W A \
W W F| W F F
W F W| W F F
W F F| W F F
F W W| W W W
F W F| W F F
F F W| F F W
F F F F F W

(iii) =(PA Q) & =PV =Q

P Q|=(PAQ) -PV=Q|=(PAQ) e ~PV=Q
W W F F w
W F w w w
F W w w w
F F w w \%%

A

Die Aussage aus Punkt (iii) =(P A Q) <> =P V =Q hat also immer den Wahrheitswert W,
unabhéngig von den Wahrheitswerten der Aussagen P und Q. Eine solche Aussage nennt
man eine Tautologie" (englisch: tautology) oder ein logisches Gesetz. Die Aussage aus
Punkt (i) bedeutet, dass auch =(=P A =Q) <> P V Q eine Tautologie ist. Tautologien spielen
eine entscheidende Rollen in mathematischen Beweisen, siehe § 3.

Definition 1.7 (logische Implikation, logische Aquivalenz).
Es seien P und Q Aussagen.

(i) Die Aussage Q heiflt eine logische Implikation (englisch: logical implication) der
Aussage P, wenn P — Q eine Tautologie ist. P heifit dann Pramisse (englisch: premise),
und Q heifit Konklusion (englisch: conclusion). Wir schreiben dann P = Q und sagen
»P impliziert Q“ oder ,,Q folgt aus P*.

(ii) Die Aussagen P und Q heiflen logisch dquivalent (zueinander) (englisch: logically
equivalent), wenn P < Q eine Tautologie ist. Wir schreiben P < Q und sagen ,,P ist
aquivalent zu Q oder ,,P und Q sind (zueinander) d4quivalent®. A

Wir vereinbaren, dass = und < noch schwicher binden als die Junktoren in (1.1), also haben
wir

- bindet starker als A

A bindet starker als Vv

Haltgriechisch: ravro: dasselbe
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bindet starker als
bindet starker als

bindet starker als

TRE R
t LT

(1.2)

bindet stiarker als

Beispiel 1.8 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

(i) Die Aussage (P — Q) A P impliziert die Aussage Q, kurz: (P — Q) AP = Q, denn
(P — Q) A P — Q ist eine Tautologie:

P Q|P5Q (PoQAP|(P>QAP—>Q

W W W w W
W F F F W
F W W F W
F F \W F W

(if) Die Aussage (P — Q) A —=Q impliziert die Aussage —P, kurz: (P — Q) A=Q = =P, denn
(P — Q) A 7Q — =P ist eine Tautologie:

P Q|P5Q (P->QA=Q| (P —Q)A=Q— P

W W w F w
W F F F w
F W W F W
F F w w w

(iii) Die Aussagen —(P A Q) und =PV —Q sind logisch dquivalent, kurz: =(PA Q) & =PV =Q,
denn —(P A Q) <> =P V =Q ist eine Tautologie, wie in Beispiel 1.6 gerade schon gezeigt
wurde. A

Satz 1.9 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

Es seien P, Q und R Aussagen. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.

-(-P) & P doppelte Verneinung (1.3)
P = T »Aus Beliebigem folgt Wahres.®  (1.4a)
1L = P »Aus Falschem folgt Beliebiges.*  (1.4b)

PAP & P Idempotenz von AP (1.52)
PVvP & P Idempotenz von V (1.5b)

PAT o P Neutralitit von AT (1.6a)

Pvl & P Neutralitat von VL (1.6b)

PAL & 1 Absorption bei A" (1.7a)

PVT & T Absorption bei Vv (1.7b)
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PA-P & 1L Komplementaritit bei A (1.8a)
Pv-P & T Komplementaritit bei V*° (1.8b)
PAQ OAP Kommutativitit von A*° (1.9a)
PvQ QvP Kommutativitit von V (1.9b)
(PVQ)VR PV(QVR) Assoziativitiat von v* (1.10a)
(PAQ)AR PA(QAR) Assoziativitiat von A (1.10b)
-(PAQ) & =PV-Q De Morgansches Gesetz* (1L11a)
-(PVQ) =P A=Q De Morgansches Gesetz (1.11b)
PA(QVR) (PAQ)V (PAR) Distributivitiat® (1.122)
PV(QAR) & (PVQ)A(PVR) Distributivitit (1.12b)
(P—>Q)AP = Q0 modus ponendo ponens (1.132)
P> A-Q = =P modus tollendo tollens (1.13b)
(P—>-Q)AP = =0 modus ponendo tollens? (1.13¢)
(P> Q)A=-P = Q0 modus tollendo ponens® (1.13d)
P> A(Q—>R) = P->R Kettenschluss?. (114)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Aufstellen der Wahrheitstafeln und wird hier nicht ausgefiihrt.

O

Quizfrage 1.3: Konnen Sie einfache Beispiele in Alltagssprache angeben, bei denen die vier
logischen Implikationen (1.13a)-(1.13d) benutzt werden?

Ende der Vorlesung 1

lateinisch: duplex negatio affirmat
3lateinisch: verum ex quolibet
4]ateinisch: ex falso quodlibet

Senglisch: idempotence, lateinisch: idem: dasselbe, lateinisch: potentia: Vermégen, Kraft

Senglisch: neutrality, lateinisch: neutrum: keines von beiden

7englisch: absorption, lateinisch: absorbere: einsaugen, verschlingen

Benglisch: complementarity, lateinisch: complementum: Ergéinzung, Vollendung
9Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, lateinisch: tertium non datur
?%englisch: commutativity, lateinisch: commutare: tauschen, vertauschen
2englisch: associativity, lateinisch: associare: verbinden, beigesellen

22englisch: De Morgan’s law

23englisch: distributivity, lateinisch: distribuere: verteilen, aufteilen
24Der modus ponendo tollens wird haufig als =(P A Q) AP = =Q geschrieben.
25Der modus tollendo ponens wird haufig als (P V Q) A =P = Q geschrieben.

26englisch: chain inference
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§ 2 PRADIKATENLOGIK

Literatur: Deiser, 2022, Anhang 1; Magnus u. a., 2023, Kapitel 22-39

Die Aussagenlogik reicht fiir die Bediirfnisse der Mathematik nicht aus. Beispielsweise lasst
sich die Aussage ,Wenn n eine gerade ganze Zahl ist, dann ist auch n? eine gerade ganze Zahl."
innerhalb der Aussagenlogik aus § 1 nicht wie erforderlich symbolisieren. Die Schwierigkeit ist,
dass wir in der Aussagenlogik keine Aussagen mit Variablen zur Verfiigung haben. Wir bendtigen
dazu die Pradikatenlogik®’, eine Erweiterung der Aussagenlogik. In der Pradikatenlogik ist es
moglich, eine Aussage von dem Gegenstand, iiber den sie gemacht wird, zu trennen. Neben den
schon bekannten Junktoren verwendet die Pradikatenlogik zusatzlich

« Aussageformen (englisch: statement) oder Pradikate (englisch: predicate), das sind
sprachliche Gebilde mit Variablen (Leerstellen), die nach Einsetzen der Variablen in
Aussagen Ubergehen, z. B.

A(x) : x wohnt in Aachen.
Z(x) : x ist eine gerade ganze Zahl.

G(x, y) : x ist mindestens so grof} wie y.

Die Anzahl der Variablen einer Aussageform heiflt deren Stelligkeit (englisch: arity).

« Quantoren (englisch: quantifier), und zwar

vV fiir alle” Allquantor?®
3 ,es existiert (mindestens) ein“ Existenzquantor®

3! es existiert genau ein® Eindeutigkeitsquantor3°.

Fir die Symbole der Pradikatenlogik sollen folgende Bindungsregeln gelten:

V,3und 3! binden stirker als —
- bindet starker als
bindet starker als

bindet starker als

bindet stirker als

oy <>

A

V
—  bindet stirker als
>
=

bindet stirker als

(2.1)

Zu jedem Quantor geben wir den Grundbereich (auch: Individuenbereich, Diskursuniver-
sum, Domine, englisch: universe of discourse, domain of discourse) an. In der Regel nimmt

*7genauer: Pradikatenlogik erster Stufe, englisch: predicate logic, first order logic
2Benglisch: universal quantifier

*9englisch: existential quantifier

3%englisch: uniqueness quantifier
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man an, dass der Grundbereich nicht leer ist, um gewisse Komplikationen auszuschliefen. Der
Grundbereich ist wichtig und beeinflusst den Wahrheitswert einer quantorisierten Aussage:

Vx e N (x
Vx e R (x

0) Alle natiirlichen Zahlen sind nichtnegativ. (wahre Aussage)
0

vV WV

) Alle reellen Zahlen sind nichtnegativ. (falsche Aussage)

Beispiel 2.1 (Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache mit Quantoren).
Wir betrachten die Aussageformen

E(x) : x hat 100 000 oder mehr Einwohner.
S(x) : x ist eine Stadt.

mit dem Grundbereich O = Menge aller Orte in Deutschland. Dann kénnen wir die folgenden
Aussagen wie angegeben symbolisieren:

(i) Es gibt mindestens eine Stadt in Deutschland, die 100 000 oder mehr Einwohner hat.
dx € O (E(x) A S(x))
(ii) Es gibt genau einen Ort in Deutschland, der 100 000 oder mehr Einwohner hat, der aber
keine Stadt ist.
Alx € O (E(x) A =S(x))
(iii) Alle Stadte in Deutschland haben 100 000 oder mehr Einwohner.
Vx € O (S(x) — E(x))

(iv) Keine Stadt in Deutschland hat 100 000 oder mehr Einwohner.
—3dx € O (E(x) A S(x))

Diese letzte Aussage (iv) konnten wir beispielsweise dquivalent auch auf folgende Weisen
ausdriicken:

(v) Jeder Ort in Deutschland ist nicht gleichzeitig Stadt und hat mehr als 100 000 Einwohner.
Vx € O (=(E(x) A S(x)))
(vi) Jeder Ort in Deutschland ist entweder keine Stadt oder hat weniger als 100 000 Einwohner
oder beides.
Vx € O (=E(x) V =S(x))
(vii) Far alle Orte in Deutschland gilt: Wenn sie 100 000 oder mehr Einwohner haben, sind sie
keine Stadt.
Vx € O (E(x) —> =S(x))
(viii) Fur alle Orte in Deutschland gilt: Wenn sie eine Stadt sind, haben sie weniger als 100 000

Einwohner.
Vx € O (S(x) — —E(x))

Die Aquivalenz der Aussagen (iv) bis (viii) konnen wir mit Hilfe von (2.2b), des De Morganschen
Gesetzes (1.11a) und der Definition von — zeigen. A

Man sagt, dass die Variable einer Aussageform durch ihren Quantor gebunden (englisch: bound
variable) wird. Auf den Namen der Variablen kommt es dabei iibrigens nicht an, es sind also
Jx (E(x) A S(x)) und 3y (E(y) A S(y)) dquivalente Aussagen.
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Besonders mehrstellige Aussageformen spielen in vielen mathematischen Aussagen eine grofle
Rolle. Die Reihenfolge verschiedener Quantoren ist dabei wichtig! Unterscheide zum Beispiel
(siche Lehrveranstaltung zur Analysis zu den Begriffen ,Stetigkeit und ,gleichmaflige Stetig-
keit®)

Die Funktion f: (a,b) — R ist stetig:
Vx € (a,b)Ve>035>0Vy e (ab)(lx—yl <5 = [f(x)—f(y)l <e).

vierstellige Aussageform

Die Funktion f: (a,b) — R ist gleichmafig stetig:
Ve>035>0Vx e (ab)Vye (ab)(lx—yl<s = |f(x)—f(y)l<e).

dieselbe vierstellige Aussageform
Fir Aussagen mit Quantoren gelten folgende Regeln (ohne Beweis).

Satz 2.2 (logische Implikationen und Aquivalenzen von Aussagen mit Quantoren).
Es seien P, Q einstellige Aussageformen mit gemeinsamem Grundbereich und R eine zweistellige
Aussageform. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.'

-(Vx P(x)) ¢ dx (=P(x)) Negation des Allquantors (2.2a)

-(dx P(x)) < Vx (=P(x)) Neg. des Existenzquantors (2.2b)

Vx (P(x) AQ(x)) & VxP(x) AVx Q(x) Distributivitit (2.3a)

Ax (P(x) VQ(x)) & 3Tx P(x)VIx Q(x) Distributivitit (2.3b)

(Vx P(x)) V (Vx Q(x)) = Vx (P(x)V Q(x)) (2.42)
Ix (P(x) AQ(x)) = (3x P(x)) A (3x Q(x)) (2.4b)

Vx (P(x) = Q(x)) = (Vx P(x)) = (Vx Q(x)) (2.50)

Jx (P(x) = Q(x)) & (Vx P(x)) = (Ix Q(x)) (2.5b)

Auf https://de.wikipedia.org/wiki/Pradikatenlogik#Quantoren finden sich schéne Veranschauli-
chungen wahrer Aussagen mit zweistelligen Aussageformen und verschiedenen Quantoren.

§ 3 BEWEISMUSTER

Literatur: Deiser, 2024b, Kapitel 1.1; Magnus u. a., 2023, Kapitel 15-21

In einem Beweis versuchen wir in der Regel, fiir gegebene Aussagen P, Q die Implikation
P = Q nachzuweisen. Das heif3t, wir miissen nachweisen, dass P — Q eine Tautologie ist.
Meistens besteht die Pramisse P selbst aus einer Konjunktion (Und-Verkniipfung) und/oder

3!'Aus Griinden der Lesbarkeit lassen wir die Angabe des Grundbereichs bei den Quantoren hier weg.
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Disjunktion (Oder-Verkniipfung) mehrerer einzelner Pramissen. Nicht alle Pramissen werden
in der Formulierung eines mathematischen Satzes explizit genannt. Beispielsweise wird man
die als wahr geltenden Grundannahmen (Axiome) z. B. iiber die reellen Zahlen nicht jedes Mal
explizit erwahnen.

Ein Beweis wird oft in viele kleine Schritte zerlegt. Das Aufstellen einer Wahrheitswerttabelle
ist nicht zielfithrend, vor allem dann nicht, wenn die Aussagen Variablen enthalten. Vielmehr
werden wir Schlussregeln anwenden, die auf Tautologien beruhen. Solche Tautologien haben
wir in Satz 1.9 und Satz 2.2 bereits aufgefiihrt.

Folgende Beweismuster fiir Implikationen P = Q werden hiufig verwendet:

@

(3)

Beim direkten Beweis (englisch: direct proof) wird P = Q, typischerweise unter Ver-
wendung von Axiomen und bereits bewiesenen Satzen, direkt mit Hilfe von Schlussregeln
hergeleitet. Ein Vergleich mit der Wahrheitswerttabelle der Implikation P — Q (Definiti-
on 1.3) zeigt, dass nur das Fall ,,P ist wahr, und Q ist falsch® ausgeschlossen werden muss.
Dazu nehmen wir typischerweige die Aussage P als wahr an und zeigen, dass dann auch
die Aussage Q wabhr ist.

Beim indirekten Beweis oder Beweis durch Kontraposition (englisch: indirect proof,
proof by contrapositive, lateinisch: contra: gegen, lateinisch: positio: Position, Stellung)
nutzen wir die Aquivalenz (P — Q) & (=Q — =P) aus. Wir fiihren also einen direkten
Beweis fiir -Q = —P. Dazu nehmen wir die Aussage Q als falsch an und zeigen, dass dann
die Aussage P auch falsch ist.

Beim Widerspruchsbeweis (englisch: proof by contradiction, lateinisch: reductio ad adsur-
dum: Zuriickfithrung auf das Sinnlose) nutzen wir die Aquivalenz (P — Q) & (PA-Q) —
1 aus. Dazu nehmen wir die Aussage P als wahr und die Aussage Q als falsch an und zeigen,
dass dann L folgt.

Beim Beweis durch Fallunterscheidung (englisch: proof by distinction of cases) nutzen
wir die Aquivalenz (PAR — Q) A(PA—-R — Q) & P — Q. Dabei ist R irgendeine weitere
Aussage. Wir nehmen also zunéchst die Aussagen P und R als wahr an und zeigen, dass
dann auch die Aussage Q wahr ist. AnschlieBend nehmen wir die Aussage P weiterhin als
wahr aber die Aussage R als falsch an und zeigen, dass dann wiederum die Aussage Q wahr
ist. Manchmal wird die Aussage R in weitere Teilaussagen zerlegt, sodass mehr als die zwei
Falle ,R ist wahr“ und ,R ist falsch® abgebildet werden konnen.

Beispiel 3.1 (verschiedene Beweismuster).

@

direkter Beweis
Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen m, n gelte m* < n?, dann gilt auch m < n.
Wir symbolisieren die zugehorigen Aussagen iiber zweistellige Aussageformen:
P(m,n) : m* < n®
Q(mn):m<n

und verwenden als Grundbereich fiir beide Variablen in beiden Aussageformen die Menge
N :={1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen. Wir wollen zeigen:

Vm e NVneN (P(m,n) = Q(m,n)).
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(3)

Beweis: Es seien dazu m,n € N.

m* < n nach Definition von P
= 0<n’-m? nach Subtraktion von m?
= 0<(n-m)(n+m) nach Rechenregeln in N
= 0<n-m da n+ m > 0 und nach Regeln von < in N
= m<n nach Rechenregeln in N.

Ab sofort werden wir solche Beweise als FliefStext schreiben, etwa wie folgt: ,Es seien
m,n € N und m? < n?. Dann gilt auch 0 < n? — m? = (n — m)(n + m). Die Division durch
die positive Zahl n + m ergibt 0 < n — m, also auch m < n, was zu zeigen war.

Die konkrete Benennung der verwendeten Aussageformen P und Q war fiir den Beweis
auch nicht wesentlich, sodass wir im Folgenden darauf verzichten konnen.

Beweis durch Kontraposition

Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn 4" — 1 eine Primzahl ist, dann ist
notwendig n ungerade.

Kontraposition der Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn n gerade ist,
dann ist 4" — 1 keine Primzahl.

Beweis: Es sei n € N gerade, also gilt n = 2k fiir eine Zahl k € N. Damit ist 4" —1 = 4?k -1 =
(4% —1)(4* +1). Beide Faktoren sind > 1, d. h., 4" — 1 ist keine Primzahl.

Widerspruchsbeweis3?
Behauptung: Fiir alle reellen Zahlen x € R gilt sin(x) + cos(x) # %

Beweis: Wir nehmen an, es gébe eine Zahl x; € R mit der Eigenschaft sin(x) + cos(x) = %
Durch Quadrieren folgt dann (sin(x))? + (cos(x))? + 2 (sin(xp))(cos(xp)) = %. Wegen
(sin(x))? + (cos(x))? = 1 und 2 (sin(x))(cos(x)) = sin(2 x) fiir alle x € R (insbesondere
auch fiir xp) folgt also sin(2 xq) = % > 1. Jedoch nimmt die sin-Funktion nur Werte zwischen
—1und 1 an, Widerspruch.

Weitere klassische Aussagen, die typischerweise mit Widerspruchsbeweisen gezeigt werden,
sind ,Es gibt unendlich viele Primzahlen® und V2 ist keine rationale Zahl®.

Beweis durch Fallunterscheidung

Behauptung: Fiir jede ganze Zahln € Z = {0,1,-1,2,-2,...} gilt: n® + n ist gerade.
Beweis: Es sei n € Z. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: n ist ungerade.

In diesem Fall gilt also n = 2k + 1 fiir ein k € Z. Dann ist
nP+n=02k+1)’+2k+1=4k+4k+1+2k+1=4k*+6k+2,

also eine gerade Zahl.

Fall 2: n ist gerade.

32Dieses Beispiel ist Thiele, 1979 entnommen.
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In diesem Fall gilt also n = 2 k fiir ein k € Z. Dann ist
n“+n=02k?>+2k=4k*+2k,

also wiederum eine gerade Zahl. A

Das Ende eines Beweises wird oft mit der Abkiirzung q.e.d. (lateinisch: quod erat demonstran-
dum: was zu zeigen war, englisch: what was to be proved) oder mit dem Symbol O markiert.

Andere Sitze sind nicht als Implikation formuliert, sondern in Form mehrerer dquivalenter
Aussagen A; © A; & --- & A, In diesem Fall verwenden wir hiufig einen

(5) Beweis durch Ringschluss (englisch: closed chain inference). Bei diesem zeigen wir
nacheinander die Implikationen P, = P,, P, = P5 usw. bis P,_; = P, und P, = P;, was
dann wiederum die gewiinschten Aquivalenzen zur Folge hat. Das erfordert n Beweisschritte.
Wir konnen sogar allgemeiner solange verschiedene Implikationen P; = P; zeigen, bis
wir mittels Kettenschluss von jeder der beteiligten Aussagen zu jeder anderen Aussage
gelangen konnen. Die Anzahl der zu zeigenden Implikationen betrdgt aber mindestens n.

Quizfrage 3.1: Wieviele Implikationen wiren zu zeigen, wenn man die Aquivalenz der
Aussagen P; und P fir i, j = 1,...,n mit i # j paarweise zeigen wiirde?

Schlief3lich betrachten wir noch den

(6) Beweis durch vollstindige Induktion (englisch: proof by induction), der dann verwendet
werden kann, wenn wir die Wahrheit einer Aussageform P(n) fiir alle ganzen Zahlen
n > ng ab einem gewissen Startindex ny € Z zeigen wollen. In diesem Fall zeigen wir am
Induktionsanfang (englisch: base case) die Wahrheit der Aussage P(ny). Oft wird der
Induktionsanfang bei ny = 0 oder ny = 1 gesetzt.

Im Induktionsschritt (englisch: induction step) wird fiir beliebiges n > n, die Aussage
P(n) = P(n+1) gezeigt. Dabei heifit P(n) die Induktionsannahme oder Induktionsvor-
aussetzung (englisch: induction hypothesis). Bei Bedarf kann sogar auf alle vorgehenden
Aussagen P(ny),. .., P(n) zuriickgegriffen werden, also P(ng) A --- A P(n) = P(n+1)
gezeigt werden.33

Expertenwissen: vollstindige Induktion fiir allgemeinere Indexmengen

Man muss eine Indexmenge wie {n € Z | n > ny} nicht notwendig aufsteigend traversie-
ren. Wenn man z. B. beweisen kann, dass P(n) = P(2n) fiir alle n € N mit n > n, gilt
sowie P(n) = P(n —1) fiir n — 1 > ny, so hat man auch alles gezeigt.

Auflerdem kann man die vollstdndige Induktion auch fiir Aussageformen iiber der ge-
samten Menge Z durchfithren und benétigt dann zusétzlich zum Schritt von n auf n +1
den Schritt von n auf n — 1.

Schlief3lich erfordert die Induktion nicht einmal totalgeordnete Indexmengen (Defini-
tion 5.28). Allgemein kann man fundierte Mengen nehmen, das sind halbgeordnete
Mengen, deren nichtleere Teilmengen mindestens ein minimales Element besitzen.

33Ein schones Beispiel fir einen fehlerhaft ausgefithrten Induktionsbeweis ist das Pferde-Paradoxon, bei dem
,bewiesen wird, dass alle Pferde dieselbe Farbe haben.
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Beispiel 3.2 (vollstindige Induktion).
Behauptung: Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist gleich 1n (n +1), also: Fir alle
n €N gilt

P(n):Zj:%n(n+l).
=

Induktionsanfang bei ny = 1: P(1) lautet: Z}‘:l j= % -1- 2, was eine wahre Aussage ist. Wir
zeigen nun im Induktionsschritt, dass P(n) auch P(n + 1) impliziert. Zu zeigen ist fiir beliebiges
n € N also Z;’;’llj = %(n +1) (n+2), wobei die Aussagen Z;’le = %n (n+1) verwendet werden
darf.

Z j=n+1+ Z Jj wegen der Assoziativitit der Addition

=n+1+ En (n+1) nach Induktionsannahme, dass P(n) wahr ist

1
=(n+1) [1 + En] wegen des Distributivgesetzes fiir Addition und Multiplikation

2 1 n
] wegenl=—und —n=—
2 2 2

2+n
2

(n+1)[

1
> (n+1)(n+2) wegen der Kommutativitat der Multiplikation,

was P(n + 1) entspricht. A

Ende der Vorlesung 2

Ende der Woche 1

§ 4 MENGENLEHRE

Literatur: Deiser, 2024b, Kapitel 1.2; Deiser, 2024a, Kapitel 1.1; Janich, 2008, Kapitel 1.1; Janich,
2008, Kapitel 6

Mengen sind das klassische Fundament der Mathematik. Georg Cantor, Begriinder der Mengen-
lehre, hat 1895 folgenden Versuch der Definition einer Menge angegeben:

,Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung X von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die Elemente von X genannt werden) zu einem Ganzen.”

Diese urspriingliche Definition hat allerdings Schwachen, wie wir gleich noch sehen werden.

Wir bezeichnen Mengen oft mit Grofibuchstaben. Ist X eine Menge (englisch: set) und x ein
Element (englisch: element) von X, so notieren wir diese Beziehung als x € X (seltener auch
X > x) und lesen ,x ist Element von X“ oder kurz ,x in X“ oder auch ,X enthalt x“. Das Symbol
x ¢ X (oder X # x) driickt aus, dass x kein Element von X ist.
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Mengen sind vollstindig durch ihre Elemente bestimmt. Zwei Mengen X und Y sind also genau
dann gleich (englisch: equality of sets), wenn sie dieselben Elemente enthalten. In Symbolen:

X =Y istdefiniert als die Aussage VxeX (x€Y) A VyeY (yeX).

Mengen konnen beispielsweise durch Aufzidhlung ihrer Elemente in geschweiften Klammern {}
angegeben werden, etwa
X ={2,3,5}.

Da Mengen nur aus ,wohlunterschiedenen Elementen bestehen und es auf die Reihenfolge
nicht ankommt, kénnten wir dieselbe Menge auch als

X ={523,2}

beschreiben. Bei der ,Konstruktion” der Menge wird das doppelte Vorkommen des Elements 2
also ignoriert.

Wichtige Mengen sind die Zahlbereiche (englisch: number systems)

N:={123,...} Menge der natiirlichen Zahlen3* (4.12)
Ny =1{0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null (4.1b)
Z=40,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen® (4.1¢)

Q= {T | meZ nez\ {O}} vorliufige Menge der rationalen Zahlen® (4.1d)
n

R Menge der reellen Zahlen?’ (4.1€)
C={a+bi|labeR} Menge der komplexen Zahlen?®, (4.1f)

die hier nur informell definiert werden. Fiir die tatsachliche Definition der rationalen Zahlen Q
verweisen wir auf (5.18). Die mengentheoretische Konstruktion der Zahlbereiche aus (4.1) wird
in Anhang A angedeutet.

Eine weitere Moglichkeit, Mengen anzugeben, besteht darin, Elemente anhand bestimmter
Eigenschaften zu sammeln. Es sei dazu P eine Aussageform mit Grundbereich X, der eine Menge
sein soll. Dann konnen wir

Y= {x € X[P(x)} (4-2)

betrachten, bestehend aus den Elementen von X, fiir die P(x) eine wahre Aussage ist. Diese
Konstruktion heifit Mengenkomprehension (englisch: set comprehension).

Hier erkennt man ein Problem der sehr freien Definition einer Menge nach Cantor. Sie lasst es
beispielsweise zu, X als die Menge aller Mengen zu definieren. Wéhlen wir dann P(x) als die
Aussageform ,enthélt sich nicht selbst als Element®, so definiert

Z={xeX|x¢x}

also die ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten®. Stellen wir jetzt die
Frage, ob Z sich selbst enthilt, so ergibt sich folgendes Problem:

34englisch: natural numbers

35englisch: integer numbers, lateinisch: integer: ganz, unversehrt
36englisch: rational numbers, lateinisch: ratio: Verhiltnis
37englisch: real numbers

Benglisch: complex numbers
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« Falls Z sich selbst enthilt (Z € Z), dann liegt das daran, dass Z die Komprehensionsbe-
dingung Z ¢ Z erfiillt.

« Falls Z sich nicht selbst enthalt (Z ¢ Z), dann erfiillt Z die Komprehensionsbedingung
Z ¢ Z nicht, also gilt Z € Z.

In Kurzform erhalten wir den Widerspruch Z € Z & Z ¢ Z. Dieser Widerspruch ist als Russell-
Paradoxon (englisch: Russell’s paradox) oder Russell-Antinomie der ,naiven® Cantorschen
Mengenlehre bekannt geworden, entdeckt 1901 von Russell und unabhéngig etwa zeitgleich
von Zermelo.??

Die Auflosung in der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel (ZF-Mengenleh-
re, englisch: ZF set theory) besteht darin, den Mengenbegriff geeignet einzuschranken, sodass
Konstruktionen wie die ,Menge aller Mengen® nicht mehr moglich sind. In dieser Lehrveran-
staltung konnen wir die zugehorigen Axiome*° nicht behandeln und verweisen auf spéitere
Spezialveranstaltungen. Wir weisen aber darauf hin, dass die Mengenkomprehension (4.2) in
Form des sogenannten Aussonderungsaxioms (englisch: axiom schema of separation) als
Konstruktionsprinzip von Mengen weiterhin vorkommt. Wesentlich ist nur eben, dass der
Grundbereich X der Aussageform P eine Menge im Sinne der ZF-Axiome sein muss.*'

Intervalle in den reellen Zahlen lassen sich beispielsweise iiber Mengenkomprehension definie-
ren:#?

Beispiel 4.1 (Mengenkomprehension).

Es seien g, b € R. Dann heift

[a,b] ={x eR|a< x < b} abgeschlossenes Intervall*3
(a,b] = {x e R]la < x < b} links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall**
[a,b) ={x e R|a< x <b} links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall®
(a,b) ={x €eR|a<x <b} offenes Intervall‘
[a,0) ={x e R|a < x} rechtsseitig unendliches abgeschlossenes Intervall*’
(a,0) ={xeR|a<x} rechtsseitig unendliches offenes Intervall*®
(—o0,b] ={x e R|x < b} linksseitig unendliches abgeschlossenes Intervall®’
(—o00,b) ={x e R|x < b} linksseitig unendliches offenes Intervall>®
(—o0,00) ={x e R|T} =R beidseitig unendliches Intervall®'.

39Eine bekannte andere Formulierung des Russell-Paradoxons ist die folgende. In einem Dorf lebt ein (ménnlicher)
Barbier, der alle Manner rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert der Dorfbarbier sich selbst?

4°Bei Interesse kénnen Sie sich aber unter https://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre einen
Eindruck verschaffen.

4Ist der Grundbereich keine Menge, so landet man beim Begriff der Klasse (englisch: class), siehe etwa Deiser,
2024a, Kapitel 3. Stark vereinfacht gesagt ist eine Klasse ein Objekt, das ,,zu gro“ ist, um eine Menge zu sein.
Ein wichtiges Beispiel ist die Klasse aller Mengen (englisch: class of all sets).

4?Hierbei ist ,<“ die tibliche Totalordnung auf R. Mehr dazu in Definition 5.28 und Anhang A.
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Dabei ist {x € R|a < x < b} eine gebrauchliche Kurzschreibweise fiir {x € R|a < x A x < b}.

Die Intervalle der Form [a, b], (a,b], [a, b) und (a, b) heiflen endliche Intervalle (englisch:
finite intervals) oder beschrinkte Intervalle (englisch: bounded intervals) mit Endpunkten
(englisch: end points) a, b € R. Diese Intervalle sind leer, falls b < a bzw. b < a sein sollte. Die
Bedeutung der Eigenschaften offen (englisch: open) und abgeschlossen (englisch: closed) wird
typischerweise in Lehrveranstaltungen zur Analysis behandelt.

Wir definieren fiir a, b € Z auch das ganzzahlige Intervall (englisch: integer interval)
[a b] = [ab] NZ.

Schlie3lich werden wir selbsterklirende Symbole wie Ry, Qo usw. verwenden. A

Definition 4.2 (Teilmenge, Obermenge).
Fir Mengen X und Y definieren wir:

(i) X ist eine Teilmenge (englisch: subset) von Y, kurz: X C Y, wenn jedes Element von X
auch ein Element von Y ist, kurz: Vx € X (x € Y). In diesem Fall sagen wir auch, Y sei
eine Obermenge (englisch: superset) von X, und schreiben Y 2 X.

(ii) X ist eine echte Teilmenge (englisch: proper subset) von Y, kurz: X ¢ Y, falls X € Y
und X # Y gilt. In diesem Fall sagen wir auch, Y sei eine echte Obermenge (englisch:
proper superset) von X, und schreiben Y 2 X.

Die Teilmengenbeziehung C zwischen Mengen heifit auch Inklusion (englisch: inclusion,
lateinisch: includere: einschlief3en) A

Beispielsweise erzeugt die Mengenkomprehension (4.2), also Y = {x € X | P(x)}, immer eine
Teilmenge Y C X. Aufierdem gelten die echten Inklusionen

NCNyo¢cZcecQgcRgC

fiir die Zahlbereiche aus (4.1). Quizfrage 4.1: Wie kann man sich davon tiberzeugen, dass die
Inklusionen echt sind?

In der axiomatischen Mengenlehre gibt es genau eine Menge, die keine Elemente enthélt: die
leere Menge (englisch: empty set) 0. Eine Menge heifit nichtleer (englisch: non-empty set),
wenn sie von @ verschieden ist, also mindestens ein Element enthalt. Wir schreiben dann
X #0.

43englisch: closed interval

44englisch: left-open, right-closed interval

4Senglisch: left-closed, right-open interval

4%englisch: open interval. Bei der Notation (a, b) fiir offene Intervalle besteht eine Verwechslungsgefahr mit den
Elementen (a, b) des kartesischen Produkts von zwei Mengen, siehe Definition 4.8.

47englisch: unbounded above, closed interval

#englisch: unbounded above, open interval

4englisch: unbounded below, closed interval

5%englisch: unbounded below, open interval

Slenglisch: unbounded above and below interval
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Definition 4.3 (Durchschnitt, disjunkte Mengen, Vereinigung, disjunkte Vereinigung).

(i)

(if)

(iii)

Es sei A eine nichtleere Menge von Mengen. Dann heif3t die Menge

ﬂﬂ:: {x|VA € A (x € A)} (4.32)

die Schnittmenge, der Durchschnitt oder kurz der Schnitt (englisch: intersection)
von A. Sind die Elemente von A liber eine nichtleere Indexmenge I indiziert, gilt also
A ={A;|i € I}, so schreiben wir statt ({A; | i € I} auch

ﬂAi = {x|\/i el(xe Ai)}. (4.3b)
il
Ist speziell A = {A;, A2}, so schreiben wir statt (\{A;, A2} auch
AINAy = {x|x€A1 A xeAz}. (4.3¢)

Gilt ﬂ A =0 bzw. m A; = 0 bzw. A; N Ay = 0, so heiflen die Elemente von A bzw. die
iel

Mengen A; bzw. die Mengen A; und A, disjunkt (englisch: disjoint).

Es sei A eine (moglicherweise leere) Menge von Mengen. Dann heifit die Menge

| JA={x|3ae A (x e a)} (4-42)

die Vereinigungmenge oder die Vereinigung (englisch: union) von A.>* Sind die
Elemente von A iiber eine Indexmenge I indiziert, gilt also A = {A; | i € I}, so schreiben
wir statt | J{A; |i € I} auch

UAi = {x | diel(xe Al-)}. (4.4b)
il
Ist speziell A = {A;, A2}, so schreiben wir statt | J{A;, A2} auch
AjUA, = {x|x€A1 v xeAz}. (4.4¢)

Sind die Elemente von A aus Aussage (ii) paarweise disjunkt (englisch: pairwise
disjoint), gilt also A N B = 0 fir alle A,B € A mit A # B, dann kénnen wir das
verdeutlichen, indem wir fiir die Vereinigungsmenge (4.4a)

Uﬂ:: {x|3A€3{ (xeA)} (4.52)
schreiben und von der disjunkten Vereinigungmenge oder von der disjunkten Ver-
einigung (englisch: disjoint union) von A sprechen. Sind die Elemente von A iiber eine
Indexmenge I indiziert, gilt also A = {A;|i € I} und gilt A; N A; = 0 fiir alle i, j € I mit
i # j, so schreiben wir auch

UAi = {x|3i el (xe Ai)}. (4.5b)

iel
Ist speziell A = {A;, A2} mit A; N Ay = 0, so schreiben wir auch
AlUA, = {x|xeA1 v xeAz}. (4.5¢)

A

52Die Existenz der Vereinigungsmenge (4.4a) folgt direkt aus einem der ZF-Axiome. In (4.3a) sollte dann explizit
NA = {x € Uﬂ\VA EA (xe€ A)} stehen.
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Definition 4.4 (Differenz, symmetrische Differenz, Komplement).
Fiir Mengen X und Y definieren wir

(i) die Differenzmenge (englisch: set difference) von Y in X
X\Y={xeX|x¢Y} (4.6)

kurz auch als , X ohne Y* bezeichnet.

(ii) die symmetrische Differenz (englisch: symmetric difference) von X und Y
XaY=(X\Y) U (Y\X). (4.7)
Ist weiter X eine Menge und Y C X eine Teilmenge, so definieren wir
(iii) das Komplement (englisch: complement) von Y in X
Ye=X\Y={xeX|x¢VY} (4.8)

Da die Menge X im Symbol Y€ nicht angegeben wird, muss sie aus dem Zusammenhang
klar sein. A

Quizfrage 4.2: Was sind X A X und X A 0?
XNy : : XUY I I
X \Y‘X) XAY I I

Abbildung 4.1.: Darstellung der Mengenoperationen X NY, X UY, X \ Y und X A Y aus Defini-
tion 4.4.

Lemma 4.5 (Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung).
Es seien X, Y und Z Mengen. Dann gilt:

XNY=YNnX Kommutativitiat von N (4.9a)
XUY=YUX Kommutativitit von U (4.9b)
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XNnY)ynZ=Xn((YNZ2) Assoziativitit von N (4.10a)
Xunyuz=XuU((Yuz Assoziativitiat von U (4.10b)
XN(Yuz)y=(XnNnY)u(XxXn2z Distributivitit (4.112)
XU(Ynz2)=(Xuy)n(xuz Distributivitit (4.11b)
X\Y=X\(XNnY) (4.12)
XNY=X o XCY (4.132)
XUY=Y o XCcCVv. (4.13b)

Sind Y und Z Teilmengen einer Menge X, bzgl. der wir das Komplement nehmen, so gilt weiter:

(YNnZ2)=YUZ" De Morgansches Gesetz 4.14a
g

Yuz)=yvnz* De Morgansches Gesetz 4.14b
g

(Y=Y Komplementbildung ist involutorisch>? (4.15)

YCZ o Z°cY- (4.16)

Beweis. Der Beweis kann durch Ausnutzung von X = Y © Vx (x € X & x € Y) und
X CY & Vx (x € X > x €Y) auf Satz 1.9 zuriickgefithrt werden. Die Details werden hier
nicht ausgefiihrt. o

Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir auch hier wieder Bindungsregeln:

.c

bindet stiarker als \
\  bindet starker als N
N bindet starker als U. (4.17)

Dadurch kénnten wir beispielsweise das erste Distributivgesetz (4.11a) auch als X N (Y U Z) =
X NY U X N Z schreiben. Es gilt jedoch auch hier, dass Klammern zur Verdeutlichung nicht
schaden konnen.

Definition 4.6 (Potenzmenge).
Fiir jede Menge X heif3t
P(X)={A|AC X} (4.18)

die Potenzmenge (englisch: power set) von X. A
Die Potenzmenge von X ist also die Menge aller Teilmengen von X. In der axiomatischen

Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel gibt es das Potenzmengenaxiom, das garantiert, dass
jede Menge eine Potenzmenge besitzt.

53auch: selbstinvers, englisch: involutory, involutive, self-inverse, lateinisch: involvere: einwickeln
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Beispiel 4.7 (Potenzmenge).

(i)
(ii)
(i)

Fir X = 0 ist P(X) = {0}.
Fur X = {a} ist P(X) = {(Z), {a}}.
Fur X = {a, b} ist P(X) = {(Z), {a}, {b}, {a, b}}. A

Definition 4.8 (kartesisches Produkt endlich vieler Mengen).

(9)

(i)

(iif)

(iv)

(v)

Fir Mengen X und Y definieren wir das kartesische Produkt (englisch: Cartesian
product) oder Kreuzprodukt (englisch: cross product)

XxY={(x,y)|xeX ANyeY} (4.19)

Die Elemente des kartesischen Produkts heiflen geordnete Paare (englisch: ordered
pairs) oder einfach Paare (englisch: pairs) (x, y).>

Analog konnen wir auch das kartesische Produkt von mehr als zwei Mengen definieren,
etwa X X Y X Z, dessen Elemente Tripel (englisch: triplets) (x, y, z) sind.>

Allgemeiner heiflen die Elemente (x1, x2, . .., X,) des Produkts X7 X; = X; X -+ - X X,
von n € Ny Mengen n-Tupel (englisch: n-tuples).5® Dabei gilt x; € X; firi=1,...,n.
Die Eintrige xi, . . ., x, eines n-Tupels (xy, . .., x,) fiir n € Ny heiflen die Komponenten
(englisch: components) des Tupels. Die Anzahl der Komponenten eines Tupels heif3t
dessen Linge (englisch: length).

Wir schreiben X? = X X X und allgemeiner X" = X, X fiir das kartesische Produkt

einer Menge X mit sich selbst fiir n € Ny. Dabei verstehen wir unter X° die Menge {()},
die nur das leere Tupel (englisch: empty tuple) enthalt. A

Beispiel 4.9 (kartesisches Produkt).

(0)

(if)

Ende der Vorlesung 3

Ist X = {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und Y = {7, 8,9, 10, Bube, Dame, Konig, As}, so entspre-
chen die Elemente des kartesischen Produkts X X Y gerade den 32 Karten eines Skatspiels,
also (Kreuz, 7), (Kreuz, 8) usw. bis (Karo, As).

Das kartesische Produkt von Intervallen in R

heifit ein mehrdimensionales Intervall 3
(englisch: multi-dimensional interval).

Fir X = [1,4] und Y = [2,3] konnen wir 2-
das mehrdimensionale Intervall X X Y =
{(xp, %) [1 €1 €4 A2 x<3CRXR 1+

wie folgt illustrieren:

54Ein geordnetes Paar kann in der Sprache der Mengenlehre durch die Kuratowski-Darstellung (x,y) =
{{x}, {x, y}} realisiert werden.

55Tripel kénnen in der Sprache der Mengenlehre durch die Rekursion (x, y, z) = ((x, ), z) realisiert werden.

56n—Tupel konnen in der Sprache der Mengenlehre rekursiv durch (xl, X2, ..., xn) = ((x1,x2,..., Xn-1), Xn) fur

n >

2 und (x1) = x1 fur n = 1 realisiert werden. Ein Paar ist ein 2-Tupel, ein Tripel ist ein 3-Tupel.
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§ 5 RELATIONEN

Literatur: Deiser, 2024b, Kapitel 1.3

Relationen geben Beziehungen zwischen Objekten an wie beispielsweise ,1 < 3% oder ,,5 € N“
oder ,3 | 756 (,,3 teilt 756“) oder ,Berlin ist die Hauptstadt von Deutschland®.

Definition 5.1 (Relation).

Es seien X und Y Mengen.

(i) IstR C XXY,soheifit (R, X, Y) eine (zweistellige) Relation (englisch: relation, lateinisch:
relatio: Verhaltnis, Beziehung) zwischen X und Y. Die Menge R heif3t der Graph der
Relation (englisch: graph of a relation).

(if) Sind R, S C X X Y zwei Relationen zwischen X und Y und gilt R C S, dann heif}t R eine
Teilrelation (englisch: subrelation) von S, und S heifdt eine Oberrelation (englisch:
superrelation) von R.

(iii) Im Fall Y = X sprechen wir von einer homogenen Relation (englisch: homogeneous
relation) auf X. A

Wenn X und Y klar sind, sagt man auch oft, R € X X Y selbst sei die Relation. Statt (x, y) € R
schreiben wir auch x R y, um die Lesart ,,x steht in Relation zu y“ zu erleichtern.

Beachte: Zwei Relationen (Ry, X3, Y1) und (Rz, X5, Y2) sind genau dann gleich, wenn X; = X,
Yl = Yg und Rl = Rz gllt

Beispiel 5.2 (Relation).

(i) Ist X die Menge der Teilnehmenden an der Lehrveranstaltung Lineare Algebra I und
Y = {Mathematik, Physik, Informatik} eine Menge von Studienfichern, so ergibt die
Beziehung ,Die teilnehmende Person x studiert das Fach y.” eine Relation zwischen X
und Y.

(ii) Wir sagen, die Zahl x € Z teilt (englisch: divides) die Zahl y € Z, in Symbolen: x | y,
wenn eine Zahl n € Z existiert, sodass y = n x gilt. Insbesondere teilt jede ganze Zahl die
Zahl 0, und die Zahl 1 teilt jede ganze Zahl.

Die folgende Tabelle stellt die Teilbarkeitsrelation (englisch: divisibility relation) x | y
(,Die Zahl x teilt die Zahl y.“) auf der Menge X =Y = {0,1,2,...,10} = [[0,10] dar:
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. Ylol1l2]3|4|5|6|7]8]9]10
0 .
1 . . . . . . . . . . .
2 . . . . . .
3 . . . .
4 . . .
5 . . .
6 . .
7 . .
3 . .
9 . .
10 . .

(iii) Essei X = Y = Rund R = {(x,y) € R?|x < y} die gewohnliche Kleiner-Gleich-
Relation auf R (englisch: usual less-or-equal relation).

(iv) Es sei X eine Menge, P (X) die Potenzmenge und R = {(A, B) € P(X) X P(X) | A C B}
die Teilmengenrelation (englisch: subset relation) oder Inklusionsrelation (englisch:

inclusion relation) auf P (X).

(v) Auf einer beliebigen Menge X heifit die Menge

Ax ={(x,y) € X xX|x =y} (5.1)

die Diagonale (englisch: diagonal) in X x X. Die Relation idx = (Ax, X, X) heif3t die
Gleichheitsrelation (englisch: equality relation) oder Identititsrelation (englisch:
identity relation) auf der Menge X.

(vi) Auf einer beliebigen Menge X heif3t die Relation Ux = (U, X, X) mit U = X X X die
universelle Relation (englisch: universal relation). A

Quizfrage 5.1: Konnen Sie weitere Beispiele fiir Relationen benennen?

Definition 5.3 (Einschrankung von Relationen).
Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation zwischen X und Y. Sind A € Xund BC Y
Teilmengen, dann heif3t (R| axp A B) mit

Rlsug=1{(x,y) €R|x €A, yecB} (5.2)

die Einschrankung oder Restriktion (englisch: restriction, lateinisch: restringere: zuriickzie-
hen) von f auf A X B. A

Im Falle einer homogenen Relation auf X mit Teilmenge A C X betrachtet man haufig die
Einschrankung R| ,, ,, die dann wiederum eine homogene Relation, und zwar auf der Teilmenge
A C X, ist.

Definition 5.4 (Komposition von Relationen).
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Es seien X, Y und Z Mengen sowie (R, X, Y) und (S,Y, Z) zwei Relationen. Dann heif}t die
Relation (S o R, X, Z) mit

SoR={(x,2) e XX Z|3y € Y mit (x,y) € Rund (y,2) € S} (5.3)

die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die Hinter-
einanderausfithrung oder die Verkettung von R und S. Um die Reihenfolge klar zu benennen,
sagt man auch ,,S nach R". A

Quizfrage 5.2: Durch die Komposition welcher Relationen kann man die Relation ,ist Onkel
von" ausdriicken? Und die Relation ,,ist Urgro3mutter von®?

Lemma 5.5 (Rechenregeln fir die Komposition von Relationen).
Es seien X, Y, Z und W Mengen sowie (R, X,Y), (R, X, Y), (R, X,Y) sowie (S,Y,Z), (51, Y, 2),
(S2,Y,Z) und (T, Z, W) Relationen.

(i) Die Komposition ist assoziativ, d. h., es gilt

(ToS)oR=To(SoR). (5-4)

(ii) Fir o und U gelten die Distributivgesetze

(51U S2) oR=(S10R) U (S20R), (5-52)
So(RiUR) =(SoR)U(SoRy). (5:5b)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Beachte: Fiir o und N gelten die Distributivgesetze nicht! (Quizfrage 5.3: Beispiel?)

Definition 5.6 (Umkehrrelation).
Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation. Dann heifit (R}, Y, X) die Umkehrre-
lation (englisch: reverse relation) oder inverse Relation (englisch: inverse relation) von R,

wobei
R'={(yx) e Y xX|(x,y) eR} CY xX

definiert ist. A
Quizfrage 5.4: Wie bezeichnet man die Umkehrrelationen von ,kleiner oder gleich sein als®,
sTeilmenge sein von“ bzw. ,Teiler sein von™?

Quizfrage 5.5: Wie konnte man die Umkehrrelationen der Teilbarkeitsrelation auf Z bezeichnen?

Welche Darstellung hat diese Umkehrrelation als Tabelle wie in Beispiel 5.2?

Lemma 5.7 (Die Umkehrrelation kommutiert mit der Vereinigung).

(i) Es seien Ry, R, Relationen zwischen den Mengen X und Y. Dann gilt

(RiURy) ' =R 'UR;. (5.6a)
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(ii) Essei R eine Menge von Relationen zwischen den Mengen X und Y. Dann gilt

(U R)_l = | J{rR|ReR) (5.6b)

Beweis. Aussage (i):

(RiURy)™ = {(y,%) | (x,y) € R oder (x,y) € Ry}
= {(y’x) | (X, .V) € Rl} U {(y’x) | (X, .V) € RZ}
=R'UR;.

Der Beweis von Aussage (ii) erfolgt analog. O

Quizfrage 5.6: Was ist die Umkehrrelation von ,ist Onkel von® und von ,ist UrgrofSimutter
von“?

Definition 5.8 (Potenzen homogener Relationen).
Es sei X eine Menge und (R, X, X) eine Relation auf X. Wir definieren die Potenzen (englisch:
powers, lateinisch: potentia: Macht, Kraft, Vermdgen) von R fiir n € Z rekursiv durch

R =Ax (5.72)
R™ =R'oR firneN, (5.7b)
R™=(R"Y" firneN. (5.7¢)

A

Quizfrage 5.7: Wenn R die Relation ,,ist Elternteil von® ist, was ist dann die Relation R?? Und
was bedeutet R™2?

Wir definieren nun einige wichtige Eigenschaften, die homogene Relationen besitzen konnen.

Definition 5.9 (Eigenschaften homogener Relationen).
Es sei X eine Menge und R eine Relation auf X.

(i) R heifit reflexiv (englisch: reflexive), wenn gilt:
(x,x) e R furalle x € X.
(ii) R heifit irreflexiv (englisch: irreflexive), wenn gilt:
(x,x) ¢ R furalle x € X.
(iii) R heifit symmetrisch (englisch: symmetric), wenn gilt:
(x,y) R = (y,x) €R
(iv) R heifit antisymmetrisch (englisch: antisymmetric), wenn gilt:

(x,y) €Rund (y,x) eR = x=y.
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(v) R heif3t transitiv (englisch: transitive), wenn gilt:

(x,y) €Rund (y,z) eR = (x,2) €R

(vi) R heif}t total (englisch: total), wenn gilt:

(x,y) € Roder (y,x) € R furallex,y € X. A

Quizfrage 5.8: Die Reflexivitit von R kann man auch als idx C R ausdriicken. Wie sieht das
fiir die anderen Eigenschaften aus?

Beispiel 5.10 (Eigenschaften homogener Relationen).

(i) Die Teilbarkeitsrelation | auf Z ist reflexiv und transitiv, aber nicht irreflexiv, symmetrisch,
antisymmetrisch oder total.

(ii) Die Teilbarkeitsrelation | auf Ny ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht
irreflexiv, symmetrisch oder total.

(iii) Die Relation ,x liebt y“ auf einer Menge von Personen hat in der Regel keine der sechs
genannten Eigenschaften. A

Da Relationen Mengen sind, kénnen wir auch Durchschnitte von Relationen betrachten.

Definition 5.11 (Durchschnitt von Relationen).

Es sei R eine nichtleere Menge von Relationen zwischen den Mengen X und Y. Dann heif3t die
Relation

(R ={(x»|VReR ((x,y) e B} (5.8)

der Durchschnitt der Relationen in R. A

Beispiel 5.12 (Durchschnitt von Relationen).
(i) Der Durchschnitt der Relationen ,<“ und ,>“ auf der Menge R ist die Diagonale Ag.

(ii) Der Durchschnitt der Relation ,teilbar durch 2 und ,teilbar durch 3 auf Z ist die Relation
Jteilbar durch 6. A

Lemma 5.13 (Eigenschaften homogener Relationen unter Durchschnitten).

Es sei X eine Menge und R eine nichtleere Menge von Relationen auf X.

(i) Sind alle R € R reflexiv, dann auch (| R.
(if) Sind alle R € R symmetrisch, dann auch (\R.
(iii) Sind alle R € R transitiv, dann auch () R.

Quizfrage 5.9: Warum fithren wir keine entsprechenden Aussagen fiir irreflexive, antisymme-
trische und totale Relationen auf?
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Beweis. Aussage (i): Es sei x € X, dann gilt (x,x) € R fiir alle R € R, also auch (x,x) € " R.

Aussage (ii): Es sei (x, y) € (R, also (x, y) € R fiir alle R € R. Dann folgt (y, x) € R fur alle
Re R, also (y,x) e R.

Aussage (iii): Es seien (x,y) € (YR und (y,z) € (R, also (x, y) € Rund (y,z) € R fur alle
R € R. Dann folgt (x,z) € R fir alle R € R, also (x,z) € N R. O

Die Beobachtung, dass Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitidt unter Durchschnittsbildung
erhalten bleiben, ermoglicht es uns, entsprechende Hiillen homogener Relationen zu definieren,
siehe auch Anhang C. Dabei geht es darum, um welche Paare eine Relation mindestens erweitert
werden muss, damit sie die gewiinschte Eigenschaft erhalt.

Definition 5.14 (Hiillen homogener Relationen).
Es sei X eine Menge und R eine Relation auf X.

(i) Die reflexive Hiille (englisch: reflexive hull) von R ist definiert als57
R = ﬂ{S C X x X |S ist reflexiv und R C S}. (5.9a)
(ii) Die symmetrische Hiille (englisch: symmetrische hull) von R ist definiert als
RY™ = ﬂ{S C X x X | S ist symmetrisch und R C S}. (5.9b)
(iii) Die transitive Hiille (englisch: transitive hull) von R ist definiert als
R = ﬂ{S C X x X | S ist transitivund R C S}. (5.9¢)
(iv) Die reflexiv-transitive Hiille (englisch: reflexive-transitive hull) von R ist definiert als

R = ﬂ{S C X X X | S ist reflexiv und transitiv und R C S}. (5.9d)

(v) Die reflexiv-symmetrisch-transitive Hiille (englisch: reflexive-symmetric-transitive
hull) von R ist definiert als

R = ﬂ{S C X X X | S ist reflexiv, symmetrisch und transitivund R € S}.  (5.9€)

Anstelle der Bezeichnung reflexive Hiille wird auch der Begriff reflexiver Abschluss ver-
wendet, analog fiir die anderen Begriffe.5® A

Aufgrund der Konstruktion sollte klar sein, dass die Hiillenbildung eine Relation nur vergréfiern
kann, es gilt also

2

RCR, RCRY, RCR', RCR" und RCR. (5.10)

Aufgrund von Lemma 5.13 gilt auflerdem, dass die reflexive Hiille reflexiv ist, die symmetrische
Hulle symmetrisch usw. Das folgende Resultat zeigt schlief3lich, dass die Hiillenbildung genau
dann ,nichts hinzufiigt®, wenn die Relation die gewiinschte Eigenschaft bereits besitzt.

57Andere Bezeichnungen fiir die reflexive Hiille sind auch R~ oder R".
58Zusitzlich zu den Begriffen in Definition 5.14 kénnten wir noch die reflexiv-symmetrische Hiille und die
symmetrisch-transitive Hiille definieren, diese haben jedoch fiir uns geringere Bedeutung.
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Lemma 5.15 (Hillenbildung erkennt Eigenschaften).
Es sei X eine Menge und R eine Relation auf X. Dann gilt:

(i) Rist reflexiv genau dann, wenn R’ = R gilt.
(ii) R ist symmetrisch genau dann, wenn R®™ = R gilt.
(iii) R ist transitiv genau dann, wenn R* = R gilt.
(iv) R istreflexiv und transitiv genau dann, wenn R* = R gilt.

(v) R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv genau dann, wenn R~ = R gilt.

Beweis. Aussage (i): Es sei zunéchst R reflexiv, dann ist R ein Element der Menge {S C X X
X | S ist reflexivund R C S}, iiber die in (5.9a) der Durchschnitt gebildet wird. Damit folgt
R’ C R. Andererseits gilt auch die umgekehrte Inklusion R C R’ wegen (5.10).

Umgekehrt gelte R” = R. Wire R nicht reflexiv, dann gibe es ein x € X mit (x, x) ¢ R. Jedoch
gehort (x, x) zu jeder reflexiven Relation S mit der Eigenschaft R € S und damit auch zu

ﬂ{S C X x X | ist reflexivund R C S} = R’.

Damit erhalten wir den Widerspruch R ¢ R’.

Die weiteren Aussagen (ii) bis (v) zeigt man analog. |

Bemerkung 5.16 (Eigenschaften der verschiedenen Hiillen).

Per Konstruktion ist die reflexive Hiille R’ der Relation R auf X die kleinste reflexive Oberrelation
von R auf X. Genauer: Es gilt R’ C S fiir jede reflexive Oberrelation S von R. (,Jede andere
reflexive Relation auf X, die R enthilt, ist grofler als die reflexive Hiille.)

Mit Hilfe der Begriffe fiir Ordnungsrelationen (§ 5.2) konnen wir das auch wie folgt ausdriicken:
R’ ist das Minimum der Teilmenge {S € X x X | S ist reflexiv und R C S} bzgl. der Inklusions-
halbordnung in der Menge aller Relationen auf X (also in der Potenzmenge £ (X X X)).

Analoge Aussagen gelten fiir die anderen Hiillen aus Definition 5.14. A

Die Definition 5.14 liefert eine recht abstrakte Definition der verschiedenen Hiillen homogener
Relationen. Wir wollen diese Hiillen daher nun charakterisieren.

Satz 5.17 (Darstellung der Hiillen homogener Relationen).
Es sei X eine Menge und R eine Relation auf X. Dann gilt:

R’ = U R"=RUAyx reflexive Hiille (5.112)

ne{0,1}
RY™ = U R"=RUR™ symmetrische Hiille (5.11b)

ne{-11}

R = U R" transitive Hiille (5.11¢)
neN

R* = U R" reflexiv-transitive Hiille (5.12d)
nelNy
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R = U (RUR™H" reflexiv-symmetrisch-transitive Hille. (5.11€)

neN,

Beweis. Wir beweisen (5.11a). Die Gleichheit (J, e (o1} R" = RU Ax ist klar wegen R! = Rund
R® = Ax. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:

Schritt 1: R’ 2 RU Ax: Es sei S eine beliebige reflexive Oberrelation von R, also eine der
Mengen, die im Durchschnitt ({S € X X X | S ist reflexiv und R C S} vorkommt,
siehe (5.9a). Dann enthélt S neben R wegen der Reflexivitit notwendigerweise auch
Ax als Teilmenge. Also gilt RU Ax C S. Da S beliebig war, haben wir

RUAx C ﬂ{SQXXX|SistreﬂexivundRQS}:R?.

Schritt 2: R’ € RU Ayx: Da die Relation R U Ay eine reflexive Oberrelation von R ist, kommt
sie als eine der Mengen S im Durchschnitt in (5.9a) vor. Daher gilt:

R’ =([{S € X x X | S ist reflexiv und R € S} € RU A,.

Der Beweis der weiteren Aussagen lauft nach demselben Prinzip. Wir geben daher nur die
wesentlichen Argumente an.

Wir missen uns fiir den Beweis von (5.11b) davon tiberzeugen, dass jede symmetrische Ober-
relation von R notwendigerweise auch R™! enthalt (fiir das Analogon von Schritt 1) und dass
andererseits R U R™! selbst symmetrisch ist (fiir das Analogon von Schritt 2).

Fiir den Beweis von (5.11¢) verwenden wir, dass jede transitive Oberrelation von R notwendi-
gerweise R o R und damit auch alle Potenzen R” mit n € N enthélt und dass andererseits die
Vereinigung aller Potenzen | J,,cj R” selbst transitiv ist (Quizfrage 5.10: klar?).

Fiir den Beweis von (5.11d) verwenden wir, dass jede reflexiv-transitive Oberrelation von R not-
wendigerweise auch alle Potenzen R” mit n € Ny enthilt und dass andererseits die Vereinigung
aller Potenzen (¢, R" selbst reflexiv und transitiv ist.

SchlieBllich verwenden wir fiir den Beweis von (5.11e), dass jede reflexiv-symmetrisch-transitive
Oberrelation von R notwendigerweise auch alle Potenzen (R U R™!)" mit n € N enthilt und
dass andererseits die Vereinigung aller Potenzen [ J,cy, (R U R™")" selbst reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist. 0

Das folgende Resultat zeigt, dass die reflexiv-transitive Hiille iibereinstimmt mit der reflexiven
Hiille der transitiven Hiille und auch mit der transitiven Hiille der reflexiven Hiille. Das ist
keinesfalls selbstverstandlich und gilt fiir allgemeine mehrfache Hiillen nicht!

Folgerung 5.18 (Sequenzielle Hiillenbildung).

Es sei X eine Menge und R eine Relation auf X. Dann gilt fiir die reflexiv-transitive Hiille:

R* = (R")" = (R)*". (5.12)
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Beweis. Unter Benutzung von (5.11) folgt
(R*)? = (R") U Ay = (U R") UAx= | JR' =R
neN neN,
Andererseits bekommen wir mit Hilfe des Distributivgesetzes (5.5) fiir U und o die Aussage
(RUAx)* = (RUAx) o (RUAy)
=R* U (AxoR) U (RoAx) U (Ax o Ax)
=R*URU Ax
und analog (per Induktion)
n
(RUAx)" = JRF
k=0
fir alle n € N. Daher folgt

(R?)+=(RUAX)+:U(RUAX)":UOR]‘: UR":R*. O

neN neN k=0 neNy

Ende der Vorlesung 4

Ende der Woche 2

§ 5.1  AQUIVALENZRELATIONEN

Definition 5.19 (Aquivalenzrelation).
Es sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heifit eine Aquivalenzrelation (englisch: equiva-
lence relation) auf X, wenn sie

reflexiv, symmetrisch und transitiv

ist. Elemente x, y € X, die x R y erfiillen, heiffen (zueinander) dquivalent (englisch: equivalent,
lateinisch: aequivalens: gleichwertig). A

Aquivalenzrelationen werden oft mit Symbolen wie =, ~ oder = notiert. Unter Verwendung der
Notation ~ konnen wir fiir eine Aquivalenzrelation auf X also festhalten, dass fiir alle x, y,z € X
gilt:

x ~x Reflexivitit, (5.13a)
x~y = y~x Symmetrie, (5.13b)
x~y und y~z = x~z Transitivitat. (5.13¢)

Die Idee von Aquivalenzrelationen ist es, die Elemente einer Menge, die eine bestimmte Ei-
genschaft gemeinsam haben, zusammenzugruppieren und als gleichwertig zu betrachten. Wir
erhalten dadurch eine ,grobere Version® der Menge.

Wir kénnen jede Relation R durch Ubergang zu ihrer reflexiv-symmetrisch-transitiven Hiille R™,
siehe (5.11€), zu einer Aquivalenzrelation ,aufwerten“. Daher sprechen wir bei R~ auch von der
Aquivalenzhiille (englisch: equivalence hull).
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Beispiel 5.20 (Aquivalenzrelationen).
(i) Die Identitétsrelation idy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.
(i) Die universelle Relation Uy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.

(iii) Es sei m € N fest gewahlt. Auf der Menge Z ist durch
xgy & dneZ(x—y=nm) (5.14)

eine Aquivalenzrelation erklart (Quizfrage 5.11: Details?). Anders ausgedriickt, x und y
unterscheiden sich nur um ein Vielfaches von m, also, m | (x — y). Diese Relation heif3t
die Kongruenzrelation modulo m (englisch: congruence relation modulo m, lateinisch:
congruere: zusammentreffen, Gibereinstimmen) auf Z.5 A

Definition 5.21 (Aquivalenzklasse, Reprisentant, Repriasentantensystem).
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Fir x € X heifit die Menge
[x] ={y e X[y ~x} (515)

die Aquivalenzklasse (englisch: equivalence class) von x bzgl. ~.°°

(ii) Statt [x] schreibt man manchmal auch [x]. oder auch x/~, um die Aquivalenzrelation
zu betonen.

(iii) Jedes Element einer Aquivalenzklasse heift ein Reprisentant (englisch: representative,
lateinisch: repraesentare: darstellen) dieser Aquivalenzklasse.

(iv) Eine Menge S C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Reprisentanten enthalt,
heif}t ein Reprisentantensystem (englisch: system of representatives) von ~. A

Beispiel 5.22 (Aquivalenzklasse, Reprisentant).

(i) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der Identitatsrelation. Dann gilt [x] = {x} fur
alle x € X. Jede Aquivalenzklasse hat also nur ein Element und damit einen eindeutigen
Reprasentanten. Das einzig mogliche Reprasentantensystem ist X selbst.

(ii) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der universellen Relation. Dann gilt [x] = X
fiir alle x € X. Falls X # 0 ist, dann gibt es also nur eine einzige Aquivalenzklasse, und
diese enthilt alle Elemente von X. In diesem Fall ist jede einelementige Teilmenge von X
ein Reprédsentantensystem.

(iii) Die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation modulo m (m € N) heiflen auch die
Restklassen modulo m (englisch: residue classes).®* Die Restklasse von a € Z modulo m
ist also®

l[a] ={y€Z|y=a}

590ft wird diese Relation statt x = yalsx = y (mod m) geschrieben.

600bwohl im Begriff Aquivalenzklasse das Wort ,Klasse vorkommt, handelt es sich um eine Menge.

®1Der Name leitet sich aus der Tatsache ab, dass die Elemente einer Restklasse durch die Eigenschaft charakterisiert
sind, dass sie bei ganzzahliger Division durch m denselben Rest lassen.

%2Dje Notationen mZ = {mz|z € Z} (,Zahl mal Menge“) und a + mZ = {a + mz|z € Z} (,Zahl plus Zahl mal
Menge®) werden spéter in Bemerkung 7.20 nochmal in einem allgemeineren Kontext erklart.

38 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

={yeZ|IneZ(y—-a=nm)}
={a+nm|neZ}
=a+mZ.

Das Reprisentantensystem {0, 1, ..., m — 1} heifit das natiirliche Reprisentantensys-
tem (englisch: natural system of representatives) der Kongruenzrelation modulo m.

(iv) Speziell im Fall m = 2 gibt es genau zwei Aquivalenzklassen (Restklassen):

2

[0] ={yeZ|y=0}
={yeZ|IneZ(y-0=2n)}
={y € Z| y ist gerade},

und [1]={yeZ|y=1)
={yeZ|IneZ(y-1=2n)}
={y € Z| y ist ungerade}.

Das natiirliche Représentantensystem ist {0, 1}, ein anderes ist {2, 43}. A

Satz 5.23 (Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt).
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~. Weiter seien [x] und [y] zwei Aquivalenz-
klassen. Dann sind diese entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Nehmen wir an, [x] und [y] seien nicht disjunkt. Das heifit, sie haben ein Element
z € X gemeinsam. Es sei nun x ein beliebiges Element aus [x]. Dann gilt

X~x~z.

Wegen der Transitivitit von ~ ist also X dquivalent zu z, das nach Voraussetzung zu [y] gehort.
Damit haben wir [x] C [y] gezeigt. Die umgekehrte Inklusion folgt analog. O

Definition 5.24 (Partition).

Es sei X eine nichtleere Menge und A eine Menge von Teilmengen von X, also A € P(X).
A heiflt eine Partition (englisch: partition) oder disjunkte Zerlegung (englisch: disjoint
decomposition) von X, wenn gilt:

(i) Fur alle x € X gibt es eine Menge A € A, die x enthalt.

(ii) Fur alle A, B € A gilt, dass A und B entweder gleich sind oder disjunkt.
(iii) 0 ¢ A. A

Zu Eigenschaft (i) sagen wir auch, dass die Mengen in A die Menge X iiberdecken (englisch:
to cover) oder eine Uberdeckung (englisch: cover, covering) von X darstellen. Eigenschaft (ii)
besagt, dass die Mengen in A paarweise disjunkt sind. Kurz gesagt ist eine Partition von X also
die Darstellung von X als disjunkte Vereinigung nichtleerer Teilmengen.
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Abbildung 5.1.: [llustration der Partition einer Menge X in vier Teilmengen (Definition 5.24).

Satz 5.25 (Partitionen werden durch Aquivalenzrelationen erzeugt und umgekehrt).
Es sei X eine nichtleere Menge.

(i) Ist ~ eine Aquivalenzrelation, dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen {[x] | xeX }
eine Partition von X.

(ii) Ist A eine Partition von X, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Aquivalenzrelation ~,
sodass A genau aus den Aquivalenzklassen von ~ besteht.

Beweis. Aussage (i): Zur Abkiirzung sei A = {[x] |x eX } die Menge der Aquivalenzklassen
zur Aquivalenzrelation ~. Wir weisen die drei Eigenschaften der Definition 5.24 nach. Zunichst
ist jedes x € X Element seiner Aquivalenzklasse [x], da ja x ~ x gilt. Das zeigt Eigenschaft (i).
Nach Satz 5.23 sind Aquivalenzklassen paarweise disunkt. Das zeigt Eigenschaft (ii). SchlieBSlich
sind Aquivalenzklassen nicht leer. Damit ist auch Eigenschaft (iii) gezeigt.

Der Beweis von Aussage (ii) ist Gegenstand der Ubung. O
Beachte: Verschiedene Aquivalenzrelationen erzeugen verschiedene Partionen und umge-

kehrt. Etwas ungenau ausgedriickt sind also die Partitionen einer Menge X ,dasselbe” wie die
Aquivalenzrelationen auf X.%3

Definition 5.26 (Faktormenge, Invarianz).
Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Die Menge der Aquivalenzklassen
X/ ~= {[x] |x € X} (5.16)

heifit auch die Faktormenge (englisch: factor set) oder die Quotientenmenge (englisch:
quotient set) von X bzgl. ~.

93Genauer werden wir mit Hilfe der Begriffe aus § 6 sagen konnen, dass die Menge aller Aquivalenzrelationen auf
einer Menge X durch die Abbildung aus dem Beweis bijektiv auf die Menge aller Partitionen auf X abgebildet
wird.
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(ii) Eine Aussageform P auf X heifit invariant (englisch: invariant) oder wohldefiniert
(englisch: well-defined) unter ~, wenn x ~ y impliziert, dass P(x) und P(y) denselben
Wahrheitswert haben. A

Die Invarianz ist wichtig, wenn man eine Aussageform auf der Faktormenge dadurch defi-
nieren mochte, dass man sie auf den Elementen jeder Aquivalenzklasse definiert. Dabei ist
sicherzustellen, dass sich tatsachlich fiir jeden Reprisentanten einer Aquivalenzklasse derselbe
Wahrheitswert ergibt.

Beispiel 5.27 (wohldefinierte Aussageformen).

(i) Die Kongruenzrelation 2 partitioniert die ganzen Zahlen in die beiden Aquivalenzklassen
(auch Restklassen genannt) [0] und [1]. Die Faktormenge ist also Z/ 2 {[0], [1]}.
Die Restklassen bestehen jeweils aus den geraden bzw. den ungeraden ganzen Zahlen. Die

Aussageform ,x ist eine gerade ganze Zahl® auf Z ist also unter der Kongruenzrelation 2
wohldefiniert, da sie fiir alle Repriasentanten der Aquivalenzklasse [0] wahr und fiir alle
Reprisentanten der Aquivalenzklasse [1] falsch ist.

(ii) Dieselbe Aussageform auf Z ist jedoch unter der Kongruenzrelation 2 nicht wohldefiniert,
da die Restklassen [0], [1] und [2] jeweils sowohl gerade als auch ungerade ganze Zahlen
enthalten. A

Die Menge der rationalen Zahlen wurde in (4.1) vorlaufig als

@:z{%|m€Z, neZ\{o}}

eingefithrt. Darin sind aber beispielsweise %, % und :—i unterschiedliche Elemente, die wir jedoch

miteinander identifizieren wollen. Zu diesem Zweck verwenden wir die Aquivalenzrelation
mp  mp

—~—— & mp-np=mp-m (5.17)
n n;

auf @ Das fiihrt uns zur Definition
Q:z{%|m€Z,n€Z\{0}}/~ (5.18)

firr die rationalen Zahlen. Statt der Aquivalenzklasse [%] schreiben wir iiblicherweise weiter
o, wir arbeiten also immer mit Reprasentanten. Das erklart auch die iibliche Notation % = % = :—i
3 =2

1
anstelle von 5 ~ £ ~ =2.

§ 5.2 ORDNUNGSRELATIONEN

Definition 5.28 (Ordnungsrelation).
Es sei X eine Menge.
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(i) Eine Relation R auf X heifit eine Ordnungsrelation, Halbordnung oder partielle
Ordnung (englisch: order relation, partial order) auf X, wenn sie

reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

ist. Das Paar (X, R) heifit dann eine (halb-)geordnete Menge oder partiell geordnete
Menge (englisch: partially ordered set, poset).

(ii) Zwei Elemente x, y € X heifien vergleichbar (englisch: comparable), wenn x R y oder
¥y Rx gilt.

(iii) Ist eine Halbordnung R zusétzlich total, gilt also fiir beliebige x, y € X stets x R y oder
y Rx, dann heifit sie eine Totalordnung (englisch: total order) oder eine lineare Ord-
nung (englisch: linear order). Das Paar (X, R) heifit dann eine totalgeordnete Menge
(englisch: totally ordered set). A

Ordnungsrelationen werden oft mit Symbolen wie <, < oder C notiert. Unter Verwendung der
Notation < kdnnen wir fiir eine Ordnungsrelation auf X also festhalten, dass fiir alle x, y, z € X
gilt:

x < x Reflexivitit, (5.19a)
x<y und y<x = x=y Antisymmetrie, (5.19b)
x<y und y<z = x<z Transitivitit. (5.19¢)

Die Idee von Ordnungsrelationen ist es, Elemente einer Menge beziiglich einer bestimmten
Eigenschaft zu vergleichen. Bei einer Totalordnung ist dabei jedes Element mit jedem Element
vergleichbar, bei einer Halbordnung nicht notwendigerweise.

Quizfrage 5.12: Lisst sich jede Relation auf einer Menge X durch eine geeignete Hiillenbildung
zu einer Halbordnung machen?

Beispiel 5.29 (Halbordnungen und Totalordnungen).
(i) Die Identitatsrelation idy ist eine Halbordnung auf jeder Menge X.

(ii) Die universelle Relation Uy ist keine Halbordnung auf jeder Menge X, die mindestens
zwei Elemente enthilt, da sie dann nicht antisymmetrisch ist.

(iii) Die Kleiner-Gleich-Relation < ist eine Totalordnung auf jeder Teilmenge von R.

(iv) Die Teilmengenrelation C ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge # (X) jeder belie-
bigen Menge X. Die Teilmengenrelation wird auch Inklusionshalbordnung (englisch:
inclusion order) genannt. Sie ist eine totale Ordnung dann und nur dann, wenn X entwe-
der kein oder genau ein Element enthalt.

(v) Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Halbordnung auf N, nicht aber auf Z. (Quizfrage 5.13:
Warum nicht?) A

Lemma 5.30 (Inverse von Ordnungsrelationen sind Ordnungsrelationen).
Es sei < eine Halbordnung auf einer Menge X. Dann ist auch die inverse Relation > eine
Halbordnung auf X. Ist < eine Totalordnung, dann auch *».
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Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Wir klédren jetzt, welche Art der Relation die gewohnliche Echt-Kleiner-Relation, z. B. auf
der Menge R der reellen Zahlen, ist.

Definition 5.31 (strenge Ordnungsrelation, vgl. Definition 5.28).
Es sei X eine Menge.

(i) Eine Relation R auf X heif3t eine strenge Ordnungsrelation, strenge Halbordnung
oder strenge partielle Ordnung (englisch: strict order relation, strict partial order)
auf X, wenn sie

irreflexiv und transitiv

ist. Das Paar (X, R) heif3t dann eine streng halbgeordnete Menge (englisch: strictly
partially ordered set).

(ii) In einer strengen Ordnungsrelation R auf X nennen wir zwei Elemente x, y € X ver-
gleichbar, wenn x R y oder y Rx oder x = y gilt.

(iii) Sind in einer strengen Halbordnung R beliebige x, y € X stets vergleichbar, dann heif3t
sie eine strenge Totalordnung (englisch: strict total order). Das Paar (X, R) heifit dann
eine streng totalgeordnete Menge (englisch: strictly totally ordered set). A

Strenge Ordnungsrelationen werden oft mit Symbolen wie <, <, <, < oder ¢ notiert. Unter
Verwendung der Notation < konnen wir fiir eine strenge Ordnungsrelation auf X also festhalten,
dass fiir alle x, y, z € X gilt:

x £ x Irreflexivitit, (5.20a)

x<y und y<z = x<z Transitivitat. (5.20b)

Beachte: Strenge Ordnungsrelationen sind auch antisymmetrisch, denn die Annahme x < y
und y < x impliziert x < x, was der Irreflexivitat widerspricht. Es kann also nicht vorkommen,
dass x < y und y < x gleichzeitig gelten, damit ist die Relation < antisymmetrisch.

Das folgende Resultat besagt, dass es zu jeder Ordnungsrelation eine zugehorige strenge Ord-
nungsrelation gibt und umgekehrt.

Lemma 5.32 (Beziehungen zwischen Ordnungsrelationen und strengen Ordnungsrelationen).
Es sei X eine Menge.

(i) Ist < eine Ordnungsrelation auf X, dann ist < = < \Ax eine strenge Ordnungsrelation
auf X, genannt die zugehorige strenge Ordnungsrelation (englisch: associated strict
order relation). Wenn < eine Totalordnung ist, dann ist < eine strenge Totalordnung.

(ii) Ist < eine strenge Ordnungsrelation auf X, dann ist < := < UAx eine Ordnungsrelation
auf X, genannt die zugehorige Ordnungsrelation (englisch: associated order relation).
Wenn < eine strenge Totalordnung ist, dann ist < eine Totalordnung.

Beachte: Fir die so definierten Relationen < und < giltalsox < y © (x < y) A (x # ).
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Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Bemerkung 5.33 (Uberdeckungsrelation, Hasse-Diagramm).

(i) Essei< eine Halbordnung auf einer Menge X und < die zugehorige strenge Halbordnung.
Dann heifit die Teilrelation < von <, definiert durch

x<y © HMeX(x<z<Yy) (5.21)

die zu < gehorige Uberdeckungsrelation (englisch: covering relation). Gilt x < y, dann
sagen wir auch, x sei ein direkter Vorginger (englisch: immediate predecessor) von y
und v sei ein direkter Nachfolger (englisch: immediate successor) von x.

(ii) Das Hasse-Diagramm (englisch: Hasse diagram) oder (englisch: order diagram) der
Halbordnung < ist ein gerichteter Graph, dessen Knoten die Elemente von X sind. Die
Kante von x nach y wird genau dann eingefiihrt, wenn x < y gilt. Das Hasse-Diagramm
bildet also die Relation ,direkter Nachfolger von® ab.

(iii) Ist X eine endliche Menge®4, dann kann < als die reflexiv-transitive Hiille von < wieder-
gewonnen werden: 5 = <*.% A

{a,b,c}

et I

{a, b} {a,c} {b, c}

<t N
S\T/z \l/

Abbildung 5.2.: Links: Hasse-Diagramm (Bemerkung 5.33) der Halbordnung | (Teilbarkeitsre-
lation) auf der Menge der Teiler von 60 in N. Rechts: Hasse-Diagramm der
Halbordnung C (Inklusionshalbordnung) auf der Potenzmenge von {a, b, ¢} mit
paarweise verschiedenen Elementen. Die Pfeile der Kanten konnen hier auch
weggelassen werden, weil sie sich aus der Anordnung der Knoten (von unten
nach oben) ergeben.

Definition 5.34 (obere und untere Schranken, Supremum und Infimum, maximale und minimale
Elemente, Maximum und Minimum).

Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

%4Der Begriff der endlichen Menge wird in Definition 6.32 formal eingefiihrt.

%5Fiir unendliche partiell oder totalgeordnete Mengen gilt zwar immer noch <* C <, aber méglicherweise
gewinnen wir nicht die gesamte Ordnungsrelation < zuriick. Die Uberdeckungsrelation < kann sogar leer sein,
z.B. ist das fir die gewohnliche Kleiner-Gleich-Relation auf R der Fall.
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(i) b € X heif3t eine obere Schranke (englisch: upper bound) von A C X, wenn gilt:

x<b firallex € A. (,Ganz Aist < b’)

(ii) Wenn A C X eine obere Schranke besitzt, so heifit A nach oben beschriankt (englisch:
bounded above), ansonsten nach oben unbeschrinkt (englisch: unbounded above).

(iii) b € X heifit das Supremum (englisch: supremum, lateinisch: supremum: das Grofite)
oder die kleinste obere Schranke (englisch: least upper bound) von A C X, wenn gilt:
b ist eine obere Schranke von A,

und fiir jede obere Schranke bvon A gilt: b < b.

In diesem Fall schreiben wir b = sup A.

(iv) b € X heiit das Maximum (englisch: maximum) von A C X, wenn b eine obere Schranke
von A ist, die zu A gehort, wenn also gilt:

beA und x<b firallex € A.

In diesem Fall schreiben wir b = max A.

(v) b € X heifit ein maximales Element (englisch: maximal element) von A C X, wenn gilt:

beA, wundfirallexeAgil: b<sx = x=b.
(,Kein Element von A ist echt groler als b.%)

(vi) a € X heif3t eine untere Schranke (englisch: lower bound) von A C X, wenn gilt:

a< x firallex € A. (,Ganz A ist = a)

(vii) Wenn A C X eine untere Schranke besitzt, so heifit A nach unten beschriankt (englisch:
bounded below), ansonsten nach unten unbeschrinkt (englisch: unbounded below).

(viii) a € X heifit das Infimum (englisch: infimum, lateinisch: infimum: das Kleinste) oder die

grofite untere Schranke (englisch: greatest lower bound) von A C X, wenn gilt:

a ist eine untere Schranke von A,

und fiir jede untere Schranke a von A gilt: a < a.

In diesem Fall schreiben wir a = inf A.

(ix) a € X heift das Minimum (englisch: minimum) von A C X, wenn a eine untere Schranke
von A ist, die zu A gehort, wenn also gilt:

ac€A und a<x firallex € A.

In diesem Fall schreiben wir a = min A.

(x) a € X heifit ein minimales Element (englisch: minimal element) von A C X, wenn gilt:

acA, undfirallexeAgilt: x<a = x=a.
(,Kein Element von A ist echt kleiner als a.)
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A

Beachte: Sind b, b; zwei maximale Elemente von A, dann sind sie entweder gleich oder nicht
vergleichbar, denn: Aus der Vergleichbarkeit, etwa b; < b, folgt nach Definition bereits b, = b;.
Eine analoge Aussage gilt fiir minimale Elemente.

Beachte: Die Bezeichnung kleinste obere Schranke fiir das Supremum ist gerechtfertigt,
weil das Supremum einer Menge A (sofern es existiert) laut Definition 5.34 tatséchlich das
Minimum der Menge der oberen Schranken von A ist. Eine analoge Aussage gilt fiir die grofite
untere Schranke (das Infimum).

NSNS
/N

Abbildung 5.3.: lllustration der Begriffe aus Definition 5.34 fiir verschiedene Teilmengen A € X
einer halbgeordneten Menge X mit Hilfe ihres Hasse-Diagramms. Elemente
von A sind als O gekennzeichnet, Elemente von X \ A als ©. Oben links: Teilmen-
ge A mit mehreren oberen Schranken (¢), von denen eine (@) die kleinste (das
Supremum von A) ist. Oben Mitte: Teilmenge A mit mehreren oberen Schranken
ohne Supremum. Oben rechts: Die gesamte Menge X besitzt in diesem Beispiel
keine oberen Schranken. Unten links: Teilmenge A mit einem Maximum (®), das

gleichzeitig das einzige maximale Element von A ist. Unten rechts: Teilmenge A
mit mehreren maximalen Elementen (o).

Wir zeigen nun einige ausgewihlte Eigenschaften, die insbesondere die Sprechweisen ,das”
Supremum, ,das“ Maximum, ,das“ Infimum und ,das“ Minimum rechtfertigen.

Lemma 5.35 (Eigenschaften und Beziehungen zwischen Supremum und Maximum, Infimum
und Minimum).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge und A C X.

(i) Existiert ein Supremum von A, so ist dieses eindeutig.

(ii) Existiert ein Maximum von A, so ist dieses eindeutig. Es ist dann auch das einzige
maximale Element von A.
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(iii) Ist b das Maximum von A, so ist b gleichzeitig das Supremum von A.

(iv) Hat A ein Supremum b, so gilt: Gehort b zu A, so ist b das Maximum von A. Gehort b
nicht zu A, so besitzt A kein Maximum.

(v) Ist < eine Totalordnung auf A, dann gilt: Ist b ein maximales Element von A, so ist b auch
das Maximum von A.

Analoge Aussagen gelten auch fiir das Infinum und Minimum von A.

Beweis. Aussage (i): Wir nehmen an, b € X und b € X seien beides Suprema von A. Dann sind
bund b beides obere Schranken. Da b ein Supremum von A ist, gilt b < b. Da b ein Supremum
von A ist, gilt b<b. Aufgrund der Antisymmetrie von < folgt nun b = b.

Aussage (ii): Wir nehmen an, b; € X und b, € X seien beides Maxima von A. Dann gehoren by
und b, beide zu A. Da b; ein Maximum von A ist, gilt b, < by, und da auch b, ein Maximum von
A ist, gilt ebenfalls b; < b,. Aufgrund der Antisymmetrie von < folgt nun b; = b,.

Das Maximum b; von A ist auflerdem ein maximales Element von A, denn fiir beliebiges x € A
gilt x < by, sodass zusitzlich by < x dann aufgrund der Antisymmetrie x = b; impliziert.

Wire nun b, € A ein anderes maximales Element von A, dann wire b; < b; (aufgrund der
Maximum-Eigenschaft von b), was der Nicht-Vergleichbarkeit verschiedener maximaler Ele-
mente widerspricht.

Aussage (iii): Es sei b; das Maximum von A. Es gilt also b; € A und x < b; fur alle x € A. Das
heif3t aber, dass b; eine obere Schranke von A ist. Ist nun b, eine weitere obere Schranke von A,
dann gilt x < b, fiir alle x € A, insbesondere b; < b,. Das zeigt, dass b; das Supremum von A ist.

Aussage (iv): Es sei b das Supremum von A. Insbesondere ist b eine obere Schranke von A, es gilt
also x < b fiir alle x € A. Falls nun b zu A gehort, dann ist b per Definition das Maximum von A.
Falls jedoch b nicht zu A gehort, so ist b per Definition kein Maximum von A. Ein Maximum
von A kann auch nicht existieren, sonst wire es nach Aussage (iii) gleichzeitig das Supremum,
also gleich b.

Aussage (v): Es sei nun < eine Totalordnung auf X und b ein maximales Element von A. Fir
beliebiges x € A sind x und b vergleichbar. Die Annahme b < x fithrt wegen der Eigenschatft,
dass b maximales Element von A ist, zu dem Widerspruch x = b. Es muss also x < b gelten, was
b als Maximum von A bestatigt. O

Beispiel 5.36 (Schranken, extremale Elemente, Maxima und Minima, Suprema und Infima).

(i) In den natiirlichen Zahlen N mit der gewdhnlichen Totalordnung < ist die Zahl 1 das
Minimum und damit das Infimum der Menge N. Die Menge N besitzt keine obere Schranke,
also auch kein Supremum und kein Maximum.

(ii) Essei X eine beliebige nichtleere Menge. In der Potenzmenge % (X) mit der Halbordnung
C ist 0 das Minimum von £ (X) und X das Maximum von £ (X) .

Hat X mindestens zwei Elemente, dann besitzt die Teilmenge P = £ (X) \ {0} das Infimum
0, aber kein Minimum. Die minimalen Elemente von P sind genau die einelementigen
Teilmengen von X. A

https://tinyurl.com/scoop-la 47


https://tinyurl.com/scoop-la

Ende der Vorlesung 5

R. Herzog @O

Quizfrage 5.14: Konnen Sie sich eine Menge mit einer Halbordnung oder einer totalen Ordnung
vorstellen, die kein maximales Element besitzt?

Quizfrage 5.15: Kénnen Sie sich eine Menge mit einer Halbordnung vorstellen, die ein eindeu-
tiges maximales Element besitzt, das aber kein Maximum ist?

Expertenwissen: partielle Ordnung auf der Menge der Aquivalenzrelationen

Es seien X eine Menge und ~; und ~; zwei Aquivalenzrelationen auf X. Die Aquivalenz-
relation ~; heif3t feiner (englisch: finer) als ~, und ~;, heift grober (englisch: coarser)
als ~1, wenn fur alle x, y € X gilt:

X~y = X~
Mit anderen Worten: Jede Aquivalenzklasse von ~; ist in einer Aquivalenzklasse von ~;
enthalten: [x]., C [x]., fir alle x € X.

In dem Fall heifit ~; auch eine Verfeinerung (englisch: refinement) von ~;, und ~
heif3t eine Vergroberung (englisch: coarsening) von ~;. Wir schreiben auch ~;<~;.

Die Relation < ist eine partielle Ordnung auf der Menge aller Aquivalenzrelationen auf X.
In dieser Ordnungsrelation ist die universelle Relation X X X das Maximum, und die
Diagonale Ax ist das Minimum.

§ 6 ABBILDUNGEN

Literatur: Deiser, 20244, Kapitel 1.3; Deiser, 2024b, Kapitel 1.4; Jdnich, 2008, Kapitel 1.2

In diesem Abschnitt geht es um den grundlegenden Begriff der Abbildung oder Funktion. Eine
Abbildung ist dabei nichts anderes als eine spezielle Relation.

Definition 6.1 (weitere Eigenschaften von Relationen).
Es seien X und Y Mengen. Eine Relation (R, X, Y) zwischen X und Y heif3t

(i) linkstotal (englisch: left-total), falls fiir alle x € X ein y € Y existiert, sodass x R y gilt.

(ii) rechtseindeutig (englisch: right-unique), falls fiir alle x € X und alle y;, y, € Y gilt:
(xRy1)) A(xRy2) = y1 = ¥ A

Definition 6.2 (Funktion).

Es seien X und Y Mengen. Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation (f, X,Y) zwischen X
und Y heif}t Abbildung (englisch: map) oder Funktion (englisch: function) von X in Y oder
auf X mit Werten in Y. Die Menge X heifit der Definitionsbereich (englisch: domain) oder
die Definitionsmenge und die Menge Y der Zielmenge (englisch: codomain) von f.Ist Y = X,
so spricht man auch von einer Funktion von X in sich. A
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Den Sachverhalt, dass f eine Funktion von X in Y ist, driicken wir kurz in der Form

f: X —>Y oder XLY oder Y<LX

aus. Zu gegebenem x € X heif3t das eindeutige y € Y mit x f y das Bild (englisch: image) oder
der Funktionswert (englisch: function value) von f an der Stelle x oder von x unter f.
Dieser wird auch mit f(x) bezeichnet. Wir sagen auch, f bilde x auf f(x) ab (englisch: f maps
x to f(x)) und schreiben dafiir x — f(x). Fiur die Definition einer Funktion sind daher auch
die kompakten Schreibweisen

X-Y

Xox f(x)eY oder f: {xl—>f(x)

iiblich.

Beachte: Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Definitionsbereichen,
Zielmengen und ihren Abbildungsvorschriften ibereinstimmen.

Die Menge
{(e, f(x)) | x e X} S X XY (6.1)

heifit der Graph (englisch: graph) der Funktion f: X — Y.%

Beispiel 6.3 (Abbildungen).
(i) Esseien X und Y Mengen und y, € Y. Dann heif3t die Abbildung f mit

Xox— f(x) =y €Y

die konstante Funktion (englisch: constant function) auf X mit dem Wert yy.

(ii) Die Funktion
Xs3xmidy(x) =xeX
heif3t die Identitit (englisch: identity) oder identische Abbildung (englisch: identity

map) von X in sich. Der Graph von idy ist die Diagonale Ax = {(x, y) € X XX | x = y},
siehe (5.1).

(iii) Ist die Definitionsmenge X = 0 die leere Menge und Y eine beliebige Menge, dann
existiert genau eine Funktion f: 0 — Y, die leere Funktion (englisch: empty function).

(iv) Ist die Zielmenge Y = 0 die leere Menge, dann existiert eine Funktion f: X — 0 genau
dann, wenn auch X die leere Menge ist. A

Definition 6.4 (Bild, Einschrankung, Fortsetzung).

Es sei f: X — Y eine Funktion.®

%Der Begriff des Graphen einer Funktion stimmt also iiberein mit dem Begriff des Graphen der Funktion als
Relation, vgl. Definition 5.1.
67Wir sagen damit insbesondere, dass X und Y Mengen sind.
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(i) Fiir A C X heifit
f(A) ={f(x)|x€ A} C Y (6.2)

die Bildmenge oder kurz das Bild (englisch: image) von f auf A oder das Bild von A
unter f.

(ii) Ist A C X, dann heif3t die Funktion f],

Asx e fl(x)=f(x) €Y

die Einschrinkung oder Restriktion von f auf A.°®

(iii) Gilt zusatzlich f(A) C B, so bezeichnen wir mit f |f‘ die Einschrankung von f auf A,
wobei zusatzlich die Zielmenge durch B ersetzt wird, also die Funktion

Adx f|§(x) = f(x) € B.
Gilt insbesondere f(X) C B, dann bezeichnet f|? die Funktion
X3x fIB(x) = f(x) € B,

bei der gegeniiber f nur die Zielmenge ersetzt wird.
Beachte: Es wird nicht gefordert, dass B C Y gilt.

(iv) IstC 2 X und D 2 Y, dann heifit eine Funktion g: C — D, die auf X mit f ibereinstimmt,
fiir die also g|§ = f gilt, eine Fortsetzung (englisch: extension) von f. A

Beispiel 6.5 (Bild, Einschriankung, Fortsetzung).
Wir betrachten die Funktionen®

R>x - f(x) =sin(x) eR mit dem Bild [—1,1],
R 3 x - g(x) =sin(x) € [-1,1] mit dem Bild [-1,1],
%z 5 x > h(x) =sin(x) € [-1,1]  mit dem Bild {-1, 0,1},
gZ 3> x - i(x) =sin(x) € {-1,0,1} mit dem Bild {-1,0,1}.

Dann sind g, h und i Einschrankungen von f, und f ist eine Fortsetzung von g, h und i. A

Definition 6.6 (Urbild).
Essei f: X — Y eine Funktion.

(i) Fur B C Y heif3t die Menge

f(B) ={x eX|f(x) € B} (6.3)

die Urbildmenge oder das Urbild (englisch: pre-image) von B unter f.

68vgl. Definition 5.3.
%9Hierbei bedeutet ZZ = {%z|z € Z} (,Zahl mal Menge®) die Menge der ganzzahligen Vielfachen von 7. Diese
Notation wird spater in Bemerkung 7.20 nochmal in einem allgemeineren Kontext erklart.
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(if) Ist B C Y einelementig, also B = {y} fiir ein y € Y, dann heif3t das Urbild
Y = {xeX|f(x) =y} (6.4)

auch die Faser (englisch: fiber) von y unter f. A

Beispiel 6.7 (Urbild).
Wir betrachten die Funktion
R>x > x> eR.

Dann ist
{vy, —vy} fallsy>o,
7 Hyh = {0} falls y = 0,
0 falls y < 0.

Satz 6.8 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
Essei f: X — Y eine Funktion. Weiter seien I und J irgendwelche Indexmengen und {X; | i € I}
eine Menge von Teilmengen von X sowie {Y; | j € J} eine Menge von Teilmengen von Y. Dann

gilt:

f(U Xi) = Uf(Xl) (6.52)
iel iel

(%) <o (65b)
iel iel

AUy =Usro (6.50)
JjeJ JjeJ

() =N, (6.54)
JjeJ JjeJ

Beweis. Wir beweisen hier nur (6.5a) und (6.5¢). Die Aussagen (6.5b) und (6.5d) sind Gegenstand
der Ubung.

Zum Beweis von (6.5a):

sl

iel
& 3JieldxeX; (y=f(x)) nachDefinition (4.4b) der Vereinigungsmenge
e Fiel(yef(Xp)) nach Definition (6.2) des Bildes f(X;)
& ye U f(Xi) nach Definition (4.4b) der Vereinigungsmenge.
iel

Zum Beweis von (6.5¢):

«er(U)

jeJ
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& Ty« U Y; (y=f(x)) nach Definition (6.3) des Urbildes
JjeJ
& 3JjeJ3yeY; (y=f(x)) nachDefinition (4.4b) der Vereinigungsmenge

& Jje](xe f_l(Y])) nach Definition (6.3) des Urbildes
& x€ U FUY) nach Definition (4.4b) der Vereinigungsmenge. O
JjeJ

Beispiel 6.9 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
In (6.5b) gilt i. A. nicht die Gleichheit, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei

Roaxm— yeR

eine konstante Funktion. Fiir die disjunkten Mengen X; = {0} und X, = {1} gilt

fXainXz) =f(0) =0,
aber f(X1) N f(X2) ={yo} N{yo} = {30} A

§ 6.1 INJEKTIVITAT UND SURJEKTIVITAT

Definition 6.10 (Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitat).
Eine Funktion f: X — Y heift

(i) surjektiv (englisch: surjective, onto, franzosisch: sur: auf, lateinisch: iacere: werfen),
eine Surjektion (englisch: surjection) oder rechtstotal (englisch: right-total), wenn
f(X) =Y gilt.”° Man sagt auch, f bilde X auf Y ab.

Aquivalent dazu sind:
« Fiir alle y € Y gibt es mindestens ein x € X mit der Eigenschaft f(x) = y.
+ Jedes Element der Zielmenge Y hat ein nichtleeres Urbild:

VyeY (f({yh) #0).

(ii) injektiv (englisch: injective, one-to-one, lateinisch: in: hinein), eine Injektion (englisch:
injection), eine Einbettung (englisch: embedding) oder linkseindeutig (englisch: left-
unique), wenn fiir alle xj, x, € X gilt: f(x1) = f(x2) = x1 = x.7"

Aquivalent dazu sind:
« Fiir alle y € Y gibt es hochstens ein x € X mit der Eigenschaft f(x) = y.

+ Das Urbild jedes Elements der Zielmenge Y ist maximal einelementig:

Vy € Y (f'({y}) hat kein oder genau ein Element).

7°Die Surjektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X - Y ausgedriickt.
7'Die Injektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X >» Y ausgedriickt.
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(iii) bijektiv (englisch: bijective, lateinisch: bi- (Vorsilbe): beide) oder eine Bijektion (englisch:
bijection), wenn f surjektiv und injektiv ist.”?

Aquivalent dazu sind:
« Fir alle y € Y gibt es genau ein x € X mit der Eigenschaft f(x) = y.

« Das Urbild jedes Elements der Zielmenge Y ist genau einelementig ist:

Vy € Y (f'({y}) hat genau ein Element). A
|
@)
| o
| [ | [
| o
| [ | [
| [
m o B m °
| (]
° — m °

Abbildung 6.1.: Darstellung einer injektiven, aber nicht surjektiven Abbildung (links), einer
surjektiven, aber nicht injektiven Abbildung (Mitte) sowie einer bijektiven
Abbildung (rechts), siehe Definition 6.10.

Bemerkung 6.11 (Einbettung).

(i) Der Name Einbettung fiir eine injektive Abbildung f: X — Y rithrt daher, dass durch
f mit f(X) ein Abbild der Menge X in der Menge Y entsteht, wobei jedes Element von
f(X) ein einelementiges Urbild in X hat: f~({f(x)}) = {x}. Dadurch wird f|¥X) zu
einer Bijektion (Lemma 6.12), und X kann mit seiner Bildmenge f(X) C Y identifiziert
werden. Durch diese Identifikation wird X in Y eingebettet.

(ii) Sind X und Y Mengen mit X C Y, dann heif3t die injektive Abbildung iy x mit
Xoxpiyex(x)=xeY

die kanonische oder natiirliche Injektion (englisch: canonical injection, natural injec-
tion) oder die kanonische oder natiirliche Einbettung (englisch: canonical embedding,
natural embedding) von X in Y. A

Quizfrage 6.1: Kénnen Sie (nicht-mathematische) Beispiele fiir injektive, surjektive bzw. bijek-
tive Funktionen benennen?

Lemma 6.12 (Bijektiv-Machen einer injektiven Funktion).
Es sei f: X — Y eine injektive Funktion. Dann ist f|/X) (erhalten durch die Einschrinkung
der Zielmenge auf die tatsidchliche Bildmenge) bijektiv.

7?Die Bijektivitat von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X »» Y ausgedriickt.
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Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Beispiel 6.13 (Injektivitat, Surjektivitit, Bijektivitat).
(i) Die Funktion
Raxm—x’eR
ist nicht surjektiv und nicht injektiv.
(ii) Die Funktion
R3x - x? eRsy

ist surjektiv, aber nicht injektiv. Hierbei ist Ry = {x € R|x > 0} die Menge der
nichtnegativen reellen Zahlen.
(iii) Die Funktion
Rsg3xm x*eR
ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(iv) Die Funktion
R;OBXI—)XZER>0
ist bijektiv.
(v) Ist X eine nichtleere Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X, dann heif3t die Abbil-

dung
T:X3x [x] €X/~, (6.6)

die jedem Element seine Aquivalenzklasse zuordnet, die kanonische Surjektion (eng-
lisch: canonical surjection). Diese ist surjektiv.

(vi) Die leere Funktion f: ) — Y ist fuir beliebige Mengen Y injektiv. Sie ist bijektiv genau
dann, wenn Y = 0 ist. A

Wenden wir das Konzept der Komposition von Relationen (Definition 5.4) speziell auf Funktionen
an, so erhalten wir folgende Definition:

Definition 6.14 (Komposition von Funktionen).
Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Die Funktion g o f, definiert durch

X3x= (g0 f)(x) =g(f(x) € Z

heifit die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die
Hintereinanderausfithrung oder die Verkettung von f und g. Um die Reihenfolge klar zu
benennen, sagt man auch ,g nach f* A

Quizfrage 6.2: Wie sieht man, dass go f wieder linkstotal und rechtseindeutig ist, also tatsichlich
eine Funktion?

Wir kénnen den Sachverhalt aus Definition 6.14 durch das neben- 79y f X
stehende Bild illustrieren. Die Voraussetzung, dass die Zielmenge ~_
von f mit der Definitionsmenge von g iibereinstimmt, kann rela- gof

xiert werden: Die Komposition go f von f: X — Yundg: Y — Z
ist definiert, sofern f(X) C Y gilt.
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Beispiel 6.15 (Komposition von Funktionen).
Es seien

R>x f(x) =x*€R,
Rax—gx)=x+1eR.

Dann sind f(R) € R und g(R) C R, also sind sowohl g o f als auch f o g definiert. Sie sind
gegeben durch

R3xm (gof)(x) =x*+1€R,

R3x (fog)(x) = (x+1)? €R. A

Die Komposition von Funktionen f, g ist also, selbst wenn g o f und f o g beide definiert sind,
i. A. nicht kommutativ.

Bemerkung 6.16 (Komposition mit der Identitit und mit der kanonischen Einbettung).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Dann gilt

foidx =f=idyof (6.7a)
fla=foixca fuirAcX (6.7b)
iyepo (fIB)=f fur Y 2 B 2 f(X). (6.7¢)

A

Lemma 6.17 (Komposition von Funktionen ist assoziativ).
Esseien f: X —» Y,g: Y — Zund h: Z — W Funktionen. Dann gilt (hog) o f =ho (go f),
d. h., die Komposition von Funktionen ist assoziativ.

Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Lemma 5.5 (Komposition von Relationen ist assozia-
tiv). Wir konnen aber auch einen eigenstandigen Beweis fithren: Fiir x € X gilt

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x) =h(g(f(x)))
und (ko (go f))(x) =h((go f)(x)) = h(g(f(x))).

Folglich stimmen (hog)o f: X — Wund ho(go f): X — W in Definitionsbereich, Zielmenge
und Abbildungsvorschrift iiberein. O
Definition 6.18 (Potenzen von Funktionen).

Es sei f: X — X eine Funktion.

(i) Wir definieren die Potenzen von f fiir n € Ny rekursiv durch

f?=idx (6.82)
frtl=f"o f fiirn e N,. (6.8b)

(ii) f heift eine Involution (englisch: involution), wenn f? = idy gilt.
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(iii) f heilt eine Funktion endlicher Ordnung (englisch: function of finite order), wenn
es ein n € N gibt mit der Eigenschaft f” = idx. In diesem Fall heif3t die kleinste Zahl
n € N mit dieser Eigenschaft die Ordnung von f. Falls kein n € N mit der Eigenschaft
f" = id, existiert, so heifit f eine Funktion unendlicher Ordnung (englisch: function
of infinite order). A

Beachte: Jede Funktion f: X — X der Ordnung 2 ist eine Involution. Allerdings ist nicht jede
Involution eine Funktion der Ordnung 2. (Quizfrage 6.3: Warum nicht?)

Quizfrage 6.4: Warum definieren wir (im Gegensatz zu Definition 5.8) keine negativen Potenzen
von Funktionen?

Lemma 6.19 (Komposition injektiver und surjektiver Funktionen).
Es seien f: X — Yund g: Y — Z Funktionen.

(i) Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.
(ii) Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.
(iii) Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.
(iv) Ist g o f injektiv und f surjektiv, dann ist g injektiv.
(v) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.
(vi) Ist g o f surjektiv und g injektiv, dann ist f surjektiv.

Beachte: Aus den Aussagen (i) und (ii) folgt sofort, dass die Komposition bijektiver Funktionen
bijektiv ist.

Beweis. Aussage (i): Fir x1,x, € X gelte (g o f)(x1) = (g o f)(x2), also g(f(x1)) = g(f(x2)).
Aus der Injektivitdt von g folgt f(x1) = f(x2), und aus der Injektivitat von f folgt weiter x; = x».
Also ist g o f injektiv.

Aussage (ii): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektitit von g gibt es ein y € Y, sodass z = g(y) gilt.
Wegen der Surjektivitat von f gibt es ein x € X, sodass y = f(x) gilt. Es gilt also z = g(y) =

9(f(x)) = (go f)(x),d.h.,z € (go f)(X).

Aussage (iii): Es seien x1, x, € X, sodass f(x;) = f(x;) gilt. Dann gilt auch g(f(x1)) = g(f(x2)),
und wegen der Injektivitit von g o f folgt x; = x», d. h., f ist injektiv.

Aussage (iv): Es seien yy, y, € Y, sodass g(y1) = g(y2) gilt. Aufgrund der Surjektivitit von f

gibt es x1,x, € X, sodass y; = f(x;) und y, = f(x;) gilt. Es folgt g(f(x1)) = g(f(x2)), und
aufgrund der Injektivitit von g o f folgt x; = x3, also auch y; = y,, d. h., g ist injektiv.

Aussage (v): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektivitit von g o f gibt es ein x € X, sodass
z = g(f(x)) gilt. Das heifit aber z = g(y) fiir y = f(x), also ist g surjektiv.

Aussage (vi): Ist g o f surjektiv und g injektiv, dann ist f surjektiv. Es sei y € Y und z == g(y).
Aufgrund der Surjektivitat von g o f gibt es ein x € X, sodass g(f(x)) = z gilt. Nun gilt also
z=¢(y) = g(f(x)), und da g injektiv ist, folgt y = f(x), d. h., f ist surjektiv. O
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Folgerung 6.20 (Komposition zur Identitit).
Esseien f: X — Y und g: Y — X Funktionen. Wenn g o f = idx ist, dann ist f injektiv und g
surjektiv.

Beweis. Die Identitdtsabbildung idy ist bijektiv. Aus Lemma 6.19, Aussagen (iii) und (v) folgt
daher, dass f injektiv und g surjektiv ist. O

Folgerung 6.21 (Funktionen endlicher Ordnung sind bijektiv).
Essei f: X — X eine Funktion endlicher Ordnung. Dann ist f bijektiv. Insbesondere ist jede
Involution bijektiv.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein n € N, sodass f" = idx gilt. Ist n = 1, so ist nichts zu
zeigen, denn idy ist bijektiv. Andernfalls ergibt sich aus f™ = f o f"~! = idx mit Folgerung 6.20
die Surjektivitidt von f. Weiter ergibt sich aus ™ = f""! o f = idy mit Folgerung 6.20 die
Surjektivitat von f. O

Ende der Vorlesung 6

Ende der Woche 3

§ 6.2 UMKEHRFUNKTION

Definition 6.22 (Umkehrfunktion).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Wenn eine Funktion g: Y — X existiert, sodass

gof=idy und fog=idy (6.9)

gilt, dann heifit f invertierbar (englisch: invertible). Die (eindeutig bestimmte) Funktion

g: Y — X heifit die Umkehrfunktion oder Umkehrabbildung, inverse Funktion (englisch:

inverse function) oder inverse Abbildung (englisch: inverse map) von f. Sie wird auch mit
f~1:Y — X bezeichnet. A

Lemma 6.23 (Umkehrfunktionen sind eindeutig).
Es sei f: X — Y eine invertierbare Funktion. Sind g1, ¢g2: ¥ — X beides Umkehrfunktionen
von f, dann ist g; = gs.

Beweis. Es gilt

g1 =¢g10idy nach (6.7a)
=gi10(fogy) nach Voraussetzung
=(g10f)og, mnachLemma 6.17
=idx o g; nach Voraussetzung

=g, nach (6.7a). O
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Lemma 6.24 (Charakterisierung der Invertierbarkeit).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) f istinvertierbar.

(if) f ist bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei f: X — Y invertierbar und f~!: Y — X die Umkehr-
funktion. Die Abbildung f~! o f = idy ist bijektiv, insbesondere injektiv. Aus Lemma 6.19 (iii)
folgt also, dass f injektiv ist. Auch die Abbildung fo f~! = idy ist bijektiv, insbesondere surjektiv.
Aus Lemma 6.19 (v) folgt also, dass f auch surjektiv ist.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir konstruieren eine Abbildung g: Y — X wie folgt: Wir
definieren fiir beliebiges y € Y den Funktionswert g(y) als das nach Voraussetzung eindeutig
definierte x € X, fir das y = f(x) gilt. Fiir diese Funktion haben wir also g(y) = x & f(x) =y
und daher

(go )(x)=9g(f(x)) =x furallex e X

sowie

(feg(y)=f(g9(y)) =y firalleyeY.

Damitist g o f =idx und f o g = idy gezeigt, d. h., f ist invertierbar, und g ist die zugehorige
Umkehrfunktion. O

Bemerkung 6.25 (Umkehrfunktion).
(i) Die Bedingung (6.9), also

o f= idX und of = idy
f

zeigt nicht nur, dass f~!: Y — X die Umkehrfunktion von f: X — Y ist, sondern auch,
dass f die Umkehrfunktion von f~! ist. Insbesondere ist mit f auch f~! bijektiv, und die
Invertierung einer Funktion ist involutorisch, denn es gilt (f~1)~! = f.

(ii) Fiir die Abbildungsvorschrift der Umkehrfunktion gilt f~}(y) = x © y = f(x).

(iii) Wenn wir wissen, dass eine Funktion f: X — Y bijektiv (invertierbar) ist, dann reicht es
aus, fiir eine Funktion g: Y — X eine der beiden Bedingungen aus (6.9) zu priifen, um
zu bestitigen, dass g die Umkehrfunktion von f ist, denn:

fog=idy = flofog=f"1 = g=f7"
gof=idx = gofofl=f" = g=f"

Wenn die Bijektivitat von f aber nicht bestatigt ist, dann kann aus der Erfiillung nur
einer der beiden Bedingungen aus (6.9) nicht geschlossen werden, dass f invertierbar
und g die Umkehrfunktion ist, vgl. Sitze 6.29 und 6.46. A

Beispiel 6.26 (Umkehrfunktion).

(i) Die Funktion f: R — R mit f(x) = 2x + 1 ist invertierbar. Um ihre Umkehrfunkti-
on zu bestimmen, l6sen wir y = 2x + 1 nach x auf, erhalten also x = %(y —1). Die
Umbkehrfunktion ist also gegeben durch f~!(y) = %(y -1).
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(ii) Die Funktion f: N — N mit f(x) = 2x — 11ist nicht invertierbar. Sie ist zar injektiv, aber
nicht surjektiv. Durch Einschriankung der Zielmenge auf die ungeraden Zahlen U = {n €
N | n ist ungerade} wird f|V bijektiv (Lemma 6.12). Es ist dann (f|V)7(y) = %(y +1).

(iii) Die Funktion f: Ry¢ — Ry mit f(x) = x? ist bijektiv (Beispiel 6.13). Die Umkehrfunktion
! heifit die Wurzelfunktion (englisch: square root function), geschrieben f~1(y) =

vy 2

Bemerkung 6.27 (Umkehrfunktion).

Das Symbol f ! fiir die Umkehrfunktion muss vom Urbild der Funktion f unterschieden werden.
Wenn die Umkehrfunktion von f: X — Y existiert, so gilt jedoch

A =" A
R —— N——
Urbild von {y} Wert der Umkehrfunktion bei y

Satz 6.28 (Umkehrfunktion der Komposition).

Esseien f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funktionen. Dann ist auch g o f bijektiv, und fir
die Umkehrfunktion gilt

(gof) ' =fTlog™h (6.10)

Quizfrage 6.5: Wie erklart man sich anschaulich, dass sich bei der Umkehrfunktion die Reihen-
folge &ndert?

Beweis. Die Bijektivitit von g o f folgt sofort aus Lemma 6.19, Aussagen (i) und (ii). Aufgrund
der Assoziativitat der Komposition von Funktionen (Lemma 6.17) und Bemerkung 6.16 gilt

(gof)o(flogh)=go(fofHog'=goidyog'=gog'=ids.

Da die Bijektivitdt von g o f bereits bekannt ist, reicht das nach Bemerkung 6.25 aus, um zu
bestitigen, dass f~! o g7! die Umkehrfunktion von g o f ist. i

Satz 6.29 (Charakterisierung der Injektivitat).

Es sei f: X — Y eine Funktion und X # (). Dann sind dquivalent:

(i) f istinjektiv.
(ii) Es existiert eine Abbildung g: Y — X mit der Eigenschaft g o f = idx. Eine solche

Abbildung heifit eine Linksinverse (englisch: left inverse) von f. Sie ist notwendig
surjektiv. Thre Einschrinkung g| £ auf das Bild von f ist eindeutig.

(iii) Fur beliebige Mengen X, und beliebige Abbildungen fi, fo: Xy — X gilt: Aus fofi = fofs
folgt fi = fo.

(Quizfrage 6.6: Welche Implikationen stimmen nicht mehr, wenn X = 0 ist?)
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir definieren zunéchst eine Abbildung g: f(X) — X wie
folgt: Wir setzen fur y € f(X) als g(y) das wegen der Injektivitit eindeutig definierte x € X,
fir das y = f(x) gilt. Fir diese Funktion haben wir also g(y) = x & f(x) = y und damit

(Go f)(x) =g(f(x)) =x firalle x € X.

Damit ist g o f = idx gezeigt. Aufgrund von Folgerung 6.20 ist g surjektiv. Wir setzen nun
g: f(X) > X zug: Y — X fort. Dazu wihlen wir irgendein x, € X und setzen g(y) = g(y)
fir y € f(X) und g(y) = x fir y € Y\ f(X). Die Funktion g erbt die Surjektivitat von g.

Angenommen, h: Y — X sei eine andere Linksinverse von f. Dann gilt fir y € f(X) aufgrund
der Injektivitat von f: Es gibt genau ein x € X mit der Eigenschaft y = f(x). Wegen h(y) =
h(f(x)) = x und ebenso g(y) = g(f(x)) = x miissen g und h auf f(X) tibereinstimmen.

Die weiteren Implikationen sind Bestandteil einer Ubung. O

X Y X

Abbildung 6.2.: Jede injektive Funktion f: X — Y mit X # 0 besitzt eine Linksinverseg: ¥ — X
mit go f = idy (Satz 6.29). Die Linksinverse ist surjektiv und i. A. nicht eindeutig,
ihre Einschrinkung g| £ jedoch schon.

Beispiel 6.30 (Linksinverse).

Die Funktion f: N — N mit f(n) = n + 3 ist injektiv (aber nicht bijektiv). Jede Funktion
g: N — Nmit g(n) =n—-3firn > 4 und ¢g(1),9(2),g(3) € N beliebig ist eine Linksinverse
von f. A

Eine Charakterisierung der Surjektivitit analog zu Satz 6.29 folgt erst in Satz 6.46, weil wir
dafiir interessanterweise das Auswahlaxiom benétigen.

§ 6.3 MACHTIGKEIT VON MENGEN

Mit Hilfe von Funktionen kdnnen wir Mengen in ihrer Machtigkeit (vereinfacht gesagt, bzgl.
der Anzahl ihrer Flemente) vergleichen.
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Definition 6.31 (Gleichméchtigkeit von Mengen).
Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei gleichmachtig (englisch: equinumerous) zu Y,
wenn es eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y. A

Die Gleichmichtigkeit von Mengen ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mengen,
sieche Ubung. Die Aquivalenzklassen heilen Kardinalzahlen (englisch: cardinal numbers).

Definition 6.32 (Endlichkeit, Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit).
Es sei X eine Menge.

(i) X heifit endlich (englisch: finite), wenn X ~ [1n] fir ein n € N, gilt, ansonsten
unendlich (englisch: infinite).

(if) Wenn X endlich ist mit X ~ [[1, n]], dann heifit n € Nj die Michtigkeit oder Kardinalitit
(englisch: cardinality) von X. Wir schreiben dann: #X = n.73

(iii) X heifit abzahlbar unendlich (englisch: countably infinite), wenn X ~ N gilt.

(iv) X heifit abzahlbar (englisch: countable), wenn X entweder endlich oder abzéhlbar
unendlich ist, ansonsten iiberabziahlbar (englisch: uncountable). A

Beachte: Die Miachtigkeit einer endlichen Menge ist eindeutig bestimmt. Die leere Menge ()
ist nur zu sich selbst gleichméchtig. Sie ist die einzige Menge mit Méachtigkeit 0. Teilmengen
endlicher Mengen sind endlich. Teilmengen abzahlbarer Mengen sind abzahlbarer.

Beispiel 6.33 (Gleichmichtigkeit von Mengen, Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit).

(i) Die Menge der ganzen Zahlen Z ist gleichméchtig zur Menge der geraden ganzen Zahlen
{2n|n € Z}. Sie ist abzidhlbar unendlich.

(ii) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzéhlbar unendlich.74
(iii) Die Vereinigung abzédhlbar vieler abzahlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.

(iv) Die Menge der reellen Zahlen R ist iiberabzéhlbar.”> A

Lemma 6.34 (Veranderung der Kardinalitit um 1).
Es sei X eine endliche Menge und x € X. Dann gilt

#X = #(X\ {x}) + 1. (6.11)

Beweis. Essein = #(X\{x}) € Ny. Es gibt also eine bijektive Abbildung f: {1,...,n} - X\ {x}.
Wir definieren f: {1,...,n+1} — X durch f(i) = f(i) furi=1,...,nund f(n+1) = x. Dann
ist f ebenfalls bijektiv, d.h., #X =n+1=#(X \ {x}) + L O

Satz 6.35 (Funktionen auf endlichen Mengen).
Es seien X und Y endliche, gleichméachtige Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann sind
aquivalent:

73In dieser Lehrveranstaltung verwenden wir das Symbol # nur fur endliche Mengen.
74Ein Beweis erfolgt typischerweise in der Lehrveranstaltung Analysis.
75Ein Beweis erfolgt typischerweise in der Lehrveranstaltung Analysis.
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(i) f istinjektiv.
(if) f ist surjektiv.
(iii) f ist bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir fithren einen Induktionsbeweis nach der Machtigkeit
n = #X = #Y € Ny. Der Induktionsanfang ist der Fall n = 0, also X = Y = (. Dann ist die einzig
mogliche Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im Induktionsschritt schlieSen wir
von n auf n +1fiir n € Ny. Es sei also nun #X = #Y = n + 1. Wir wahlen ein x € X und setzen
vy = f(x). Dann gilt aufgrund von Lemma 6.34 #X \ {x} = #Y \ {y} =n.

Wir bezeichnen mit f X\ {x} — Y\ {y} die Einschriankung von f. Diese ist aufgrund der
vorausgesetzten Injektivitét definiert, denn x ist das einzige Element von X, das durch f auf y
abgebildet wird. Auflerdem erbt f die Injektivitat von f. Nach Induktionsvoraussetzung ist f
daher auch surjektiv, alle Elemente von Y \ {y} liegen also im Bild von f und damit im Bild
von f. Da auch y im Bild von f liegt, ist f tatsdchlich surjektiv.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir fithren auch hier einen Induktionsbeweis nach der Méchtigkeit
n = #X = #Y. Der Induktionsanfang beinhaltet die Falle n = O und n = 1. Im Fall n = 0 ist
X =Y =0, dann ist die einzig mogliche Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im
Fall n = 1 gibt es ebenfalls nur eine mogliche Abbildung, auch diese ist bijektiv.

Im Induktionsschritt schlieflen wir von nauf n + 1 fiir n € N. Es sei alsonun #X = #Y = n+ 1.
Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, nehmen also an, dass f surjektiv, aber nicht injektiv
ist. Dann gibt es ein y, € Y, sodass das Urbild f~*({y,}) aus (mindestens) zwei verschiedenen
Elementen besteht, sagen wir xo;, Xo2 € f'({y0}) und x¢; # x¢2. Wir withlen auflerdem ein
y1 € Y\ {y} aus, was wegen #Y = n +1 > 2 moglich ist. Dazu existiert ein x; mit f(x;) = y;.
Wegen y; # y ist x1 # x0; und x; # x2.

Wir konstruieren nun eine Funktion f : X\ {x01} = Y\ {y0} durch

— f(x) imFall f(x) # yo,
fx) = . _
y1 im Fall f(x) = yo

Dann ist febenfalls surjektiv, denn:

(1) Fir jedes y € Y \ {yo, y1} existiert aufgrund der Surjektivitit von f ein x € X mit f(x) =
f(x) =y, und wegen f(xo1) = yo ist x € X'\ {xo1}.
(2) AuBlerdem gilt f(xp2) = o, also f(xoz) =N

Aufgrund von Lemma 6.34 gilt wieder #X \ {xo1} = #Y\ {30} = n. Nach Induktionsvoraussetzung
ist f daher auch injektiv. Jedoch enthilt f~({y;}) neben x; auch noch mindestens das weitere
Element xo, € f~1({yo}). Das steht im Widerspruch zur Injektivitit von f :

Wir haben jetzt Aussage (i) & Aussage (ii) bewiesen. Da die Bijektivitat sich aus Surjektivitit
und Injektivitat zusammensetzt, gilt auch Aussage (i) & Aussage (ii) & Aussage (iii). O
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Beachte: Die Aussage von Satz 6.35 ist falsch, wenn X und Y zwar gleichméchtig, aber nicht
endlich sind, siehe Ubung.

Der Begrift der Gleichmachtigkeit erlaubt noch keinen Vergleich der Machtigkeit von Mengen.
Dazu dient folgende Definition.

Definition 6.36 (Vergleich der Méachtigkeit von Mengen).

Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei hochstens gleichmichtig (englisch: at most
equinumerous) zu Y, wenn es eine injektive Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem
Fall X < Y oder auch Y > X. A

Bemerkung 6.37 (Machtigkeit von Mengen).

(i) Man kann zeigen, dass X < Y dquivalent ist zu: Es gilt X = 0, oder es existiert eine
surjektive Abbildung g: Y — X.7°

(ii) Die Relation g induziert eine Ordnungsrelation auf der Klasse aller Kardinalzahlen. Die
Reflexivitdat und Transitivitat sind dabei leicht einzusehen. (Quizfrage 6.7: Details?)
Der Beweis der Antisymmetrie ist jedoch aufwandig und erfordert den Satz von Cantor-
Bernstein-Schroder.

(iii) Der Satz von Cantor besagt, dass jede Menge echt weniger méachtig ist als ihre Potenz-
menge, also X £ P (X) mit der zu < gehorenden strengen Ordnungsrelation.””

(iv) Unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms (siehe § 6.5) kann man sogar zeigen, dass zwei
Mengen bzgl. < stets vergleichbar sind. Es folgt, dass g sogar eine totale Ordnung auf
der Klasse aller Kardinalzahlen induziert.

(v) Die natiirlichen Zahlen sind ein Reprisentant der Aquivalenzklasse der kleinsten unend-
lichen Mengen. Es gilt also N ¢ X fiir alle unendlichen Mengen X. (Diese Aussage ist
unabhingig vom Auswahlaxiom.) A

§ 6.4 FAMILIEN UND FOLGEN

Definition 6.38 (Familie, Teilfamilie, Oberfamilie).
Es seien I und Y Mengen.

(i) Eine Abbildung
yiIsi y(i)y=y,€Y
heifit eine Familie (englisch: family) in Y oder Familie mit Werten in Y mit der
Indexmenge (englisch: index set) I. Kurz wird diese auch mit (y;);er bezeichnet.
(ii) Furi € I heiit y; das Mitglied (englisch: member) der Familie (y;);e; zum Index i.

(iii) Ist Iy € I, dann heifit (y;)icj, eine Teilfamilie (englisch: subfamily) von (y;);er, und
(¥i)ier heifit eine Oberfamilie (englisch: superfamily) von (y;);er,. Die Teil- bzw. Ober-
familie heiflt echt (englisch: proper subfamiliy, proper superfamily) im Fall I, ¢ I.

7Ssiehe etwa Deiser, 2024a, Kapitel 1.4
7TEs gibt also fiir jede Menge X eine injektive Abbildung X — % (X), aber niemals eine surjektive Abbildung
X - P(X).
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(iv) Ist I endlich, gilt also I ~ [[1, n] fiir ein n € Ny, so heifit (y;);cs eine endliche Familie
(englisch: finite family) mit n Mitgliedern.

(v) Ist I unendlich, so heiflt (y;);es eine unendliche Familie (englisch: infinite family).

(vi) Ist I abzahlbar unendlich, gilt also I ~ N, so heif3t (y;);es eine abzidhlbar unendliche
Familie (englisch: countably infinite family).

(vii) IstI = 0, so heifdt (y;);cs die leere Familie (englisch: empty family) in Y, andernfalls
eine nichtleere Familie (englisch: non-empty familiy) in Y. Wir schreiben die leere
Familie kurz auch als ().

(viii) ZweiFamilien (y;);cr und (z;) ey heiflen gleichmichtig, wenn ihre Indexmengen gleich-
machtig sind (I ~ J). A

In der Ubung definieren wir noch die Konkatenation (englisch: concatenation) F; || F, von
zwei oder auch von beliebig vielen Familien ||l i

Da die Indexmenge I einer Familie im Allgemeinen ungeordnet ist, also keine Ordnungsrelation
auf I gegeben ist, haben auch die Mitglieder der Familie ( y;);cs keine natiirliche Reihenfolge.
Wenn I jedoch totalgeordnet ist, dann kann diese Ordnung auf die Familie iibertragen werden.

Definition 6.39 (geordnete Familie, Folge, endliche Folge, Tupel).

Es seien I und Y Mengen.

(i) IstI totalgeordnet, dann heiflt eine Familie (y;);er in Y auch eine geordnete Familie.

(ii) Ist speziell I = N oder allgemeiner I = {n € Z|n > ny} mit einem Startindex ny € Z, so
heift (y;);ics eine Folge (englisch: sequence) in Y.”® Wir nennen die Mitglieder einer
Folge auch Glieder (englisch: terms) der Folge oder Folgenglieder.

(iii) Ist speziell I = [1,n]), so heiBt (y;);cs eine endliche Folge (englisch: finite sequence)
in Y mit n Mitgliedern oder der Lange n (englisch: length).”?

(iv) Wir kénnen eine endliche Folge mit der Indexmenge I = [ 1, n]| auch als n-Tupel (englisch:

n-tuple) (y1, Y2, . . ., yn) notieren.®® Insbesondere kann die leere Folge als () geschrieben
werden. A

Bemerkung 6.40 (Mengen und Familien).

(i) Mengen und Familien sind konzeptionell eng verwandt, aber keine identischen Konzepte.

Jeder Familie (y;);e; in Y konnen wir die Menge ihrer Mitglieder (englisch: set of
family members) {y; | i € I} C Y zuordnen.

Umgekehrt kénnen wir jeder Menge Y durch Indizierung tiber sich selbst eine Familie
in Y zuordnen, ndmlich die Abbildung Y 3 y— y e Y.

(ii) Im Unterschied zu einer Menge, die jedes ihrer Elemente nur einmal enhélt, kénnen
Mitglieder einer Familie (y;);e; mehrfach mit verschiedenen Indizes i vorkommen. A

78Dabei wird die iibliche Totalordnung ,<“ auf Z genutzt, eingeschriankt auf I.
79 Auch hier wird die iibliche Totalordnung auf N genutzt, eingeschrankt auf I.
8oWir nutzen dabei also die iibliche Totalordnung auf N.
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Beispiel 6.41 (Folge).
(i) Die Abbildung
1
Non— y,=—€R
n

ist eine Folge in R mit der Standard-Indexmenge N. Kurz wird diese Folge auch als (%)
notiert.

neN

(ii) Die endliche Folge (notiert als Tupel) in 1, 3] x [[1, 3] O ><

((1,3),(1,1),(3,1),(2,2),(3,3), (2,3), (3,2)) O O
XX

konnte den Verlauf einer Partie Tic-Tac-Toe darstellen (bei der ><
der erste Spieler (Kreuz) gewonnen hat).

§ 6.5 DAS AUSWAHLAXIOM

Das Auswahlaxiom (englisch: axiom of choice) der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo
und Fraenkel besagt: Ist A eine Menge von nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Funktion
F: A — |J A, sodass gilt:

VA € A (F(A) € A).

Eine solche Funktion F heifit eine Auswahlfunktion (englisch: choice function) fiir A, weil
sie aus jeder Menge A € A irgendein Element auswahlt und als Funktionswert F(A) setzt.
Das Auswahlaxiom besagt also, dass es moglich ist, aus jeder Menge A € A ein Element
auszuwdhlen, selbst wenn (A aus iiberabzahlbar vielen verschiedenen Mengen besteht und man
daher nicht in der Lage ist, ein Verfahren anzugeben, nach dem die Auswahl geschehen soll.

Das Auswahlaxiom ist ein optionaler Bestandteil der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo
und Fraenkel, es kann also dazugenommen werden oder auch nicht.* Es wird aber wohl von
den meisten Mathematiker:innen akzeptiert. In Fallen, in denen A nur endlich viele Mengen
enthilt, wird das Auswahlaxiom nicht benétigt, weil seine Aussage bereits aus den anderen
Axiomen folgt. Wir werden in der Vorlesung auf diese Weise”°“ darauf hinweisen, wenn ein
Resultat von der Hinzunahme des Auswahlaxioms abhingt. Einige Beispiele folgen bereits in
diesem Abschnitt, siehe Satz 6.46.

Definition 6.42 (allgemeines kartesisches Produkt).

Es sei I eine Menge, und weiter sei A; eine Menge fiir jedes i € I. Dann ist das kartesische
Produkt dieser Mengen gegeben durch

><Ai = {a: I— UAi a(i) € A; furalle i € I}. (6.12)
iel iel — A
oder auch a;

81Man spricht von den ZF-Axiomen (ohne das Auswahlaxiom) und von den ZFC-Axiomen (mit Auswahlaxiom).

https://tinyurl.com/scoop-la 65


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Das kartesische Produkt der Mengen A; besteht also aus Funktionen auf der Indexmenge I, deren
Funktionswerte jeweils im richtigen ,Faktor” A; liegen.®? Im Fall I = () besteht das kartesische
Produkt (6.12) aus dem einen einzigen Element a: () — 0, der leeren Funktion, besteht.

Bemerkung 6.43 (allgemeines kartesisches Produkt).

(i) Wir hatten das kartesische Produkt bisher nur fiir endlich viele Mengen definiert, siehe
Definition 4.8. Die allgemeine Definition 6.42 erfordert den Begriff der Funktion, der nun
zur Verfligung steht.

(ii) Die Definition 6.42 ldsst sich als Verallgemeinerung der Definition 4.8 verstehen: Ist
némlich die (totalgeordnete) Indexmenge I = [[1,n] fiir n € Ny, so ist X;c; A; nach
(6.12) die Menge aller Funktionen a: [Ln] — UL, A; mit a(i) = a; € A;. Wenn wir
die Funktionswerte als n-Tupel (ay, as, . . ., a,) schreiben, so haben wir ein Element aus
X;er Ai gemaf Definition 4.8. Die Zuordnung a +— (ay, ay, . . ., a,) (also Funktion auf das
n-Tupel ihrer Funktionswerte) ist bijektiv.

(iii) Wenn alle Mengen A; = A sind, so schreiben wir statt )X;.; A auch Al Es ist also
beispielsweise

RY  die Menge aller Folgen mit Werten in R,

{0,137 die Menge aller {0, 1}-wertigen (biniren) Funktionen auf einer Menge I.

Dabei wird {0, 1}* in manchen Biichern auch als Schreibweise fiir die Potenzmenge P (A)
verwendet. (Quizfrage 6.8: Inwiefern ist diese Schreibweise gerechtfertigt?) A

Wir benétigen das Auswahlaxiom beispielsweise, um das Gegenstiick zu Satz 6.29 fiir die
Charakterisierung der Surjektivitat zu beweisen:

Satz 6.44 (Charakterisierung der Surjektivitat®°C).

Es sei f: X — Y eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) f ist surjektiv.

(ii) Es existiert eine Abbildung h: Y — X mit der Eigenschaft f o h = idy. Eine solche
Abbildung heifit eine Rechtsinverse (englisch: right inverse) von f. Sie ist notwendig
injektiv.

(iii) Fir beliebige Mengen Z und beliebige Abbildungen g;,g,: Y — Z gilt: Aus g; o0 f = gz 0 f
folgt g; = g».

Wir zeigen wechselseitig alle Aquivalenzen untereinander, um zu erkennen, wo das Auswahl-
axiom bendtigt wird.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii)A°C: Es sei f surjektiv. Wir definieren die gesuchte Rechts-
inverse h: Y — X, indem wir zu jedem y € Y irgendein Element aus der nichtleeren Menge

82Im Unterschied dazu liegen bei einer Familie (Definition 6.38) alle Funktionswerte in derselben Menge und
unterliegen keiner weiteren Einschrankung.
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FY({y}) auswihlen.A°C Mit anderen Worten, h ist eine Auswahlfunktion zur Menge {f~1({y}) | y €
Y}. Fir diese Funktion h gilt in der Tat f(h(y)) = y fur alle y € Y, also f o h = idy.

Aussage (ii) = Aussage (i): Da idy bijektiv ist, impliziert f o h = idy insbesondere (Lemma 6.19),
dass f surjektiv ist.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es seien f surjektiv, Z eine Menge und ¢y, g>: Y — Z Funktionen
mit der Eigenschaft g; o f = g, o f. Angenommen, g; # g,. Dann gibt es ein y € Y mit g;(y) #
g2(y). Da f surjektiv ist, existiert ein x € X mit f(x) = y. Es gilt also g;(f(x)) = g2(f(x)), also
auch ¢1(y) = g2(y), ein Widerspruch.

Aussage (iii) = Aussage (i): Angenommen, f sei nicht surjektiv, und es sei y, € Y \ f(X).
Wihle Z = {0,1} und definiere g1, g,: Y — Z durch

1 fur y = yy,

g1(y) =0 und ga(y) :={
0 sonst.

Dann haben wir g; o f = g, o f, aber g; # g».

Aussage (ii) = Aussage (iii): Es seien Z eine Menge und g1, g2: Y — Z beliebige Funktionen.
Aus gio f =gy o ffolgt (g0 f) oh = (g2 o f) o h, also aufgrund der Assoziativitiat auch

gio(foh)=gzo(foh),dh,g =g

Aussage (iii) = Aussage (ii)2°C: Diese Aussage folgt aus den bereits bewiesenen Implikationen
Aussage (iii) = Aussage (i) und Aussage (i) = Aussage (ii)A°C.83 O

[ ) [ | [ }
[ ) | ()
[ ) | [ )
|
f h
Y X Y

Abbildung 6.3.: Jede surjektive Funktion f: X — Y besitzt eine Rechtsinverse A: Y — X mit
f o h =1idy (Satz 6.44). Die Rechtsinverse ist injektiv und i. A. nicht eindeutig.

83Hier stellt sich die Frage, ob wir nicht vielleicht Aussage (iii) = Aussage (ii) auch direkt beweisen kénnten, ohne
den Umweg iiber Aussage (i) zu gehen, um damit vielleicht die Abhéngigkeit vom Auswahlaxiom loszuwerden.
Das ist aber nicht moglich, denn kénnten wir Aussage (iii) = Aussage (ii) ohne das Auswahlaxiom beweisen,
dann hitten wir zusammen mit Aussage (i) = Aussage (iii) auch Aussage (i) = Aussage (ii) ohne Auswahlaxiom
bewiesen, was im Widerspruch zu Satz 6.46 steht.
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Beispiel 6.45 (Rechtsinverse).

Die Funktion f: N — N mit f(n) = %n fur n € N gerade und f(n) = %(n +1) firn e N
ungerade ist surjektiv (aber nicht bijektiv). Jede Funktion h: N — N mit h(n) € {2n - 1,2n}
fiir n € N ist eine Rechtsinverse von f. A

Das Auswahlaxiom hat eine ganze Menge dquivalenter, teilweise iiberraschender Charakterisie-
rungen, von denen der nichste Satz (ohne Beweis) einige angibt.

Satz 6.46 (zum Auswahlaxiom dquivalente Aussagen).
Folgende Aussagen sind in der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel dquivalent:
(i) Es gilt das Auswahlaxiom.

(ii) Es seil eine Menge, und weiter sei A; eine nichtleere Menge fiir jedes i € I. Dann ist das
kartesische Produkt )}X;.; A; eine nichtleere Menge (Definition 6.42).

(iii) Jede Aquivalenzrelation besitzt ein Reprasentantensystem (Definition 5.21).
(iv) Jede surjektive Funktion besitzt eine Rechtsinverse (Satz 6.44).

(v) Es gilt der Wohlordnungssatz 6.47.

(vi) Es gilt das Lemma von Zorn 6.48.

Satz 6.47 (Wohlordnungssatz®*).
Jede nichtleere Menge besitzt eine Wohlordnung, d. h., eine Totalordnung, bei der jede nicht-
leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.®5

Lemma 6.48 (Lemma von Zorn®®).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge. Weiter besitze jede totalgeordnete
Teilmenge A C X eine obere Schranke in X.%” Dann existiert in X ein maximales Element.

Wir werden das Auswahlaxiom in Gestalt des Lemmas von Zorn 6.48 spiter noch verwen-
den (Satz 13.5) und aufgrund seiner Aquivalenz zum Auswahlaxiom auch dann durch die
Markierung”°® darauf hinweisen.

Die Schwierigkeiten in der intuitiven Erfassung des Auswahlaxioms und des dquivalenten
Wohlordnungssatzes 6.47 und des Lemmas von Zorn 6.48 werden in folgendem Zitat gut erfasst,
das von dem Mathematiker Jerry Lloyd Bona stammt:

»The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering theorem is obviously
false; and who can tell about Zorn’s Lemma?“

84englisch: well-ordering theorem
85Beispielsweise ist die gewdhnliche Kleiner-Gleich-Relation eine Wohlordnung auf N, aber nicht auf Z, Q oder R.
86englisch: Zorn’s lemma

87X kann also nicht die leere Menge sein.
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Kapitel 2 Algebraische Strukturen

In diesem Kapitel geht es um die grundlegenden algebraischen Strukturen, Abbildungen zwi-
schen Strukturen und die in ihnen geltenden ,Rechenregeln®.

§ 7 HALBGRUPPEN UND GRUPPEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 9; Deiser, 2024b, Kapitel 3.4; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 2.2

Definition 7.1 (Verkniipfung, Operation).
Es sei M eine Menge. Eine Abbildung *: M X M — M heifit eine (innere) Verkniipfung oder
(innere) Operation (englisch: (inner) operation) auf M. A

Wir schreiben a x b statt x(a, b) fiir a, b € M.

Beispiel 7.2 (Verkniipfung).

(i) Ist M endlich, so kénnen wir eine Verkniipfung auf M mit Hilfe einer Verkniipfungstafel
oder Verkniipfungstabelle (englisch: Cayley table) definieren. Beispielsweise sehen die
Verkniipfungstafeln fiir die Addition modulo 2 (englisch: addition modulo 2) und die
Multiplikation modulo 2 (englisch: multiplication modulo 2) wie folgt aus:

+2:{0,1} x {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel  +, ‘ 0 1

0|0 1
1 1 0
2:{0,1} x {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel -, ‘ 0 1
0|0 O
1 (0 1

Beachte: Unsere Konvention ist, dass die Zeile das erste Argument (a) und die Spalte
das zweite Argument (b) einer Verkniipfung a % b angibt.

Quizfrage 7.1: Wenn wir 0 mit false und 1 mit true identifizieren, welchen logischen
Operationen (Junktoren) aus Definition 1.3 entsprechen dann +, und -»?

(ii) Die bekannten Rechenoperationen + und - in N

+:NXN >N mit(a,b)r—a+b
< NXN-—>N mit(ab)—a-b

sind Verkniipfungen auf N. Analoges gilt fiir die Mengen Ny, Z, Q, R und C, vgl. Anhang A.
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(iii) Es seien X und Y Mengen, und auf Y sei die Verkniipfung x definiert. Dann kénnen wir
diese Verkniipfung auf die Menge der Funktionen YX = {f| f: X — Y} iibertragen,
indem wir sie punktweise anwenden:

*: YXx YX =YX mit f % g definiert durch  (f % g)(x) = f(x) % g(x).

(iv) Beispielsweise iibertragen sich die Verkniipfungen + und - von der Menge R auf die
Menge der Funktionen RX = {f| f: X — R}. Es sind also die punktweise Addition und
die punktweise Multiplikation durch

+: RXxRX 5 RX mit f + g definiert durch  (f + ¢)(x) = f(x) + g(x),
= RXxRX > RX  mit f- g definiert durch  (f - 9)(x) = f(x) - g(x),

als Verkniipfungen auf der Menge der Funktionen X — R definiert.
(v) Es sei X eine Menge und XX = {f| f: X — X}. Dann ist durch die Komposition

o: XX x XX = XX mit f o g definiert durch (f o g)(x) = f(g(x))

eine Verkniipfung auf der Menge der Funktionen X — X definiert. A

§ 7.1 HALBGRUPPEN

Definition 7.3 (Halbgruppe).
Eine Halbgruppe (englisch: semigroup) (H, %) ist eine Menge H mit einer assoziativen Ver-
kniipfung (englisch: associative operation) % auf H. Das heifit, es gilt x: H x H — H und

(axb)xc=a*x(bxc) furalleab,ce H. (7.1)
A

Wegen der Assoziativitit von % diirfen wir bei der Verkniipfung von drei oder mehr Elementen
wie bei a x b x ¢ die Klammern weglassen.

Beispiel 7.4 (Halbgruppen, vgl. Beispiel 7.2 fiir die Verkniipfungen).
(i) (N,+), (No,+), (Z,+), (Q,+), (R, +), (C, +) sind Halbgruppen.
(i1) (N,-), (Ny,), (Z,-), (Q,-), (R,-), (C,-) sind Halbgruppen.
(iii) ({0,1},+2) und ({0,1}, -2) aus Beispiel 7.2 sind Halbgruppen.
(iv) Es sei X eine Menge und (H, ) eine Halbgruppe. Dann ist (HX, x) eine Halbgruppe. Die
Assoziativitit wird also auf die punktweise Verkniipfung vererbt.
(v) Insbesondere sind (NX, +), (NX, +), (ZX, 4), (Q%, +), (R, +), (CX, +) und (VX -), (Nf)(, ),
(ZX, ), (Q%,), (RX, ), (CX, ) Halbgruppen.
(vi) Es sei X eine Menge, dann ist (XX, o) eine Halbgruppe. Die Assoziativitit der Kompositi-

on o wurde in Lemma 6.17 gezeigt.

(vii) Ist X eine Menge, dann sind (P (X),N), (P (X), V) und (P (X), A) Halbgruppen.
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(viii) Es seiX eine nichtleere Menge und %* = (J,,¢, 2", also die Menge von Tupeln beliebiger
Lange. Wir definieren eine Verkniipfung || auf * durch die Konkatenation von Tupeln:

Oty ee X)) Vs e s V) = (X0 e X V1o -+ 5 Vi) -

Dann ist (X7, o) eine Halbgruppe.! A

Beispiel 7.5 (Gegenbeispiele).
Keine Halbgruppen sind:

(i) (N,-), denn — (,Minus®) ist keine Verkniipfung auf N, da beispielsweise 1 — 1 kein Wert
in N zugeordnet ist.

(ii) (Z,-), denn — (,Minus®) ist zwar eine Verkniipfung auf Z, sie ist aber nicht assoziativ.
Beispielsweise ist
3—(2-1) =2, aber (3—-2)-1=0.

(iii) (N, A) mit a A b = a®. Es ist zwar A: N x N — N eine Verkniipfung, sie ist aber nicht
assoziativ. Beispielsweise ist

2A(3A2)=2°, aber (2A3)A2=8 A

Definition 7.6 (neutrales Element).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Ein Element e € H heifit neutrales Element (englisch: neutral
element) von (H, %), wenn gilt:

exa=axe=a furalleacH. (7.2)

Falls in (H, %) ein neutrales Element existiert, dann heifit (H, x) auch ein Monoid (englisch:
monoid). A

Beachte: Im Unterschied zu einer Halbgruppe ist ein Monoid immer nichtleer.

Lemma 7.7 (neutrale Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Sind e; und e, beides neutrale Elemente von (H, %), dann gilt
e = es.

Beweis. Es gilt
e; =e; ke =eg. m}

Beispiel 7.8 (Halbgruppen mit und ohne neutrale Elemente, vgl. Beispiel 7.4 zu Halbgruppen).
(i) (Ng,4), (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) haben alle das neutrale Element 0.

(ii) (N,+) besitzt kein neutrales Element.

'Diese findet Anwendung bei der Definition formaler Sprachen in der Informatik. Dort ist £ in der Regel endlich
und heifit das Alphabet (englisch: alphabet) und * die Kleenesche Hiille (englisch: Kleene star) von X.
Die Elemente von 3* heiflen Worte iiber dem Alphabet 3. Sie werden {iblicherweise ohne die Klammern und
Kommata notiert, also etwa ab o ba = abba.
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(iii) (N,-), (N, ), (Z,-), (Q,-), (R,-), (C,-) haben alle das neutrale Element 1.
(iv) ({0,1},+2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 0.
(v) ({0,1},-2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 1.

(vi) Es sei X eine Menge und (H, %) ein Monoid mit neutralem Element e. Dann ist (H, %)
ein Monoid mit neutralem Element f, gegeben durch die konstante Funktion f: X — H
mit f(x) = e fir alle x € X.

(vii) (P(X),N) besitzt das neutrale Element X.
(viii) (P(X), V) besitzt das neutrale Element (.
(ix) (P(X), 2) besitzt das neutrale Element 0.

(x) (2%, o) aus Beispiel 7.4 besitzt das neutrale Element (), genannt das leere Tupel (englisch:
empty tuple) oder das leere Wort (englisch: empty word). A

Definition 7.9 (Links- und Rechtstranslation).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Fiir festes b € H heiflen die Abbildungen

K:H3ar bxaeH dieLinkstranslation’um b, (7.32)
xp: H2ar— axbe H die Rechtstranslation®um b. (7.3b)
A

In einer Verkniipfungstafel sehen wir die Bilder einer Linkstranslation in der zugehorigen Zeile
(fest gewahltes erstes Element in der Verkniipfung) und die Bilder einer Rechtstranslation in
der zugehorigen Spalte (fest gewdhltes zweites Element in der Verkniipfung).

Beispiel 7.10 (Links- und Rechtstranslation).

(i) Inder Halbgruppe (R, +) ist die Linkstranslation mit b = V2 gegeben durch die Abbildung
a — V2 + a. Sie ist wegen der Kommutativitat von + identisch zur Rechtstranslation
mit b.

(ii) In der Halbgruppe (R¥, o) ist die Linkstranslation mit ¢, definiert durch g(x) = 2x,
gegeben durch

PR3 fiogofeRY, wobei(go f)(x)=g(f(x) =2 f(x) gilt,
wihrend die Rechtstranslation mit g gegeben ist durch

oy RE 5f fog e R®, wobei (fog)(x) = f(g(x)) = f(2x) ist. A

Quizfrage 7.2: Wie lasst sich der Begriff neutrales Element in einer Halbgruppe mit Hilfe der
Begriffe Linkststranslation und Rechtstranslation ausdriicken?

Definition 7.11 (Unterhalbgruppe, Untermonoid).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe.

(i) Eine Teilmenge U C H heiflt abgeschlossen (englisch: closed) bzgl. x, wenn x: HXH —
H eingeschrankt werden kann zu xy: U X U — U.4 In diesem Fall heif3t xy; die auf

2englisch: left translation, lateinisch: translatio: Ubertragung, Verschiebung
3englisch: right translation
4Mit der Notation aus Bemerkung 7.20 kénnen wir die Abgeschlossenheit von U auch als U x U C U schreiben.
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U induzierte (innere) Verkniipfung (englisch: induced (inner) operation, lateinisch:
inducere: hineinfiihren).

(ii) Eine bzgl. x abgeschlossene Teilmenge U C H mit der Verkniipfung %y heifit eine
Unterhalbgruppe (englisch: subsemigroup) von (H, x).5 Manchmal schreibt man dies
als (U, *y) < (H,%).

(iii) Ist (H, %) ein Monoid mit neutralem Element e, dann heifit eine bzgl. * abgeschlossene
Teilmenge U C H, die auch das neutrale Element e enthilt, ein Untermonoid (englisch:
submonoid) von (H, %).

(iv) Eine Unterhalbgruppe oder ein Untermonoid (U, *7) von (H, %) heifit echt (englisch:
proper subsemigroup, proper submonoid), wenn U ¢ H gilt. A

Der Einfachheit halber werden wir in Zukunft statt x;; einfach * schreiben. Wir werden auf3er-
dem auch einfach die Menge U als Unterhalbgruppe bzw. Untermonoid von (H, x) bezeichnen,
weil sich die Verkniipfung auf U ja durch Einschrankung der Verkniipfung x auf H ergibt.

Beispiel 7.12 (Unterhalbgruppe, Untermonoid).
(i) Die geraden Zahlen bilden ein Untermonoid von (Z, +) mit neutralem Element 0.

(ii) Es seien a, b, c paarweise verschieden. (P ({a, b}),N) bildet zwar eine Unterhalbgruppe
des Monoids (P ({a, b, c}), N), aber kein Untermonoid, denn das neutrale Element {a, b, c}
fehlt in P ({a, b}). Vielmehr ist (P ({a, b}), N) ein Monoid mit einem anderen neutralen
Element, namlich {a, b}, siehe Beispiel 7.8. A

Bemerkung 7.13 (,Unterhalbgruppe sein“ und ,,Untermonoid sein” sind Ordnungsrelationen).

(i) Die Relation ,ist Unterhalbgruppe von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller
Halbgruppen.

Insbesondere ist die Menge aller Unterhalbgruppen einer bestimmten Halbgruppe (H, %)
durch die Unterhalbgruppenhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit
der Inklusionshalbordnung iiberein.®

(ii) Auch die Relation ,ist Untermonoid von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller
Monoide.

Insbesondere ist die Menge aller Untermonoide eines bestimmten Monoids (H, %) durch
die Untermonoidhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit der Inklusi-
onshalbordnung tiberein. A

Definition 7.14 (invertierbare Elemente).
Es sei (H, %) ein Monoid mit neutralem Element e. Ein Element a € H heift invertierbar
(englisch: invertible) oder eine Einheit (englisch: unit) von (H, %), wenn ein a’ € H existiert
mit

axa =a *xa=e. (7.4)

5Da die Assoziativit durch die Einschrankung der Verkniipfung nicht verlorengeht, ist (U, xy) wieder eine
Halbgruppe mit der eingeschrankten Verkniipfung ;.
Das heifit: Sind Hj, H, Unterhalbgruppen von H, und gilt H; C Hz, dann ist Hj auch eine Unterhalbgruppe von Hy.
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In diesem Fall heif3t @’ ein zu a inverses Element (englisch: inverse element) oder ein Inverses
zZu a. A

Lemma 7.15 (inverse Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, x) ein Monoid mit neutralem Element e. Ist a € H invertierbar und sind a] und a;,
beides Inverse zu a, dann gilt a] = a;,.

Beweis. Es gilt

aj=a xe denn e ist das neutrale Element
=a; x (a*a;) denn a; ist invers zu a
= (a] % a) xa, wegen der Assoziativitit von %
=ex%xa, denn aj ist invers zu a

=aj denn e ist das neutrale Element. O

Beachte: Die Definition (7.4) besagt nicht nur, dass a’ das Inverse zu a ist, sondern auch, dass a
das Inverse zu a’ ist. Die Invertierung ist also involutorisch (englisch: involutory), d. h., fir
alle invertierbaren a € H gilt

(@) =a (75)

Quizfrage 7.3: Welches Element eines Monoids ist immer invertierbar? Was ist sein Inverses?

Lemma 7.16 (invertierbare Elemente bilden ein Untermonoid).
Es sei (H, %) ein Monoid. Dann bildet die Teilmenge der invertierbaren Elemente

E = {a € H| a ist invertierbar} (7.6)

ein Untermonoid von (H, x). Sind a,b € E und a’, b’ die zugehorigen inversen Elemente in H,
dann gilt fir das zu a x b inverse Element

(axb) =b' xd. (7.7)

Beweis. Zunichst gilt fiir das neutrale Element e € E wegen e x e = e, also e’ = e. Es seien nun
a,b € E. Dann gilt

(axb)*x (b’ xad')=ax(bxb')*xa =axexad =axad =e
und (V' xd)*x(axb)=b"*%x(a’"*xa)xb=b"xexb=b xb=e.

Das zeigt, dass a x b wieder invertierbar und dass b’ x a’ das Inverse zu a % b ist, also (7.7). Das
heifit aber auch, dass E bzgl. x abgeschlossen ist, also bildet E ein Untermonoid von (H, x). O

Beispiel 7.17 (invertierbare Elemente in Monoiden).

(i) (N,+) besitzt kein neutrales Element, also kénnen wir auch nicht von invertierbaren
Elementen sprechen.

(ii) In (Ny, +) ist nur das neutrale Element 0 invertierbar.
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(iii)
(iv)
(0)
(0i)
(vii)

(viii)
(ix)

In (Z,+), (Q,+), (R, +) und (C, +) sind alle Elemente invertierbar. Das Inverse von a wird
mit —a bezeichnet.

In (N, -) ist nur das neutrale Element 1 invertierbar.
In (Z, ) sind nur 1 und —1 invertierbar. Beide sind zu sich selbst invers.

In (Q,-), (R,) und (C, -) sind alle Elemente bis auf 0 invertierbar. Das Inverse von a wird
mit a~! oder 1/a oder % bezeichnet. Allgemeiner steht % fira-b'=b"1.-a, wobeib # 0
vorausgesetzt wird.”

In ({0,1}, +2) aus Beispiel 7.2 sind beide Elemente invertierbar. Beide sind zu sich selbst
invers.

In ({0, 1}, -») aus Beispiel 7.2 ist nur das neutrale Element 1 invertierbar.

In (X%, o) sind die invertierbaren Elemente genau die bijektiven Funktionen X — X,
also die invertierbaren Funktionen. A

Quizfrage 7.4: Was sind die invertierbaren Elemente in den Monoiden (P (X), N), (£ (X), V)
und (P(X), A)?

Lemma 7.18 (invertierbare Elemente konnen gekiirzt werden).

Es sei (H, ) ein Monoid. Fiir invertierbares a € H gelten die Kiirzungsregeln (englisch:
cancellation rules)

a*x b1 =ax bz = b1 = bz (783)
biyxa=by*xa = b =b (7.8b)

fiir beliebige by, b, € H.

Beweis. Es gilt

axb=axb;

= a' x(axb) =a x(axby) denn aistinvertierbar
= (a'xa)*xb; = (a *xa)xb, wegen der Assoziativitit von %
= exb =exb, da a’ invers zu a ist
= b =b wegen der Eigenschaften von e.
Die Aussage (7.8b) folgt analog. O

Lemma 7.19 (Nachweis von Inversen).

Es sei (H, %) ein Monoid mit neutralem Element e und a,b € H. Gilt a x b = e und ist a oder b
bereits als invertierbar bekannt, dann sind a und b beide invertierbar und gegenseitig Inverse

voneinander.

7Aus dem Symbol £ geht (anders als bei a — b) nicht hervor, ob a - b~ oder b~! - a gemeint ist. Wir verwenden
daher das Symbol % in allgemeinen, multiplikativ notierten Halbgruppen (Bemerkung 7.20) nur dann, wenn die

Verkniipfung kommutativ ist (Definition 7.27), wenn also a - b~ = b™1 - a gilt.
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Beachte: Wenn man also schon weif3, dass z. B. das Element a eines Monoids invertierbar ist,
dann reicht es fiir den Nachweis, dass ein Element b das Inverse zu a ist, aus, a und b in einer
der beiden Reihenfolgen miteinander zu verkniipfen

Beweis. Es sei a invertierbar und a x b = e. Das inverse Element zu a sei a’. Dann gilt a’ =
a * (axb) =(a *a)xb=>.Ist dagegen b invertierbar und a x b = e und ist b’ das inverse
Element zu b, dann gilt ¥’ = (ax b) x b’ =a*x (bx V') = a. O

Bemerkung 7.20 (abkiirzende Schreibweisen in Halbgruppen).

()

(if)

Wir haben als ,neutrale” Notation der Verkniipfung einer Halbgruppe H das Symbol
gewihlt, e als Bezeichnung fiir das neutrale Element und a’ fiir das zu a inverse Element
(sofern existent).

Fiir Teilmengen A, B C H und ¢ € H definieren wir die Mengenschreibweisen®

cxA={cxalacA}
Axc={axc|ae A},
AxB={axb|lac A, be B}.

Ist (H, %) ein Monoid und sind alle Elemente in A invertierbar, so definieren wir auch

A ={d |a € A}.

Bezeichnen wir dagegen die Verkniipfung einer Halbgruppe H als ,Addition“ und notieren
sie als ,+“ 0.4. (additive Notation, englisch: additive notation), so nennen wir ein
eventuell existierendes neutrales Element auch Nullelement (englisch: additive identity,
zero element) oder Null (englisch: zero), geschrieben als ,,05“ oder einfach 0.

Fir n € Nund a € H ist na eine Abkiirzung fiir a + - - - + a (n-mal).? (Quizfrage 7.5:
Warum ist a + - - - + a auch ohne Setzen von Klammern wohldefiniert?)

Besitzt (H, +) das neutrale Element 0y, so definieren wir auch 0 a = 0g.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir das Inverse als —a. Dann ist auch na
invertierbar fir n € Ny, und wir setzen (—n) a = —(n a) = n (—a). (Quizfrage 7.6: Warum
gilt —(na) = n (—a)?) Insbesondere ist (—1) a .= —a und (-0) a .= —(0a) = -0y = 0y.
Es gilt

n(ma)=(n-m)a und (n+m)a=na+ma (7.9)
fir alle n,m € N bzw. n,m € Ny bzw. n, m € Z. (Quizfrage 7.7: Ist Thnen in (7.9) bei jeder
Operation klar, worum es sich handelt?)
Die Bezeichnung a — b steht fiir a + (—b), vorausgesetzt, b ist invertierbar.

Fiir Teilmengen A, B € H und ¢ € H definieren wir die Mengenschreibweisen

c+A={c+alacA}

8Im Fall A = 0 sind auch die Mengen ¢ x A, A * ¢, A x B und A’ leer. Auch im Fall B = 0 ist A x B die leere Menge.
9Zur Verdeutlichung notieren wir voriibergehend alle Vorfaktoren in dieser Farbe. Diese sind keine Elemente der
Halbgruppe, sondern Elemente aus N bzw. Z.

76

https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

(iii)

(iv)

A+c={a+c|ac A},
A+B:={a+blac A, be B}

Ist (H,+) ein Monoid und sind alle Elemente in A invertierbar, so definieren wir auch

—A:={-alac A}

Bezeichnen wir die Verkniipfung einer Halbgruppe H als ,Multiplikation“ und notieren sie
als ,-“ 0. 4. (multiplikative Notation, englisch: multiplicative notation), so nennen wir
ein eventuell existierendes neutrales Element auch Einselement (englisch: multiplicative
identity, one element, unit element) oder Eins (englisch: one, unit), geschrieben als , 15"
oder einfach 1.

Firn € Nund a € H ist a” eine Abkiirzung fira- - - - - a (n-mal).
Besitzt (H, -) das neutrale Element 1y, so definieren wir auch a” = 1p.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir das Inverse als a~!. Dann ist auch a”
invertierbar fiir n € Ny, und wir setzen a~" = (a") ! = (a™!)". Insbesondere ist a * =
0y—1 _ 1—1 _
(a ) = 1H =1g.
Es gilt
(@)™ =a"" und ad""=qd"-a" (7.10)
fir alle n,m € N bzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.

Fir Teilmengen A, B € H und ¢ € H definieren wir die Mengenschreibweisen

c-A={c-alacA},
A-c={a-c|ae€ A}
A-B={a-blac A, be B}

Ist (H, -) ein Monoid und sind alle Elemente in A invertierbar, so definieren wir auch

Al ={a"ae A}

Bezeichnen wir die Verkniipfung einer Halbgruppe H als ,Komposition“ und notieren sie
als ,0“ 0. 4. (Kompositionsnotation, englisch: compositional notation), so nennen wir
ein eventuell existierendes neutrales Element auch Identitit (englisch: identity), geschrie-
ben als ,id"“. In diesem Fall benutzen wir dieselbe Notation wie im Fall multiplikativer
Notation:

Firn € Nund a € H ist a” eine Abkiirzung fiir a o - - - o a (n-mal).
Besitzt (H, o) das neutrale Element id, so definieren wir auch a” == id.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir das Inverse als a~!. Dann ist auch a”

invertierbar fiir n € Ny, und wir setzen a " = (a") ! = (a™!)". Insbesondere ist a * =
(a) '=id' =id.

Es gilt
(@)™ =a"" und a"" =a"oa" (7.11)

fur alle n,m € N bzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.
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Fiir Teilmengen A, B € H und ¢ € H definieren wir die Mengenschreibweisen

coA={coalacA}
Aoc:={aoc|ac A}
AoB:={aoblacA be B}

Ist (H, o) ein Monoid und sind alle Elemente in A invertierbar, so definieren wir auch
AV ={a""a e A} A

Ende der Vorlesung 8

Ende der Woche 4

§ 7.2 GRUPPEN

Definition 7.21 (Gruppe).
Ein Monoid (H, x) heifit eine Gruppe (englisch: group), wenn jedes Element aus H ein Inverses
besitzt. A

Beachte: Es gilt also: (G, x) Gruppe = (G, x) Monoid = (G, x) Halbgruppe.

Beispiel 7.22 (Gruppen und Gegenbeispiele, vgl. Beispiel 7.17 zu Monoiden und ihren invertier-
baren Elementen).

(i) (N, +) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, da nur das neutrale Element 0 invertierbar ist.

(ii) (Z,+) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0. Das Inverse zu a € Z ist —a € Z, denn
a+ (—a) = 0 = (—a) + a. Dasselbe gilt fur (Q,+), (R, +) und (C, +).

(iii) (Z,-) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, da nur 1 und —1 invertierbar sind.

(iv) (Qgo, ) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das Inverse zu a € Qg ista™! =1/a €
Qx0. Dasselbe gilt fiir (Ry, -) und (Cyo, ).

(v) Fir m € N bildet die Menge Z,, = {0, 1, ..., m — 1} mit der Verkniipfung +,, eine Gruppe.
Dabei ist die Addition modulo m (englisch: addition modulo m) +,, definiert als*®

{a +b, falls a + b
a+mb =

m-—1

A\VZRV/N

a+b-m, fallsa+b>m

= der natiirliche Reprisentant von a + b in der Restklasse [a + b] modulo m

= Rest von a + b bei ganzzahliger Division durch m.

(7.12)
Diese Gruppe heifit die additive Gruppe von Z modulo m (englisch: additive group of

Z modulo m), geschrieben (Z,,, +m,).

Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, +2) aus Beispiel 7.2.

6
19Beispielsweise ist 3 +¢ 5 = 2, weil 3+ 5 = 8 ist und 8 = 2 gilt.
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(vi) Fur m € N bildet die Menge Z,, mit der Verkniipfung -, ein Monoid. Dabei ist -,, die
Multiplikation modulo m (englisch: multiplication modulo m) definiert als"

a -m b = der natiirliche Représentant von a - b in der Restklasse [a - b] modulo m

= Rest von a - b bei ganzzahliger Division durch m.

(7.13)
Dieses Monoid heif3t das multiplikative Monoid von Z modulo m (englisch: multipli-

cative monoid of Z modulo m), geschrieben (Z,, ).
(Zm, -m) ist genau dann eine Gruppe, wenn m = 1ist, also wenn Z,, = {0} gilt.”?
Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, -») aus Beispiel 7.2.
(vii) Essei X eine Menge und (G, %) eine Gruppe. Dann ist (G¥, ) eine Gruppe.
(viii) Insbesondere ist (RX,+) eine Gruppe.

(ix) (RX,-) ist keine Gruppe, wenn X # 0 ist, da die Funktionen, die irgendwo den Wert 0
annehmen, keine invertierbaren Elemente sind. ((Rx)%, -) ist jedoch fiir jede Menge X
eine Gruppe.

(x) (X%, 0) ist keine Gruppe, sobald X zwei oder mehr Elemente enthilt, denn dann gibt es
Funktionen X — X, die nicht bijektiv sind. Wenn X jedoch null- oder einelementig ist,
dann ist (X%, o) eine Gruppe.

(xi) Die Kleinsche Vierergruppe (englisch: Klein four-group) Ky ist eine kommutative
Gruppe mit vier Elementen und der folgenden Verkniipfungstafel:

O‘ehvr

ele h v r
h|lh e r v
v|lo r e h
rir o h e

Das neutrale Element wird hier als e bezeichnet. Jedes Element ist selbstinvers. Die
Gruppe kann verstanden werden als die Symmetriegruppe (englisch: symmetry group)

D—C
A:l 5 » also als die Menge der Abbildungen eines Rechtecks auf sich

selbst. Dabei steht

eines Rechtecks

D—C
e fir die identische Abbildung AD .

C
h  fir die horizontale Spiegelung B|:|D

A
A—B
v fur die vertikale Spiegelung D:lc
B
r fur die Drehung um 180° c:lg . A

Lemma 7.23 (Einheitengruppe, vgl. Lemma 7.16).

6
HUBeispielsweise ist 3 -¢ 5 = 3, weil 3 -5 =15 ist und 15 = 3 gilt.
2In diesem Fall ist (Z1, -1) isomorph (Definition 8.1) zu (Z1, +1), also abgesehen von der Notation dieselbe Gruppe.
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Es sei (H, %) ein Monoid. Dann ist das Untermonoid der invertierbaren Elemente (Lemma 7.16)
E = {a € H| a ist invertierbar} (7.14)

eine Gruppe, genannt die Einheitengruppe (englisch: unit group, group of units) von (H, x).

Beweis. Wir wissen nach Lemma 7.16 bereits, dass E ein Monoid ist (ndmlich ein Untermonoid
von H). Per Definition sind alle Elemente von E invertierbar, also ist E eine Gruppe. O

Beispiel 7.24 (Einheitengruppe).
(1) (Qx0, ), (Ryo, -) bzw. (Cyy, -) sind die Einheitengruppen der Monoide (Q, -), (R, -) bzw.
(C.).

(ii) Es sei X eine Menge und (H, *) ein Monoid. Die Einheitengruppe von (HX, %) besteht
genau aus denjenigen Funktionen X — H, die nur Funktionswerte in der Einheiten-
gruppe von H annehmen. (Quizfrage 7.8: Wie sieht das Inverse eines Elements der
Einheitengruppe von HX aus?)

(iii) Es sei X eine Menge. Die Einheitengruppe des Monoids (XX, o) (Beispiel 7.22) besteht
genau aus den invertierbaren (bijektiven) Funktionen X — X. A

Quizfrage 7.9: Konnen Sie die Multiplikationstabellen fir (Z,,, -p,) im Fallm = 5und m = 8
aufstellen (Beispiel 7.22)? Haben Sie eine Vermutung, was die Einheitengruppe von (Z,, -1,) fiir
m € N ist, also welche Elemente in (Z,,, -,) invertierbar sind?

Das folgende Lemma gibt mit Hilfe von Links- und Rechtstranslationen eine notwendige und
eine hinreichende Bedingung dafiir an, wann eine Halbgruppe sogar eine Gruppe ist.

Lemma 7.25 (Gruppenkriterium mit Links- und Rechtstranslationen (,Sudoku-Kriterium®)).

(i) Ist (G, ) eine Gruppe, so sind die Links- und Rechtstranslationen %, und g fiir alle
a € G bijektive Abbildungen G — G.

(i) Ist (H, %) eine nichtleere Halbgruppe und gilt fir alle a € H, dass die Links- und Recht-
stranslationen *, und _x surjektive Abbildungen sind, dann ist (H, %) eine Gruppe.

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Beispiel 7.26 (Sudoku-Kriterium).
Gegeben ist die Menge M = {9,X, ©,&, @,B>} mit zwei Verkniipfungen * und 0O wie folgt:

RVOX S @®X

VRes XX

VROGIKO|*
CRIORYV | &
OVKS®I R
BN OVK| €
VROGIK O |3
SORVONX|V
VRO X OO
cCesocees | o
BRI RA|IR
CIREC IR K VIR
SRR IR IR IR IR
KO3 VSV
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Beide Verkniipfungen sind assoziativ, d. h., (M, %) und (M, 0O) sind beides Halbgruppen. Die
Funktionswerte der Linkstranslationen finden wir in den Zeilen der jeweiligen Verkniipfungsta-
fel, wahrend sich die Funktionswerte der Rechtstranslationen in den Spalten wiederfinden.

Bei (M, %) handelt es sich tatsdchlich um eine Gruppe, denn alle Linkstranslationen und alle
Rechtstranslationen sind surjektiv. Das erkennen wir daran, dass in jeder Zeile und in jeder
Spalte der Verkniipfungstafel alle Elemente der Menge M vorkommen.'® Das neutrale Element
ist ©, denn die entsprechende Zeile ist identisch mit der Zeile aus dem Tabellenkopf.

(M, O) ist dagegen keine Gruppe, da beispielsweise die Linkstranslation (Zeile) mit © nicht
surjektiv ist. A

Definition 7.27 (kommutative Verkniipfung, Halbgruppe, Monoid, Gruppe).

(i) Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung . Die Elemente a, b € M vertauschen oder
kommutieren (englisch: commute) bzgl. der Verkniipfung *, wenn a x b = b % a gilt.

(ii) Die Verkniipfung * auf der Menge M heifit kommutativ (englisch: commutative) oder
abelsch (englisch: Abelian), wenn a x b = b % a fur alle a, b € M gilt.

(iii) Eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw. eine Gruppe (H, x) heifit kommutativ oder
abelsch, wenn die Verkniipfung * kommutativ ist. A

Bemerkung 7.28 (zur abkiirzenden Notation in Halbgruppen (Bemerkung 7.20)).

(i) Esistiiblich, die additive Notation (Bemerkung 7.20) nur fiir kommutative Verkniipfungen
zu verwenden. Nur im kommutativen Fall verwenden wir auch das Summenzeichen,

etwa in den Ausdriicken
n

Z a; oder Z a.

j=1 acA

(if) Multiplikativ notierte Verkniipfungen kénnen kommutativ oder nicht kommutativ sein.
Nur im kommutativen Fall verwenden wir auch das Produktzeichen, etwa in den Aus-

driicken
n
l—[ aj oder 1_[ a.
j=1 acA
(iii) Als Komposition notierte Verkniipfungen sind i. d. R. nicht kommutativ. A

Beispiel 7.29 (kommutative Halbgruppen und Gruppen, vgl. Beispiele 7.4 und 7.22).

Die Verkniipfungen ,+“ und ,,-“ auf N, Ny, Ny, Z, Q, R und C sind kommutativ. Beispiels-
weise ist also (N, +) eine kommutative Halbgruppe, (Ny, +) ein kommutatives Monoid, und
(Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+) sind kommutative Gruppen. A

3Da M endlich ist, kommen die Elemente von M in jeder Zeile und jeder Spalte jeweils genau einmal vor. Die
Translationen sind also sogar alle bijektiv, vgl. Satz 6.35.
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§ 7.3 DiE SYMMETRISCHE GRUPPE

Definition 7.30 (symmetrische Gruppe).

Es sei X eine Menge und S(X) = {f: X — X| f ist bijektiv}. Dann heifit (S(X), o) die sym-
metrische Gruppe (englisch: symmetric group) auf X. Jedes Element von S(X) heifit eine
Permutation (englisch: permutation, lateinisch: permutare: vertauschen) von X.

Ist X = [[L,n] fir n € Ny, so schreiben wir statt S([1,n]) auch S, und sprechen von der
symmetrischen Gruppe vom Grad n (englisch: symmetric group of degree n). Jedes ¢ € S,,
heif3t eine Permutation (englisch: permutation) von [[1, n]. A

Beachte: Nach Beispiel 7.24 ist S(X) tatsachlich eine Gruppe, namlich die Einheitengruppe
von (XX, o). Das neutrale Element ist idy. Wenn X drei oder mehr Elemente enthilt, dann ist
(5(X), o) nicht kommutativ, ansonsten kommutativ.

Im Folgenden werden wir nur noch symmetrische Gruppen S, fiir n € Ny betrachten. Eine
Permutation o € S, konnen wir z.B. in der Form

1 2 3 ce n
a(1) o(2) o(3) -+ o(n)
notieren. Die Anzahl der Elemente von S, fiir n € Ny ist gleich n! (,n Fakultat®). Das stimmt

auch fiir n = 0, denn es gilt 0! = 1, und die einzige Permutation ist die leere Permutation.

Beispiel 7.31 (symmetrische Gruppe vom Grad 3).
Die symmetrische Gruppe S hat 3! = 6 Elemente:
3

(123 (123 N
9 =14 3]0 9T, 10 27 1\3 2

2 2
2 3 1
(123 (1 23 (1 23 (Spiegel )
=1, 3 o ou=|s 4 4] os5=1, | 3 piegelungen).

) (Drehungen),

Sie lassen sich identifizieren mit den Kongruenzabbildungen, die ein gleichseitiges Dreieck mit
den Eckpunkten 1, 2 und 3 auf sich selbst Giberfithren, vgl. Abbildung 7.1. Wegen

oo fv oz sy (r2 3\ _(1 2 3)_

74°9%=13 2 1)°\1 3 2)7\3 1 2/ T %

oo (U2 3) (12 3 _ (12 3)_

T 3 2/ 3 2 1) 2 3 1)
ist S3 wie oben behauptet tatsichlich nicht kommutativ. A
Definition 7.32 (Transposition).

Eine Permutation o € S, n € Ny, heifit eine Transposition (englisch: transposition, lateinisch:
transponere: umstellen), wenn es Zahlen i, j € [1, n]] mit i # j gibt, sodass gilt:

j furk =i,
o(k) =13i firk=j, (7.15)
k sonst.
Wir notieren ¢ dann auch als 7(i, j). A
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Abbildung 7.1.: lllustration der Elemente der symmetrischen Gruppe Ss, siehe Beispiel 7.31. Die
Permutationen oy, 01 und o, entsprechenden Drehungen. Die Permutationen o3,
o4 und o5 sind genau die Transpositionen. Sie entsprechenden den Spiegelungen
um die farbig eingezeichneten Achsen.

Eine Transposition von links vertauscht also genau zwei verschiedene Elemente von [[1, n]] und
lasst den Rest unverandert. (Daher gibt es Transpositionen nur im Fall n > 2.) Offenbar gilt fiir
jede Transposition

P=ror=id, alsor'=r. (7.16)

Transpositionen sind also Involutionen (Definition 6.18) und damit selbstinverse Elemente der
Gruppe S,.

(Quizfrage 7.10: Wieviele verschiedene Transpositionen gibt es in S,,?)

(Quizfrage 7.11: Konnen Sie eine Vermutung anstellen, welche Permutationen von S, neben
den Transpositionen noch selbstinvers sind?)

Satz 7.33 (Darstellung von Permutationen als Komposition von Transpositionen).
Es sei n € Nj. Jede Permutation o € §,, lasst sich als Komposition von 0 < r < n — 1 Transposi-
tionen schreiben (bzw. r = 0 im Fall n = 0)."

4Insbesondere bildet die Menge der Transpositionen also ein Erzeugendensystem von S,.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir n € Ny durch vollstandige Induktion. Induktionsanfang:
Das einzige Element von

So ={0 — 0}

ist eine Komposition von r = 0 Transpositionen. Ebenso ist das einzige Element von
S = {id{l}}

eine Komposition von r = 0 Transpositionen.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir n € N bereits bewiesen. Induktionsschritt: Wir
betrachten eine Permutation o € S,,41.

Fall 1: Falls o(n + 1) = n + 1 gilt, dann gilt fiir die Einschrankung c: [L,n] — [, n] von o
die Eigenschaft o € S,,. Aufgrund der Induktionsannahme besitzt & die Darstellung
0=r10---07 mit0 < r < n—1mit Transpositionen 7; auf S,. Setzen wir diese
Transpositionen durch n + 1+ n + 1 zu Transpositionen auf S, fort, die wir weiterhin
mit 7; bezeichnen, so ergibt sich die Darstellung c =730 -+ o 7.

Fall 2: Falls o(n+1) = m fiir ein 1 < m < n gilt, dann betrachte die Transposition r(m,n +1) €
Spi1. Fur 0 == 7(m,n+ 1) o 0 € Sp41 gilt dann o(n + 1) = n + 1. Aufgrund von Fall 1
gilto =7 0-- 07 mit0 < r < n— 1 Die Behauptung folgt jetzt aus der Darstellung
c=t(mn+1l)ooc=t(mn+1)oro---o0r1,. O

Beispiel 7.34 (Darstellung von Permutationen als Komposition von Transpositionen).

Wir kénnen die Zerlegung einer Permutation o € S, bestimmen, indem wir die Bilder durch
wiederholte Anwendung von Transpositionen z. B. von hinten nach vorne in die richtige Rei-
henfolge bringen, etwa:

(; i i ‘11) BAC2AN (; i i’ :) die 4 ist jetzt an der richtigen Stelle
ﬂ)_‘% (; ? g i) auch die 3 ist jetzt an der richtigen Stelle
AN (i ; g :) auch die 1 und die 2 sind jetzt an der richtigen Stelle.
Das heif3t also,
7(2,1) 0 7(3,1) o7(4,1) o0 =id oder aber o =1(4,1) o 7(3,1) o 7(2,1). A

Man kann allgemein zeigen, dass genau solche zyklischen Vertauschungen ¢ wie in Beispiel 7.34
nicht mit weniger als r = n — 1 (hier also r = 3) Permutationen dargestellt werden kénnen. Die
obere Schranke fiir die benétigte Anzahl an Transpositionen aus Satz 7.33 ist also scharf.

Die Darstellung einer Permutation als Komposition von Transpositionen ist nicht eindeutig.
Jedoch ist die Anzahl der benétigten Transpositionen entweder immer gerade oder immer
ungerade, wie wir gleich beweisen werden (Folgerung 7.41).
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Definition 7.35 (Fehlstand, Signum einer Permutation).
Es sei n € Ny und o eine Permutation in S,,.

(i) EinIndexpaar (i, j) € [1,n]* heifit ein Fehlstand (englisch: inversion) von o, wenn i < j
und o (i) > o(j) gilt.

(ii) Die Zahl"

_ a(j) —a(i)
sgno = 1—[ i (7.17)
1I<i<j<n
heif3t das Signum (englisch: sign, lateinisch: signum: Zeichen) von o. A

Beispiel 7.36 (Fehlstand, Signum einer Permutation).

Die Permutation
1 2 3
o1 =
712 31

von S3 hat genau zwei Fehlstande, ndmlich (1,3) und (2, 3). Es gilt

0(2) —o(1) 0(3) —0(1) o(3) —a(2)
2-1 3-1 3-2
3-21-21-3
2-13-13-2
=1

sgn o

Die Permutation

(123
9=13 2 1

hat genau drei Fehlstande, namlich (1, 2), (1,3) und (2, 3). Es gilt

0(2) —o(1) 0(3) —o() o(3) —0(2)
2-1 3-1 3-2
2-31-31-2
2-13-13-2
= -1. A

sgn oy

Bemerkung 7.37 (zu Definition 7.35).

Da in den Faktoren des Produkts in (7.17) dieselben ganzen Zahlen — abgesehen vom Vorzeichen
— jeweils einmal im Zahler und einmal im Nenner vorkommen, ist das Signum einer Permutation
immer entweder +1 oder —1. Das Signum einer Permutation gibt die Paritat (englisch: parity)
der Anzahl der Fehlstinde an, also ob diese gerade oder ungerade ist, da wir fiir jedes Indexpaar
(i, j) mit i < j den Faktor —1 erhalten, wenn es sich um ein Fehlstand handelt, und ansonsten
den Faktor +1. Es gilt also

sgno = (_1)Anzahl der Fehlstande von o (7.18)

Dementsprechend nennen wir o € S, eine gerade Permutation (englisch: even permutation),
wenn sgno = 1 ist und eine ungerade Permutation (englisch: odd permutation), wenn
sgno = —1gilt. A

5Definitionsgema wird das im Fall n = 0 und n = 1leere Produkt als das neutrale Element der Multiplikation (hier
in Q), also als 1, interpretiert.
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Lemma 7.38 (Transpositionen sind ungerade).

Ist 7 € S,, n € Ny, eine Transposition, so gilt sgn7 = 1.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Transposition 7(i, j) in S,,, wobei notwendigerweise n > 2
gilt. O.B.d. A. konnen wir i < j voraussetzen, also haben wir

Y LR e B S BT b W AV RS R
(1 = .
)= i=1 j i+1 -+ j—1 i j+1 ---n

7(i, j) hat also genau die Fehlsténde

(i,i+1),...,(,)) Anzahl: j —i
(i+1j),....,(j—-1j) Anzahl: j—i—1.

Daher gilt sgn 7(i, j) = (—=1)207)-1 = —1, .

Beispiel 7.39 (Transpositionen sind ungerade).

Zur Veranschaulichung des Beweises von Lemma 7.38 betrachten wir die Permutation in S;

12 3 4 5 6 7

GN=\] 5 ¢ 4 5 3 7

mit i = 3 und j = 6. Diese hat genau die Fehlstande (3,4), (3,5), (3, 6) sowie (4,6), (5,6). A

Satz 7.40 (Signum ist vertraglich mit der Komposition von Permutationen).

Es sei n € Ny und o3, 0, zwei Permutationen in S,,. Dann gilt

sgn(oy 0 02) = (sgnoy) - (sgn o). (7.19)

Beweis. Wir fithren den Beweis in drei Schritten. Notwendigerweise gilt wieder n > 2, damit
iiberhaupt Permutationen existieren.

Schritt 1: Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Spezialfall, dass o7 eine Transposition
benachbarter Elemente ist, sagen wir o1 = 7(k,k + 1) firein k € [1,n —1].
Wenn o, ' (k) < ;' (k +1) gilt, dann ist (o, '(k), 0, '(k + 1)) kein Fehlstand von o,
jedoch ein Fehlstand von 7(k, k + 1) o 0,. Wenn andererseits o, (k) > o, (k + 1)
gilt, dann ist (0;'(k), 0, (k + 1)) ein Fehlstand von o, aber kein Fehlstand von
7(k, k+1) 0 05. Die anderen Fehlstinde von o, und 7(k, k+1) oo, sind dieselben. Daher
sind die Anzahlen der Fehlstinde von o, und von 7(k, k + 1) o 05, um 1 verschieden.
Damit ist

sgn(z(k,k +1) 0 02) = —sgno, = (sgnr(k, k +1)) - (sgnoz)

gezeigt.
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Schritt 2: Wir beweisen den Satz fiir den Spezialfall, dass 7(k, £) eine beliebige Transposition
ist.

Wir kénnen 0.B.d. A. £ > k annehmen, daher konnen wir 7(k, £) in der Form

t(k,f) =t(k,k+1)o---or(f—-2,6—1) o t(£,{ —1)0o---or(k +1k),

also als Komposition von (2 (£ — k) — 1) Transpositionen jeweils benachbarter Ele-
mente schreiben.’® Aufgrund von Schritt 1 und der Assoziativitit der Komposition
haben wir nun also

sgn(z(k, €) o 03)
=sgn(r(k,k+1)o---or(t-26-1)or(t,t—1)o0---or(k+1k)o o)
(sgnr(k,k+1)) -sgn(---or(t -2, -1 or(t,t—1)o0---or(k+1k)o o)

= (sgnr(k,k+1))---(sgnz(t,£—1))--- (sgnr(k +1k))(sgnoz)

(sgnz(k,t)) - (sgnoz).

Schritt 3: Schliefllich kénnen wir den allgemeinen Fall zeigen.

Ist o1 € S, eine beliebige Permutation, so konnen wir sie nach Satz 7.33 als Kom-
position von Transpositionen ¢; = 7; o - -+ o 7, schreiben. Unter Benutzung von
Schritt 2 und der Assoziativitiat der Komposition folgt nun dhnlich wie im Beweis
von Schritt 2:

sgn(oy o 03)
=sgn(rno--- 071 007)

(sgnt) - sgn(---o 1. 00y)

= (sgnn) - - (sgnz)(sgnoy)
=sgn(ro---o1)-sgn(oy). |

Folgerung 7.41 (zu Satz 7.40).
Es sei n € Ny und o eine Permutation in S,,.

i) Isto =0y 000, dargestellt als Komposition'” von s € Ny Permutationen o; € S,, so
g p
gilt sgno = (sgnoy) - - - (sgn oy).

16Beispielsweise im Fall k = 3 und £ = 6 haben wir

4,3)o 7(54)0 7(6,5)0
1234567 (4 5 1234567 > 1234567 > 5 1234567
(1234567) (1243567) (1253467) (1263457)
7(4,5)0 7(3,4)0
1234567 , (1234567
(1263547) (1264537)

wodurch in der Tat 3 < 6 getauscht sind.
7Vereinbarungsgemaf ist die Verkntipfung von null Permutationen das neutrale Element in Sj, also die identische
Abbildung id.
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(ii) Ist insbesondere o = 1j o - - - o 7, dargestellt als Komposition von r € N Transpositionen
in S, so gilt sgno = (-1)".
(iii) Esgilt sgnid = 1.

(iv) Esgiltsgno =sgno™..

Beweis. Aussage (i): Nach Satz 7.40 ist das Signum einer Komposition von zwei Permutationen
gleich dem Produkt der Signa der beiden Faktoren. Wie im Beweis von Satz 7.40 kénnen wir
die Aussage leicht auf mehr als zwei Faktoren ausdehnen. Die Fille s = 0 und s = 1 sind trivial.

Aussage (ii): Das Signum einer Transposition ist nach Lemma 7.38 gleich —1. Aussage (ii) folgt
damit aus Aussage (i).

Aussage (iii): Die identische Abbildung ist Produkt von null Transpositionen, also gilt sgnid =
(-1)° =1

Aussage (iv): Schlief3lich gilt
1=sgnid =sgn(coo™!) = (sgno) - (sgno™?),

also sgno™! =1/sgno = sgn o, da sgno € {1} ist. i

§ 7.4 UNTERGRUPPEN

Definition 7.42 (Untergruppe).
Es sei (G, x) eine Gruppe.

(i) Eine Teilmenge U C G heif3t eine Untergruppe (englisch: subgroup) von (G, x), wenn U
bzgl. * abgeschlossen und wenn (U, %) selbst wieder eine Gruppe ist. Manchmal schreibt
man dies als (U, x) < (G, %).

(ii) Eine Untergruppe (U, %) von (G, %) heifit echt (englisch: proper subgroup), wenn U ¢ G
gilt. A

Beachte: Die Assoziativitit wird von x auf x vererbt. Ist (G, x) kommutativ, dann auch (U, ).
Wie bereits bei Unterhalbgruppen werden wir in Zukunft auch einfach die Menge U als Unter-
gruppe von (G, x) bezeichnen.

Bei Untermonoiden (Definition 7.11) hatten wir gefordert, dass ihr neutrales Element dasselbe
ist wie im ,,Obermonoid®. Bei Untergruppen ergibt sich das von selbst:

Lemma 7.43 (neutrale und inverse Elemente in einer Untergruppe).

Es sei U eine Untergruppe der Gruppe (G, x). Dann ist das neutrale Element ey von (U, x)
gleich dem neutralen Element e von (G, %). Auflerdem gilt fiir alle a € U, dass das Inverse von
a in U ibereinstimmt mit dem Inversen von a in G.

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O
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Aufgrund dieser Erkenntnis benétigen wir also keine neue Notation fiir das neutrale Element
und die Inversen in einer Untergruppe. Wir halten weiterhin fest, dass eine Untergruppe die
Eigenschaft U x U = U erfiillt. (Quizfrage 7.12: Warum?)

Die Priifung einer Teilmenge U C G auf die Untergruppen-Eigenschaft lasst sich mit folgendem
Kriterium erreichen:

Satz 7.44 (Untergruppenkriterium).
Es sei (G, x) eine Gruppe und U € G. Dann sind dquivalent:

(i) (U, ) ist eine Untergruppe von (G, ).
(i) U # 0, und fir allea,b € U giltax b’ € U.s
(iii) U # 0, und fur allea,b e U gilta’ xb € U.Y

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, x) eine Untergruppe von (G, x). Dann enthilt U
notwendigerweise das neutrale Element e von (G, %), da es nach Lemma 7.43 auch das neutrale
Element in (U, %) ist. Fiir a, b € U gilt ¥’ € U nach Lemma 7.43. Da U bzgl. x abgeschlossen ist,
folgtax b’ € U.

Aussage (ii) = Aussage (i):

Schritt 1: U enthilt das neutrale Element e von (G, ):

Da U nichtleer ist, existiert ein a € U. Mit dem dazu inversen Element a’ gilt
aufgrund der Voraussetzung a x a’ € U, also e € U fiir das neutrale Element e von
(G, %).
Schritt 2: U enthalt die Inversen seiner Elemente:
Es seia € U, dann gilt ' = e % @, und aufgrund der Voraussetzung liegt a’ € U.
Schritt 3: U ist abgeschlossen bzgl. *:
Fir a,b € U liegt auch b’ € U, also ist a x b = a x (b")” aufgrund der Voraussetzung

ebenfalls ein Element von U.

Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dass U bzgl. x abgeschlossen ist (Schritt 3), also
bildet (U, x) eine Halbgruppe. Weiter zeigt Schritt 1, dass (U, %) ein Monoid mit dem neutralen
Element e von (G, %) ist. SchlieBlich zeigt Schritt 2, dass alle Elemente von U ein Inverses in U
besitzen, also ist (U, %) eine Gruppe und wegen U C G eine Untergruppe von (G, *).

Der Beweis von Aussage (i) = Aussage (iii) und Aussage (iii) = Aussage (i) lauft analog. O

Beispiel 7.45 (Untergruppen).

(i) Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann sind {e} und G Untergruppen
von (G, x). Diese heifien die trivialen Untergruppen (englisch: trivial subgroups).

(ii) Q- ist eine Untergruppe von (Qxo, ), und R ist eine Untergruppe von (R, -).

Blurzz U x U’ C U
Ykurz: U xU C U
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(iii) Fur jede Zahlm € Ny ist mZ = {mz|z € Z} mit der Verkniipfung + eine Untergruppe
der Gruppe (Z, +). Das sind auch bereits alle méglichen Untergruppen von (Z, +).

(iv) Die Menge {+1} ist eine Untergruppe von (Qxo, -), von (R, ) und von (Cxy, -).
(v) Die Menge {+1, +i} ist eine Untergruppe von (Cxy, -).
(vi) Die Menge {z € C||z| = 1} ist eine Untergruppe von (Cx, -).

(vii) Fur n € Ny ist

Ay, = {0 € S, | o ist Komposition einer geraden Anzahl von Transpositionen}

={o€S,|sgno =1} (7.20)

eine Untergruppe von S,, genannt die alternierende Gruppe (englisch: alternating
group) vom Grad n. Fir n = 0,1 stimmt sie mit S, iiberein. Fir n > 2 ist A, eine echte
Untergruppe von S, mit %n! Elementen.

(viii) In S; besteht die alternierende Untergruppe As in der Notation von Beispiel 7.31 gerade
aus {0y, 01, 02 }. Diese entsprechen bei Interpretation als Kongruenzabbildungen eines
gleichseitigen Dreiecks auf sich selbst (Abbildung 7.1) gerade den Drehungen. A

Quizfrage 7.13: Konnen Sie eine Gruppe finden, die auler den trivialen Untergruppen keine
weiteren Untergruppen besitzt?

Bemerkung 7.46 (,Untergruppe sein® ist eine Ordnungsrelation, vgl. Bemerkung 7.13 zu Unter-
halbgruppen und Untermonoiden).

(i) Die Relation ,ist Untergruppe von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller Gruppen.

(ii) Insbesondere ist die Menge aller Untergruppen einer bestimmten Gruppe (G, x) durch
die Untergruppenhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit der Inklusi-
onshalbordnung iiberein (Abbildung 7.2).

(iii) Ist U C H ein Untermonoid des Monoids (H, *) und ist (U, %) zusatzlich eine Gruppe,
dann sprechen wir auch kurz von einer Untergruppe (U, x) des Monoids (H, x). Das
trifft genau dann zu, wenn (U, %) eine Gruppe ist und das neutrale Element e € H enthilt.
(Quizfrage 7.14: Klar?)

(iv) In diesem Sinne ist die Einheitengruppe E eines Monoids (H, x) mit neutralem Element e
die grofte Untergruppe von (H, x), also: E ist das Maximum der Menge

{U € H|U ist Untergruppe von (H, %)}

bzgl. der Inklusionshalbordnung (und auch bzgl. der Untergruppen-Halbordnung). Alle
weiteren Untergruppen von (H, %) sind also Teilmengen (und sogar Untergruppen)
von E. A

Lemma 7.47 (Durchschnitt von Untergruppen).
Es sei (G, x) eine Gruppe.

(i) Ist (U;)ies eine nichtleere Familie von Untergruppen von (G, ), dann ist auch (;¢; U;
eine Untergruppe von (G, ).

90 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

\
/
)
//
\\
./
)
./

_—
R
&
=
—
—_~
(2
=
<
——
—_—
A
(s
~
——
—_
=
=
<
——

/3
N
&
|
&
o

S
®

®.

S
=/
S
>
Ca
=/

=)

=
N
F )
"/
(=)
\/

<

S

\

-
_A

Abbildung 7.2.: Hasse-Diagramm der Inklusionshalbordnung auf der Kleinschen Vierergrup-

pe K4 = {e, h,0,r} (Beispiel 7.22). Hervorgehoben sind die finf Untergruppen
von Ky. Diese Teilmenge ist durch die Halbordnung ,ist Untergruppe von®
partiell geordnet, welche mit der Inklusionshalbordnung iibereinstimmt (Be-
merkung 7.46). Fiir Untergruppen Uj, U, von Ky gilt also: U; ist Untergruppe
von U; genau dann, wenn U; Teilmenge von U, ist. Im Diagramm erkennen wir
das durch einen aufsteigenden Pfad von U; nach Us.
Anhand des Diagramms konnen wir auflerdem die von einer Teilmenge E C Ky
erzeugte Untergruppe (E) (Definition 7.48) ablesen. Dazu suchen wir ausgehend
von E einen kiirzesten aufsteigenden Pfad zu einer der Untergruppen. Kiirzeste
Pfade sind i. A. nicht eindeutig, die dadurch erreichte Untergruppe jedoch schon.
Beispielsweise gilt (v, h) = {e, h,v, 7}, und es gibt zwei mogliche Pfade.

(ii) Ist U eine nichtleere Menge von Untergruppen von (G, x), dann ist auch (U eine
Untergruppe von (G, *).

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

In Definition 5.14 hatten wir die Hiillenbildung einer Menge betrachtet, sodass die kleinstmogli-
che Oberrelation mit den gewiinschten Eigenschaften entsteht. Analog dazu betrachten wir
jetzt die Anreicherung der Teilmenge einer Gruppe zu einer Untergruppe.

Definition 7.48 (erzeugte Untergruppe, Erzeugendensystem, zyklische Gruppe).
Es sei (G, x) eine Gruppe und E C G.
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(i) Die Menge
(E) = ﬂ{U | U ist Untergruppe von (G, %) und E C U} (7.21)

heif}t die von E erzeugte Untergruppe (englisch: subgroup generated by E) oder auch
die Untergruppenbhiille (englisch: subgroup hull) oder der Untergruppenabschluss
(englisch: subgroup closure) von E in (G, ).

Ist speziell E die endliche Menge E = {ay, ..., a,} mit a; € G und n € Ny, so schreiben
wir auch {(ay, ..., a,) statt ({ay,...an}).

(ii) Die von einem einzelnen Element a € G erzeugte Untergruppe (a) heifit die von a
erzeugte zyklische Untergruppe (englisch: cyclic subgroup) von (G, ).

(iii) Gilt (E) = G, dann heifit E ein Erzeugendensystem (englisch: generating set) von (G, *).
Falls ein endliches Erzeugendensystem von G existiert, so heiit G endlich erzeugt
(englisch: finitely generated).

(iv) Gilt (a) = G fur ein a € G, so heif3t die Gruppe (G, x) zyklisch (englisch: cyclic) oder
zyklisch erzeugt (englisch: cyclically generated). Ein solches Element a € G heifit ein
Erzeuger (englisch: generator) von G.

(v) Ein Element a € G heif3t ein Gruppenelement endlicher Ordnung (englisch: group
element of finite order), wenn es ein n € N gibt mit der Eigenschaft (in multiplikativer
Notation) a” = 1. In diesem Fall heif3t die kleinste Zahl n € N mit dieser Eigenschaft
die Ordnung von a. Falls kein n € N mit der Eigenschaft a” = 1 existiert, so heif3t
a ein Gruppenelement unendlicher Ordnung (englisch: group element of infinite
order).>° A

Bemerkung 7.49 (Eigenschaften der Untergruppenbhiille, vgl. Bemerkung 5.16 zu Eigenschaften
von Hiillen von Relationen).

Per Konstruktion ist (E) ist die kleinste Untergruppe von (G, %), die die Teilmenge E C G
enthélt. Genauer: (E) ist das Minimum der Menge

{U | U ist Untergruppe von (G,x) und E C U}

bzgl. der Untergruppen-Halbordnung (und auch bzgl. der Inklusionshalbordnung). A

Da Definition 7.48 nur eine abstrakte Definition der von einer Menge erzeugten Untergruppe
liefert, wollen wir diese nun charakterisieren.

Satz 7.50 (Darstellung der erzeugten Untergruppe).
Es sei (G, x) eine Gruppe und E C G. Dann gilt fiir die von E erzeugte Untergruppe:

(E):{al*---*an|3nENOVi:L...,n(aieEUE’)}, (7.22)

wobei E’ die Menge der Inversen von E bezeichnet, vgl. Bemerkung 7.20.*'

29Die Ordnung einer bijektiven Funktion f: X — X (Definition 6.18) ist also nichts anderes als die Ordnung von f
als Element der Gruppe der bijektiven Funktionen X — X mit der Komposition o als Verkniipfung.

2Im Fall n = 0 interpretieren wir wie iiblich die Verkniipfung von null Elementen als das neutrale Element e der
Gruppe. Insbesondere im Fall E = 0 ergibt sich also (E) = {e}.
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Beweis. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge auf der rechten Seite von (7.22) mit M. Wir
fithren den Beweis in zwei Schritten.

Schritt 1: (E) 2 M: Es sei U eine beliebige Untergruppe von G, die im Durchschnitt (7.21)

vorkommt. U enthélt also E als Teilmenge. Da U eine Untergruppe ist, enthalt U auch
E’. Da schliefilich U abgeschlossen bzgl. * ist, enthalt U auch alle Verkniipfungen
endlich vieler Elemente aus E U E’. Also gilt U 2 M. Da dies fiir jede beliebige
Untergruppe aus dem Durchschnitt in (7.21) gilt, gilt auch (E) 2 M.

Schritt 2: (E) € M: Wir zeigen zunéchst, dass M selbst eine Untergruppe von G ist. Dazu

iiberpriifen wir das Untergruppenkriterium (Satz 7.44). Offensichtlich ist M # 0,
denn M enthalt mindestens e. Sind a; x - - - * a, und b; % - - - x b,,, zwei Elemente aus
M, so ist auch (a; % - - - *x a,) * (by x - - - % b;;,)” ein Element aus M. Also ist M eine
Untergruppe von G. Zusatzlich ist klar, dass E € M gilt. (Quizfrage 7.15: Details?)
Das heif3t, M ist eine derjenigen Untergruppen von G, iiber die in der Definition von
(E) der Durchschnitt gebildet wird. Folglich gilt (E) € M. O

Beispiel 7.51 (erzeugte Untergruppe, Erzeugendensystem, zyklische Gruppe).

(i)
(ii)
(iif)

(iv)

In der Gruppe (Z, +) erzeugt das Element m € Z die zyklische Untergruppe (m) = mZ.
Die Gruppe (Z, +) ist zyklisch. Sie hat die Erzeuger 1 und —1, es gilt also (1) = (-1) = Z.

In S5 gilt mit den Bezeichnungen aus Beispiel 7.31, also

1 2 3 1 2 3 1 2 3
oo = (1 ) 3), 01 = (2 5 1), 0y = (3 1 2) (Drehungen)
(1 2 3 (1 23 Y )
3= 4 o] e L 5=, 4 4 piegelungen
die Beziehung
criz =0, und O'f =09 = id{123).
Folglich ist

(01) = {00, 01,02} = A3

die alternierende Untergruppe, vgl. Beispiel 7.45. Wegen o2 = o1 und o; = oy gilt
auch (oy) = As. Wegen 032 = Ui = 052 = id{y23) gilt (03) = {00, 03}, (04) = {00, 04}
und (o5) = {0y, 05}. Wollen wir ganz S; erzeugen, so miissen wir mindestens zwei
Permutationen auswihlen. Beispielsweise ist {0y, 03} (eine Drehung, eine Spiegelung)

ein Erzeugendensystem von Ss.

Die Bewegungen des Zauberwiirfels (ausgehend von der geldsten Position in einer belie-
big, aber fest gewahlten Orientierung) konnen als eine Untergruppe der symmetrischen
Gruppe Syg auf den 48 nicht-zentralen Facetten des Wiirfels modelliert werden. Diese
Untergruppe wird z. B. erzeugt von der sechselementigen Menge der Drehungen der sechs
Seiten des Wiirfels im Uhrzeigersinn. Sie hat 43 252 003 274 489 856 000 ~ 4.3 - 10" Ele-
mente, wihrend S5 etwa 1.2 - 10°! Elemente hat. A
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Die Vereinigung U; U U, von zwei Untergruppen einer Gruppe G ist i. A. keine Untergruppe
von G.** Wir betrachten daher stattdessen die kleinste Untergruppe von G, die U; U U, enthilt,
also die von U; U U, erzeugte Untergruppe (U; U U,) (englisch: join of two subgroups). Diese
hat folgende Darstellung:

Folgerung 7.52 (zu Satz 7.50: Untergruppenhiille der Vereinigung zweier Untergruppen).

Es seien (G, %) eine Gruppe und Ui, U; Untergruppen von G. Dann gilt fiir die von U; U U,
erzeugte Untergruppe:

<U1UU2>= {al*bl*ag*bz---*an*bn|3nENO Vizl,...,n(ai e Uy, b; EUz)}. (723)
Beweis. m|

Abschlielend geben wir noch ein Resultat zur Untergruppenhiille von Vereinigung und Schnitt
zweier beliebiger Teilmengen einer Gruppe an:

Folgerung 7.53 (zu Satz 7.50: Untergruppenhiille von Vereinigung und Schnitt).
Es sei (G, x) eine Gruppe und Ej, E; € G. Dann gilt:

(E1 U E3) = ((Ex) U (Ez)), (7.242)
(E1 N Ep) C ((E1) N (Ey)) = (E1) N (Ez). (7.24b)
Beweis. Ubung |

§ 75 UNTERGRUPPEN INDUZIEREN AQUIVALENZRELATIONEN

Definition 7.54 (Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe).
Es sei (G, x) eine Gruppe und U eine Untergruppe.

(i) Fur a € G heifit a x U heifit eine Linksnebenklasse (englisch: left coset) von U.>3
(ii) Fira € G heifit U % a heifit eine Rechtsnebenklasse (englisch: right coset) von U.** A

Satz 7.55 (Links- und Rechtsnebenklassen partitionieren eine Gruppe).
Es sei (G, x) eine Gruppe, U eine Untergruppe und a,b € G.

(i) Die Linksnebenklassen a x U und b x U sind entweder gleich oder disjunkt.
(ii) Die Rechtsnebenklassen U x a und U b sind entweder gleich oder disjunkt.

22Tatséchlich gilt: Uy U Us ist genau dann eine Untergruppe, wenn Uy C Us oder U, C Uj gilt (Ubung).

23Die Linksnebenklasse a x U ist also die Linkstranslation von U um das Element a. Bei den Linksnebenklassen
a x U steht der Reprisentant a links vom U.

24Die Rechtsnebenklasse U % a ist also die Rechtstranslation von U um das Element a. Bei den Rechtsnebenklassen
a x U steht der Reprasentant a rechts vom U.
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Beweis. Aussage (i): Wir nehmen an, dass a x U und b x U nicht disjunkt sind. Es existiert also
einc e (axU)N(bxU),dh,es existieren u;, u; € U, sodass a x u; = b x uy gilt. Daraus folgt

axu=axupxuyku=bxuyxu xu firalleueU.

Da U abgeschlossen ist unter Verkniipfung und Inversenbildung, gehért u; * uj * u zu U. Das
zeigtax U C b % U. Analog folgt b x U C a x U aus

bxu=bxuy*xuyku=axu xu,*xu furalleu e U.

Insgesamt erhalten wir also, dass zwei nicht-disjunkte Linksnebenklassen a x U und b x U
bereits gleich sind.

Der Beweis von Aussage (ii) erfolgt analog. O

Jede Nebenklasse a x U enthalt das Element a (ist also nichtleer), da das neutrale Element von G
auch zu U gehort. Damit bilden die Linksnebenklassen eine Partition von G. Nach Satz 5.25
(,Partitionen sind dasselbe wie Aquivalenzrelationen®) existiert also eine eindeutig bestimmte
Aquivalenzrelation ~V, deren Aquivalenzklassen genau die Linksnebenklassen sind. Analog
existiert eine eindeutig bestimmte Aquivalenzrelation U~, deren Aquivalenzklassen genau die
Rechtsnebenklassen sind. Wir halten dieses Ergebnis fest als

Folgerung 7.56 (von einer Untergruppe induzierte Aquivalenzrelationen).
Es sei (G, x) eine Gruppe und U eine Untergruppe.

(i) Dann sind durch

aVb o axU=bxU & beaxU & acbxU (7.25a)

a%b © Uxa=Uxb & beUxa & acUxb (7.25b)

fiir a, b € G zwei Aquivalenzrelationen® auf G erklirt, deren Aquivalenzklassen gerade
die Links- bzw. die Rechtsnebenklassen von U sind.

(ii) Jede der Aquivalenzklassen ist gleichméachtig zu U.

(iii) Ist L ein Reprasentantensystem der Linksnebenklassen, dann ist R := L’ ein Représentan-
tensystem der Rechtsnebenklassen.

Beweis. Aussage (i): Aus Satz 5.25 (,Partitionen sind dasselbe wie Aquivalenzrelationen®) folgt,
dass die durch a ~Y b & a x U = b % U definierte Relation eine Aquivalenzrelation ist,
deren Aquivalenzklassen genau die Linksnebenklassen von U sind. Es bleiben die weiteren
Aquivalenzen in (7.252) zu zeigen. Die Mengen a x U und b x U enthalten a bzw. b und sind
beide Linksnebenklassen von U. Sie sind genau dann gleich, wenn b € a % U gilt. Analog sind
sie auch genau dann gleich, wenn a € b x U gilt.

Die Aussagen in (7.25b) zeigt man analog.

25Fiir diese Relationen gibt es in der Literatur keine einheitliche Notation. Wir benutzen ~V mit dem Symbol ~ links
von U fiir die Relation, deren Aquivalenzklassen die Linksnebenklassen sind. Entsprechend bezeichnet U~ mit
dem Symbol ~ rechts von U die Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen die Rechtsnebenklassen sind.
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Aussage (ii): Fiir jedes a € G ist die Abbildung bildet die Linkstranslation um a die Menge U
bijektiv auf die Linksnebenklasse a x U ab. Das zeigt die Gleichméchtigkeit von U und a x U.
Analog zeigt die Rechtstranslation um a die Gleichméachtigkeit von U und U * a.

Aussage (iii): Es sei L ein Reprisentantensystem der Linksnebenklassen und U x a eine der
Rechtsnebenklassen. Zu zeigen ist, dass U x a durch genau ein Element aus R = L’ représentiert
wird.

Schritt 1: Zur Existenz: Die Linksnebenklasse a’ xU wird durch (genau) ein £ € L reprisentiert,
alsogiltf € a’ xU,d h,¢=a" xufireinu € U.Daherist ' = (a’ xu) =u" xa e
L’ = R ein Element der Rechtsnebenklasse U * a.

Schritt 2: Zur Eindeutigkeit: Nehmen wir an, r;, , € R repréasentieren die gleiche Rechtsne-
benklasse U x a. Es existieren also uy, u; € U mit r; = uy x a und r, = uy % a. Das zeigt
ri=a xu €a *Uundry=a" *u; € a’ *U. Damit reprasentieren r/,r; € R = L
dieselbe Linksnebenklasse a’ * U. Es folgt | = r; und damit r; = r,. m]

Die durch die Links- bzw. Rechtsnebenklassen definierten Aquivalenzrelationen ~V und Y~
heiflen die von der Untergruppe U induzierten Aquivalenzrelationen (englisch: induced
equivalence relations) auf G. Wir schreiben:

G/ U fiir die Faktormenge G/~Y  (die Menge der Linksnebenklassen), (7.26a)
U \ G fiir die Faktormenge G /Y~ (die Menge der Rechtsnebenklassen). (7.26b)

Folgerung 7.57 (induzierte Aquivalenzrelationen in abelschen Gruppen).

Es sei (G, x) eine abelsche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt a x u = u % a fiir alle
u € U und a € G. Insbesondere gilt also a x U = U % a fur alle a € G. Die Aquivalenzrelationen
a ~Y b und a%~ b sind also identisch.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Wann immer a ~V b und a Y~ b identisch sind, schreiben wir auch einfach a v b und sprechen
von Nebenklassen (englisch: cosets) a x U = U % a von U. Wir werden spiter in § 8.1 sehen,
dass solche Untergruppen auch in nicht-kommutativen Gruppen vorkommen.

Bemerkung 7.58 (induzierte Aquivalenzrelationen verallgemeinern die Gleichheitsrelation).

(i) Im Fall der trivialen Untergruppe U = {e} gilt a x U = U % a fur alle a € G (Links- und
Rechtsnebenklassen stimmen {iberein) und weiter

alb o beaxU={a} o a=b

Jede Nebenklasse a x U = U % a enthilt also nur das Element a.
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(if)

(i)

Wenn die Untergruppe U grofier wird, werden auch die Aquivalenzklassen grofier. Wir
erhalten dadurch eine Verallgemeinerung, eine ,grobere Version® der Gleichheit. Die
Wahl von U bestimmt, welche Unterschiede ,nicht gesehen® oder ,ausfaktorisiert” werden
sollen. Zwei Elemente a, b der Gruppe werden als ,gleichwertig” (4quivalent) betrachtet,
wenn sie sich nur um ein Element in U unterscheiden (bei Multiplikation von links
bzw. von rechts), also wenn b € a x U gilt bei Verwendung von Linksnebenklassen bzw.
b € U % a bei Rechtsnebenklassen.

Im Extremfall U = G gibt es in G/U und U \ G jeweils nur eine einzige Aquivalenz-
klasse, namlich die gesamte Gruppe G. Es werden also tiberhaupt keine Elemente mehr
unterschieden. A

Beispiel 7.59 (Links- und Rechtsnebenklassen).

(0)

(if)

(iif)

In der symmetrischen Gruppe (Ss, o) sind die Links- bzw. Rechtsnebenklassen der Unter-
gruppe U = {0y, 05} (mit den Bezeichnungen aus Beispiel 7.31 und Abbildung 7.1) gerade
die Mengen

oo o U = {00, 05} 1A2 2A1 U o 0q = {00, 05} 1A2 2A1
U = {0, A A U =101, A A

010 {0103}2 VAW ©01 {0104}2 5 3L,

wou=-tmet A A, ven-mm A A,

Die beiden durch U induzierten Aquivalenzrelationen sind hier also verschieden.

Man erkennt, dass innerhalb einer Rechtsnebenklasse (rechte Spalte) zwei Permutatio-
nen nicht unterschieden werden, wenn sie sich nur um die horizontale Spiegelung o5
unterscheiden. Eine eventuelle nachtrigliche Spiegelung o5 wird also aus einer Permu-
tation o ,ausfaktorisiert”. Im Unterschied dazu wird bei den Linksnebenklassen nicht
unterschieden zwischen Permutation, die mit einer eventuellen Spiegelung o5 beginnen.

In der abelschen Gruppe (Z,+) erzeugt die Untergruppe mZ fir m € N gerade die
Kongruenzrelation modulo m, d. h., die Aquivalenzrelationen "% und Z stimmen iiberein.
Die Nebenklassen [a] = a + mZ werden auch Restklassen modulo m genannt, vgl.
Beispiel 5.22), und sie partitionieren die ganzen Zahlen Z in m gleichméchtige Restklassen,
[o], [1],...,[m —1].

Die Standardkonstruktion einer nicht messbaren Teilmenge von R (Satz von Vitali)
verwendet die Nebenklassen von Q in der abelschen Gruppe (R, +), zusammen mit dem
Auswahlaxiom.2°¢ A

Aus der in Folgerung 7.56 festgestellten Gleichméchigkeit der Aquivalenzklassen folgt der
folgende wichtige Satz von Lagrange (englisch: Lagrange’s theorem) der Gruppentheorie:

Satz 7.60 (Satz von Lagrange).
Es sei (G, *) eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt #U | #G, d.h., die
Kardinalitat der Untergruppe ist ein Teiler der Kardinalitit der Gruppe.
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Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Folgerung 7.61 (Gruppen, deren Elementanzahl eine Primzahl ist).

Es sei (G, x) eine endliche Gruppe, deren Kardinalitét eine Primzahl ist. Dann gilt:

(i) G besitzt nur die trivialen Untergruppen {e} und G.
(if) G ist zyklisch, und jedes Element a € G \ {e} ist ein Erzeuger.
(iii) G ist abelsch.

Beweis. Aussage (i): Nach dem Satz von Lagrange 7.60 kommen als Kardinalitiat von U nur 1
oder #G in Frage.

Aussage (ii): Fir a € G \ {e} ist {(a) eine Untergruppe von G, die von {e} verschieden ist. Es
muss also (a) = G gelten.

Aussage (iii): Zyklisch erzeugte Gruppen sind immer abelsch. (Quizfrage 7.16: Warum ist das
s0?) O

Ende der Woche 5

§ 8 HOMOMORPHISMEN VON HALBGRUPPEN UND GRUPPEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 9.2.3; Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.2

Homomorphismen (englisch: homomorphisms, altgriechisch: opog: gemeinsam, altgriechisch:
popen: Form) sind die strukturvertraglichen Abbildungen (englisch: structurally compatible
maps) zwischen algebraischen Strukturen. In diesem Abschnitt geht es speziell um Homomor-
phismen von Halbgruppen und Gruppen.

Definition 8.1 (Homomorphismus von Halbgruppen).

Es seien (H;, %) und (H,, O) zwei Halbgruppen.

(i) Eine Abbildung f: H; — H; heifit strukturvertriglich oder ein Homomorphismus
von Halbgruppen (englisch: semigroup homomorphism), wenn gilt:

flaxb)=f(a)o f(b) furallea,be H. (8.1)

(ii) Ist f: Hi — H; strukturvertridglich und gilt (Hy;, x) = (Hj,0), so sprechen wir auch
von einem Endomorphismus einer Halbgruppe (englisch: semigroup endomorphism,
altgriechisch: évdov: innen).
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(iii) Ist f: Hy — Hj strukturvertraglich und bijektiv, so heift f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus von Halbgruppen (englisch: semigroup isomorphism, alt-
griechisch: ioog: gleich). In diesem Fall nennen wir (Hj, %) und (Ha, 0) auch zueinander
isomorphe Halbgruppen (englisch: isomorphic semigroups) und schreiben

(Hy, %) = (Hz,0).

(iv) Ist f: Hi — H, strukturvertraglich und bijektiv und gilt (H;, x) = (H,O), so spre-
chen wir auch von einem Automorphismus einer Halbgruppe (englisch: semigroup
automorphism, altgriechisch: avrog: selbst).?® A

Expertenwissen: Halbgruppenhomomorphismus als kommutatives Diagramm

Wir kénnen den Sachverhalt, dass f: (Hj, x) — (Hz, O) ein Homomorphismus von Halb-
gruppen ist, auch durch das folgende kommutative Diagramm (englisch: commutative
diagram) ausdriicken:

Die Abbildung f X f ist dabei definiert durch f X f: H; X H; 3 (a,b) — (f(a), f(b)) €
H, X H,. Ein solches Diagramm heif}t kommutativ (englisch: commutative diagram),
wenn alle Pfade mit demselben Ausgangs- und demselben Endpunkt dasselbe Ergebnis
produzieren.

Beachte: Einen surjektiven Homomorphismus von Halbgruppen nennt man manchmal auch
einen Epimorphismus von Halbgruppen (englisch: semigroup epimorphism). Einen injekti-
ven Homomorphismus von Halbgruppen nennt man manchmal auch einen Monomorphismus
von Halbgruppen (englisch: semigroup monomorphism). Wir werden diese Bezeichnungen
aber nicht verwenden.

Satz 8.2 (Komposition von Halbgruppenhomomorphismen, Inverse von Halbgruppenisomor-
phismen).
Es seien (Hy, %), (H,, 0) und (Hs, @) drei Halbgruppen.
(i) Sind f: H — H; und ¢g: H, — Hs; Halbgruppenhomomorphismen, dann ist auch
g o f: Hy — Hj ein Halbgruppenhomomorphismus.
(ii) Ist f: H, — H, ein Halbgruppenisomorphismus, dann ist auch f~': H, — H, ein
Halbgruppenisomorphismus.

Beweis. O

26Ein Automorphismus einer Halbgruppe ist somit ein bijektiver Endomorphismus oder auch ein Isomorphismus
von einer Halbgruppe auf sich selbst.
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Folgerung 8.3 (Isomorphie von Halbgruppen ist eine Aquivalenzrelation).
Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Halbgruppen.

Beweis. Jede Halbgruppe ist zu sich selbst isomorph tiber die identische Abbildung. Die Transi-
tivitdt und Symmetrie folgen aus Satz 8.2. O

Definition 8.4 (Homomorphismus von Monoiden).

Wenn (Hj, x) und (Ha, O) beides Monoide sind, so kénnen wir ganz analog zu Definition 8.1 die
Begriffe Homomorphismus, Endomorphismus, Isomorphismus und Automorphismus
(englisch: monoid homomorphism, endomorphism, isomorphism, automorphism) definieren.
Zusitzlich zu (8.1) fordern wir dabei aber noch, dass fiir die Einselemente gilt:

fle) = es. (8.2)

Die Monoide (Hy, %) und (H,, O) heiflen zueinander isomorph, wenn es zwischen ihnen einen
Isomorphismus von Monoiden gibt. Wir schreiben dann (Hy, x) = (H,, O). A

Bemerkung 8.5 (zu Monoidhomomorphismen).

(i) Homomorphismen sind wie oben bemerkt die strukturvertraglichen Abbildungen zwi-
schen jeglicher Art algebraischer Strukturen. Fiir Monoide besteht diese Struktur aus der
Verkniipfung und dem Einselement, daher kommt die Forderung (8.2) hinzu. Sie folgt
nicht bereits aus (8.1).

(ii) Es reicht allerdings anstelle von (8.2) aus, lediglich zu fordern, dass f(e;) invertierbar ist,
denn daraus folgt bereits (8.2):

f(er) O f(er) = f(ey ke) da f Halbgruppenhomomorphismus ist
= f(e) da e; neutrales Element in (Hj, %) ist
= f(e;) Oey da e neutrales Element in (Ha, O) ist. (8.3)

Da f(e;) als invertierbar vorausgesetzt wurde, zeigt die Kiirzungsregel (7.8a) nun f(e;) =
€. A

Definition 8.6 (Homomorphismus von Gruppen).

Wenn (G, %) und (G, O) beides Gruppen sind, so kénnen wir ganz analog zu Definition 8.1 die
Begriffe Homomorphismus, Endomorphismus, Isomorphismus und Automorphismus
(englisch: group homomorphism, endomorphism, isomorphism, automorphism) definieren. Die
Bedingung (8.2) miissen wir fiir Gruppen nicht explizit fordern, denn sie folgt ja schon wie in
(8.3), da f(e;1) als Element der Gruppe (G,, O) notwendig invertierbar ist.

Die Gruppen (Gy, x) und (G,, O) heiflen zueinander isomorph, wenn es zwischen ihnen einen
Gruppenisomorphismus gibt. Wir schreiben dann (G, x) = (G, O). A

Beachte: Satz 8.2 und Folgerung 8.3 gelten sinngemaf} auch fiir Monoide und Gruppen.

Beispiel 8.7 (Homomorphismen von Halbgruppen und Gruppen).
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(i) Es seiX eine nichtleere Menge und (X*, o) das Monoid der Tupel iber ¥ mit der Konka-
tenation o, siehe Beispiele 7.4 und 7.8. Die Abbildung #: (2*,||) — (Ny, +), die die Lange
eines Tupels angibt, ist ein Monoidhomomorphismus, denn es gilt

#(Oae s xn) | (Ve ym)) = #(Oxt o ,X0) + #(Y1 oo Ym) =N+ m
und #() =0.

Genau dann, wenn ¥ einelementig ist, ist # auch bijektiv, also ein Monoidisomorphismus.

(ii) Es seien X eine Menge und (Y, %) eine Halbgruppe oder ein Monoid oder eine Gruppe.
Dann ist die Abbildung ®: (YX,%) 3 f > f(xo) € (Y, %), die eine Funktion f: X — Y
an einer festen Stelle x, € X auswertet, ein Homomorphismus von Halbgruppen bzw.
Monoiden bzw. Gruppen, denn es gilt

O(f *g) = (f x9)(x0) = f(x0) * g(x0) = D(f) * (g).
(iif) Fira > 0, a # 1,istlog,: (R>¢,-) — (R, +) aufgrund des Logarithmusgesetzes

loga(x : J’) = loga(x) + loga(y)

ein Gruppenhomomorphismus. Weiter ist log , bijektiv, also sogar ein Gruppenisomorphismus.

Die Umkehrabbildung
(R,4) 2 x> a* € (Rxo, )

ist folglich ebenfalls ein Gruppenisomorphismus, erfiillt also insbesondere

a*V =a"-a.

(iv) Die Betrags-Abbildung
(C.) 3z |z] € (Rxo,°)

ist ein Homomorphismus von Monoiden, denn es gilt |w - z| = |w| - |z| fir alle w,z € C.

Thre Einschrankung
(Cx0,) 2 |z] € (R>o, )

ist ein Homomorphismus von Gruppen.

(v) Zwischen beliebigen Gruppen (Gy, %) und (G,, O) gibt es immer den trivialen Homo-
morphismus (englisch: trivial homomorphism) f: G; 3 a — f(a) = e; € G,. Fiir einige
Paare von Gruppen ist das auch der einzig mégliche Homomorphismus. (Quizfrage 8.1:
Ko6nnen Sie ein Beispiel finden?)

(vi) Essei (H,x) ein Monoid und a € H ein invertierbares Element. Dann ist die Abbildung
H>h—axhxad €H, (8.4)

genannt die Konjugation mit a (englisch: conjugation), ein Endomorphismus des Mo-
noids (H, x). Ist (G, ) eine Gruppe, dann ist die Konjugation mit einem beliebigem
aeG

Gograxgxd €G

sogar ein Gruppenautomorphismus.
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(vii)

(viii)

(ix)

(x)

(xi)

(xii)

In einer Gruppe (G, -) ist fiir jedes feste a € G die Abbildung
(Z,+)>n+—>ad* €G

ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist surjektiv genau dann, wenn a ein Erzeuger
(Definition 7.48) von G ist.

Fur festes n € Z ist die Abbildung (vgl. (7.10))
Goar—d"€eG

in einer abelschen Gruppe (G, -) ein Gruppenendomorphismus. (Quizfrage 8.2: Wo geht
die Kommutativitit der Verkniipfung ein?)

Die sgn-Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus von der symmetrischen Gruppe S,
(fiir festes n € N) in die Gruppe ({£1}, ), denn es gilt nach Satz 7.40

sgn(oy 0 03) = (sgnoy) - (sgnoz).

Genau fiir n = 2 ist sgn auch bijektiv, also ein Gruppenisomorphismus.

Die in Beispiel 7.31 und Abbildung 7.1 vorgenommene ,Identifikation” der symmetrischen
Gruppe S3 mit der Gruppe der Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks stellt
einen Gruppenisomorphismus dar.

Die Abbildung
R > f(x) = exp(ix) = cos(x) +isin(x) € C

ist ein Gruppenhomomorphismus (R,+) — (C,-), denn es gilt f(x + y) = f(x) - f(y),
also

exp(i(x +y)) = exp(ix) - exp(iy)
& cos(x+y) +isin(x+y) = (cos(x) +isin(x)) - (cos(y) +i sin(y)).

Nehmen wir den Real- bzw. Imaginérteil der linken und der rechten Seite, so ergeben sich
daraus die Additionstheoreme (englisch: angle addition theorems) fiir die Winkelsumme

cos(x + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y), (8.5a)
sin(x + y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y). (8.5b)

Die Abbildung
(Z,)sn—> 0€ (Z,-)

ist ein Homomorphismus von Halbgruppen, aber kein Homomorphismus von Monoiden,
denn f(1) =0 # 1. A
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Expertenwissen: Wann sind Halbgruppenhomomorphismen auch Monoidhomomorphis-

men”?

Das Beispiel 8.7 (xii) zeigt, dass Homomorphismen von Halbgruppen tatséchlich nicht
notwendigerweise das neutrale Element auf das neutrale Element abbilden, dass also (8.2)
tatsdchlich i. A. nicht aus der Strukturvertraglichkeit (8.1) folgt. Es gibt aber ein Kriterium
(fur das Ziel-Monoid), das absichert, dass doch jeder Halbgruppenhomomorphismus
auch ein Monoidhomomorphismus ist:

Es seien (Hj, %) und (H;, O0) Monoide mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Dann sind
aquivalent:

(i) Jeder Halbgruppenhomomorphismus f: H; — H ist auch ein Monoidhomomor-
phismus.

(ii) Es gibt in (H,, O) genau ein Element mit der Eigenschaft y Oy = y.
(Dieses ist dann notwendigerweise gleich e;.)

Quizfrage 8.3: Beweis?

Das folgende Resultat zeigt, dass Monoid- und Gruppenhomomorphismen inverse Elemente auf
inverse Elemente abbilden:

Lemma 8.8 (Eigenschaften von Monoid- und Gruppenhomomorphismen).

Es seien (Hj, x) und (H,, O) Monoide. Weiter sei f: H; — H; ein Monoidhomomorphismus. Ist
a € Hj invertierbar, dann ist auch f(a) € Hj invertierbar, und es gilt f(a)’ = f(a’). Insbesondere
gilt das auch fiir Gruppenhomomorphismen.

Beweis. Wir bezeichnen die neutralen Elemente von H; bzw. H, mit e; bzw. e,. Es gilt

f(@)of(a)=f(a’"*xa) daf Monoidhomomorphismus ist
= f(ey) da e; neutrales Element in (Hj, %) ist

= e wegen (8.2).

Ganz analog folgt auch f(a) O f(a’) = e;. Das zeigt, dass f(a) invertierbar und dass f(a’) das
zu f(a) inverse Element ist. O

Quizfrage 8.4: Kann f: (Z,+) > n — n+1 € (Z,+) ein Gruppenhomomorphismus sein?

Bemerkung 8.9 (zu Definitionen 8.1, 8.4 und 8.6, Lemma 8.8).

Zwei zueinander isomorphe Halbgruppen bzw. Monoide bzw. Gruppen kénnen und miissen,
was ihre algebraischen Eigenschaften als Halbgruppen bzw. Monoide bzw. Gruppen angeht,
nicht unterschieden werden. A
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Expertenwissen: Transport von Struktur

Bisher haben wir gesehen, dass die Homomorphismus-Eigenschaft die Kompatibilitat ei-
ner Abbildungen mit bestehenden Strukturen wie Halbgruppen oder Gruppen beschreibt.
Wir kénnen aber auch mittels einer Abbildung Struktur auf eine andere Menge iibertra-
gen, wobei die Abbildung dann automatisch zu einem Homomorphismus wird.

Es sei (Hj, %) eine Halbgruppe und (H,O) eine Menge mit einer Verkniipfung, von
der keine weiteren Eigenschaften bekannt sind. Ist f: H; — H; irgendeine surjektive
strukturvertrigliche Abbildung, die also (8.1) erfiillt, dann ist O automatisch assoziativ,
also (Ha, O) eine Halbgruppe. Ist (Hj, x) ein Monoid mit neutralem Element e;, so ist
auch (Hz, O) ein Monoid, und zwar mit dem neutralen Element e; = f(e;). Ist (Hy, %)
eine Gruppe, so ist auch (Ha, O) eine Gruppe. Ist die Verkniipfung x» kommutativ, dann
auch O. (Quizfrage 8.5: Beweis dieser Aussagen?)

Durch die Surjektivitat und die Strukturvertraglichkeit von f werden also Eigenschaften
von (Hy, %) auf (H,, O) transportiert.

Wir wollen nun Gruppenhomomorphismen genauer studieren.

Definition 8.10 (Bild und Kern eines Gruppenhomomorphismus).
Es seien (Gj, %) und (G, O) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e;. Weiter sei f: G; —
G, ein Homomorphismus.

(i) Das Bild (englisch: image) von f ist definiert als
Blld(f) = {f(al) (S Gz |a1 (S Gl} = f(Gl) (86)

(ii) Der Kern (englisch: kernel) von f ist definiert als

Kern(f) = {a1 € G| f(a) = ez} = f'({ez}). (8.7)
A
Gy G, G, G,
Bild(f)

Abbildung 8.1.: Illustration des Bildes (links) und des Kerns (rechts) eines Gruppenhomomor-
phismus f: G; — Gy, siehe Definition 8.10.

Lemma 8.11 (Bild und Kern sind Untergruppen).
Es seien (Gy, %) und (Gy, O) Gruppen. Weiter sei f: G; — G, ein Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Bild(f) ist eine Untergruppe von (G, O).
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(ii) Kern(f) ist eine Untergruppe von (Gy, *).

Beweis. Wir bezeichnen die neutralen Elemente von G; bzw. G, mit e; bzw. es.

Aussage (i): Wir tberpriifen das Untergruppenkriterium (Satz 7.44). Nach Lemma 8.8 gilt
ez = f(e1) , also e, € Bild(f) und Bild(f) # 0. Weiter seien a,, b, irgendwelche Elemente in
Bild(f). Wir miissen zeigen: a; O by, € Bild(f).

Nach Definition von Bild(f) gibt es ay;, b; € Gy mit f(a;) = az und f(b;) = b,. Daher ist
a; by = f(a) O f(b1)’ nach Voraussetzung
= f(a1) O f(b;) nachLemma 8.8
= f(a1 % b)) da f Homomorphismus ist
und damit a, O b;, € Bild(f).

Aussage (ii): Wir iiberpriifen wiederum das Untergruppenkriterium. Es gilt f(e;) = ez, also
e; € Kern(f) und Kern(f) # 0. Weiter seien ay, b; irgendwelche Elemente in Kern(f). Wir
miissen zeigen: a; * b; € Kern(f).

f(ay % b)) = f(a;) o f(b]) da f Homomorphismus ist
= f(a;) O f(by)" nach Lemma 8.8

=eOe, da ay, by € Kern(f) liegen
=e dae; = e, ist.
Damit ist a; * b] € Kern(f) gezeigt. O

Beispiel 8.12 (Bild und Kern sind Untergruppen).
(i) Fur die Abbildung #: (2%, 0) — (Ny, +) aus Beispiel 8.7 gilt:

Bild(#) =Ny und Kern(#) ={()},

wobei () das leere Tupel kennzeichnet. Mit anderen Worten: Das leere Tupel ist das
einzige Tupel der Lange 0.

(ii) Fir die Abbildung sgn: (S,,0) — ({1}, -) aus Beispiel 8.7 gilt im Fall n > 2:
Bild(sgn) = {1} und Kern(sgn) = A,

die alternierende Gruppe, vgl. (7.20). Mit anderen Worten: Die alternatierende Gruppe
besteht genau aus den geraden Permutationen.

(iii) Fiir die Abbildung f: (Ry4o,*) 3 x > x? € (Ryo,*) gilt

Bild(f) =Rs¢ und Kern(f) = {+1}. A

Das folgende Resultat zeigt, dass Gruppenhomomorphismen genau dann injektiv sind, wenn
ihr Kern die minimale Groéfle hat:
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Lemma 8.13 (Charakterisierung der Injektivitit von Gruppenhomomorphismen).
Es seien (Gy, %) und (G,, 0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e;. Weiter sei f: G; —
G, ein Homomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) f istinjektiv.
(i1) Kemn(f) = {eu).

(iii) Die einzige Losung der Gleichung f(a) = e; ist a = e;.

Beachte: Um die Injektivitét einer beliebigen Abbildung zwischen zwei Mengen zu zeigen,
miissen wir sicherstellen, dass niemals zwei verschiedene Elemente der Definitionsmenge
auf dasselbe Element in der Zielmenge abgebildet werden (Definition 6.10). Wenn wir aber
wissen, dass diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus G; — G, ist, vereinfacht sich
dieser Nachweis erheblich. Wir miissen dann nur noch zeigen, dass neben dem neutralen
Element e; € G kein weiteres Element auf das neutrale Element e, € G, abgebildet wird.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Nach Lemma 8.8 gilt f(e;) = ey. Ist f injektiv, dann wird
kein weiteres Element von G; auf e, abgebildet, also gilt Kern(f) = {e;}.
Aussage (ii) = Aussage (i): Umgekehrt gelte Kern(f) = {e;}. Es seien weiter a,b € G; mit
f(a) = f(b). Dann folgt
flaxb’) =f(a)Of(b)

=f(a) o f(b)

=f(a)Of(a)

= €2,
also a x b’ € Kern(f) = {e;}. Daher muss a x b’ = ¢; gelten, also wegen der Eindeutigkeit

inverser Elemente a = b. Das zeigt die Injektivitét von f.

Die Aquivalenz von Aussage (ii) und Aussage (iii) ist einfach zu sehen, weil Kern(f) gerade
aus den Losungen der Gleichung f(a) = e, besteht und nach Lemma 8.8 f(e;) = e, gilt. ]

Wir zeigen nun, dass Gruppenhomomorphismen bereits durch ihre Bilder auf einem Erzeugen-
densystem eindeutig festgelegt sind.

Satz 8.14 (Eindeutigkeitssatz fiir Gruppenhomomorphismen).
Es seien (Gy, %) und (G, 0) Gruppen. Weiter seien f, g: G; — G, Homomorphismen, und fiir
ein Erzeugendensystem E C G gelte f(e) = g(e) fiir alle e € E. Dann ist f = g.

Beweis. Es sei a € Gy beliebig. Dann gibt es nach (7.22) einn € Ny und a3, ..., a, € E U E’ mit
a=a;x--%a,.

Fiir diejenigen a; mit a; € E gilt f(a;) = g(a;) nach Voraussetzung. Fiir diejenigen a; mita; € E’

gilt a} € E und daher nach Lemma 8.8 und nach Vorausetzung f(a;)" = f(a;.) = g(a;) =g(aj)’,

also wiederum f(a;) = g(a;). Wir haben also

fla) =f(ag x---*xay) aufgrund der Darstellung von a
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=f(a))O---0f(a,) daf Homomorphismus ist
=g(a;)O---0g(a,) nach Voraussetzung
=g(a; % ---*ay) da ¢ Homomorphismus ist

=g(a) aufgrund der Darstellung von a. O

Ende der Vorlesung 11

§ 8.1 NORMALTEILER UND FAKTORGRUPPEN

Wir hatten in Satz 7.55 und Folgerung 7.56 gesehen, dass jede Untergruppe (U, ) einer Grup-
pe (G, %) zwei Aquivalenzrelationen auf G induziert, deren Aquivalenzklassen die Gestalt a x U
bzw. U % a haben. Diese von U induzierten Aquivalenzrelationen sind (auler in abelschen
Gruppen, Folgerung 7.57) i. A. verschieden (Beispiel 7.59). Wir betrachten im Folgenden aber
den Fall, dass sie uibereinstimmen:

Definition 8.15 (Normalteiler).
Es sei (G, %) eine Gruppe. Eine Untergruppe N heif3t eine normale Untergruppe (englisch:
normal subgroup) oder ein Normalteiler von (G, x), wenn gilt:

axN=Nxa firalleae€G. (8.8)

Manchmal notiert man die Eigenschaft, dass (N, x) ein Normalteiler der Gruppe (G, x) ist, als
(N, %) < (G, *). A

Beachte: In (8.8) steht die Gleichheit der beiden Mengen ax N und N xa. Es wird nicht gefordert,
dass a*xn=nxafirallen € N gilt!

Beachte: Es ist hinreichend, (8.8) fiir alle a aus einem Erzeugendensystem von G zu tiberpriifen.
(Quizfrage 8.6: Warum?)

Bemerkung 8.16 (Normalteiler).

(i) Die definierende Gleichung (8.8) konnen wir auch so lesen, dass Normalteiler N genau
diejenigen Untergruppen einer Gruppe sind, die gegeniiber der Konjugation (8.4) mit
beliebigen Gruppenelementen invariant sind:

axNxa CN furalleae€G. (8.9)

(Quizfrage 8.7: Warum folgt aus der Inklusion (8.9) bereits die Gleichheit ax N xa’ = N?)

ii) Die Relation ,ist Normalteiler von® ist zwar reflexiv und antisymmetrisch, aber im Ge-
y
gensatz zur Relation ,ist Untergruppe von® i. A. nicht transitiv! Im Gegensatz zur Unter-
gruppenrelation ist die Normalteilerrelation also keine Ordnungsrelation.

Als Beispiel betrachten wir die alternierende Gruppe A4 vom Grad 4, deren zur Kleinschen
Vierergruppe (Beispiel 7.22) isomorphe Untergruppe

oot 23 4 (123 4) (123 4) (1234
7 2 3 4f°l2 1 4 3/°13 4 1 2)°\a 3 2 1
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sowie deren Untergruppe

a2 3 4 (123
7 o2 3 4)°\2 1 4 3)[-

Wir bestétigen zunéchst, dass tatsachlich Hy < Ky und Ky < A4 gelten. Da Ky kommutativ
ist, ist die Untergruppe H, ein Normalteiler von Ky. Wir kénnen aulerdem tiberpriifen,
dass 0 0 K4 = K, o o fiir alle o € A4 gilt, also Ky < A4. Dafiir ist es ausreichend, dies fiir
ein Erzeugendensystem von A4 zu zeigen, zum Beispiel fiir

cy_1234 und0_1234
12 31 4 "2 1 4 3)°

Allerdings ist Hy kein Normalteiler von A4, denn beispielsweise ist

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
[¢] [0} = ¢ H4_
1 3 4 2 2 1 4 3 1 4 2 3 3 41 2

€A, €H, o leAy

Aus (8.9) folgt also tatsachlich Ky {4 Ay.

Zusammenfassend haben wir also Hy < Ky < Ay, aber Hy 4 Ay, A

Beispiel 8.17 (Normalteiler).

(i)
(if)
(i)

(iv)

In jeder Gruppe (G, %) sind die trivialen Untergruppen {e} und G Normalteiler.
In einer abelschen Gruppe (G, %) ist jede Untergruppe ein Normalteiler (Folgerung 7.57).

Das Zentrum?® (englisch: center)
Z={z€Glaxz=zxafiralleae G} (8.10)

einer Gruppe (G, %) ist ein Normalteiler.

Der Kommutator (englisch: commutator) der Elemente a, b einer Gruppe (G, %) ist
definiert als

[a,b] =a*xbxa xb =(axb)x(bxa). (8.11)
Quizfrage 8.8: Was ist [a, b]’? Beachte: a und b kommutieren genau dann (bzgl. %),
wenn [a, b] das neutrale Element e der Gruppe (G, x) ergibt. (Quizfrage 8.9: Klar?)

Die Kommutator(unter)gruppe (englisch: commutator subgroup) der Gruppe (G, )
ist die von den Kommutatoren von G erzeugte Untergruppe, also

<{[a, b] |a, be G}) (8.12)
Sie wird kurz auch in der Form <[G, G]> oder (ungenau) als [G, G] notiert. Die Kommu-
tatorgruppe ist ein Normalteiler von (G, %). A

Lemma 8.18 (Kerne von Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler).
Es seien (Gy, %) und (G2, 0) Gruppen und f: G; — G, ein Homomorphismus. Dann gilt:

*7Das Zentrum einer Gruppe besteht also aus denjenigen Elementen, die mit allen Gruppenelementen kommutieren.
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(i) Die Elemente von Gj, die denselben Funktionswert wie a € G; haben, sind genau die
Elemente der Nebenklasse von Kern(f) zu a:

f{f(@)}) = a*xKern(f) = Kern(f) x a.

(ii) Kern(f) ist ein Normalteiler von G;.

Beweis. Wir bezeichnen die neutralen Elemente von G; und G, mit e; bzw. es.

Wir zeigen zunéichst die Aussage (i) in mehreren Schritten.

Schritt 1: f~1({f(a)}) € Kern(f) * a:
Esseib € f~1({f(a)}), also f(b) = f(a). Dann gilt also

e = f(b)Of(a)
= f(b) O f(a’) nachLemma 8.8
=f(bxa) da f Homomorphismus ist.

Das heifit aber, dass b x a’ € f~!({e;}) = Kern(f) liegt. Mit anderen Worten:
b € Kern(f) x a.

Schritt 2: Kern(f) xa C f1({f(a)}):

Es sei b € Kern(f). Wir miissen b x a € f~}({f(a)}) zeigen, also f(b *x a) = f(a).
Das folgt aber sofort aus

f(bxa)=f(b)O f(a) daf Homomorphismus ist
=e, 0 f(a) da b € Kern(f) ist
= f(a).

Schritt 3: f1({f(a)}) € a x Kern(f):

Ganz analog zu Schritt 1 gilt auch

e; = f(a) O f(b)
= f(a’) o f(b) nachLemma 8.8
= f(a’ % b) da f Homomorphismus ist.

Das heif3t aber @’ x b € f~1({e,}) = Kern(f) und daher b € a x Kern(f).

Schritt 4: a x Kern(f) C f1({f(a)}):

Es sei b € Kern(f). Wir miissen a x b € f~1({f(a)}) zeigen, also f(a x b) = f(a).
Das folgt aber sofort aus

flaxb)=f(a)Of(b) daf Homomorphismus ist
=f(a)Oey da b € Kern(f) ist
= f(a).
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Aus Lemma 8.1 wissen wir, dass Kern(f) eine Untergruppe von Gj ist. Aus Aussage (i) folgt
a x Kern(f) = Kern(f) % a fur alle a € Gy, also ist Kern(f) ein Normalteiler von G;. Das zeigt
Aussage (ii). O

Bemerkung 8.19 (Urbilder von Normalteilern sind Normalteiler).

Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung der Aussage (ii) aus Lemma 8.18: Urbilder von Nor-
malteilern unter Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler. A

Quizfrage 8.10: Ist auch das Bild eines Gruppenhomomorphismus immer ein Normalteiler?

Lemma 8.20 (Durchschnitt von Normalteilern, vgl. Lemma 7.47 zu Untergruppen).

Es sei (G, x) eine Gruppe.

(i) Ist (N;)ies eine nichtleere Familie von Normalteilern von (G, %), dann ist auch ();¢; N;
ein Normalteiler von G.

(ii) Ist N eine nichtleere Menge von Normalteilern von (G, %), dann ist auch (N ein
Normalteiler von (G, x).

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Der nun folgende Satz zeigt: Wenn (N, x) ein Normalteiler der Gruppe (G, ) ist, dann kénnen

wir die Faktormenge G/N = G/ N mit einer Gruppenverkniipfung * ausstatten, die mit x
kompatibel ist. Aus der Faktormenge wird damit die Faktorgruppe (englisch: factor group)
oder Quotientengruppe (englisch: quotient group) von G nach N, die auch als G modulo N
bezeichnet wird. Wir sagen auch: ,Der Normalteiler N wird aus der Gruppe (G, x) ausfaktori-
siert.

Satz 8.21 (Faktorgruppe).
(i) Essei (G, %) eine Gruppe und (N, %) einer ihrer Normalteiler. Dann gilt:
(a) Auf der Faktormenge?®
G/N={la]=a%xN|aeG}
ist %, definiert als
[a] % [b] =[axb] firabegG, (8.13)

eine assoziative Verkniipfung, bzgl. der (G/ N, %) eine Gruppe bildet. Das neutrale
Element ist [e] = N, und fiir die Inversen gilt [a]’ = [a].

28 Aus Griinden der Lesbarkeit schreiben wir fiir die Aquivalenzklasse a * N = N % a (Nebenklasse) auch [a].
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(b) Die kanonische Surjektion (englisch: canonical surjection) von G auf G/ N?°

G—>G/N
T { (8.14)

a— [a],
die jedem Element a € G seine Nebenklasse [a] = ax N zuordnet, ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Es gilt Kern(z) = N.
(c) Wenn (G, %) abelsch ist, dann auch (G / N, ).
(ii) Es sei (G, %) eine Gruppe und U irgendeine Untergruppe. Ist die Verkniipfung (8.13) auf

der Menge der Linksnebenklassen G /U (oder auf der Menge der Rechtsnebenklassen
U \ G) wohldefiniert, dann ist U notwendigerweise ein Normalteiler von G.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zundchst Aussage (a) in mehreren Schritten.

Schritt 1: Wir miissen zunichst zeigen, dass x iiberhaupt eine Verkniipfung auf G / N darstellt,
also dass (8.13) wohldefiniert ist, da wir dort ja Bezug auf konkrete Repriasentanten
a,b € G der Aquivalenzklassen [a], [b] nehmen. Es seien also aj,as,b1,b; € G
gegeben, wobei [a;] = [az] und [b;] = [b,] angenommen wird, d.h., ¢y *x N =
a;* N=Nxa; =Nx%xa;und by *x N =b; x N =N x by = N x by. Dann gilt

[a1] * [b1] = [a1 % b4] per Definition von %
= (a; *x b)) *x N nach Definition der Aquivalenzklassen
= (a; *x b;) *x (N*x N) da N Untergruppe ist, also N x* N =N
= ((a; *x b)) *x N) x N da * assoziativ ist
= (N % (a; x b)) * N da N Normalteiler ist
= (N % a;) x (b x N) da % assoziativ ist.
Ganz analog gilt auch
[az] * [b2] = (N * az) * (b * N),
und mit der Voraussetzung folgt [a;] * [b1] = [az] * [b2]. Damit ist % als Verkniipfung
auf G/ N wohldefiniert.

Schritt 2: Die Assoziativitit von * folgt aus

([a] % [b]) % [c] = [axb] x [c] = [(a*b) %]

und [a] * ([b] * [c]) = [a] x [bxc] = [ax (bxc)].

Aufgrund der Assoziativitiat von % sind die Aquivalenzklassen gleich. Damit haben
wir zunichst (G/ N, %) als Halbgruppe bestitigt.

Schritt 3: Wir notieren das neutrale Element von G als e und zeigen, dass [e] =ex N = N
das neutrale Element von (G / N, %) ist. Dazu sei a € G beliebig. Dann gilt gemif3
Definition (8.13)

[e] x [a] = [exa] =[a] sowie [a]*[e]=[ax*e]=a].

Also ist (G/ N, %) ein Monoid mit neutralem Element [e].

29Die kanonische Surjektion als Abbildung auf eine Faktormenge einer Aquivalenzrelation wurde in (6.6) schon
eingefiihrt.
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Schritt 4: Nun zeigen wir, dass jedes [a] € G/ N invertierbar ist mit Inverser [a]’ = [a']:

[a] X [d'] = [a%a’] =[e] sowie [a']*[a] =[a" *xa]=[e].

Aussage (b): Die Eigenschaft, ein Gruppenhomomorphismus zu sein, bedeutet z(a x b) =
7(a) % (b). Nach Definition von 7 heifit das aber [ax b] = [a] * [b], was gerade die Definition
von * war. Die Surjektivitit von 7 ist klar, denn ein beliebiges Element [a] von G/ N ist gerade
das Bild von a unter 7. Es gilt Kern() = 77! ({[e]}) = N.

Aussage (c): Falls (G, x) abelsch ist, dann gilt
[a] * [b] = [a* b] = [b*a] = [b] * [al,
also ist auch (G / N, x) abelsch.

Nun zur umgekehrten Aussage (ii): Es sei dazu U irgendeine Untergruppe von G. Wir fithren
den Beweis nur fiir den Fall, dass (8.13) auf der Menge der Linksnebenklassen G / U wohldefiniert
ist. Es seien dazu a € G und u € U beliebig. Dann gilt [u] = U = [e], und die Wohldefiniertheit
liefert

la] = [e x a] = [e] * [a] = [u] * [a] = [u*a],

alsoax U =uxaxUoder U = a’ xu % axU. Das heifit aber, dass a’ x u x a € U liegt.
(Quizfrage 8.11: Warum?) Da u € U beliebig war, haben wir @’ x U xa C U fir alle a € G.
Nach Bemerkung 8.16 ist U ein Normalteiler von G. O

Bemerkung 8.22 (Faktorgruppe).

Praktisch konnen wir die Faktorgruppe (G / N, %) benutzen, um wie in der Gruppe (G, x) zu
srechnen®, wobei jedoch Elemente g, b in derselben Aquivalenzklasse (fiirr die also b € a x N
gilt) nicht mehr unterschieden, sondern miteinander identifiziert werden. Die Faktorgrup-
pe (G/N, %) ist also eine ,grobere Version“ der Gruppe (G, x). Wegen [a] * [b] = [a % b]
rechnen wir mit Nebenklassen, indem wir stellvertretend mit Reprasentanten rechnen. A

Beispiel 8.23 (Faktorgruppe).

(i) Essei (G, %) eine beliebige Gruppe. Dann ist N = {e}, eine der beiden trivialen Untergrup-
pen von G, nach Beispiel 8.17 ein Normalteiler. Die zugehérige Faktorgruppe (G / {e}, %)
ist isomorph zur Ausgangsgruppe (G, x) selbst.

(ii) Es sei (G, %) eine beliebige Gruppe und N = G die andere triviale Untergruppe von G.
G ist nach Beispiel 8.17 ein Normalteiler. Die zugehérige Faktorgruppe (G /G, ) ist
isomorph zu ({e}, x).

(iii) Es sei (G, %) eine beliebige Gruppe und K die Kommutatoruntergruppe von G (Bei-
spiel 8.17). Dann ist die Faktorgruppe (G /K, %) kommutativ.

Tatsichlich ist (G / N, %) genau dann kommutativ, wenn der ausfaktorisierte Normaltei-
ler N die Kommutatoruntergruppe von G enthilt.
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(iv) Fuar m € N ist mZ eine Untergruppe von (Z,+). Da (Z,+) abelsch ist, ist jede dieser
Untergruppen ein Normalteiler. Die Elemente der Faktorgruppe (Z/mZ, +) sind die
Nebenklassen von m Z, also die Mengen der Form [a] = a + m Z, vgl. Beispiel 7.59. Es gilt

[a] ¥ [b] = [a+b].

Die Faktorgruppe (Z/mZ,¥) ist isomorph zu einer uns bereits bekannten Gruppe, nim-
lich zur additiven Gruppe modulo m (Z,,, +,,) aus Beispiel 7.22 mittels des Isomorphismus
[a] +— natiirlicher Repriasentant von a in Z,,. Beispielsweise konnen wir fiir m = 5 wie
folgt rechnen:

in(Z/5Z,+) [-21] + [9] [-12]

I ]

in (ZS, +5) 4 +5 4 = 3

(v) In der abelschen Gruppe (Qxo,-) ist die Untergruppe ({£1},-) ein Normalteiler. Die
Elemente der Faktorgruppe sind die Nebenklassen

[a] = a-{+1} = {a,—a}

fir a € Q. Ein mogliches Reprisentantensystem sind die positiven rationalen Zahlen
Qso. Durch Q¢ / {1} wird also ,das Vorzeichen ausfaktorisiert®. Dieselbe Konstruktion
kénnen wir in R und C.o durchfithren. A

Bemerkung 8.24 (Normalteiler sind genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen).

Es sei (Gy, %) eine Gruppe.

(i) Nach Lemma 8.18 ist die Untergruppe Kern(f) fir jeden beliebigen Gruppenhomomor-
phismus f: G; — G; in irgendeine Gruppe (G2, O) immer ein Normalteiler von (G, x).

(ii) Umgekehrt gilt auch, dass jeder Normalteiler N von (Gy, x) der Kern eines Gruppen-
homomorphismus ist. Dazu wihlen wir einfach G, = (G;/ N, %) als Zielgruppe und
die kanonische Surjektion 7: G; — G;/N als Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
Kern(r) = N. A

§ 8.2 DER HOMOMORPHIESATZ FUR GRUPPEN

Mit Hilfe des Wissens aus § 8.1 kénnen wir nun die Struktur von Gruppenhomomorphismen
analysieren. Der folgende Struktursatz besagt, dass ein Gruppenhomomorphismus f: G; — G;
snebenklassenweise” wirkt. Er bildet also eine gesamte Nebenklasse von Kern( f) auf ein- und
dasselbe Element von G, ab und verschiedene Nebenklassen auf verschiedene Elemente.3° Das
geschieht zudem strukturvertraglich. Dadurch ist das Bild(f) eines solchen Gruppenhomomor-
phismus bereits im Wesentlichen (d. h. bis auf Isomorphie) festgelegt ist durch (Gj, x) und den
Normalteiler Kern(f).

39 Anders ausgedriickt: Die Fasern (Definition 6.6) von f sind gerade die Nebenklassen von Kern(f).
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Abbildung 8.2.: llustration des Homomorphiesatzes fiir Gruppenhomomorphismen 8.25. Alle
Elemente einer Nebenklasse des Normalteilers Kern(f) werden auf ein- und
dasselbe Element von G, abgebildet und verschiedene Nebenklassen auf ver-
schiedene Elemente.

Satz 8.25 (Homomorphiesatz fiir Gruppen?').
Es seien (Gy, %) und (G2, 0) Gruppen. Weiter sei f: G; — G, ein Homomorphismus. Dann gilt

G;/Kern(f) = Bild(f) (8.15a)
mit dem Isomorphismus

I([a]) = f(a) fur [a] = axKern(f) € G;/Kern(f). (8.15b)

Beweis. Wir bezeichnen die neutralen Elemente von G; und G, mit e; bzw. e,.
Wir definieren I': G;/Kern(f) — Bild(f) wie in (8.15).

Schritt 1: Wir miissen zunéchst zeigen, dass I als Abbildung wohldefiniert ist, da wir in der
Definition (8.15b) Bezug auf den konkreten Reprisentanten a € G; nehmen.

Es seien dazu a,b € G; gegeben mit a CbfirvU = Kern(f), d.h., a x Kern(f) =
b x Kern(f). Dann folgt

f(axKern(f)) = f(a) O f(Kern(f)) da f Homomorphismus ist
= {f(@)} da f(Kern(f)) = {e} gilt

und analog f(b x Kern(f)) = {f(b)}. Aus a *x Kern(f) = b x Kern(f) folgt also
f(a) = f(b). AuBBerdem ist nach Definition von I klar, dass I in Bild(f) abbildet.
Damit ist I wohldefiniert.

Schritt 2: Als néchstes zeigen wir, dass I ein Homomorphismus ist. In der Tat gilt

I([a] % [b]) = I([a*b]) nach Definition (8.13) von *
= f(axb) nach Definition von I
= f(a) O f(b) da f Homomorphismus ist
=1I([a]) OI([b]) nach Definition von I.

3lenglisch: fundamental theorem on group homomorphisms
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Schritt 3: Es bleibt zu zeigen, dass I surjektiv und injektiv ist. Wenn a, € Bild(f) ist, dann
existiert a; € G; mit

az = f(a1) = I([a1]).
Das zeigt die Surjektivitat von I.

Fiir die Injektivitat geniigt es nach Lemma 8.13 zu zeigen, dass Kern(I) nur aus dem
neutralen Element des Definitionsbereichs G;/Kern(f) besteht, d. h., aus [¢] =
Kern(f), vgl. Satz 8.21. Es gilt

Kern(I)
= {[a] € G;/Kern(f) |I( 1) = 62} nach Definition von Kern(I)
= {[ ] € Gi/Kern(f) |f(a) = ez} nach Definition von I
= {[ | € G;/Kern(f) | ae Kern(f)} nach Definition von Kern(f)
= {a * Kern(f) | ae Kern(f)} wegen [a] = a x Kern(f)
= {Kern(f)} da Kern(f) Untergruppe ist. O

Wir stellen den Homomorphiesatz fiir Gruppen 8.25 auch noch einmal schematisch mit Hilfe
eines kommutativen Diagrammes dar.3* Dazu sei i: Bild(f) > a +— a € G, der injektive
Homomorphismus der kanonischen Einbettung.

isomorph abbilden
Gy «——— Gy —
T l f=iolonm
1 T —— —_——

einbetten  vergrobern

Bild(f) «<—— Gi/Kern(f)

Expertenwissen: universelle Eigenschaft von Faktorgruppen

Es seien (Gj, %) und (G, 0) Gruppen und f: G; — G, ein Homomorphismus. Weiter sei
N eine normale Untergruppe von G;. Dann sind dquivalent:

(i) N C Kern(f), also f(N) ={e,}.

(ii) Der Homomorphismus f faktorisiert durch (englisch: factors through) die ka-
nonische Surjektion 7: G; — G;/N, d. h., es gibt einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus g: G;/N — G, mit f =go x.

G, = G;/N

N

G,

Diese Eigenschaft nennt sich die universelle Eigenschaft von Faktorgruppen (eng-
lisch: universal property of factor groups), denn sie charakterisiert Faktorgruppen bis auf

32Ein solches Diagramm heifit kommutativ (englisch: commutative diagram), wenn alle Pfade mit demselben
Ausgangs- und demselben Endpunkt dasselbe Ergebnis produzieren.
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Isomorphie eindeutig. Gilt also die obige Aquivalenzaussage mit irgendeiner Gruppe H
anstelle von G,/ N und einem surjektiven Gruppenhomomorphismus 7: G; — H, dann
ist H isomorph zu G; / N. Die universelle Eigenschaft erméglicht es, Faktorgruppen (bis
auf Isomorphie) zu definieren, ohne die konkrete Konstruktion iiber Nebenklassen zu

verwenden.

Bemerkung 8.26 (mogliche Gruppenhomomorphismen).

Wegen G; /Kern(f) = Bild(f) legen die Normalteiler einer Gruppe (Gy, x) im Wesentlichen
die moglichen Gruppenhomomorphismen fest, die von G; aus méglich sind. Zu jedem Nor-
malteiler N gibt es einen natiirlichen, surjektiven Gruppenhomomorphismus z: G; — G;/N.
Dieser ist gewissermaflen der ,Prototyp” eines Gruppenhomomorphismus auf G;, der N als Kern
hat. Jeder andere Gruppenhomomorphismus f: G; — G, mit Kern(f) = N ist dann nur eine
seingebettete” Version dieses Prototyps, also f = i o 7 mit dem injektiven Homomorphismus
i: Gi/ N — G; der kanonischen Einbettung und Bild(i) = Bild(f). A

Beispiel 8.27 (Homomorphiesatz fiir Gruppen).

(0)

(if)

Wir betrachten fiir festes n € N die Abbildung sgn: S, — ({1}, ), vgl. Beispiele 8.7
und 8.12. Es gilt Kern(sgn) = A,. Fur n > 2 sind die Elemente der Faktorgruppe
Sn/Kern(sgn) = S,/ A, die beiden gleichméchtigen Nebenklassen

[id] =ido A, = {0 € S, | sgn(o) =1} (gerade Permutationen),
[r] =70A,={0€S,]|sgn(o) =-1} (ungerade Permutationen),
wobei 7 irgendeine Transposition in S, ist. Gema Homomorphiesatz 8.25 ist
S, /Kern(sgn) = S,/ A, = Bild(sgn) = {+1}.
Es werden alle geraden Permutationen A, = Kern(sgn) ausfaktorisiert.
Im Fall n = 1 gilt A; = 51, daher gibt es nur die eine Nebenklasse
[id] =id o §; = {id}.
Der Homomorphiesatz 8.25 besagt daher in diesem Fall
S1/Kern(sgn) = 5;/A; = Bild(sgn) = {1}.
Ahnliches gilt im Fall n = 0.
Fiir die Abbildung f: (R, ) > x + x% € (R, ) aus Beispiel 8.12 und Beispiel 8.23 gilt
Ryo/Kern(f) = Ry /{£1} = Bild(f) = Rs,.

Durch Kern(f) = {1} wird das Vorzeichen ausfaktorisiert.

(iii) Fur die Abbildung f: (Cy, ) 3 z — |z| € (Ry, -) gilt
Cyo/Kern(f) =Ry /K = Bild(f) = Rxo,
wobei K = {z € C4}|z| = 1 der Einheitskreis in C ist. Durch Kern(f) = K wird die Lage
von z auf der Kreislinie mit Radius |z| ausfaktorisiert. A
Ende der Vorlesung 12
Ende der Woche 6
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§ 9 RINGE

Literatur: Bosch, 2014, Kapitel 5.1; Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.3

Ein Ring ist eine algebraische Struktur mit zwei Verkniipfungen, die gewissen Gesetzmafig-
keiten folgen. In Anlehnung an das Leit-Beispiel Z mit den Verkntipfungen ,Addition“ und
s~Multiplikation“ bezeichnen wir diese Verkniipfungen haufig mit + und -.

Definition 9.1 (Ring).
Ein Ring (englisch: ring) (R, +, -) ist eine Menge R mit zwei (inneren) Verkniipfungen + (,Addi-
tion“) und - (,Multiplikation®), die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) (R,-) ist eine Halbgruppe.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze (englisch: distributive laws)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (9.12)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c) (9.1b)

fur alle a, b, c € R.

Ein Ring (R, +, -) heif}t kommutativ (englisch: commutative ring), wenn die Halbgruppe (R, -)
kommutativ ist.33 In diesem Fall fallen die beiden Distributivgesetze (9.1a) und (9.1b) zusammen,
sind also untereinander dquivalent. A

Wie in Gruppen in additiver Notation tiblich (Bemerkung 7.20), bezeichnen wir das neutrale
Element eines Ringes (R, +, -) bzgl. + als Nullelement (englisch: additive identity) und schreiben
dafir zunichst ,0g“. Auflerdem benennen wir das bzgl. + inverse Element zu a € R mit —a. Die
Bezeichnung a — b steht fir a + (-b).

Falls die Halbgruppe (R, -) sogar ein Monoid ist, so bezeichnen wir das neutrale Element bzgl. -
als Einselement (englisch: multiplicative identity) und schreiben dafiir zunéchst , 1z In diesem
Fall heifit (R, +, -) auch ein Ring mit Eins (englisch: ring with unity) oder ein unitirer Ring
(englisch: unitary ring, unital ring). Existiert dann zu a € R bzgl. - ein inverses Element, so
bezeichnen wir dieses mit a™?.

Wie tiblich vereinbaren wir, dass - stirker bindet als + (,Punkt- vor Strichrechnung®), also
konnten wir z. B. die rechte Seite in (9.1a) auch in der Form a - b + a - ¢ schreiben. Auflerdem
kénnen wir —a - b schreiben statt —(a - b).

Beispiel 9.2 (Ring, vgl. Beispiel 7.22 zu Gruppen).
() (Z,+,), (Q,+), (R,+,-) und (C, +, -) sind kommutative Ringe mit Eins.

33Die Bezeichnung ,abelscher Ring“ ist nicht tiblich, sie wird manchmal sogar fiir eine andere Eigenschaft verwendet
als fiir die Kommutativitat der Multiplikation.
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(if)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Ein Ring (R, +, -) hei3t ein Nullring (englisch: zero ring), wenn R nur aus einem Element
besteht, also wenn R = {0g} gilt. Dadurch sind die Verkniipfungen eindeutig bestimmt:
Or + Or = Og und Og - Og = Og. Da O notwendigerweise auch das neutrale Element bzg].
- ist, ist ein Nullring ein Ring mit Eins, und es gilt 1g = Og.

Nullringe sind die einzigen Ringe, in dem das Nullelement und das Einselement identisch
sind, siehe Lemma 9.3. Ein Nullring ist bis auf Isomorphie (Definition 9.17) eindeutig
bestimmt, daher wird oft auch die Bezeichnung ,der Nullring” verwendet.

Fir m € Nist (mZ, +, -) ein kommutativer Ring. Im Fall m # 1besitzt er kein Einselement.
Im Fall m = 1ist 1 € Z das Einselement.

Fiar m € N ist (Z,, +m, -m) ein kommutativer Ring mit Einselement 1 € Z,,, denn nach
Beispiel 7.22 ist (Z,, +,) eine abelsche Gruppe und (Z,,, -n,) ein kommutatives Monoid.
Er wird der Ring von Z modulo m (englisch: ring of Z modulo m) genannt. Im Fall
m = 1ist (Zm, +m, -m) ein Nullring.

Es sei X eine Menge und (R, +, -) ein Ring. Dann ist RX = {f | f: X — R}, ausgestattet mit
der punktweisen Addition und der punktweisen Multiplikation, ein Ring. Das Nullelement
in (RX, +, -) ist die Nullfunktion (englisch: zero function, constant function zero) x + 0.
Besitzt R das Einselement 1, dann ist die Einsfunktion (englisch: constant function
one) x +— 1g das Einselement von (RX, +,-).

Quizfrage 9.1: Wann ist (RX, +, -) ein Nullring? Wann ist er kommutativ?

Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Wir definieren
Endo(G) = {f: G — G| f ist Endomorphismus} (9-2)
und statten Endo(G) mit den Verkntipfungen

.. Endo(G) X Endo(G) — Endo(G)
(f.9) = f+9,
definiert durch die punktweise Addition (f + g)(x) = f(x) + g(x) fur x € G, und

N {Endo(G) x Endo(G) — Endo(G)
|(f.9 - fou

definiert durch die Komposition (f o g)(x) = f(g(x)), aus. Dann ist (Endo(G), +, o)
ein Ring mit Einselement idg, genannt der Endomorphismenring (englisch: ring of
endomorphisms) der abelschen Gruppe (G, +). Er ist i. A. nicht kommutativ.

Quizfrage 9.2: Warum definieren wir den Endomorphismenring nur auf abelschen
Gruppen und nicht allgemeiner auf beliebigen Gruppen?

Ist X eine Menge, dann ist (P (X), A,N) ein kommutativer Ring mit Einselement X,
gennant der Potenzmengenring (englisch: power set ring) iiber der Menge X.

Ist X eine nichtleere Menge, dann ist (P (X), A, U) ist kein Ring, da das Distributivgesetz
nicht gilt. A

Lemma 9.3 (Rechenregeln in Ringen).
Es sei (R, +, -) ein Ring mit dem Nullelement Og. Fiir a,b € R gilt:

18
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(i) Or-a=0r=a-0g.
(ii) a- (-b)=—a-b=(-a) - b.
(iii) (—a)- (=b) = a- b.

(iv) Ist (R, +,-) ein Ring mit Einselement 1g, aber kein Nullring, dann gilt 1z # Og.

Beachte: Hat (R, +, -) das Einselement 1g, dann folgt aus Aussage (ii) insbesondere —b = (—1g)-b.
(,Das additive Inverse ergibt sich auch durch Multiplikation mit dem additiven Inversen des
Einselements.)

Beweis. Aussage (i): Es gilt

Or+0r-a=0g-a da Og das neutrale Element von (R, +) ist
= (0r+0g)-a daOg das neutrale Element von (R, +) ist

=0g-a+0g-a wegen des Distributivgesetzes (9.1b).

Die Anwendung der Kiirzungsregel (7.8b) in der Gruppe (R, +), also die Addition von —(0g - a)
zu beiden Seiten der Gleichung, zeigt O = Og - a. Das zweite Resultat, a - Og = Og, folgt analog.

Aussage (ii): Wir zeigen zunéichst, dass a - (—=b) = —a - b gilt, also dass a - (—b) das Inverse zu
a - b in der Gruppe (R, +) ist. Da (R, +) eine abelsche Gruppe ist (oder auch wegen Lemma 7.19)
reicht dafiir der Nachweis von a - (=b) + a - b = Og aus, also der einseitige Test. In der Tat haben
wir
a-(-b)+a-b=a-(-b+b) wegen des Distributivgesetzes (9.1a)
=a- OR

= 0g nach Aussage (i).
Die Aussage (—a) - b = —a - b folgt analog.
Aussage (iii): Wir haben

(—a) - (-b) = —(a- (-b)) nach Aussage (ii)
=—(-a-b) nach Aussage (ii)

=a-b denn Invertierung ist involutorisch, siehe (7.5).

Aussage (iv): Es sei R ein Ring mit Einselement 1g. Wir fithren den Beweis durch Kontraposition.
Wir nehmen also 1g = Og an. Nun sei a € R beliebig. Dann gilt

a=a-1g dalg das neutrale Element von (R, -) ist
=a-0gp dalg = 0gangenommen wurde

=0g nach Aussage (i).

Der Ring R besteht also nur aus dem Nullelement Og, d. h., R ist ein Nullring. ]
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Wir verwenden auch in Ringen (R, +, -) und insbesondere in der Gruppe (R, +) die Schreibweisen
aus Bemerkung 7.20. Es gilt also fiir n € N

Weiter ist (—n) a .= —(na) = n(—a) und 0 a = Og. Besitzt (R, +, -) das Einselement 1g, dann gilt
nach dem Distributivgesetz (9.1b) weiter

na=a+---+a=1g-a+---+1lg-a=(lg+---+1g) -a=(nlg) -a.

und analog na = a - (n1g). Dann definieren wir auch a’ = 1. Ist a € R zudem multiplikativ
invertierbar, so ist a " = (a”) "' = (a” )"

Definition 9.4 (Charakteristik eines Ringes).
Es sei (R, +, -) ein Ring mit Einselement 1g.

(i) Wenn es eine Zahl n € N gibt, sodass n1g = Og gilt, so nennen wir die kleinste solche
Zahl
min{n € N|nlg = 0g}
die Charakteristik (englisch: characteristic) von R, kurz char(R).

(ii) Gilt hingegen n1g # Og fiir alle n € N, so sagen wir, R habe die Charakteristik 0 und
schreiben char(R) = 0. A

Beispiel 9.5 (Charakteristik eines Ringes).
(i) (Z,+,), (Q,+, ), (R,+, ) und (C, +, -) haben Charakteristik 0.
(if) Nullringe sind die einzigen Ringe mit Charakteristik 1, also die einzigen Ringe, in denen
1g = Og gilt, vgl. Lemma 9.3.
(iii) Der Ring von Z modulo m (Z,, +m, -m) hat Charakteristik m € N,

(iv) Der Restklassenring modulo m (Z/mZ, +,¥) aus dem folgenden Beispiel 9.6 hat ebenfalls
Charakteristik m € N. A

Beispiel 9.6 (Restklassenring modulo m).

Es sei m € N. Wir erinnern an die Faktorgruppe Z/ mZ aus Beispiel 8.23 mit den Elementen
[a] = a+mZ (fir a € Z), der kommutativen Verkniipfung [a] + [b] = [a+b] und dem neutralen
Element [0].

Weiter bildet (Z/mZ, ) mit der Verkniipfung [a] * [b] = [a - b] ein kommutatives Monoid mit
dem neutralen Element [1], siehe auch Ubung.

Schliefilich kénnen wir zeigen, dass die Distributivgesetze (9.1a) und (9.1b) gelten, denn:

[a] = ([b] + [c]) = [a] = [b + ] nach Definition von +
=[a-(b+0)] nach Definition von ~
=[a-b+a-c] nach Distributivgesetz in Z
=[a-b]+[a-c] nach Definition von +
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= [a] 7 [b] ¥ [a] * [¢] nach Definition von ~.

Das zweite Distributivgesetz (9.1b) ist wegen der Kommutativitit der Halbgruppe (Z/mZ, ~)
ebenfalls erfiillt. Daher bildet (Z/mZ,+, %) einen kommutativen Ring mit Eins, genannt der
Restklassenring modulo m. Im Fall m = 1ist (Z/ mZ, +, %) ein Nullring.

Die Verkniipfungstafeln fir Z/mZ far m € {1, 2, 3,4} lauten:

¥ | [o] > | [o]
[0] | [0] [o] | [0]
F ool [ = | [o] [
[o] | [0] [1] [o] | [0] [0]
[1] | [1] [o] (1] | [o] [1]
Follol [ [2] [0l [1] [2]
[o] | [o] [1] [2] [o] | [o] [o0] [o]

(1 | [1 [2] [o] (1 | [o] [1] [2]
[2] | [2] [o] [1] [2] | [0] [2] (1]
Folro] [ 21 [3] [ [ol [ [2] (3]
[o] | [o] [1 [2] I3] [o] | [o] [o] [o] [o]
[ | [1 [2] [3] [o] (1 | [o] [1] [2] [3]
[2] | [2] [3] [o] [1] [2] | [0] [2] [0] [2]

[3] | [3] [o] [1] [2] [3] | [o] [3] [2] [1] A

Die im Fall m = 4 in Z/ mZ erstmalig auftretende Situation [2] ¥ [2] = [0] wollen wir benen-
nen:

Definition 9.7 (Nullteiler, Nullteilerfreiheit, Integritatsring).
Es sei (R, +, -) ein Ring.
(i) Das Element a € R heifit ein Linksnullteiler (englisch: left zero divisor) von R, wenn es
einb € R\ {Or} gibt, sodass a - b = O gilt.
(ii) Das Element b heiflt ein Rechtsnullteiler (englisch: right zero divisor) von R, wenn es
ein a € R\ {Og} gibt, sodass a - b = 0 gilt.

(iii) Ein Element, das Links- oder Rechtsnullteiler ist, heifst auch einfach ein Nullteiler
(englisch: zero divisor). Ein Element, das gleichzeitig Links- und Rechtsnullteiler ist, heift
auch einfach ein zweiseitiger Nullteiler (englisch: two-sided zero divisor).

(iv) Der Ring (R, +, -) heifit nullteilerfrei (englisch: ring with no zero divisors), wenn es aufer
dem trivialen (zweiseitigen) Nullteiler Og keine weiteren Links- oder Rechtsnullteiler
gibt, wenn also gilt:

Va,b € R(a-b=0gr = a=0goderb=0g). (9-3)

(,Ein Produkt ist nur dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren gleich Null ist.”)
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(v) Der Ring (R, +, -) heif3t ein Integrititsring oder Integrititsbereich (englisch: integral
domain), wenn gilt: (R, +, -) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins, der kein
Nullring ist.34 A

Lemma 9.8 (Charakterisierung von Nullteilern).

Es sei (R, +, -) ein Ring.

(i) Fir a € R sind dquivalent:
(a) a ist kein Linksnullteiler von R.
(b) Der Gruppenhomomorphismus (R,+) > b +— a-b € (R, +) ist injektiv.

(c) Furalle b,c € Rgilt: a- b = a - ¢ impliziert b = c, d. h., a ist linkskiirzbar (englisch:
left-cancellative).

(if) Far b € R sind dquivalent:
(a) b ist kein Rechtsnullteiler von R.
(b) Der Gruppenhomomorphismus (R,+) 3> a > a - b € (R, +) ist injektiv.

(c) Furallea,c € Rgilt: a-b = c- b impliziert a = ¢, d. h., b ist rechtskiirzbar (englisch:
right-cancellative).

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Quizfrage 9.3: Ist ein Nullring nullteilerfrei?

Beispiel 9.9 (Integrititsringe und Gegenbeispiele).
() (Z,+,), (Q,+-), (R,+,-) und (C, +, -) sind Integritatsringe.

(ii) Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+,*) ist ein Integrititsring genau dann, wenn
m € N eine Primzahl ist, siche Satz 9.11.

(iii) EsseiX eine Menge, (R, +, ) ein Ring. Wir betrachten den Ring (RX,+,-), siche Beispiel 9.2.
Dieser ist genau dann nullteilerfrei, wenn R ein Nullring ist oder wenn X = 0 gilt oder
wenn (X genau ein Element hat und R nullteilerfrei ist). (Quizfrage 9.4: Nachweis?)

(iv) (P(X), Aa,N) ist genau dann nullteilerfrei, wenn X hochstens ein Element hat. Sobald X
zwei verschiedene Elemente a und b hat, sind A = {a} und B = {b} Mengen ungleich
dem Nullelement (der leeren Menge), deren ,Multiplikation“ A N B = @ das Nullelement
ergibt. (P (X), A,N) ist also genau dann ein Integritatsring, wenn X genau ein Element
hat. Im Fall X = 0 ist (P (X), A,N) ein Nullring. A

Lemma 9.10 (notwendige Bedingung fiir die Nullteilerfreiheit).

Fir jeden nullteilerfreien Ring R mit Eins ist char(R) entweder gleich 0 oder gleich 1 oder eine
Primzahl.

34 Als Merkhilfe fiir die definierenden Eigenschaften eines Integritatsringes kann man sich an (Z, +, -) orientieren.
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Beweis. Wir nehmen an, char(R) wire eine natiirliche Zahl > 2, die keine Primzahl ist. Wir
hiatten dann also char(R) = n; np mit ny, ny € N, und aufgrund der Distributivgesetze

Og = (n1nz) 1g = (n11g) - (n2 1g).

Aus der Nullteilerfreiheit wiirde ny 1g = Og oder n, 1g = Og folgen. ny und n; sind aber beide
echt kleiner als n; n,. Das steht im Widerspruch dazu, dass char(R) = ny n; nach Definition 9.4
die kleinste natiirliche Zahl n ist, fiir die n1g = Og gilt. |

Satz 9.11 (Nullteilerfreiheit des Restklassenringes).
Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+,*) ist ein Integrititsring genau dann, wenn m € N
eine Primzahl ist.

Beweis. Fiir m = 1ist (Z/mZ,+,~) ein Nullring und damit kein Integritdtsring. Wir betrachten
also im Weiteren nur den Fall m > 2. Das heifit, (Z/mZ,+,7) ist ein kommutativer Ring
ungleich einem Nullring mit dem Einselement [1] (Beispiel 9.6). Die Frage, ob dieser Ring ein
Integritatsring ist, hdngt also genau an der Nullteilerfreiheit. Das Nullelement von (Z/ mZ, +, *)
ist [0].

Es sei zundachst m € N, m > 2, eine Primzahl. Wir nehmen an, [a] und [b] seien Elemente
aus Z/mZ mit [0] = [a] ¥ [b] = [a - b]. Das heifit aber, da 0 und a - b in derselben Restklasse
modulo m liegen, dass a - b = m z gilt fur irgendein z € Z. Da m eine Primzahl ist, kommt m
in der (vorzeichenbehafteten) Primfaktorzerlegung von a - b vor. Das heif3t, dass a oder b den
Primfaktor m enthilt, also gilt m | a oder m | b, woraus [a] = [0] oder [b] = [0] folgt. Damit
ist (Z/ mZ,+,~) nullteilerfrei.

Es sei nun umgekehrt m € N, m > 4, keine Primzahl; sie lasst sich also schreiben als m =a - b
mit Zahlen a,b € [[2,m — 1]. Die zugehérigen Restklassen [a] und [b] sind ungleich [0]
(Quizfrage 9.5: Warum?) Es gilt
[0] = [m] da0ZEm
= [a-b] dam=a-b

= [a] ¥ [b] nach Definition von ~.

Damit ist (Z/ mZ, +, ~) nicht nullteilerfrei. O

Definition 9.12 (Unterring, vgl. Definition 7.42 einer Untergruppe).
Es sei (R, +, -) ein Ring.
(i) Eine Teilmenge U C R heif3t ein Unterring (englisch: subring) von (R, +, -), wenn U bzgl.
+ und bzgl. - abgeschlossen und wenn (U, +, -) selbst wieder ein Ring ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, +) eine Untergruppe von (R, +) und wenn
U eine Unterhalbgruppe von (R, -) ist.

(i) Ist (R, +, -) ein Ring mit Einselement 1, dann heift ein Unterring U, der auch das Eins-
element 1 enthilt, ein Unterring mit Eins (englisch: subring with unity).3>

Beachte: Es reicht nicht aus, zu fordern, dass (U, -) irgendein neutrales Element besitzt.

35Dadurch ist der Unterring (U, +, -) dann natiirlich selbst wieder ein Ring mit demselben Einselement 1g.
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(iii) Ein Unterring U von (R, +, -) heif3t echt (englisch: proper subring), wenn U € R gilt. A

Die Priifung einer Teilmenge U C R auf die Unterring-Eigenschaft lasst sich mit folgendem
Kriterium erreichen:

Satz 9.13 (Unterringkriterium, vgl. Satz 7.44 zum Untergruppenkriterium).
Es sei (R, +,-) ein Ring und U C R. Dann sind dquivalent:

(i) (U,+,-) ist ein Unterring von (R, +, -).
(ii) U # 0, und fiir alle a,b €e U gilta—b e Uunda-b € U3°

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, 4+, -) ein Unterring von (R, +, -). Dann enthélt U
notwendigerweise das Nullelement O von (R, +, -), also das neutrale Element der Untergruppe
(U,+) von (R,+). Fur a,b € U gilt —b € U nach Lemma 7.43. Da U bzgl. + abgeschlossen ist,
folgta —b =a+ (-b) € U, und da U bzgl. - abgeschlossen ist, folgta - b € U.

Aussage (ii) = Aussage (i): Nach Voraussetzung erfillt (U, +) das Untergruppenkriterium
(Satz 7.44), also ist (U, +) eine Untergruppe von (R, +). Auflerdem ist U nach Voraussetzung
abgeschlossen bzgl. -, d.h., (U, ) ist eine Unterhalbgruppe von (R, -). Damit ist (U, +, -) ein
Unterring von (R, +, -). O

Beispiel 9.14 (Unterring).
(i) (Z,+,-) ist ein Unterring mit Eins von (Q, +, ), (Q, +, ) ist ein Unterring mit Eins von
(R, +,-), und (R, +, -) ist ein Unterring mit Eins von (C, +, -).
(ii) Der Nullring {Og} und R selbst sind Unterringe in jedem Ring (R, +, -).
(iii) Fur m € N ist (mZ, +, -) ein Unterring von (Z, +, -). Im Fall m # 1 handelt es sich nicht

um einen Unterring mit Eins.

(iv) Fir k,m € N ist
{nlnekZnNZy} =10,k 2k, ....}n{0,1,...,m—1}

mit den Operationen +,, und -, genau dann ein Unterring von (Z,,, +m, -m), wenn k | m
gilt. Beispielsweise ist (27Z N Zy, +4, -4) ein Unterring von (Zy, +4, -4), der nur aus den
geraden Zahlen, also {0, 2} besteht. Die Verkniipfungstafeln hatten wir in Beispiel 9.6
bereits angegeben (fiir den zu Z, isomorphen Restklassenring Z /4 Z, siehe Beispiel 9.32):

o 1 2 3 40 1 2 3
olo 1 2 3 0] 0 0o 0 o0
11 2 3 o0 1[0 1 2 3
2|2 3 0 1 2,0 2 0 2
303 0 1 2 300 3 2 1

Zu beachten sind in 2 Z N Z4 nur diejenigen Zeilen und Spalten, die zu geraden Zahlen
gehoren, diese sind farbig hinterlegt.

0kurz: U -U CUundU -U CU
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(v) Ist X eine Menge und Y C X, dann ist (P (Y), A, N) ein Unterring von (£ (X), A,N). Im
Fall Y ¢ X handelt es sich nicht um einen Unterring mit Eins. (P(Y), A, N) hat zwar das
Einselement Y, dieses ist aber vom Einselement X in (P (X), A, N) verschieden.

(vi) Das Zentrum3’
Z={z€R|a-z=z-afirallea € R} (9.4)

eines Ringes (R, +, -) ist ein kommutativer Unterring. Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann
ist Z ein Unterring mit Eins. A

Bemerkung 9.15 (,Unterring sein® ist eine Ordnungsrelation, vgl. Bemerkung 7.46 zu Unter-
gruppen).
(i) Die Relation ,ist Unterring von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller Ringe.

(ii) Insbesondere ist die Menge aller Unterringe eines bestimmten Ringes (R, +, -) durch die
Unterringhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit der Inklusionshalb-
ordnung iiberein. A

Lemma 9.16 (Durchschnitt von Unterringen, vgl. Lemma 7.47 zu Untergruppen).

Es sei (R, +, -) ein Ring.

(i) Ist (U;)ies eine nichtleere Familie von Unterringen von (R, +, ), dann ist auch ();¢; U; ein
Unterring von R.

(ii) Ist U eine nichtleere Menge von Unterringen von (R, +, -), dann ist auch (| U ein Unter-
ring von (R, +, -).

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Unterringkriteriums (Satz 9.13). ]

Definition 9.17 (Ringhomomorphismus, vgl. Definitionen 8.1, 8.4 und 8.6 fiir Homomorphismen
von Halbgruppen bzw. Monoiden bzw. Gruppen).

Es seien (Ry, +1, 1) und (Ry, +2, -2) zwei Ringe.

(i) Eine Abbildung f: R; — R, heifit strukturvertriglich oder ein Homomorphismus
von Ringen (englisch: ring homomorphism), wenn gilt:

f(a+1b) = f(a)+; f(b) furalleabe Ry, (9.52)
f(a-1b)=f(a) f(b) furalleabeR;. (9.5b)

Besitzen beide Ringe ein Einselement 1z, bzw. 1g, und gilt zusatzlich
f(lRl) = 1g,, (95¢)

dann nennen wir f genauer einen Homomorphismus von Ringen mit Eins (englisch:
homomorphism of rings with unity).

37Das Zentrum eines Ringes besteht also aus denjenigen Elementen, die multiplikativ mit allen Gruppenelementen
kommutieren, vgl. Definition (8.10) fir das Zentrum einer Gruppe.
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(i) Ist f: Ry — R, strukturvertriglich und gilt (Ry, +1, -1) = (Rz, +2, -2), so sprechen wir auch
von einem Endomorphismus eines Ringes (englisch: ring endomorphism) bzw. von
einem Endomorphismus eines Ringes mit Eins (englisch: endomorphism of a ring
with unity).

(iii) Ist f: Ry — R strukturvertriglich und bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus von Ringen bzw. ein Isomorphismus von Ringen mit
Eins (englisch: isomorphism of a ring with unity). In diesem Fall nennen wir (R, +1, '1)
und (Ry, +2, -2) auch zueinander isomorphe Ringe (englisch: isomorphic rings) bzw.
zueinander isomorphe Ringe mit Eins (englisch: isomorphic rings with unity) und
schreiben

(Ri,+1,1) = (Rg, +2,2).

(iv) Ist f: Ry — R, strukturvertraglich und bijektiv und gilt (Ry, +1,:1) = (R, +2,2), SO
sprechen wir auch von einem Automorphismus (englisch: ring automorphism) eines
Ringes bzw. von einem Automorphismus eines Ringes mit Eins (englisch: automor-
phism of a ring with unity). A

Beachte: Die Beziehung (9.5a) besagt, dass f: (R, +1) — (Rz, +2) ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Aus Lemma 8.8 folgt damit fiir die Nullelemente Og, bzw. Og, notwendigerweise

f(0g,) = Og,. (9.6)

Weiter bedeutet (9.5b), dass f: (Ry,+1) — (Ry, -2) ein Halbgruppenhomomorphismus ist. (9.5b)
und (9.5¢) zusammen bedeuten, dass f: (Ry, 1) — (Ry, -2) ein Monoidhomomorphismus ist.

Anstelle der Bedingung (9.5¢) reicht es auch aus, zu fordern, dass f(1g,) ein multiplikativ
invertierbares Element in R, ist, vgl. (8.3) in Bemerkung 8.5.

Analog zu Satz 8.2 und Folgerung 8.3 gilt:

Satz 9.18 (Komposition von Ringhomomorphismen, Inverse von Ringisomorphismen, vgl.
Satz 8.2 zu Halbgruppenhomomorphismen).

Es seien (Ry, +1, 1), (Ra, +2, -2) und (Rs, +3, -3) drei Ringe.
(i) Sind f: Ry — Ry und g: R; — Rs; Ringhomomorphismen, dann ist auchgo f: Ry — R
ein Ringhomomorphismus.
(ii) Ist f: Ry — R, ein Ringisomorphismus, dann ist auch f~!: R, — R; ein Ringisomorphis-

mus.

Analoge Aussagen gelten fiir Homomorphismen von Ringen mit Eins.

Folgerung 9.19 (Isomorphie von Ringen ist eine Aquivalenzrelation, vgl. Folgerung 8.3 zur
Isomorphie von Halbgruppen).

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Ringe bzw. auf der Klasse aller Ringe
mit Eins.
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Lemma 9.20 (Ringe mit Eins und Charakteristik 0 enthalten Z).

Es sei (R, +, -) ein Ring mit Eins und char(R) = 0. Dann enthélt R einen Unterring, der isomorph
zu Z ist.

Beweis. O

Definition 9.21 (Bild und Kern eines Ringhomomorphismus, vgl. Definition 8.10 von Bild und
Kern eines Gruppenhomomorphismus).

Es seien (Ry, +1, 1) und (Rg, +2, -2) Ringe mit den Nullelementen Og, bzw. Og,. Weiter sei f: Ry —
R; ein Homomorphismus.

(i) Das Bild von f ist definiert als
Bild(f) ={f(a1) € Rz | a1 € Ri} = f(Ry). (9.7)
(ii) Der Kern von f ist definiert als

Kern(f) = {a € Ri| f(a) = 0r,} = f'({0&,}). (9-8)

A

Lemma 9.22 (Bild und Kern sind Unterringe, vgl. Lemma 8.11 zur Untergruppeneigenschaft
von Bild und Kern eines Gruppenhomomorphismus).

Es seien (Ry, +1, -1) und (Rs, +2, -2) Ringe. Weiter sei f: R; — R, ein Homomorphismus. Dann
gilt:

(i) Bild(f) ist ein Unterring von (R, +3, -2).
(ii) Kern(f) ist ein Unterring von (Ry, +1, 1).

Beweis. Wir bezeichnen die Nullelemente von R; bzw. R; mit Og, bzw. Og,.

Aussage (i): Wir tiberpriifen das Unterringkriterium (Satz 9.13). Es gilt f(0g,) = Og, nach (9.6),
also folgt Og, € Bild(f) und Bild(f) # 0. Weiter seien ay, b, irgendwelche Elemente in Bild(f).
Wir miissen zeigen: ay — by € Bild(f) sowie a, -2 b, € Bild(f).

Nach Definition von Bild(f) gibt es ay, b; € Ry mit f(a;) = a, und f(b;) = b,. Daher ist

a; —2 by = f(a;) —2 (f(b1)) nach Voraussetzung
= f(ag —1 b1) nach Lemma 8.8

und damit a, —; b, € Bild(f). Weiterhin gilt

as -2 by = f(ay) 2 (f(b1)) nach Voraussetzung
= f(ay 1 by) da f: (R, 1) — (Ry, -2) Halbgruppenhomomorphismus ist

und damit a;, -5 b, € Bild(f).
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Aussage (ii): Wir tiberpriifen wiederum das Unterringkriterium. Es gilt f(0g,) = Og, nach (9.6),
also Og, € Kern(f) und Kern(f) # 0. Weiter seien a;, b; irgendwelche Elemente in Kern(f).
Wir miissen zeigen: a; —; by € Kern(f) sowie a; -1 b; € Kern(f). Es gilt

f(ag —1 b)) = f(ar) —2 f(b1) nach Lemma 8.8
= Og, —2 Og, da ay, b; € Kern(f) liegen

= Og, da —0g, = Og, ist
und damit a; —; b; € Kern(f). Weiterhin gilt

f(ay1-1b1) = f(a) -2 f(b1) da f: (Ry, 1) = (Ry,-2) Halbgruppenhomomorphismus ist

= Og, -2 OR, da a;, by € Kern(f) liegen
= Og, nach Lemma 9.3
und damit a; -1 b; € Kern(f). O

Beispiel 9.23 (Ringhomomorphismen).
(i) Die Abbildung
f:(Z+-)3a— [al=a+mZe (Z/mZ7%,~)

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen mit Eins,
denn: f ist als kanonische Surjektion der Faktorgruppe nach Satz 8.21 und Beispiel 8.23
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus f: (Z,+) — (Z/mZ,+), und aulerdem ist
f:(Z,-) = (Z/mZ,~) ein Monoidhomomorphismus, siehe Beispiel 9.6 und Ubung.

Es gilt
Bild(f) =Z/mZ,

Kern(f) = f~([0]) = mZ.
(if) Far m € N ist die Abbildung
fi (Zmy+msm)2a lal=a+mZ e (Z/mZ,+7)

ein Ringisomorphismus zwischen dem Ring von Z modulo m (Beispiel 9.2) und dem
Restklassenring modulo m (Beispiel 9.6), beides kommutative Ringe mit Eins, denn:
f ist nach Beispiel 8.23 ein Gruppenisomorphismus f: (Z, +m) — (Z/mZ,+), und
auBlerdem ist f: (Zy, -m) — (Z/mZ,~) nach Ubung ein Monoidisomorphismus.

Es gilt

Bild(f) =Z/mZ,
Kern(f) = f7'([0]) = {0}. A

Lemma 9.24 (Charakterisierung der Injektivitat von Ringhomomorphismen, vgl. Lemma 8.13
fur Gruppenhomomorphismen).

Es seien (Ry, +1, 1) und (Ry, +2, -2) Ringe mit den Nullelementen Og, bzw. Og,. Weiter sei f: Ry —
R; ein Homomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) f istinjektiv.
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(ii)
(iii)

Kern(f) = {0 }-

Die einzige Losung der Gleichung f(a) = Og, ist a = Og,.

Beweis. O

Ende der Vorlesung 13

§ 9.

IDEALE UND FAKTORRINGE

Ideale in Ringen sind spezielle Unterringe, die dieselbe Funktion einnehmen wie Normalteiler
in Gruppen (§ 8.1). Mit ihrer Hilfe kénnen wir Faktorringe definieren (also ,grébere Versionen®
gegebener Ringe) und einen Homomorphiesatz fiir Ringe erhalten.

Definition 9.25 (Ideal, vgl. Definition 8.15 von Normalteilern).

Es sei (R, +, -) ein Ring.

(0)

(if)

Eine Teilmenge J C R heif3t ein Ideal (englisch: ideal) von (R, +, -), wenn J ein Unterring
von R ist und zuséatzlich

R-JCJ und J-RC]J (9.9)
gilt.38
Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (J, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und
wenn (9.9) gilt, denn (9.9) impliziert ja bereits, dass J bzgl. - abgeschlossen ist.
Manchmal notiert man die Eigenschaft, dass (J, +, -) ein Ideal des Ringes (R, +, -) ist, als
(J,+) < (R+).
Ein Ideal (J,+, -) von (R, +, -) heif3t echt (englisch: proper ideal), wenn J ¢ R gilt. A

Bemerkung 9.26 (zum Begriff des Ideals).

()

(if)

In einer Gruppe (G, *) war die definierende Eigenschaft einer normalen Untergruppe
(a* N = N % a fur alle a € G) genau die Eigenschaft, die wir benétigt haben, um
die Gruppenoperation * in natiirlicher Weise auf die Faktormenge G/ N zu vererben
(Satz 8.21).

Dieselbe Eigenschaft wird man analog auch in Ringen benétigen. Da (R, +) kommutativ ist,
muss sie allerdings nicht explizit gefordert werden, da jede Untergruppe von (R, +) bereits
ein Normalteiler ist (Beispiel 8.17). Die Bedingung (9.9) bezieht sich daher ausschliefilich
auf die zweite Verkniipfung - .

Es gibt den Begriff des Ideals auch bereits in Halbgruppen (H, 0). Damit ist eine Unter-
halbgruppe I gemeint, fir die HOI € Iund I O H C I gefordert wird. In diesem Sinne ist
ein Ideal in einem Ring (R, +, -) also ein Normalteiler der abelschen Gruppe (R, +) und
ein Ideal der Halbgruppe (R, -). A

38 Ausgeschrieben heifdt das also: a € Rund j € J impliziert aj € Jund ja € J.
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Lemma 9.27 (Kerne von Ringhomomorphismen sind Ideale, vgl. Lemma 8.18 fir Kerne von
Gruppenhomomorphismen).
Es seien (Ry, +1, -1) und (Ry, +2, 2) Ringe und f: Ry — R, ein Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Die Elemente von R;, die denselben Funktionswert wie a € R; haben, sind genau die
Elemente der additiven Nebenklasse von Kern(f) zu a:

f_l({f(a)}) = a +; Kern(f) = Kern(f) +; a.

(ii) Kern(f) ist ein Ideal von R;.

Beweis. Die Aussage (i) folgt sofort aus der Aussage (i) in Lemma 8.18, da f ja insbesondere
ein Gruppenhomomorphismus f: (Rj,+;) — (Rs, +;) ist. Aulerdem folgt aus Lemma 8.18,
dass Kern(f) = {a € Ry | f(a) = Og,} ein Normalteiler von (R, +;) ist, also insbesondere eine
Untergruppe.

Zu zeigen bleibt nach Definition 9.25 eines Ideals R; -; Kern(f) C Kern(f) und Kern(f) -1 Ry C
Kern(f). Dazu seinun a € R, und j € Kern(f), dann gilt

fla-1j)=f(a) 2 f(j) = f(a) 2 0r, = Og,

nach Lemma 9.3 und analog

fG1a)=f(j) 2 f(a) =0r, 2 f(a) = Og,.

Also gehdren a -1 jund j -y a wieder zu J, kurz: Ry -y J € Jund J 4 R, C J. ]

Bemerkung 9.28 (Urbilder von Idealen sind Ideale, vgl. Bemerkung 8.19 zu Urbildern von
Normalteilern).

Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung von Lemma 9.27: Urbilder von Idealen unter Ringho-
momorphismen sind Ideale. A

Beispiel 9.29 (Ideal).

(i) Injedem Ring (R, +,-) sind {0} (das Nullideal, englisch: zero ideal) und R (das Einsideal,
englisch: unit ideal) Ideale. Diese heiflen die trivialen Ideale (englisch: trivial ideals).

(ii) Die Mengen der Form mZ mit m € Nj sind genau die Ideale des Ringes (Z, +, -). Fiir
m = 0 ergibt sich das Nullideal, fiir m = 1 das Einsideal.

(iii) Ist X eine Menge und Y C X, dann ist (P(Y), A,N) ein Ideal von (P(X), A, N). A

In einer Gruppe (G, %) konnten wir einen Normalteiler N ausfaktorisieren und dabei die Grup-
penoperation * in natiirlicher Weise auf die Faktormenge G / N vererben. Dieselbe Konstruktion
werden wir jetzt in Ringen durchfithren. Aus der Faktormenge R/ J (bestehend aus den addi-
tiven Nebenklassen von J in (R, +, -)) wird damit der Faktorring (englisch: factor ring) oder
Quotientenring (englisch: quotient ring) von R nach J. Man sagt auch: ,Aus dem Ring (R, +, -)
wird das Ideal J ausfaktorisiert.”

Satz 9.30 (Faktorring, vgl. Satz 8.21 iiber Faktorgruppen).
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(i) Essei (R, +,-) ein Ring und J eines seiner Ideale. Dann gilt:

(@)

(b)

(©)

(d)

Auf der Faktormenge
R/]Z{[a] =a+]’a€R}
sind ¥ und ~, definiert als
[a] ¥ [b] =[a+b] firabeR, (9.10a)
[a] * [b] =[a-b] furabe€eR, (9.10Db)

assoziative Verkniipfungen, bzgl. der (R/ J, +, *) einen Ring bildet. Das Nullelement
ist [Or] = J, und fir die additiven Inversen gilt =[a] = [—a].

Die kanonische Surjektion von R auf R/ J
R—R/]
T (9.12)
aw [a],

die jedem Element a € R seine additive Nebenklasse [a] zuordnet, ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus. Es gilt Kern(r) = J.

Besitzt R das Einselement 1g, dann besitzt R/ J das Einselement [1g]. Ist dann
a € R bzgl. - invertierbar, so ist auch [a] € R/ ] bzgl. ~ invertierbar, und es gilt

[a] ™ = [a].

Wenn (R, +, -) kommutativ ist, dann auch (R/ J, +, 7).

(ii) Essei (R, +,-) ein Ring und (U, +) irgendeine Untergruppe von (R, +). Ist die Verkniipfung
(9.10b) auf der Menge der Nebenklassen3? R/ U wohldefiniert, dann ist U notwendiger-
weise ein Ideal von R.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zunéchst Aussage (a). Da (J, +) ein Normalteiler der abelschen
Gruppe (R, +) ist, folgt aus Satz 8.21 sofort, dass (R/ J,+) ebenfalls eine abelsche Gruppe ist.
Auflerdem folgt [0g] = J und =[a] = [—a]. Es bleibt zu zeigen, dass die Multiplikation (9.10b)
wohldefiniert und assoziativ ist und dass die Distributivgesetze gelten. Das erfolgt in mehreren
Schritten:

Schritt 1: Wir miissen zunichst zeigen, dass ¥ wohldefiniert ist. Dazu seien ay, as, b1, bs € R

gegeben, wobei [a;] = [az] und [b;] = [b;] angenommen wird, d. h., a; + J = az + ]
und by + J = by + ] oder dquivalent a; — a; € ] sowie by — b, € J. Dann gilt

ar-bi—ay- by

= (a;—az) - by +ay - (b — by) nach den Distributivgesetzen (9.1)

E]-b1+a2-] Wegenal—azejundbl—bzej
cJ+J wegen der Idealeigenschaft von J
=] da (J, +) eine Untergruppe von (R, +) ist.

Das bedeutet aber gerade [a; - b1] = [az - b2] und damit [a;] ~ [b1] = [a2] ~ [b2].

39Im Unterschied zu Satz 8.21 miissen hier Links- und Rechtsnebenklassen nicht unterschieden werden, da (R, +) ja

kommutativ ist.
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Schritt 2: Die Assoziativitdt von ~ folgt aus

(lal = [b]) * [c] = [a-b] * [c] = [(a-b) - ]
und [a] ¥ ([b] % [c]) = [a] " [b-c] =[a- (b-0)].

Aufgrund der Assoziativitit der Multiplikation im Ring R sind die Aquivalenzklassen
gleich.

Schritt 3: Fiir die Distributivgesetze (9.1) argumentieren wir dhnlich:

[a] ~ ([b ) +c]=[a-(b+c)]
und [a] * [b] + [a] ~ []=[a b] [a-c]=[(a-b)+(a-c)]

Aufgrund des Distributivgesetzes (9.1a) im Ring R sind die Aquivalenzklassen gleich.
Analog kénnen wir das zweite Distributivgesetz (9.1b) zeigen, also ([a] ¥ [b]) * [c] =

la] = [c] + [b] ~ [c].

Aussage (b): Wir wissen bereits aus Satz 8.21, dass 7 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
(R,+) — (R/],+) mit Kern(r) = J ist. Die Strukturvertriaglichkeit mit der Multiplikation ist
gerade die Aussage (9.10b).

Aussage (c): Wir zeigen, dass [1r] das Einselement von (R/ ], ¥) ist. Fir beliebiges a € R enthalt
die Aquivalenzklasse [1g]*[a] das Element a, also gilt [1g] *[a] = [a]. Auch die Aquivalenzklasse
[a] 7 [1gr] enthalt das Element a, also gilt auch [a] ~ [1r] = [4a].

Ist a € R invertierbar, so zeigen wir nun, dass [a] ! = [a™!] gilt:
[a] *[a”'] = [a-a™"] = [1g]
und analog
[a™'] % [a] = [a™" - a] = [1k].

Aussage (d): Wenn - kommutativ ist, dann gilt

la] ¥ [b] =[a-b] = [b-a] = [b] ~ [a],
also ist auch ¥ kommutativ.

Aussage (ii): Wir wollen zeigen, dass aus der Wohldefiniertheit (9.10b) folgt, dass U ein Ideal
ist, dass alsoR- U € U und U - R C U gilt.° Dazu seien a € R und u € U beliebig. Dann gilt
[u] = U = [0g], und die Wohldefiniertheit liefert

[a-u] = [a] * [u] = [a] = [0] = [a-0] = [0] = U,
alsoa-u € U. Das zeigt R- U C U. Die Aussage U - R C U folgt analog aus

[u-a] = [u] * [a] = [0] * [a] = [0-a] = [0] =U. o

4°Die Wohldefiniertheit von (9.10a) wiirde wie im Beweis von Aussage (ii) von Satz 8.21 nur die Information liefern,
dass (U, +) ein Normalteiler der Gruppe (R, +) ist, was aber wegen der Kommutativitit von (R, +) ohnehin klar
ist.
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Bemerkung 9.31 (Faktorring, vgl. Bemerkung 8.22 zu Faktorgruppen).

Praktisch kénnen wir den Faktorring (R/ ], +, ¥) benutzen, um wie im Ring (R, +, -) zu ,rechnen®,
wobei jedoch Elemente g, b in derselben Aquivalenzklasse (fiir die also a — b € J gilt) nicht
mehr unterschieden, sondern miteinander identifiziert werden. Der Faktorring (R/ ], +, %) ist
also eine ,grobere Version® des Ringes (R, +, -). A

Beispiel 9.32 (Faktorring, vgl. Beispiel 9.29 zu Idealen).
(i) Far m € N ist der Faktorring Z/mZ von (Z,+, -) der in Beispiel 9.6 bereits eingefiihrte
Restklassenring modulo m. Nach Beispiel 9.23 ist dieser isomorph zu (Z,, +m, *m), dem
Ring von Z modulo m.

(ii) Ist X eine Menge und Y C X, dann ist der Faktorring P (X) /P (Y) von (P (X), A,N)
isomorph zu (P(X \ Y), A,N). A

Bemerkung 9.33 (Ideale sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen, vgl. Bemerkung 8.24
fir Gruppenhomomorphismen).
Es sei (Ry, +1, 1) ein Ring.

(i) Nach Lemma 9.27 ist der Unterring Kern(f) fiir jeden beliebigen Ringhomomorphismus
f: Ry = Ry in irgendeinen Ring (Ry, +2, -2) immer ein Ideal von (Ry, +1, +1).

(ii) Umgekehrt gilt auch, dass jedes Ideal J von (Ry,+;,-1) der Kern eines Ringhomomor-
phismus ist: Dazu wihlen wir einfach R, := (R;/ ], +, %) als Zielring und die kanonische
Surjektion 7: Ry — Ry /J als Ringhomomorphismus. Dann gilt Kern(x) = J. A

Lemma 9.34 (Durchschnitt von Idealen, vgl. Lemma 8.20 zu Normalteilern).
Es sei (R, +, -) ein Ring.

(i) Ist (J;, +, -)ies eine nichtleere Familie von Idealen von (R, +, -), dann ist auch (;; J; ein

Ideal von R.
(ii) Ist J eine nichtleere Menge von Idealen von (R,+,-), dann ist auch () J ein Ideal
von (R, +,-).
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Definition 9.35 (erzeugtes Ideal, Hauptideal).
Es sei (R, +,-) ein Ringund E C R.

(i) Dann heif3t
(E) = m{]| (J,+,-) ist Ideal von (R, +,-) und E C J} (9.12)
das von E erzeugte Ideal (englisch: ideal generated by E) in (R, +, -).

(ii) Ist speziell E = {a} fiir ein a € R, so schreiben wir auch (a) statt ({a}) und nennen (a)
das von a erzeugte Hauptideal (englisch: principal ideal).

(iii) EinIdeal (J,+, -) heifit ein Hauptideal, wenn es ein a € R gibt, sodass (a) = J gilt. A

Satz 9.36 (Darstellung des erzeugten Ideals, vgl. Satz 7.50).
Es sei (R,+,-) einRing, E C Rund a € R.
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(i) Dann gilt fiir das von E bzw. von a erzeugte Ideal:*'

n

(E)={Zai|3n€N0Vi=L...,n(aiEE U -E UREUERU RER)}, (9.13a)
i=1
n

(a) = {Zai’ElneNo Vi=1...,n(a; € {xa} U Ra U aR U RaR)}. (9.13b)

i=1

(i) Ist (R, +,-) ein Ring mit Eins, dann gilt fir das von E bzw. von a erzeugte Ideal:

(E):{Zn:a,-|3n€N0Vi:1,...,n(a,-ERER)}, (9.14a)
i=1

(a):{Zn:a,-|3neN0Vi=1,...,n(aieRaR)}. (9.14b)
i=1

Insbesondere ist (1) = R.

(iii) Ist (R,+,-) ein kommutativer Ring, dann gilt fiir das von E bzw. von a erzeugte Ideal:
n
(E) = {Zai’Eln eNgVi=1...,n(a; € EU —-E U RE)} (9.15a)
i=1

(a) = {iailﬂn eNgVi=1...,n(a; € {xa} U Ra)}. (9.15b)

i=1

(iv) Ist (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, dann gilt fiir das von E bzw. von a erzeugte
Ideal:

(E):{Zai’ElneNo Vizl,...,n(a,-eRE)}, (9.16a)
i=1

(a) =Ra. (9.16b)
Insbesondere ist (1) = R.
In jedem Fall gilt (@) = (0g) = {Or}.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Beispiel 9.37 (erzeugtes Ideal, vgl. Beispiel 7.51 zu erzeugten Untergruppen).

(i) Der Kommutator der Elemente a, b eines Ringes (R, +, -) ist definiert als
[a,b] =a-b—-b-a. (9.17)

Beachte: Im Unterschied zum Kommutator zweier Elemente in einer Gruppe (8.11) werden
hier beide Verkniipfungen zur Definition verwendet. Es gilt aber auch hier wieder, dass a

4Der leichteren Lesbarkeit wegen lassen wir in den folgenden Darstellungen das Symbol fiir die ,Multiplikation® -
weg und schreiben beispielsweise R E anstelle von R - E.
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und b genau dann (bzgl. -) kommutieren, wenn der Kommutator das neutrale Element
(bzgl. +) ergibt, wenn also [a, b] = 0 gilt. (Quizfrage 9.6: Klar?)

Das Kommutatorideal (englisch: commutator ideal) eines Ringes (R, +, -) ist das von
Kommutatoren von R erzeugte Ideal??, also

({la,b]|a b € R}). (9.18)

Es wird kurz auch in der Form ([R, R]) oder (ungenau) als [R, R] notiert.

Ist (R, +,-) ein beliebiger Ring und K sein Kommutatorideal, dann ist der Faktorring
(R/K, +,¥) kommutativ.

Tatsichlich ist (R/ ], +, ¥) genau dann kommutativ, wenn das ausfaktorisierte Ideal J das
Kommutatorideal von R enthalt.

(ii) Das Zentrum eines Ringes (Beispiel 9.14) ist i. A. kein Ideal. A

§ 9.2 DER HOMOMORPHIESATZ FUR RINGE

Analog zum Homomorphiesatz fiir Gruppen Satz 8.25 gibt es einen Homomorphiesatz fiir Ringe.
Er besagt wiederum, dass ein Ringhomomorphismus f: R; — R, ,nebenklassenweise” wirkt.
Er bildet eine gesamte Nebenklasse von Kern(f) auf ein- und dasselbe Element von R, ab und
verschiedene Nebenklassen auf verschiedene Elemente. Das geschieht zudem strukturvertréglich.
Dadurch ist das Bild( f) eines solchen Ringhomomorphismus bereits im Wesentlichen (d. h. bis
auf Isomorphie) festgelegt ist durch (Ry, +, -) und das Ideal Kern(f).

Satz 9.38 (Homomorphiesatz fiir Ringe*3, vgl. Satz 8.25 fiir Gruppen).
Es seien (Ry, +1, -1) und (Ry, +2, -2) Ringe. Weiter sei f: R — R, ein Homomorphismus. Dann
gilt

Ry /Kern(f) = Bild(f) (9.192)

mit dem Isomorphismus
I([a]) = f(a) fur [a] = a+; Kern(f) € Ry /Kern(f). (9.19b)

Beweis. Der Ringhomomorphismus f ist insbesondere auch ein Gruppenhomomorphismus
f: (R,+1) — (Ry,+2). Aus Satz 8.25 folgt daher, dass I ein Isomorphismus der Gruppen
(R; /Kern(f),+;) und (Bild(f),+) ist. Es bleibt zu zeigen, dass I auch ein Ringisomorphis-
mus, also vertraglich mit der Multiplikation ist. Dazu seien a, b € R; beliebig, dann gilt:

I([a] %1 [b]) = I([a] 1 [b]) per Definition von ¥

=f(a-1b) nach Definition von I
= f(a) -2 f(b) da f ein Ringhomomorphismus ist
=1I([a]) -2 I([b]) nach Definition von I. O

4’Beachte: Die Kommutatoruntergruppe einer Gruppe (Beispiel 8.17) wurde als die von den Kommutatoren erzeugte
Untergruppe definiert, und die Normalteilereigenschaft konnte gezeigt werden. Im Unterschied dazu reicht es
hier nicht aus, den von den Kommutatoren erzeugten Unterring zu betrachten, weil dieser i. A. kein Ideal ist.
43englisch: fundamental theorem on ring homomorphisms
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§ 10 KORPER

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 2; Bosch, 2014, Kapitel 1.3; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 2.3; Deiser, 2024b, Kapitel 2.2

Ein Korper ist — wie ein Ring — eine algebraische Struktur mit zwei Verkntipfungen. In Anleh-
nung an die wichtigen Beispiele Q, R und C mit den Verkniipfungen ,,Addition“ und ,,Multi-
plikation® bezeichnen wir diese Verkniipfungen wieder mit + und -. Im Unterschied zu einem
kommutativen Ring (wie etwa Z) wird nun aber zusétzlich noch gefordert, dass alle Elemente
(auBBer dem Nullelement) multiplikativ invertierbar sind:

Definition 10.1 (Korper).

Ein Korper (englisch: field) (K, +, -) ist ein kommutativer Ring (K, +, -) mit der zusétzlichen
Eigenschaft, dass (K \ {0k}, -) eine abelsche Gruppe ist.* A

Da eine Gruppe nicht leer sein kann, besitzt ein Kérper neben dem Nullelement 0x mindestens
noch ein weiteres Element, ndmlich das multiplikativ neutrale Einselement 1x # Og. Anders
gesagt ist ein Korper also ein kommutativer Ring mit Eins ungleich einem Nullring, in dem
jedes Element aufler dem Nullelement ein multiplikatives Inverses besitzt. (Quizfrage 10.1:
Warum wird das Nullelement ausgenommen?)

Ausgeschrieben ist eine Menge mit zwei (inneren) Verkniipfungen + (,Addition“) und - (,Multi-
plikation®) also genau dann ein K6rper, wenn gilt:

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(Das Nullelement bezeichnen wir mit 0g.)

(ii) (K,-) ist ein abelsches Monoid mit Einselement 1x # Ok, in dem alle Elemente aufler Og
invertierbar sind.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze (englisch: distributive laws)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (10.1a)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c) (10.1b)

fur alle a, b,c € K.45

Beispiel 10.2 (Korper und Gegenbeispiele).
(i) (Q,+), (R,+,-) und (C, +, ) sind Kérper mit dem Nullelement 0 und dem Einselement 1.

(ii) (Zg,+;, -2) aus Beispiel 7.22 mit den Verkniipfungstafeln aus Beispiel 7.2 ist ein Kérper mit
dem Nullelement 0 und dem Einselement 1. Z, ist also der (bis auf Isomorphie eindeutige)
kleinstmogliche Korper.

440ft wird K \ {0k} in der Literatur als K* oder als K* abgekiirzt. Wir verwenden diese Bezeichnungen jedoch hier
nicht.

45Wie bereits in kommutativen Ringen fallen die beiden Distributivgesetze (10.1a) und (10.1b) zusammen. Es reicht
also, eines von beiden zu priifen.
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(iii) Der Restklassenring (Z/4Z, +, ~) mit dem Nullelement [0] und dem Einselement [1] aus
Beispiel 9.6 ist kein Korper, da [2] nicht das Nullelement, aber auch nicht multiplikativ
invertierbar ist, denn es gilt [2] ~ [a] # [1] fur alle a € Z.

(iv) EsseiX eine Menge. Fiir die bisher besprochenen algebraischen Strukturen S (Halbgruppe,
Monoid, Gruppe, Ring) galt, dass S¥, ausgestattet punktweise mit der oder den Verkniip-
fung(en) von S, die algebraische Struktur erbt, also ebenfalls Halbgruppe (Beispiel 7.4),
Monoid (Beispiel 7.8), Gruppe (Beispiel 7.22) oder Ring (Beispiel 9.2) ist.

Wenn jedoch (K, +, -) ein Korper ist, dann ist (KX, +,-) i. A. kein Kérper, sondern nur ein
kommutativer Ring mit Eins. (Quizfrage 10.2: Woran liegt das?) A

Satz 10.3 (Korper und Integrititsringe).
(i) Jeder Korper (K, +, -) ist ein Integrititsring.4°
(ii) Jeder endliche Integritatsring (R, +, ) ist ein Korper.

Beachte: Wie das Beispiel Z zeigt, sind unendliche Integritatsringe i. A. keine Korper.

Beweis. Aussage (i): Nach Definition 10.1 ist (K, +, -) ein kommutativer Ring mit dem Null-
element Ox und dem Einselement 1x # Og. Insbesondere ist also K kein Nullring. Es bleibt
zu zeigen, dass (K, +, -) nullteilerfrei ist. Es seien dazu a,b € K mita- b = 0. Wenn a # 0g
ist, dann ist a als Element der Gruppe (K \ {0x}) invertierbar, also gilt b = a™! - 0g = 0. Ist
dagegen b # Og, dann ist b invertierbar, und es folgt a = 0 - b~! = 0g. Das heifit, (K, +, ) ist
nullteilerfrei.

Aussage (ii): Es sei (R, +, -) ein Integritatsring, also ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit
dem Einselement 1z ungleich einem Nullring. Wir wissen also bereits: (R, +) ist eine abelsche
Gruppe mit dem Nullelement Og, und (R, -) ist eine abelsche Halbgruppe mit dem Einsele-
ment 1g # Or (Lemma 9.3). Aus der Nullteilerfreiheit (9.3) folgt, dass R\ {0gr} bzgl. - abgeschlossen
ist, also ist auch (R \ {Og}, -) ein abelsches Monoid mit dem Einselement 1g.

Es bleibt zu zeigen, dass (R \ {Or}, -) sogar eine Gruppe ist. Dazu nutzen wir das Gruppenkrite-
rium Lemma 7.25. Zu beliebigem a € R \ {0} betrachten wir die Rechtstranslation -, auf dem
Monoid R \ {0}. Diese ist injektiv, denn nach Distributivgesetz (9.1b) gilt

b-a=c-a = b-a—-c-a=0g = (b—c) -a=0g

und da R nullteilerfrei und a # 0O ist, folgt b = c. Da nun R und damit R \ {0} eine endliche
Menge ist, gilt nach Satz 6.35, dass -, auch surjektiv ist.

Ein analoges Argument zeigt, dass auch alle Linkstranslationen auf R \ {0} surjektiv sind. Aus
dem Gruppenkriterium Lemma 7.25 folgt nun, dass (R \ {0}, -) eine Gruppe ist. O

Folgerung 10.4 (Korpereigenschaft des Restklassenringes Z/mZ und des Ringes Z,, von Z
modulo m, vgl. Satz 9.11 zur Nullteilerfreiheit).

Der Restklassenring modulo m (Z/ mZ, +, %) sowie der zu ihm isomorphe Ring (Beispiel 9.23)
von Z modulo m (Z,,, +m, -m) sind Kérper genau dann, wenn m € N eine Primzahl ist. In diesem

462150 ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins ungleich einem Nullring, siehe Definition 9.7
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Fall nennen wir sie auch Restklassenkoérper modulo m oder Kérper von Z modulo m
(englisch: field of Z modulo m).

Beweis. In Satz 9.1 haben wir gezeigt, dass (Z/mZ,+,~) genau dann ein Integrititsring ist,
wenn m € N eine Primzahl ist. Da aber Z/mZ nur endlich viele (ndmlich m) Elemente hat,
ist Integritétsring zu sein gleichbedeutend mit der Korpereigenschaft. Nach Beispiel 9.23 sind
(Z/mZ,+,~) und (Zp,, +m, 'm) als Ringe isomorph, also gelten dieselben Eigenschaften auch
fur (Zm, +ms m)- |

Bemerkung 10.5 (Charakteristik von Kérpern).

Die Definition 9.4 der Charakteristik eines Ringes wird auch auf Kérper angewendet. Fiir Kérper
ist die Charakteristik nach Lemma 9.10 also entweder 0 oder eine Primzahl.

Fir die Korper aus Beispiel 10.2 gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0 und char(Z;) = 2. Fur die
Koérper Z/ mZ und Z,, mit m € N prim gilt char(Z/ mZ) = char(Z,,) = m, vgl. Beispiel 9.5. A

Definition 10.6 (Unterkorper, vgl. Definition 9.12 eines Unterringes).

Es sei (K, +, ) ein Korper.

(i) Eine Teilmenge U C K heif3t ein Teilkorper oder Unterkorper (englisch: subfield) von
(K, +,-), wenn U bzgl. + und bzgl. - abgeschlossen und wenn (U, +, -) selbst wieder ein
Korper ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, +) eine Untergruppe von (K, +) und wenn
(U \ {0}, -) eine Untergruppe von (K \ {0}, -) ist.

(i1) Ein Unterkoérper (U, +, -) von (K, +, -) heifit echt (englisch: proper subfield), wenn U ¢ K
gilt. A

Beachte: Insbesondere folgt aus Lemma 7.43, dass das Nullelement 0x von K notwendigerweise
auch das Nullelement des Unterkérpers ist, und ebenso, dass das Einselement 1x auch das
Einselement des Unterkorpers ist.

Die Priifung einer Teilmenge U C K auf die Unterkorper-Eigenschaft lasst sich mit folgendem
Kriterium erreichen:

Satz 10.7 (Unterkorperkriterium, vgl. Unterringkriterium Satz 9.13).

Es sei (K, +, ) ein Kérper und U C K. Dann sind dquivalent:

(i) (U,+,-) ist ein Unterkorper von (K, +, -).

(if) U besitzt mindestens zwei Elemente, und fir alle a,b € U gilta—b € U sowie a- b leU,
sofern b # Ok ist.47

Tkurzz U —U CUund U - (U \ {0g}) "1 cU
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, 4+, -) ein Unterkorper von (K, +, -). Dann enthalt U
notwendigerweise das Nullelement Og von (K, +, -), also das neutrale Element der Untergruppe
(U,+) von (K,+). Fir a,b € U gilt —-b € U nach Lemma 7.43. Da U bzgl. + abgeschlossen ist,
folgt a — b = a+ (-b) € U. Analog gilt nach Lemma 7.43 auch b™! € U fiir b # 0k, und da U
bzgl. - abgeschlossen ist, folgt a- b~! € U.

Aussage (ii) = Aussage (i): Nach Voraussetzung erfullt (U, +) das Untergruppenkriterium
(Satz 7.44), also ist (U, +) eine Untergruppe von (K, +). Zudem erfillt (U \ {0k}, -) nach Vor-
aussetzung ebenfalls das Untergruppenkriterium, also ist (U \ {Ox}, -) eine Untergruppe von
(K '\ {0k}, -). Damit ist (U, +, -) ein Unterkorper von (K, +, -). O

Beispiel 10.8 (Unterkorper).
(i) (Q,+,-) ist ein Unterkorper von (R, 4+, -), und (R, +, -) ist ein Unterkdrper von (C, +, -).

(ii) Der Restklassenkorper Z/mZ (mit m € N prim) und der zu ihm isomorphe Kérper Z,,
besitzen keine echten Unterkorper. (Quizfrage 10.3: Wie sieht man das?) A

Bemerkung 10.9 (,Unterkorper sein® ist eine Ordnungsrelation, vgl. Bemerkung 9.15 zu Unter-
ringen).
(i) Die Relation ,ist Unterkorper von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller Korper.

(ii) Insbesondere ist die Menge aller Unterkorper eines bestimmten Korpers (K, +, -) durch
die Unterkorperhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit der Inklusi-
onshalbordnung tiberein. A

Lemma 10.10 (Durchschnitt von Unterk6rpern, vgl. Lemma 9.16 zu Unterringen).
Es sei (K, +, ) ein Korper.

(i) Ist (Uj, +,)ier eine nichtleere Familie von Unterkdrpern von (K, +,-), dann ist auch
(Mier Ui ein Unterkorper von (K, +, -).

(if) Ist U eine nichtleere Menge von Unterkdrpern von (K, +, ), dann ist auch (U ein
Unterkorper von (K, +, -).

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Unterkorperkriteriums (Satz 10.7). O

Definition 10.11 (Kérperhomomorphismus, vgl. Definition 9.17 eines Ringhomomorphismus).
Es seien (K, +1, -1) und (K, +3, -2) zwei Korper.

(i) Eine Abbildung f: K; — K; heif3t strukturvertriaglich oder ein (Homomorphismus
von Korpern (englisch: field homomorphism), wenn gilt:

f(a+1b) = f(a) +, f(b) furallea,b €K, (10.2a)
fla-1b)=f(a)2 f(b) furalleab €K, (10.2b)
fk) = 1k, (10.2¢)

(ii) Ist f: K; — K strukturvertréaglich und gilt (Kj, +1, 1) = (Kz, +2, -2), so sprechen wir auch
von einem Endomorphismus eines Korpers (englisch: field endomorphism).
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(iii) Ist f: K3 — K; strukturvertraglich und bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus von Korpern (englisch: field isomorphism). In diesem Fall
nennen wir (Kj, +1, -1) und (K3, +2, -2) auch zueinander isomorphe Korper (englisch:
isomorphic fields) und schreiben

(K1, +1, 1) = (Ko, +2,2).

(iv) Ist f: K — K, strukturvertriglich und bijektiv und gilt (Kj, +1,-1) = (Kz,+2,2), S0
sprechen wir auch von einem Automorphismus eines Korpers (englisch: field auto-
morphism). A

Da die Bedingungen (10.2) mit denen aus (9.5) iibereinstimmen, ist ein Kérperhomomorphismus
nichts anderes als ein Homomorphismus von Ringen mit Eins, der speziell zwischen Kérpern
eingesetzt wird. Insbesondere haben wir auch hier wie in (9.6) wieder

f(0g,) = Ok,. (10.3)

Anstelle der Bedingung (10.2c) reicht es auch aus, zu fordern, dass f(1k,) # Ok, gilt, denn daraus
ergibt sich notwendig f(1k,) = 1k,, vgl. (8.3). (Quizfrage 10.4: Wie namlich?)

Auch fiir Kérper gilt analog zu Satz 9.18 und Folgerung 9.19:

Satz 10.12 (Komposition von Kérperhomomorphismen, Inverse von Kérperisomorphismen, vgl.
Satz 9.18 zu Ringhomomorphismen).

Es seien (Kl, +1, ‘1), (Kz, +5, '2) und (K3, +3, '3) drei Ké’)rper.

(i) Sind f: K — Ky und g: K; — K; Kérperhomomorphismen, dann ist auchgo f: K1 — K3
ein Kérperhomomorphismus.

(ii) Ist f: K; — K; ein Kérperisomorphismus, dann ist auch f~!: K, — K; ein Kérperiso-
morphismus.

Folgerung 10.13 (Isomorphie von Kérpern ist eine Aquivalenzrelation, vgl. Folgerung 9.19 zur
Isomorphie von Ringen).

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Korper.

Im Unterschied zu Homomorphismen anderer algebraischer Strukturen sind Kérperhomomor-
phismen immer injektiv:

Lemma 10.14 (Kérperhomomorphismen sind injektiv).

Es seien (Kj, +1, -1) und (K3, +2, -2) zwei Korper und f: K; — K; ein Homomorphismus. Dann
ist f injektiv.
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Beweis. Wir nehmen a # b, aber f(a) = f(b) an. Dann ergibt sich der Widerspruch

1k, = f (k) wegen (10.2¢)
=f((a=1b)""1(a—1 b)) da a — b # Ok, vorausgesetzt wurde
=f((a=1b)7") 2 fla—1b) wegen (10.2a)
=f((a=1b)7") 2 (f(a) —2 f(b)) wegen (10.2b)
= f((a— b)_l) 2 Ok, da f(a) = f(b) vorausgesetzt wurde
= 0k, nach Lemma 9.3. O

Beispiel 10.15 (Kérperhomomorphismen).
(i) Die Einbettungen (Q,+,-) 3 x — x € (R,+,-) und (R,+,) > x - x € (C,+,) sind
Koérperhomomorphismen.

(ii) Der Korper der rationalen Zahlen (Q, +, -) besitzt aufler der Identitit keine weiteren
Koérperautomorphismen.

(iii) Auch der Korper der rellen Zahlen (R, 4+, -) besitzt aufler der Identitat keine weiteren
Kérperautomorphismen.

(iv) Die komplexe Konjugation (C,+,-) 3 x — X € (C, +, -) ist ein Kérperautomorphismus.

(v) Realteil (C,+,-) 3 x — Rex € (R, +, -) und Imaginarteil (C,+,-) > x —» Imx € (R, +,-)
sind keine Kérperhomomorphismen, da sie nicht injektiv sind. A

Lemma 10.16 (Korper mit Charakteristik 0 enthalten Q, vgl. Lemma 9.20 fiir Ringe mit Eins).

Es sei (K, +, -) ein Korper mit char(K) = 0. Dann enthélt K einen Unterkorper, der isomorph zu

Q ist.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Definition 10.17 (Bild und Kern eines Kérperhomomorphismus, vgl. Definition 9.21 von Bild
und Kern eines Ringhomomorphismus).

Es seien (Kj, +1, 1) und (K3, +2,-2) Korper mit den Nullelementen 0g, bzw. 0g,. Weiter sei
f: Ki — K; ein Homomorphismus.

(i) Das Bild von f ist definiert als
Blld(f) = {f(al) € K, | a € Kl} = f(Kl) (10.4)
(ii) Der Kern von f ist definiert als

Kern(f) = {a1 € Ki | f(a) = 0, } = ' ({0x; }) (10.5)
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Analog zu Lemma 9.22 gilt auch bei Kérperhomomorphismen wieder, dass das Bild eines
Kérperhomomorphismus f: K; — K; ein Unterkérper von K; ist. (Quizfrage 10.5: Beweis?)
Der Kern eines Korperhomomorphismus eines Kérperhomomorphismus f: K; — K; ist dagegen
niemals ein Unterkorper von K5, da aufgrund der Injektivitat von f notwendigerweise Kern(f) =
{0k, } gilt, ein Unterkorper aber mindestens zwei Elemente hat.

Bemerkung 10.18 (Ausfaktorisieren bei Korpern).

Wir hatten in § 8.1 durch Ausfaktorisieren einer normalen Untergruppe eines Gruppe auf der
Faktormenge wieder eine Gruppenstruktur erhalten. Analog konnten wir in § 9.1 ein Ideal
aus einem Ring ausfaktorisieren und haben auf der Faktormenge eine Ringstruktur erhalten.
Diese Idee funktioniert bei Kérpern aber nicht. Wiirden wir fiir einen Korper K und einen
Unterkorper U versuchen, wie in (9.10) die Faktorverkniipfungen + und * einzufithren in der
Hoffnung, auf der Faktormenge K /U wieder eine Korperstruktur zu bekommen, dann kénnten
wir gleichzeitig K auch als Ring betrachten und wiirden insbesondere auf K /U auch eine
Ringstruktur bekommen. Nach Satz 9.30 wird das aber nur dann passieren, wenn U ein Ideal
des Ringes K ist. Man kann jedoch zeigen, dass es in einem Korper nur die beiden trivialen
Ideale U; = {0} und U, = K gibt. U ist aber kein Unterkérper von K (da einelementig), und
K / U, besteht nur aus einem einzigen Element (Nebenklasse), worauf sich keine Kérperstruktur
definieren lésst. A

Abschlieflend kombinieren wir noch die Begriffe Kérper und Ordnungsrelation, was uns zum
Begriff des geordneten Korpers fithrt. Dabei handelt es sich um einen Korper mit einer
Totalordnung, die in gewissem Sinne mit den Verkniipfungen der Korpers vertraglich ist. Das
Nullelement spielt dabei eine besondere Rolle:

Definition 10.19 (geordneter Korper).
Es seien (K, +, -) ein Korper mit dem Nullelement 0x und < eine Totalordnung auf K.

(i) Der Korper heifit geordnet (englisch: ordered field) bzgl. der Totalordnung <, wenn

a<f = a+y<pf+y (10.6a)
az0gund >0k = a-p=0g (10.6b)
fiir alle o, B,y € K gilt.
(ii) a € K heifit nichtnegativ, wenn a > Ok ist.
(iii) a € K heifit positiv, wenn « > 0g und « # Ok ist.
(iv) a € K heifit nichtpositiv, wenn a < Ok ist.
(v) a € K heifit negativ, wenn @ < O und a # Ok ist. A

Lemma 10.20 (Rechenregeln in geordneten Korpern).
Es sei (K, +, -) mit der Totalordnung < ein geordneter Kérper. Dann gilt fiir «, §,y, 5 € K:

(i) az20r © -—-a<0g
(i) a<fundy<d = a+y<p+d
< 0 %

(iiif) a< fundy >0k = a-y<p-
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(iv) a< fundy<0x = a-y=2pf-y

(v) a? > 0k

(vi) @« #0g = a® > Og. Insbesondere gilt 1x > Og.
(vii) a>0x = al>0g
(viii) B>a>0x = al'>p1>0g

(ix) nlg > Ok fir alle n € N. Insbesondere gilt notwendigerweise char(K) = 0 € Z.

Beweis. Aussage (i):
k = Ogx=a+(—a)>0x+(-a)=-a

az0
und —-a<0x = Ox=-a+a<Ogx+a=a.

Aussage (ii):

a<f = a+y<f+y
und y<8 = Pf+y<pf+4
Die Transitivitat der Ordnung zeigt, dass dann auch a + y < f + 6 gilt.

Aussage (iii):

a<f
= 0g<f-«a
= k< (B-a)y wegeny> O
= O0gx<p-y—a-y wegen desDistributivgesetzes (10.1b)
= a-y<p-y

Aussage (iv): Aus y < Ok folgt —y > 0k nach Aussage (i). Weiter folgt mit Aussage (iii) dann
a-(=y) <B-(=y)alsof-y<a-y.
Aussage (v): Nehmen wir zunichst @ > 0k an. Es folgt o> =a-a > O0g.Im Fall ¢ < 0Ok ist
—a > 0. Es folgt a® = (—a) - (-a) > Ok.
Aussage (vi): Die Behauptung folgt aus der Nullteilerfreiheit des Korpers K (Satz 10.3). Die
Wahl a = 1 zeigt a’ = 1 - 1g = 1g > Og.
Aussage (vii): Wegen a > Ok ist @ # Ok, also multiplikativ invertierbar. Das Inverse ! ist
ebenfalls # 0. Die Annahme a™! < 0g wiirde 1x = a - ™! < O ergeben. Andererseits ist aber
1x > Og nach Aussage (vi), Widerspruch. Also muss a™! > 0 gelten.
Aussage (viii):
IB >a > 0k
= 1gx>a-f'>0g wegen ! > 0g nach Aussage (vii)

= a'>p'>0r wegena ' > 0g nach Aussage (vii)

Aussage (ix): Aus Aussage (vi) folgt 1x > Og. Es folgt weiter 1x + 1x > 1x + Ox = 1g > Ok.
Induktiv zeigt man nlg > Ok fir alle n € N. Folglich ist n1x # Ox fir all n € N, d.h,
char(K) = 0. O
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Beispiel 10.21 (geordneter Korper).
(i) Die rationalen Zahlen Q mit der bekannten Totalordnung bilden einen geordneten Kérper.
(ii) Die reellen Zahlen R mit der bekannten Totalordnung bilden einen geordneten Korper.

(iii) Die komplexen Zahlen C sind mit keiner Totalordnung ein geordneter Korper, da i? = —1
der Aussage (vi) aus Lemma 10.20 widerspricht. A

Quizfrage 10.6: Wie wiirden Sie den Begriff geordneter Ring definieren? Welche der Eigen-
schaften aus Lemma 10.20 gelten noch, welche nicht?

Quizfrage 10.7: Ist auch der Begriff der geordneten Gruppe sinnvoll? Wie sieht die Definition
aus, und welche Eigenschaften gelten?

Ende der Woche 7
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Kapitel 3 Vektorraume

§ 11 VEKTORRAUME

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 3; Bosch, 2014, Kapitel 1; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 2.4-2.6; Janich, 2008, Kapitel 2

Vektorraume sind die zentralen Strukturen in der linearen Algebra. Zu einem Vektorraum V
gehort immer ein zugrundeliegender Korper (K, +, -). In Anlehnung an dessen Verkniipfungen
bezeichnen wir die beiden Verkniipfungen im Vektorraum V voriibergehend mit @ und ©.

Definition 11.1 (Vektorraum).

Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein Vektorraum (englisch: vector space) oder linearer Raum
(englisch: linear space) (V,®, ®) itber dem Korper K (kurz: ein K-Vektorraum) ist eine
Menge V mit einer inneren Verkniipfung @: V XV — V und einer duf3eren Verkniipfung
(englisch: (outer) operation) ©®: K X V. — V, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (V,®) ist eine abelsche Gruppe. Das Nullelement bezeichnen wir mit Oy, genannt der
Nullvektor (englisch: zero vector).

(ii) Fir die Verkniipfung O, genannt S-Multiplikation' (englisch: S-multiplication) oder
skalare Multiplikation (englisch: scalar multiplication), gelten die folgenden Gesetze
fur alle o, f € K und u,v € V: das ,gemischte® Assoziativgesetz (englisch: ,mixed”
associative law)

(a-f)Ov=a0 (fO0) (11.1a)
sowie die ,gemischten“ Distributivgesetze® (englisch: ,mixed” distributive laws)

a0 (udv)=(aQu)® (x0o) (11.1b)

(a+p)0v=(x0v)®(f0O0). (11.1¢)

Weiterhin ist das neutrale Element 1x bzgl. der Multiplikation - im Kérper K auch neutral
bzgl. der S-Multiplikation ©:

1k ©v =w. (11.1d)

In einem K-Vektorraum V heiflen die Elemente von V auch Vektoren (englisch: vectors).
Die Flemente von K heiflen Skalare (englisch: scalars), sie werden haufig mit griechischen
Kleinbuchstaben a, f3, . . . bezeichnet. K selbst heifit der Skalarkorper (englisch: scalar field)
von V. A

!S-Multiplikation ist der von uns bevorzugte Begriff, um Verwechslungen mit dem Begriff Skalarprodukt
auszuschlieflen, siehe spéter.
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Bemerkung 11.2 (abkiirzende Schreibweisen in Vektorraumen).

(i) Das Inverse zu v € V bzgl. ® bezeichnen wir mit ©v. Die Bezeichnung u © v steht fir
u® (ev).

(ii) Mit der in Bemerkung 7.20 eingefiihrten Notation haben wir

no=0®:---®v=>1gO0v)® - ®(1lgxOv)=(lg+---+1g) Qv =(nlg) Qv
N———
n-mal

fiir n € N. Bezeichnen wir das Element n1x € K einfach mit n, so erhalten wir also
nov = n O v. Tatsachlich gilt das auch fiir n € Z. Das werden wir spéter noch nutzen, um
unsere Notation zu vereinfachen (Bemerkung 11.13).

(iii) Wir vereinbaren, dass © stirker bindet als &, also konnten wir die rechte Seite in (11.1b)
auch in der Form ¢ © u @ a © v schreiben.

(iv) Die Konvention, dass bei der S-Multiplikation ®: K X V' — V die Skalare auf der linken
Seite stehen, ist willkiirlich. Wir kénnen parallel auch die andere duflere Verkniipfung
@: VX K — V definieren, und zwar durch v @ & = o © v. Dann gelten auch dafiir die
Gesetze (11.1), wobeli iiberall ® durch & ersetzt wird und die beiden Argumente dieser
Verkniipfung vertauscht werden. Aufgrund der Ahnlichkeit unterscheiden wir nicht
zwischen der linken S-Multiplikation ® und der rechten S-Multiplikation &, sondern
schreiben in Zukunft einfach © fiir beide.

(v) Wir behalten die unterschiedliche Notation der Verkniipfungen ,+ in K und ,@"“ in V
wie auch von ,,-“ in K und ,,0“ in V zur Verdeutlichung zunachst bei. Spater werden wir
diese jedoch nur noch als ,+“ bzw. ,-“ notieren, siehe Bemerkung 11.13. A

Beispiel 11.3 (Vektorraum).

(i) Uber jedem Korper (K, +,-) gibt es den (bis auf Isomorphie eindeutigen) Vektorraum
(V, ®, ©) mit nur einem einzigen Element, namlich V = {0y }. Die Verkniipfungen & und
© sind dann eindeutig festgelegt. (Quizfrage 11.1: Wie namlich?) Dieser Raum heift ein
Nullraum (englisch: zero vector space) iiber K.

(ii) Jeder Korper (K, +, -), ausgestattet mit den Verkniipfungen @ = +: K X K — K und
® =-: K X K — K, ist ein Vektorraum uiber sich selbst.

(iii) Allgemeiner sei (K, +,-) ein Korper und U ein Unterkorper. Dann ist (K, +,-) ein U-
Vektorraum mit den Verkniipfungen @ = +: K XK —- Kund ©® = -: U XK — K.
Beispielsweise ist R ein Q-Vektorraum, und C ist sowohl ein R-Vektorraum als auch ein
Q-Vektorraum.

(iv) Essei (K, +,-) ein Kérper und n € N. Dann ist die Menge
K, = {(x1 xn)|x,~€Kﬁiri=1,...,n}, (11.2)

ausgestattet mit der komponentenweisen Addition (englisch: componentwise ad-
dition) und der komponentenweisen S-Multiplikation (englisch: componentwise
S-multiplication)

(o e )= latu s m), (3)
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a®(x1  xp)=(a-x o Ay, (11.3b)
ein K-Vektorraum, genannt der Vektorraum der Zeilenvektoren (englisch: row vector
space) iiber K der Dimension n.3 Der Nullvektor ist (0x -+ 0x) € K.

Es wird sich als praktisch erweisen, auch den Fall n = 0 zuzulassen. Der Raum K, besteht
dann nur aus einem Element, dem leeren Zeilenvektor (). Kj ist also ein Nullraum iiber K.
Esgiltao ()= () firallea e Kund () ® () = ().

(v) Essei (K, +,) ein Kérper und n € N. Dann ist die Menge*
X1
K" = ||lx;eKfuri=1,...,n¢, (11.4)
Xn
ausgestattet mit der komponentenweisen Addition (englisch: componentwise ad-

dition) und der komponentenweisen S-Multiplikation (englisch: componentwise
S-multiplication)

X1 N X1+ 0
e |= : , (11.5a)
Xn Yn Xn+ Yn
X1 a- X
ao| = | (11.5b)
Xn a - Xp

ein K-Vektorraum, genannt der Vektorraum der Spaltenvektoren (englisch: column
vector space) oder auch der Standardvektorraum (englisch: standard vector space)

oder der Koordinatenraum> (englisch: coordinate space) iiber K der Dimension n. Der
Ok

Nullvektor ist ( :

0x

in K"

Es wird sich auch hier als praktisch erweisen, den Fall n = 0 zuzulassen. Der Raum
K" besteht dann nur aus einem Element, dem leeren Spaltenvektor (). K° ist also ein
Nullraum tiber K. Es gilta © () = () firallea € Kund () @ () = ().

(vi) Essei (K,+,-) ein Korper und X eine Menge. Dann ist die Menge KX = {f| f: X — K},
ausgestattet mit den punktweisen Verkniipfungen
(feg(x) = f(x)+g(x),
(@0 f)(x) =a- f(x),

ein K-Vektorraum.® Der Nullvektor ist die Nullfunktion (englisch: zero function, con-
stant function zero) X 3 x — 0 € K.

3Der Begriff der Dimension fiir beliebige Vektorraume wird in Definition 13.11 eingefithrt. Hier dient er zunachst
zur Angabe der Anzahl der Eintrédge in einem Zeilenvektor.

4K™ ist hier also nicht als die Menge von n-Tupeln tiber K zu lesen, siehe Definition 4.8.

5Der Begriff Koordinatenraum wird spéter in Satz 19.1 klar werden.

®In Beispiel 10.2 hatten wir gesehen, dass KX i. A. kein Kérper ist, sondern nur ein kommutativer Ring mit Eins.
Hier zeigt sich nun, dass KX auferdem ein K-Vektorraum ist.
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Insbesondere ist die Menge der Folgen K mit Werten in K ein K-Vektorraum, genannt
der Folgenraum (englisch: sequence space) iiber K.

(vii) Allgemeiner sei (K, +, -) ein Korper, (V, ®, ©) ein K-Vektorraum und X eine Menge. Dann
ist die Menge VX = {f | f: X — V}, ausgestattet mit den punktweisen Verkniipfungen

(fe9)(x) = f(x) ®g(x),
(@0 f)(x) = a0 f(x),

ein K-Vektorraum. Der Nullvektor ist die Nullfunktion (englisch: zero function, constant
function zero) X 3 x > 0y € V.

Insbesondere ist die Menge der Folgen V*' mit Werten in V ein K-Vektorraum, genannt
der Folgenraum iiber V. A

Definition 11.4 (kartesisches Produkt von Vektorraumen, vgl. Definition 6.42 des kartesischen
Produkts von Mengen”°).
Es seien (K, +, -) ein Korper, I eine Menge, und weiter sei (V;, ®;, ©;) ein K-Vektorraum fiir jedes

iel
(i) Das kartesische Produkt dieser Vektorrdume

w= X Vi={F:1- | v

i€l iel

F(i) e V;furallei € I}, (11.6)

ausgestattet mit der punktweisen Addition @ und der punktweisen S-Multiplikation ©

®: WXW — W mitF & G definiert durch  (F @ G) (i) = F(i) ®; G(i),
©: KXW — W mitaO F definiert durch  (a - F)(i) = a ©; F(i),

ist ein K-Vektorraum. Dieser wird auch der Produktraum (englisch: product space) der
Vektorrdume V;, i € I, genannt.

(ii) Ist I = [, n] fur n € N, so schreiben wir statt )X;.; V; auch X7, V; oder V; X --- X V,,
und identifizieren die Elemente F: [1,n]] — %L, V; mit den n-Tupeln (F(1),..., F(n)),
vgl. Bemerkung 6.43.

(iii) Wenn alle Vektorraume (V;, ®;, ©;) = (V, ®, ©) sind, so schreiben wir statt )X;.; V auch
VI Ist zusitzlich I = [[1, n]), so schreiben wir auch )X, V oder V".

(iv) Im Fall I = 0 besteht das kartesische Produkt (11.6) aus dem einzigen Element F: () — 0,
also der leeren Funktion bzw. dem leeren Tupel (). In diesem Fall ist W = X;¢; V; also
ein Nullraum tiber K. A

Lemma 11.5 (Rechenregeln in Vektorrdumen, vgl. Rechenregeln in Ringen (Lemma 9.3)).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (V, ®, ©) ein K-Vektorraum. Dann gilt fir « € Kund v € V:
(i) 0x ®v = Oy.
(i) a © 0y = Oy.
(iii) a ® (6v) = 6(a ®v) = (—a) © v und insbesondere 6v = (—1g) © .
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(iv) (—a)© (6v) =a Oo.

(v) a®v=0y = «a=0goderv=0y.

Beweis. Aussage (i): Wir haben

Oy ® 0k Q=0 QU da 0y das neutrale Element von (V, ®) ist
= (0g+0g) Ov da Ok das neutrale Element von (K, +) ist

=0k ©@v ® 0g ©ov nach Distributivgesetz (11.1c).
Aus der Kiirzungsregel (7.8b) in der Gruppe (V, ®) folgt nun 0y = 0 © v.
Aussage (ii): Fur beliebiges a € K gilt
a®0y & Oy =a © 0y da 0y das neutrale Element von (V, &) ist

=a® (0y & 0y) da Oy das neutrale Element von (V, @) ist
=a 00y ® a ©0y nach Distributivgesetz (11.1b).

Aus der Kiirzungsregel (7.8a) in der Gruppe (V, @) folgt nun 0y = o © Oy.

Aussage (iii): Es seien @ € K und v € V. Wir zeigen zunéchst, dass @ © v das Inverse zu (—a) ©v
in der Gruppe (V, ®) ist:

((~a2) ©@v) ® (¢ ©v) = (—a+a) ®v nach Distributivgesetz (11.1c)
=0 Qv da « in der Gruppe (K, +) das Inverse —a besitzt

=0y nach Aussage (i).
Das heifit, es gilt ©(a © v) = (—a) © v. Insbesondere fiirr @ = 1k erhalten wir
ov=6(1g ®v) = (-1g) Oo. (11.7)
Weiter haben wir
(—a) v =((-1k) @) ©v  nach Lemma 9.3

=(a-(-1g)) ©v da(K,-) kommutativ ist

=a © ((-1x) ©v) nach Assoziativgesetz (11.1a)

=a 0 (6v) nach (11.7).
Aussage (iv): Aus Aussage (iii) mit —a statt o sowie —(—a) = « folgt sofort

(—a) © (6v) = (-(-a)) Gv=a Go.

Aussage (v): Es seien & € K und v € V sowie & © v = Oy. Nehmen wir « # Ok an, dann gilt

v=1x Qv nach (11.1d)
(a7'-a) ©v  daa # Ok in der Gruppe (K \ {0}, -) das Inverse o' besitzt

a'© (a®0v) nach Assoziativgesetz (11.1a)
=a'ooy nach Voraussetzung

=0y nach Aussage (ii). O
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Bemerkung 11.6 (Mengen und Familien in Vektorraumen).

Die nun folgenden Definitionen und Resultate bis zum Ende von § 14 (Ende von Kapitel 3)
geben wir jeweils in zwei Versionen an: fiir Mengen und fiir Familien. Beispielsweise geht es
in der folgenden Definition 11.7 um Linearkombinationen einer Menge bzw. einer Familie von
Vektoren. Die Aussagen sind jeweils konzeptionell gleich, unterscheiden sich jedoch im Detail,
vgl. auch Bemerkung 6.40 zu den Unterschieden von Mengen und Familien.

Die Unterscheidung zwischen Mengen und Familien hétten wir beispielsweise auch bereits bei
erzeugten Untergruppen (Definition 7.48) und bei erzeugten Idealen (Definition 9.35) machen
konnen. Dort hatten wir nur Mengen als Erzeuger betrachtet. Der Grund, diese Unterscheidung
nun bei Vektorrdaumen zu treffen, liegt darin, dass wir spater vor allem bei der Darstellung linea-
rer Abbildungen in Form von Matrizen von der Ordnung auf der Indexmenge einer (endlichen)
Familie profitieren werden. A

Definition 11.7 (Linearkombination).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (V, @, ©) ein K-Vektorraum.

Es sei E C V eine Menge von Vektoren in V. Es sei F = (v;);es eine Familie von Vektoren
Ist Ey C E eine endliche Teilmenge und sind in V. Ist Fy = (v;);¢j, eine endliche Teilfamilie

a, € K, dann heif3t der Vektor? und sind «; € K, dann heif3t der Vektor
Z ay O (11.8) Z a; ©v; (11.9)
veE, i€ly

eine Linearkombination?® der Menge E oder eine Linearkombination der Familie F oder

eine Linearkombination von Vektoren der eine Linearkombination von Vektoren der
Menge E. Familie F.

Die Skalare a, bzw. a; heilen die Koeffizienten (englisch: coefficients) der Linearkombina-
tion. Eine Linearkombination heifit trivial (englisch: trivial linear combination), wenn alle
Koeffizienten gleich 0k sind.

Im Fall Ey = 0 bzw. I = 0 interpretieren wir wie tiblich die Addition von null Elementen in
(11.8) bzw. (11.9) als das neutrale Element, also als den Nullvektor 0y. A

Beachte: Eine Linearkombination besteht immer aus endlich vielen Termen.

Bemerkung 11.8 (Linearkombination).
In der Literatur werden Linearkombinationen anstelle von (11.8) bzw. (11.9) oft in der Form

QU @ - D a, Ouy,
n QU & - ® a, OU;,
oder kurz Z a; ©uj (11.10) n
j=1 oder kurz Z aj ©vj; (11.11)
j=1

mit endlich vielen Skalaren «; € K und Vekto-

renv; € E mit endlich vielen Indizes i; € I, Skalaren «; €

K und Vektoren v;; aus F
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fir j =1,...,nund n € Ny geschrieben. Diese Notation hat aber einige Nachteile. Insbesondere
ist es in (11.10) moglich, dass Vektoren aus E mehrfach gew#hlt werden, was die Formulie-
rung einiger Resultate erschwert. In (11.11) kénnen zudem Indizes aus I mehrfach vorkommen.
(Quizfrage 11.2: Warum ist jede Linearkombination im Sinne von (11.8) eine Linearkombination
im Sinne von (11.10) und umgekehrt? Und warum ist jede Linearkombination im Sinne von (11.9)
auch eine Linearkombination im Sinne von (11.11) und umgekehrt?) A

Beispiel 11.9 (Linearkombination).

(i) Der Vektor (3) ist eine Linearkombination der Menge von Vektoren {(}), (9)} im
Standardvektorraum R?, namlich

(_37) -30 (;) &(-7)0 (‘1)) .

Die Koeffizienten 3 und —7 sind hier offensichtlich.
Derselbe Vektor ( 3, ) kann auch als

[3)-seocrofyecocty

geschrieben werden, also als Linearkombination der Form (11.10).

(ii) Der Vektor ( 3;) ist eine Linearkombination der Menge von Vektoren {( 2 ), (%)} im
Standardvektorraum R?, namlich

(-2l

Die Koeflizienten sind hier nicht offensichtlich. Sie konnen aber durch Losen eines
linearen Gleichungssystems bestimmt werden, siehe § 16.

(iii) Die Funktion [0,27] 3 x > sin(x) © V2 ® cos(x) € R ist eine Linearkombination der
Menge von Vektoren (Funktionen) {sin, cos} im R-Vektorraum der Funktionen RI%27],
A

Definition 11.10 (Unterraum, vgl. Definition 10.6 eines Unterkorpers).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (V, @, ©) ein K-Vektorraum.

(i) Eine Teilmenge U C V heif}t ein Untervektorraum oder kurz: ein (linearer) Unter-
raum (englisch: vector subspace, linear subspace) von (V, ®, ®), wenn U bzgl. @ und
bzgl. der S-Multiplikation ® mit Elementen in K abgeschlossen und wenn (U, ®, ©) selbst
wieder ein K-Vektorraum ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, @) eine Untergruppe von (V, @) und wenn
U bzgl. der S-Multiplikation © mit Elementen in K abgeschlossen ist.

(ii) Ein Unterraum (U, ®, ®) von (V,®, ©) heifdt echt (englisch: proper subspace), wenn
UGV gilt. A

7Wir verwenden das Summenzeichen also auch fiir die Addition @ im Vektorraum (V, &, ©).
8englisch: linear combination
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Beachte: Da (U, ®) eine Untergruppe von (V, ®) ist, enthélt ein Unterraum U immer den
Nullvektor 0y.

Die Priifung einer Teilmenge U C V auf die Unterraum-Eigenschaft 14sst sich mit folgendem
Kriterium erreichen:

Satz 11.11 (Unterraumkriterium, vgl. Unterkorperkriterium Satz 10.7).

Es sei (K, +, ) ein Korper, (V, ®, ©) ein K-Vektorraum und U € V. Dann sind dquivalent:

(i) (U,®,0) ist ein Unterraum von (V, &, ®).
(i) U# O,undfiralleu,o e Uunde e Kgiltu®@ov e Uunda©u e U0
(iiif) U # 0, und fur alleu,o e Uund o, f e K gilta Ou & foOv € U.”°

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, ®, ®) ein Unterraum von (V, ®, ®). Dann ist
per Definition 11.10 und Definition 11.1 (U, ®) eine Gruppe, also eine Untergruppe von (V, ®).
Insbesondere gilt 0y € U, also U # (0. Weiter ist U als Unterraum abgeschlossen bzgl. @ und
bzgl. der S-Multiplikation © mit Elementen von K.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir miissen zeigen, dass (U, ®, ©) unter der Annahme von Aus-
sage (ii) wieder ein Vektorraum ist. Diese Annahme zeigt insbesondere, dass ®: U XU — U
und ©: K X U — U eingeschrankt werden kénnen. Die Eigenschaften aus (11.1) bleiben bei
dieser Einschriankung erhalten. Es bleibt also nur zu zeigen, dass (U, @) eine abelsche Gruppe
ist, also eine Untergruppe von (V, ®). Dazu wenden wir das Untergruppenkriterium (Satz 7.44)
an. Es gilt nach Voraussetzung U # 0. Wegen 6u = (—1x) © u fir u € U und der Annahme
KoU cUgilteU c U. Aus der Annahme U @ U C U folgt daher weiter U @ (6U) € U. Nach
dem Untergruppenkriterium ist (U, ®) damit eine Untergruppe von (V, ®).

Aussage (ii) = Aussage (iii): Wir haben K © U C U nach Voraussetzung, also auch K 0 U @
KoUcCcUeU C U, wobei die letzte Inklusion wiederum nach Voraussetzung gilt.

Aussage (iii) = Aussage (ii): Es gilt nach Voraussetzung U @ U C KO U & KOU € U und
aulerdem KOQU =KoU @ {0k} QUCKOU & KOU CU. O

Beispiel 11.12 (Unterraume).

(i) Essei (V,®,®) ein Vektorraum. Dann sind ({0y }, ®, ©) und (V, &, ®) Unterrdume von
(V,®, ®). Diese heifen die trivialen Unterraume (englisch: trivial subspaces). Speziell
({0v}, ®, ©) heifit der Nullunterraum (englisch: zero vector subspace) von V.

(ii) Wir betrachten den Standardvektorraum V = R? iiber dem Koérper R.

(a) Die Menge
Ul . {(X1)
X2

X1—2X2:0}

SkurzzU®U CUund KO U CU
Okurzz KOU @ KoU cU
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ist ein Unterraum von V = R?, denn die Aussage (ii) des Unterraumkriteriums
Satz 1111 ist erfiillt: Zunéchst gilt (3) € Uy, also ist Uy # 0. Weiter gilt fiir alle « € R
und u = (32) € Uy sowie v = (3, ) € Uy:

x1 +
u@v:(l yl)eUl, denn (x1+y1) =2 (x2+y2) =(x1—=2x2) + ()1 —22) =0
x2+y2
a@u:(gzl)eUl, denn ax; — 2 (ax;) = a(x;—2x) =0.
2

(b) Die Menge

=)

ist kein Unterraum von V = R?, denn sie enthilt nicht den Nullvektor (). Der
Nullvektor ist aber notwendigerweise in jedem Unterraum enthalten, wie wir im
Anschluss an Definition 11.10 bereits gesehen haben.

(c) Die Menge
> {( l)
X2

ist kein Unterraum von V = R?, denn sie erfiillt das Unterraumkriterium nicht.
Beispielsweise ist (1) € Us, aber (1) © (1) = (Z}) nicht.

x1—2x2=1}

x1>0,x2>0}

(iii) Die Menge
U= {a+bi €C|a,b€R, a—2b=0}

ist ein Unterraum des R-Vektorraumes C, jedoch kein Unterraum des C-Vektorraumes C.

(iv) Essei (K, +,-) ein Korper und (K", ®, ©) der Folgenraum iiber K. Der Triager (englisch:
support) einer Folge (x,)nen ist die Menge derjenigen Indizes, fir die x,, # Ok ist, also

supp(xn)nen = {n € N|x, # 0x} C N. (11.12)

Die Teilmenge der Folgen mit endlichem Triger (englisch: sequences with finite
support) oder endlich getragenen Folgen (englisch: finitely supported sequences)

(KN)OO = {(xn)n€N| Supp(xn)neN ist endliCh} (11'13)

ist ein echter Unterraum von (K", ®, ®). (Quizfrage 11.3: Kann man den Begriff der
endlich getragenen Folgen auf Folgen iiber einem K-Vektorraum V ausdehnen?) A

Expertenwissen: noch mehr Unterrdume des Folgenraumes tiber R

In Lehrveranstaltungen zur Analysis werden die Folgenrdume

R™)p = {(yn)new | 3C > 0 fiiralle n € N (]y,| < O)} der beschrinkten Folgen"

2

(RN)C = {( VYn)neN | (Yn)nen ist konvergent} der konvergenten Folgen'

®RM)o = {(yn)nen | (Yn)new konvergiert gegen 0} der Nullfolgen'
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eingefiihrt. Es gilt
(RMo0 & RM)o & R & (R, G RY

im Sinne von Teilmengen und von Unterraumen. Diese Definitionen und Aussagen
konnen auf normierte Vektorrdume iiber R verallgemeinert werden.

Bemerkung 11.13 (Vereinfachung der Notation).

(i) Zur Vereinfachung der Notation werden wir in Zukunft firr die Verkniipfungen @ und ©
in K-Vektorraumen V einfach dieselbe Notation verwenden wie fiir die Verkniipfungen
+ und - des zugrundeliegenden Korpers K. Aus den verkniipften Objekten ist entweder
ersichtlich, ob die jeweilige Verkniipfung mit Skalaren oder mit Vektoren gemeint ist,
oder aber (im Fall K C V) ist die Unterscheidung wegen (11.1d) unerheblich.

(ii) Das Zeichen fiir die Multiplikation - von Vektoren mit Elementen aus dem zugrunde-
liegenden Korper (oder von zwei Kérperelementen) wird sogar oft ganz weggelassen,
sofern sich dadurch keine Unklarheiten ergeben. Beispielsweise schreiben wir in Zukunft

einfach
3 1 3 1
(1) -2 (_1) anstelle von (1) 6206 (_1)

im Vektorraum R? oder

sin — V2cos anstelle von sin © V2 ® cos

im Vektorraum RI%27] Wie in Bemerkung 11.2 erklért, miissen die Ausdriicke 7 v und

n©®u = (nlg) ®o fiir n € Z ohnehin nicht unterschieden werden.

(iii) Wir werden auflerdem das Nullelement 0g des Skalarkorpers K in Zukunft einfach als 0
notieren, das Einselement 1x von K als 1 und den Nullvektor von V ebenfalls als 0.

(iv) Schlieflich werden wir in Zukunft auch von Vektorrdumen sprechen, ohne den zugrunde-
liegenden Korper explizit zu erwdhnen, wenn dieser fiir die Formulierung des jeweiligen

Resultats nicht relevant ist. Dennoch besitzt natiirlich jeder Vektorraum immer einen
konkreten zugrundeliegenden Kérper. A

Wie bereits bei Untergruppen in § 7.4 sowie bei Idealen in § 9.1 beschaftigt uns nun die Frage,
wie man Unterrdume erzeugen kann.

Lemma 11.14 (Durchschnitt von Unterrdumen, vgl. Lemma 10.10 zu Unterkdrpern).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Ist (U;); eine nichtleere Familie von Unterrdumen von (V, +, -), dann ist auch ;¢; U; ein
Unterraum von (V, +, -).

Menglisch: bounded sequences
2englisch: convergent sequences
BBenglisch: null sequences
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(if) Ist U eine nichtleere Menge von Unterrdumen von (V,+,-), dann ist auch (U ein
Unterraum von (V, +, -).

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O
Definition 11.15 (erzeugter Unterraum, lineare Hiille, Spann, Erzeugendensystem, erzeugende

Familie).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Ist E C V eine Teilmenge von Vektoren (i) Ist F = (v;)ics eine Familie von Vekto-
in V, dann heif3t ren in V ist, dann heif3t
U ist Unterraum von V U ist Unterraum von V
(E) = ﬂ{U } (F) = ﬂ{U . }
und EC U und {v; |[i €I} CU
(11.14) (11.15)
der von E erzeugte oder aufgespann- der von F erzeugte oder aufgespann-
te Unterraum™, die lineare Hiille’ te Unterraum, die lineare Hiille
Lin(E) oder auch der Spann® Span(E) Lin(F) oder auch der Spann Span(F)
vonEin V. von Fin V.
Ist speziell E die endliche Menge Ist speziell F die endliche Familie
E={vy,...,0,} furo; € Vundn € Ny, F=(vy,...,0,) fiirv; € Vund n € Ny,
so schreiben wir auch (v, ..., 0,) oder so schreiben wir auch (v, ..., v,) oder
Lin(vy, ..., v,) oder Span(vy, . ..,0vy,) Lin(vy, ..., v,) oder Span(vy, . ..,vy,)
statt ({vy,...,0,}) oder Lin({oy, ..., 0,}) statt ((vy,...,0,)) oder Lin((oy,...,0,))
oder Span({vy, ...,0,}). oder Span((vy, . ..,0,)).
(ii) Gilt (E) =V, dann heif3t E eine erzeu-  (ii) Gilt (F) =V, dann heif3t F eine erzeu-
gende Menge'” oder ein Erzeugen- gende Familie®® oder ein Erzeugen-
densystem™ von V. densystem von V.

(iii) Falls eine endliche erzeugende Menge  (iii) Falls eine endliche erzeugende Familie
von V existiert, so heif’t V endlich von V existiert, so heif’t V endlich
erzeugt®”. erzeugt. A

Beachte: Bezeichnen wir mit R die Menge auf rechten Seite von (11.14), iber die der Durchschnitt
gebildet wird, dann ist (E) das Minimum der Menge R bzgl. der Inklusionshalbordnung und
auch das Minimum der Menge R bzgl. der Halbordnung ,ist Unterraum von® auf der Menge
aller Unterrdume von V.

Quizfrage 11.4: An der verkiirzten Schreibweise (v;, . . ., v,) kann man nicht mehr erkennen,
ob {vy,...,v,} als Menge oder (v, ..., v,) als Familie gemeint war. Warum ist das kein Problem,

4englisch: subspace generated by E, subspace spanned by E
Senglisch: linear hull

englisch: span

7englisch: generating set

Benglisch: generator

Yenglisch: finitely generated

*%englisch: generating family
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auch wenn Vektoren mehrfach vorkommen?

Quizfrage 11.5: Ist der Begriff eines endlich erzeugten Vektorraumes wohldefiniert, unabhéngig
davon, ob man mit erzeugenden Mengen oder mit erzeugenden Familien arbeitet?

Satz 11.16 (Darstellung des erzeugten Unterraumes, vgl. Satz 9.36).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (V, +, -) ein K-Vektorraum.

Ist E C V eine Teilmenge von Vektoren in V, Ist F = (v;);es eine Familie von Vektoren in V,
dann gilt firr den von E erzeugten Unterraum: dann gilt fiir den von F erzeugten Unterraum:

(E) = {Z o E, C E endlich, } (11.16) (F) = {Z a; v;

<z Yov € Ey (ay € K) &

Iy C I endlich,
Viely (a; € K)

}. (11.17)

Beachte: Der von einer Menge E (oder einer Familie F) erzeugte Unterraum ist also nicht anderes
als die Menge der Linearkombinationen von E (bzw. F).** Zur Erinnerung: Im Fall E; = 0 in
(11.16) bzw. Iy = 0 in (11.17) interpretieren wir die Linearkombination von null Elementen als
den Nullvektor 0. Insbesondere im Fall E = () ist also (E) = (@) = {0} der Nullunterraum von V,
und auch im Fall der leeren Familie F = () gilt (F) = (()) = {0}.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fir Mengen E und die Darstellung (11.16). Der Beweis
fiir den Fall (11.17) geht dhnlich. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge auf der rechten
Seite von (11.16) mit M. Wir fithren den Beweis analog zu Satz 7.50 (Darstellung der erzeugten
Untergruppe) in zwei Schritten.

Schritt 1: (E) 2 M: Es sei U ein beliebiger Unterraum von V, der im Durchschnitt (11.14)
vorkommt. U enthalt also E als Teilmenge. Da U ein Unterraum ist, enthalt U auch
alle Linearkombinationen von E. Also gilt U 2 M. Da dies fiir jeden beliebigen
Unterraum aus dem Durchschnitt in (11.14) gilt, gilt auch (E) 2 M.

Schritt 2: (E) € M: Wir zeigen zunéchst, dass M selbst ein Unterraum von V ist. Dazu iberprii-
fen wir das Unterraumkriterium (Satz 11.11). Offensichtlich ist M # (), denn M enthalt
mindestens den Nullvektor 0. Sind } ,cg, @y v und e, By v zwei Elemente aus M,
soistauch },cp, @ 0+ e, Bov ein Element aus M. (Quizfrage 11.6: Klar?) Zudem
ist fiir jedes @ € K auch a X ,ep, @0 = Xyef, @ @ v ein Element aus M. Also ist M
ein Unterraum von V. Zusétzlich ist klar, dass E C M gilt. (Quizfrage 11.7: Warum?)
Das heifit, M ist einer derjenigen Unterrdume von V, iiber die in der Definition von
(E) der Durchschnitt gebildet wird. Folglich gilt (E) € M. O

Beispiel 11.17 (lineare Hiille).

(i) Es seien K ein Korper und K" der Folgenraum iiber K, siehe Beispiel 11.12. Ein Element
von KY, also eine Folge (y,)nen mit Werten in K, heift die j-te Standardfolge (englisch:
standard sequence) fiir j € N, wenn y; = 1und y, = 0 fiir alle n # j gilt. Wir bezeichnen
die j-te Standardfolge auch mit dem Symbol e;.>?

?In manchen Biichern wird daher auch (11.16) als Definition des erzeugten Unterraumes verwendet.
??Sollten wir das n-te Glied der Folge e; bezeichnen miissen, so wiirden wir einen Doppelindex verwenden: ej ,.
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Die Menge E aller Standardfolgen erzeugt den Unterraum der endlich getragenen Folgen,
also (E) = (K™)go, siehe Beispiel 11.12. (Quizfrage 11.8: Warum erzeugen die Standard-
folgen nicht den ganzen Folgenraum K*'?)

Die Menge {ey, .. .,e,}, bestehend aus der ersten bis zur n-ten Standardfolge, n € N,
erzeugt den Unterraum derjenigen Folgen, deren Triiger in [ 1, n] liegt, die also nur an
den ersten n Stellen von 0 verschieden sein diirfen.

(ii) In einem Vektorraum V heif3t die lineare Hiille
(v) ={av|a € K}

eines einzelnen Vektors v # 0 eine Gerade (englisch: line) durch 0 und v. Die lineare
Hiille
(o,w) ={av+pw|a pcK}

von zwei Vektoren v, w # 0 mit w ¢ (v) heif3t eine Ebene (englisch: plane) durch 0, v
und w. (Quizfrage 11.9: Was passiert im Fall w € (v)?) A

Folgerung 11.18 (zu Satz 11.16: lineare Hiille von Vereinigung und Schnitt, vgl. Folgerung 7.53).
Es sei V ein Vektorraum.

Sind Ey, E; C V Teilmengen von Vektoren in V, Sind Fj, F, C V Familien von Vektoren in V,

dann gilt dann gilt
(E1 U Ez) = ((E1) U (Ez)) (11182) (|| F2) = ((F1) U (F2)) (11192)
(E1 N Ey) C ((Er1) N (Ey)) (Fiz) € ((F1) N (F))
= (E;) N {Ey). (11.18b) = (F)) N (F,). (11.19b)

Dabei ist Fy; diejenige Teilfamilie von Fj, deren
Mitglieder auch Mitglieder von F, sind.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen fiir Mengen, zunéchst (11.18a): Die lineare Hiille ist
offenbar ordnungserhaltend, d.h., es gilt E; C (E;) und E; C (E,). Daraus folgt E; U E; C
(E;) U (E3) und durch Bildung der linearen Hiille (E; U E;) C <<E1> U (E2)>.

Umgekehrt besteht (E;) nach Satz 11.16 gerade aus den Linearkombinationen von Ej, und
(E;) besteht aus den Linearkombinationen von E,. Das heif3t, ((El) U (E2)> besteht aus Line-
arkombinationen solcher Vektoren, die ihrerseits eine Linearkombination von E; oder eine
Linearkombination von E; sind. Mit Hilfe des Assoziativgesetzes (11.1a) erhalten wir, dass wir
jeden Vektor aus ((El) U <E2>> als Linearkombination von E; U E; schreiben kénnen, also folgt
<<E1> U <E2>> C (Ey U Ey).

Nun zum Beweis von (11.18b): Wegen E; C (E;) und E; C (E,) gilt E; N E; C (E;) N (E3). Da

(E;) N (E;) als Durchschnitt zweier Unterrdume bereits ein Unterraum ist (Lemma 11.14), folgt
<<E1> N <Ez>> = (Ey) N (Ey). o
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§ 12 LINEARE UNABHANGIGKEIT

In diesem Abschnitt geht es um die Begriffe der linearen Unabhingigkeit bzw. linearen Abhén-
gigkeit und ihre Konsequenzen.

Definition 12.1 (lineare (Un-)abhingigkeit).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Eine Menge E C V von Vektoren in V (i) Eine Familie F von Vektoren in V
heif3t linear unabhingig?3, wenn in heif3t linear unabhingig, wenn in
jeder Linearkombination von Vektoren jeder Linearkombination von Vektoren
aus E, die den Nullvektor ergibt, not- aus F, die den Nullvektor ergibt, not-
wendig alle Koeffizienten gleich 0 sind, wendig alle Koeffizienten gleich 0 sind,
wenn also fiir jede endliche Teilmenge wenn also fiir jede endliche Teilmenge
Ey C E gilt: Iy € I der Indizes gilt:

2%020 Za,-v,-zo

veEE, iely

= a,=0firallev e E,. (12.1) = o; =0furallei € I. (12.2)
(i) Wenn dagegen eine Linearkombinati- (i) Wenn dagegen eine Linearkombinati-
on von Vektoren aus E moglich ist, die on von Vektoren aus F moglich ist, die
den Nullvektor ergibt, wobei nicht alle den Nullvektor ergibt, wobei nicht alle
Koeffizienten gleich 0 sind, dann heif3t Koeffizienten gleich 0 sind, dann heif3t
die Menge E linear abhingig*. die Familie F linear abhangig. A

Erlauben wir Linearkombinationen der Form (11.10), so miissen wir die Definition 12.1 wie folgt
anpassen: Eine Menge E C V von Vektoren in V heif3t linear unabhingig, wenn in jeder
Linearkombination der Form (11.10) von n € N paarweise verschiedenen Vektoren aus E, die den
Nullvektor ergibt, notwendig alle Koeffizienten gleich 0 sind, wenn also fiir alle n € N gilt:

n
U1,...,0p € Emito; #0; firi# j und Zaﬂ)gzo
=1

= ay=0furallef=1,...,n.

(Quizfrage 12.1: Wie miisste die Definition fiir den Fall von Familien lauten, wenn Linearkom-
binationen der Form (11.11) zugelassen werden?)

Beispiel 12.2 (lineare (Un-)abhingigkeit).
N T 1) (1) (V2
(i) Die Teilmenge {(1) , (\/E) ,( )
abhéngig, denn es gilt

o a0 ()

)} des Vektorraumes R? iiber dem Kérper R ist linear

?3englisch: linearly independent
24englisch: linearly dependent
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(ii) Dieselbe Menge ist als Teilmenge des Vektorraumes R? iiber dem Kérper Q jedoch linear
unabhéngig, denn es gilt

oo o)) = a-ecao

(iii) Wir betrachten den K-Vektorraum KX der Funktionen X — K, wobei (K, +, ) ein Korper
und X eine Menge ist, siche Beispiel 11.3. Fiir y € X definieren wir die charakteristische
Funktion (englisch: characteristic function) e, : X — K durch®

1, fallsx=y,

0, fallsx #y. (123)

x> ey(x) = 0yy = {

Die Menge der charakteristischen Funktionen {e, | y € X} ist linear unabhéngig.

(iv) Es seien K ein Korper und K*' der Folgenraum iiber K, siehe Beispiel 11.12. Die Menge
der Standardfolgen {e; | j € N} C KY, siehe Beispiel 11.17, ist linear unabhingig. A

Bemerkung 12.3 (lineare (Un-)abhingigkeit).

(i) Die lineare (Un-)abhangigkeit ist eine Eigenschaft, die sich auf eine Menge oder eine
Familie von Vektoren bezieht. Sprechweisen wie ,Der Vektor v ist linear unabhéngig von
{v1, 02} sind nicht korrekt. Man kann aber beispielsweise sagen: ,Die Menge {v} U{v;, 02}
ist linear unabhangig.

(ii) Die Menge {v}, bestehend aus einem einzigen Vektor, ist genau dann linear unabhéangig,
wenn v # 0 ist. Eine analoge Aussage gilt fiir eine Familie (v) mit nur einem Mitglied.

(iii) Eine Menge oder Familie von Vektoren, die den Nullvektor enthalt, ist stets linear abhan-
gig.

(iv) Die leere Menge und die leere Familie von Vektoren sind per Definition linear unabhingig.

A

Lemma 12.4 (lineare (Un-)abhangigkeit von Teilmengen und Obermengen).
Es sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge E C V bzw. fiir eine Familie F = (v;);e; von
Vektoren in V gilt:

(i) Ist E linear unabhingig, dann auch (i) Ist F linear unabhingig, dann auch
jede Teilmenge von E. jede Teilfamilie von F.
(ii) Ist jede endliche Teilmenge von E line-  (ii) Ist jede endliche Teilfamilie von F
ar unabhéngig, dann auch E. linear unabhéngig, dann auch F.
(iii) Ist E linear abhingig, dann auch jede (iii) Ist F linear abhingig, dann auch jede
Obermenge von E. Oberfamilie von F.
Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition 12.1. O

*Das Symbol 6y ist das Kronecker-Delta (englisch: Kronecker delta). Allgemein ist die charakteristische
Funktion ey einer Menge A C X definiert als e4 (x) = 1fiir x € A und eg(x) = 0 fir x ¢ A.
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Im Folgenden fithren wir einige zur linearen Abhangigkeit bzw. Unabhingigkeit 4quivalente
Eigenschaften an. Wir beginnen mit der Feststellung, dass die lineare Abhéngigkeit einer Menge
bzw. einer Familie von Vektoren bedeutet, dass man einen der Vektoren als Linearkombination
der anderen darstellen kann:

Lemma 12.5 (lineare Abhangigkeit bedeutet Kombinierbarkeit).
Es sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge E C V bzw. fiir eine Familie F = (v;);e; von
Vektoren in V sind dquivalent:

(i) E ist linear abhingig. (i) F istlinear abhéngig.
(ii) Es gibt einen Vektor v € E, der als (ii) Es gibt einen Index i* € I, sodass v;-
Linearkombination der Teilmenge als Linearkombination der Teilfamilie
E\ {v} darstellbar ist. (vi)ien\ iy darstellbar ist.
Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Folgerung 12.6 (lineare Abhéngigkeit bedeutet Redundanz).
Es sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge E C V bzw. fiir eine Familie F = (v;);e; von
Vektoren in V sind dquivalent:

(i) E istlinear abhéngig. (i) F istlinear abhangig.
(ii) Es gibt ein v € E, sodass gilt: (ii) Es gibt einen Index i* € I, sodass gilt:
(E\ {v}) = (E). ((Ui)iel\{i*}> = ((vi)ier)-

Beachte: Ist eine erzeugende Menge (bzw. eine erzeugende Familie) eines Vektorraumes linear
abhingig, so kann man mindestens ein Element (bzw. ein Mitglied) aus der erzeugenden Menge
(bzw. Familie) entfernen, ohne den erzeugten Unterraum zu verkleinern.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fir Familien durch, der Beweis fiir Mengen geht analog.

Aussage (i) = Aussage (ii): Da F linear abhangig ist, gibt es nach Lemma 12.5 einen Index i*,
eine endliche Teilmenge I, C I \ {i*} und Koeffizienten ¢; fiir i € Iy, sodass

O = Z Q; 0; (12.4)

i€l

gilt. Es sei nun w € ((v;);er). Nach Satz 11.16 ist w dann eine Linearkombination von (v;);er,
d.h., es gibt eine endliche Teilmenge I; C I und Koeffizienten f;, i € I;, sodass

gilt.

Wir wollen zeigen, dass wir w auch ohne Verwendung von ;- linearkombinieren konnen. Falls
i* ¢ I liegt, dann ist w bereits als Linearkombination von (v;);ep (;+)} dargestellt und nichts zu
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zeigen. Liegt andererseits i* € I, so ersetzen wir das Vorkommen von v; mit Hilfe von (12.4):

w = Zﬂlvl Zﬁlvl"'ﬂl*vl*—Zﬂlvl"'Zﬂlalvl

i€l ieh\{i*} ieh\{i*} i€l

Also ist w auch bereits eine Linearkombination von (v;);ep\ {i+}, also w € {(v;)ien (i} )-

Aussage (ii) = Aussage (i): Der Vektor v+ ist Mitglied der Familie (v;);¢1, also gilt erst recht
v+ € {(0j)ier) und nach Voraussetzung v;+ € ((v;);ep (i+})- Nach Lemma 12.5 ist also F = (0;)er
linear abhangig. O

Das folgende Resultat stellt klar, dass die lineare Unabhéngigkeit einer Menge von Vektoren
aquivalent dazu ist, dass die Vektoren aus ihrer linearen Hiille eine i. W. eindeutige Darstellung
als Linearkombination besitzen:

Lemma 12.7 (lineare Unabhangigkeit und eindeutige Linearkombinationen).
Es sei V ein Vektorraum. Fir eine Teilmenge E C V bzw. fir eine Familie F = (v;);e; von
Vektoren in V sind dquivalent:

(i) E istlinear unabhangig. (i) F istlinear unabhangig.

(ii) Jeder Vektor v € (E) lasst sich in (ii) Jeder Vektor v € {(v;);ecr) lasst sich in
eindeutiger Weise (bis auf Summanden eindeutiger Weise (bis auf Summanden
mit Nullkoeffizienten) aus Vektoren mit Nullkoeffizienten) aus Vektoren
der Menge E linearkombinieren. der Familie F linearkombinieren.

Sind also Sind also
U=ZaUU=ZﬁUU U=Zai0i:Zﬁi0i
veEy veE, i€l iel
zwei Darstellungen von v mit endli- zwei Darstellungen von v mit endli-
chen Teilmengen Ey, E; C E, dann gilt chen Teilmengen Iy, [; C I, dann gilt
OCUZﬂU fﬁrvEEoﬂEl, (Xi:ﬁi fﬁriEI()ﬂIl,
a, =0 fﬁrUEEl\Eo, a;i=0 fﬁrie]l\Io,
ﬁUZO fﬁr()EEo\El. ﬁi:O fﬁrielo\ll.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen fiir Familien.

Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (v;);es linear unabhéngig und v € ((v;);er). Nach Satz 11.16
besteht ((v;);er) gerade aus den Linearkombinationen von (v;);¢;. Es gibt also eine endliche
Teilmenge Iy C I und Skalare a; € K, i € Iy mit der Eigenschaft v = }};¢ a;v;.

Zu zeigen ist noch, dass diese Darstellung i. W. eindeutig ist. Wir nehmen dazu an, dass

U:Zaivi:Zﬁjz}j

i€l jeh
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zwei Darstellungen von v als Linearkombination von (v;);¢r ist mit endlichen Indexmengen I
und [; sind. Dann ist auch Iy; = Iy U I; endlich. Wir ergénzen die Koeffizienten durch «; = 0 fiir
i€l \Ijund f; =0firie€ I \ I;. Dann haben wir

0O=v—-0= Zaivi— Zﬂivi = Z(Oti—ﬁi)vi-
i€l i€ly i€ln

Da nach Voraussetzung die Familie (v;);¢ linear unabhingig ist, muss o; — f; = 0 fiir alle i € I
gelten, also @; = f;. Das zeigt die Behauptung.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei I, C I eine beliebige endliche Teilmenge. Wir zeigen, dass
(vi)ici, linear unabhangig ist. Wir untersuchen dazu die Linearkombination

Zaivizo.

iel

Diese wird erreicht durch die Wahl von «; = 0 fiir alle i € I;. Nach Voraussetzung ist das auch
die einzig mogliche Wahl der Koeffizienten. Das heifit aber, dass (v;);cz, linear unabhéngig
ist. Da Ij eine beliebige endliche Teilmenge von I war, ist die gesamte Familie (v;);es linear
unabhingig (Lemma 12.4). O

Quizfrage 12.2: Wie kénnten wir die Aussage (ii) von Lemma 12.7 mit Hilfe von Linearkombi-
nationen der Form (11.10) formulieren?

Ende der Woche 8

§ 13 BAsIs uUND DIMENSION

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 3; Bosch, 2014, Kapitel 1; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 2.5; Janich, 2008, Kapitel 3

§ 13.1  BASIS EINES VEKTORRAUMES

In diesem Abschnitt beantworten wir die Frage, wie wir einen Vektorraum durch eine méglichst
kleine erzeugende Menge (oder erzeugende Familie) darstellen konnen und damit Redundanz
in der Darstellung vermeiden.

Definition 13.1 (Basis).
Es sei V ein Vektorraum.

Eine Menge B C V von Vektoren in V heifit  Eine Familie B von Vektoren aus V heifit eine
eine Basis®® von V, wenn B linear unabhin- Basis von V, wenn B linear unabhéngig ist
gig ist und (B) =V gilt. und (B) =V gilt. A

26englisch: basis
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Beachte: Eine Basis ist also eine linear unabhingige erzeugende Menge bzw. eine linear unab-
hiangige erzeugende Familie. Zur Unterscheidung sprechen wir auch von einer Basismenge
(englisch: basic set) bzw. einer Basisfamilie (englisch: basic family).

Beispiel 13.2 (Basis).
(i) Die leere Menge 0 ist die einzige Basis des Nullraumes {0} tiber jedem Korper K.

1 1
(ii) Die Menge E = {(1) , ( \/5) , (\f)} ist eine erzeugende Familie des R-Vektorraumes R2,

jedoch keine Basis, da sie linear abhangig ist, siehe Beispiel 12.2. Wenn wir ein beliebiges
Element aus E entfernen, so erhalten wir eine Basis von R2.

(iii) Im Standardvektorraum K" iiber einem Korper K (Beispiel 11.3) ist
{es,...,en} mite; = g « i-ter Eintrag (13.1)

eine Basis, genannt die Standardbasis (englisch: standard basis) von K".
(iv) {1,i} ist eine Basis des R-Vektorraumes (C, +, -).
(v) Fir den Q-Vektorraum R ist keine Basis explizit bekannt.

(vi) Es seien K ein Korper und K*' der Folgenraum iiber K, siche Beispiel 11.12. Die Menge B =
{e; | j € N} aller Standardfolgen ist eine Basis des Unterraumes der endlich getragenen
Folgen, also (B) = (K'')go, siehe Beispiel 11.17. Diese Basis wird die Standardbasis von
(K)o genannt. A

Satz 13.3 (Charakterisierung von Basen).
Es sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge B C V bzw. fiir eine Familie B = (v;);e; von
Vektoren in V sind dquivalent:

(i) Bist eine Basisvon V. (i) Bist eine Basis von V.

(ii) B ist eine maximale linear unabhin- (ii) B ist eine maximale linear unabhin-
gige Teilmenge von V.?7 Das heift: B gige Teilfamilie von V.? Das heift: B
ist linear unabhéngig, und jede echte ist linear unabhéngig, und jede echte
Obermenge von B ist linear abhéngig. Oberfamilie von B ist linear abhangig.

(iii) B ist eine minimale erzeugende Menge  (iii) B ist eine minimale erzeugende Fa-
von V.28 Das heift: B ist eine erzeugen- milie von V.3° Das heif3t: B ist eine

?7Genauer: B ist ein maximales Element bzgl. der Mengeninklusion (Definition 5.34) in der Menge der linear
unabhangigen Teilmengen von V.

28Genauer: B ist ein minimales Element bzgl. der Mengeninklusion in der Menge der erzeugenden Mengen
von V.
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de Menge, und jede echte Teilmenge erzeugende Familie, und jede echte

von B ist keine erzeugende Menge. Teilfamilie von B ist keine erzeugende
(iv) Jeder Vektor v € V ldsst sich auf ein- Familie.

deutige Weise (bis auf Summanden mit  (iv) Jeder Vektor v € V lasst sich auf ein-

Nullkoeffizienten) aus Vektoren der deutige Weise (bis auf Summanden mit

Menge B linearkombinieren. Nullkoeffizienten) aus Vektoren der

Familie B linearkombinieren.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussagen fiir Mengen.

Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei B eine Basis von V, d. h., B ist linear unabhingig und (B) = V.
Fir einen beliebigen Vektor v € V \ B gilt (BU {v}) = V. Aus Folgerung 12.6 (,Redundanz
bedeutet lineare Abhangigkeit®) folgt nun, dass B U {0} linear abhéngig ist.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Zu
zeigen ist, dass B ganz V erzeugt. Es sei dazu v € V beliebig. Nach Definition von (B) ist klar,
dass (B) 2 B gilt. (Quizfrage 13.1: Klar?) Wenn also v € B ist, dann auch v € (B), was zu
zeigen war. Wir konnen also von v € V '\ B ausgehen. Nach Voraussetzung ist BU {v} als echte
Obermenge von B linear abhéngig. Es existieren also eine endliche Teilmenge By € B und
Koeffizienten «, € K fiir v € By, sodass gilt:

Z ayv+ao =0,

veEBy

wobei nicht alle Koeffizienten gleich Null sind. Insbesondere ist @ # 0, denn sonst ware bereits
B linear abhangig, was der Voraussetzung widerspricht. Wir erhalten also

d. h., v'lasst sich in der Tat aus Elementen von B linearkombinieren. Damit ist (B) = V gezeigt.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei B eine Basis von V, d.h., B ist linear unabhéngig und
(B) = V. Aus Folgerung 12.6 (,Redundanz bedeutet lineare Abhéngigkeit®) folgt nun, dass B
keine redundanten Elemente enthilt, dass also fiir alle v € B gilt: (B \ {v}) C V.

Aussage (iii) = Aussage (i): Nach Voraussetzung haben wir (B) = V, und fiir alle v € B gilt:
(B\ {v}) ¢ V. Aus Folgerung 12.6 (,Redundanz bedeutet lineare Abhiangigkeit®) folgt daher,
dass B linear unabhéngig ist, also eine Basis.

Aussage (i) = Aussage (iv): Es sei B eine Basis von V, d. h., B ist linear unabhangig und (B) = V.
Aus Lemma 12.7 folgt, dass sich jedes v € (B) = V in i. W. eindeutiger Weise aus Elementen
von B linearkombinieren lésst.

Aussage (iv) = Aussage (i): Nach Voraussetzung lasst sich jeder Vektor v € V auf eindeutige
Weise (bis auf Summanden mit Nullkoeffizienten) aus Elementen von B linearkombinieren. Also
ist (B) = V, und aus Lemma 12.7 folgt, dass B linear unabhingig ist, also eine Basis von V. O

?9Genauer: Die Familie B ist ein maximales Element bzgl. der Ordnungsrelation ,,ist Teilfamilie von® in der
Menge der linear unabhangigen Familien in V.

3°Genauer: Die Familie B ist ein minimales Element bzgl. der Ordnungsrelation ,ist Teilfamilie von® in der
Menge der erzeugender Familien von V.
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Folgerung 13.4 (verschiedene Basen sind bzgl. der Inklusionshalbordnung nicht vergleichbar).
Es sei V ein Vektorraum.

Sind die Mengen By, B, C V zwei verschie-  Sind B; = (v;)ier, und B, = (w;);er, Familien

dene Basen von V, dann sind B; und B, bzgl. von Vektoren in V und sind die Mengen ihrer

der Halbordnung ,,C* nicht vergleichbar, d.h., Mitglieder E; = {v; |i € [} und E; = {w;|i €

es gilt weder B; C B, noch B, C By. L} verschieden, dann sind E; und E, bzgl. der
Halbordnung ,C“ nicht vergleichbar, d. h., es
gilt weder E; C E; noch E; C E;.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen. Die Annahme von B; ¢ B, oder von B; ¢ By fur
zwei Basen By, B; von V widersprache Aussage (ii) von Satz 13.3. O

Wir geben nun einige wichtige Resultate zur Existenz von Basen an. Das Hauptresultat — der
nachfolgende Basisergdnzungssatz — besagt, dass zwischen einer linear unabhangigen, aber
moglicherweise zu kleinen Menge (der erzeugte Unterraum ist nicht der ganze Vektorraum),
und einer erzeugenden Menge, die aber moglicherweise zu grof (linear abhingig) ist, immer
eine Basis liegt.

Satz 13.5 (Basiserginzungssatz34°C).
Es sei V ein Vektorraum.

Es sei A eine linear unabhangige Menge von Es sei A = (v;);e1, eine linear unabhéngige
Vektoren aus V und E eine erzeugende Men- Familie von Vektoren aus V und E = (v;);ey,
ge von V mit der Eigenschaft A € E.Dann  eine erzeugende Familie von V mit der Ei-
existiert eine Basis Bvon V mit A C B C E. genschaft Iy C Ig.3”* Dann existiert eine
Basis B = (v;)jer; von V mit Iy C Ig C Ig.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.

Wir betrachten die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen zwischen A und E, also
D ={D CV|ACDCE, sodass D linear unabhangig ist} € P(E) € P(V).

D ist bzgl. der Mengeninklusion eine halbgeordnete Menge. Wegen A € D ist D # (. Ziel ist
die Anwendung des Lemmas von Zorn 6.48.

Schritt 1: Jede totalgeordnete Teilmenge C C D besitzt eine obere Schranke S in D:

Wir zeigen, dass S = | Jcc¢ C eine obere Schranke (Definition 5.34) der Teilmenge C
in D ist.
Dazu zeigen wir zunéchst, dass S iiberhaupt Element von D ist:

(i) FiralleCeCC D gilt ACCCE, alsoauchA C JpoecC=S CE.

3'englisch: basis extension theorem
32 A ist also eine Teilfamilie von E.
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(ii) Weiter ist S linear unabhingig, denn: Es sei {cy,...,c,} C S eine endli-
che Teilmenge. Fir alle ¢; existiert C; € C mit ¢; € C;. C ist aber totalge-
ordnete Teilmenge, also existiert ein Maximum Cj der endlichen Teilmen-
ge {Cy,...,Cy} in C. Folglich gilt C; € Cy fur alle i = 1,...,n. Damit ist
{er, .. oseny € UL, Ci = Cx. Dabei ist Cx € C € D linear unabhéngig. Also
ist nach Lemma 12.4 auch die Teilmenge {cy, ..., ¢,} linear unabhangig.

Schlief3lich zeigt C € (Jpoee € = S fiir alle C € C, dass S tatséachlich eine obere
Schranke von C in D ist.

Schritt 2: Das Lemma von Zorn 6.48 zeigt nun, dass ein maximales Element B von D existiert.
Das heifit definitionsgeméf3: B ist linear unabhangig und erfiillt A € B C E. Es bleibt
zu zeigen, dass B tatsichlich ganz V erzeugt.

Falls B = E gilt, so ist V = (E) = (B) und der Beweis erbracht. Andernfalls gibt es
eina € E \ B, also gilt BU {a} 2 B. B ist aber ein maximales Element von D, also
kann B U {a} nicht zu D gehoren. Wegen A C BU {a} C E muss das daran liegen,
dass B U {a} linear abhéngig ist. Aus Folgerung 12.6 folgt also (B U {a}) = (B) und
insbesondere a € (B). Da dieses Argument fiir jedes a € E \ B gilt, folgt E \ B C (B),
und natiirlich gilt auch B C (B). Es folgt E C (B). Der Ubergang zur linearen Hiille
zeigt V = (E) C <(B)> = (B), aber natirlich gilt auch (B) € V, also (B) = V. O

Es folgen drei unmittelbare Folgerungen als Spezialfille des Basisergédnzungssatzes 13.5.

Der Fall A=0Qund E =V bzw. A = () und E = (v),ey ergibt:
Folgerung 13.6 (Basisexistenzsatz°C).
Jeder Vektorraum V besitzt eine Basismenge. Jeder Vektorraum V besitzt eine Basisfamilie.

Im Fall von A = @ bzw. A = () erhalten wir:
Folgerung 13.7 (Basisauswahlsatz°C).

Aus jeder erzeugenden Menge E eines Vektor- Aus jeder erzeugenden Familie F eines Vek-
raumes V lésst sich eine Basis auswahlen. torraumes V lasst sich eine Basis auswéhlen.

Und E =V bzw. E = (v),ey fihrt schlieBllich zu:
Folgerung 13.8 (Basiserginzungssatz°C).

Jede linear unabhangige Menge A eines Vektor- Jede linear unabhéngige Familie A eines Vektor-
raumes V kann zu einer Basismenge erweitert raumes V kann zu einer Basisfamilie erweitert
werden. werden.

Bemerkung 13.9 (zum Basiserginzungssatz 13.5).

(i) Der Beweis des Basisergdnzungssatzes 13.5 und seiner Folgerungen 13.6 bis 13.8 ist nicht
konstruktiv, d. h., wir kénnen ihn nicht zur Grundlage eines Verfahrens machen, um eine
Basis zu konstruieren. Beispielsweise konnen wir mit Hilfe dieser Resultate keine konkrete

166 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

Basis von R als Q-Vektorraum (Beispiel 11.3) konstruieren, obwohl eine solche existiert.A°C
(Quizfrage 13.2: Ist eine Basis des Q-Vektorraumes R abzéhlbar oder tiberabzéhlbar?)

(ii) Wenn der Vektorraum V jedoch endlich erzeugt ist, wenn es also eine endliche erzeugende
Menge oder Familie gibt, dann lasst sich der Basisergdnzungssatz 13.5 konstruktiv und
ohne Verwendung des Zornschen Lemmas beweisen, indem man die linear unabhéngige
Menge A Schritt fiir Schritt durch einzelne Elemente von E erginzt oder alternativ Schritt
fur Schritt einzelne Elemente von E \ A entfernt. Das heifit, auch die Folgerungen 13.6
bis 13.8 bendtigen in diesem Fall das Auswahlaxiom nicht. A

Lemma 13.10 (Basis endlicher kartesischer Produkte).
Es seien K ein Korper und n € Ny. Weiter sei V = X;’Zl V; der Produktraum der K-Vektorraume
Vi s Vi

Ist B; eine Basismenge von V; fir j =1,...,n, IstB; = (Ui)iejj eine Basisfamilie von V; fiir
dann ist j=1,...,n,dann ist

n

LJ{(0,....0, 0 ,0,...,0) [0 e B}} 7,(0,...,0, 0;,0,..., 0)er,

j=1 ——

Position j im Tupel Position j im Tupel

eine Basismenge von V. eine Basisfamilie von V.

(Quizfrage 13.3: Gilt ein dhnliches Resultat auch fiir unendliche Produkte von Vektorriu-
men?)

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

§ 13.2 DIMENSION EINES VEKTORRAUMES

Wir kommen nun zum wichtigen Begriff der Dimension, der in gewissem Sinne die ,,Grofle”
eines Vektorraumes beschreibt. Da sich dieser am Begriff der Basis orientiert, werden wir die
Existenz von Basen voraussetzen miissen.

Definition 13.11 (Dimension eines Vektorraumes).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V eine endliche Basismenge B (i) Wenn V eine endliche Basisfami-
der Kardinalitiat n € N besitzt, so sa- lieB = (v;)jeymit#] = n € Ny
gen wir, V habe endliche Dimension Mitglieder besitzt, so sagen wir, V
33, genauer: die Dimension3 n, in habe endliche Dimension, genau-
Symbolen: dim(V) = n. er: die Dimension n, in Symbolen:

dim(V) = n.

(ii) Wenn V keine endliche Basisfamilie

(ii) Wenn V keine endliche Basismenge

33englisch: finite dimension
34englisch: dimension

https://tinyurl.com/scoop-la 167


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

besitzt®, so sagen wir, V habe unend- besitzt?’, so sagen wir, V habe un-
liche Dimension3°, in Symbolen: endliche Dimension, in Symbolen:
dim(V) = oo. dim(V) = oo. A

Zur Verdeutlichung, welcher Kérper K verwendet wird, schreiben wir manchmal auch dimg (V).
Beispielsweise gilt dimg (R) = 1, aber dimg(R) = co.

Bevor wir mit dem Begriff der Dimension arbeiten, muss noch sichergestellt werden, dass dieser
wohldefiniert ist, denn ein Vektorraum besitzt i. A. viele verschiedene Basen. Wir werden dazu
beweisen, dass in dem Fall, dass ein Vektorraum eine endliche Basismenge besitzt, alle seine
Basismengen endlich sind, und zwar alle mit dieselben Kardinalitdt (Bemerkung 13.15).

Lemma 13.12 (Austauschlemma).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K.

Die endliche Menge B = {vy,...,0,} sei Die endliche Familie B = (vy,...,v,) sei eine
eine Basis von V und #B = n € N,.3® Ist Basis von V mitn € No. Istw = Y7, ;0
w = )1, a; v; mit Koeffizienten o; € Kund  mit Koeffizienten o; € K und gilt a; # 0
gilt a; # 0 fir den Index j € [1,n], dannist fiir den Index j € [[1,n], dann ist auch By =
auch By = {v1,...,0j_1, W,0j41,...,0p} eine (01,...,0j-1, W,0j41, .. .,0,) eine Basis von V.
Basis von V.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.

Da es bei einer Basismenge auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt, nehmen wir aus
Bequemlichkeit und 0.B.d. A. an, dass j = 1ist. Aus w = },.; @; v; mit oy # 0 folgt

n
v = al_l(w - Z a; vi). (13.2)
i=2

Schritt 1: Wir zeigen: (By) = V.

Es sei dazu v € V. Da B eine Basismenge ist, gibt es Koeffizienten f;,..., 5, € K,
sodass v = ), f; v; gilt. Durch Einsetzen von (13.2) folgt

n

U=ﬁ1“fl(W—Zai0i)+iﬁi0i

i=2

n n
=p a;lw - B a;l Z a;v; + Z Biv; nach Distributivgesetz (10.1a) in K

i=2 i=2

n
=Prog'w+ Z(ﬁi — proy ei) o;
i=2

35Das kann bedeuten, dass V iiberhaupt keine Basismenge besitzt (was ohne das Auswahlaxiom der Fall sein
kann) oder dass jede Basismenge von V eine unendliche Menge ist.

36englisch: infinite dimension

37Das kann bedeuten, dass V iiberhaupt keine Basisfamilie besitzt (was ohne das Auswahlaxiom der Fall sein
kann) oder dass jede Basisfamilie von V eine unendliche Familie ist.

38Das heifit also, dass die Vektoren vy, . . ., vy, paarweise verschieden sind.
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nach Kommutativgesetz und Distributivgesetz (10.1b). Damit ist gezeigt, dass in der
Tat (By) = (w,0z,...,0,) =V gilt.

Schritt 2: Wir zeigen: By ist linear unabhéngig.

Wir betrachten dazu

n
,B1W+Z,Bi0i=0
i=2

n n
= ﬁlzaivi+2ﬁivi=0
i=1 i=2
n
= ,310{101+Z(/31ai+/3i)0i:0.
i=2

DaB = {vy,...,0,} linear unabhéngig ist, ist das nur méglich, wenn alle Koeffizienten
gleich Null sind, also

ﬁ1a1=0 und ﬂlai+ﬁi:0fﬁri:2,...,n.

Wegen a; # 0 muss f = 0 sein, woraus dann weiter f; = ... = f, = 0 folgt. Das
heif3t aber, dass By = {w, vy, . .., v, } linear unabhéngig ist. m]

Satz 13.13 (Austauschsatz von Steinitz3).
Es sei V ein Vektorraum.

Die endliche Menge B = {vy,...,0,} sei Die endliche Familie B = (vy,...,v,) sei eine
eine Basisvon V mit #B = n € Ny. Ist A = Basis von V mitn € Ny. Ist A = (ay,...,am)
{ay,...,an,} eine weitere linear unabhéngige eine weitere linear unabhangige Familie in V
Menge in V mit #A = m € Ny, dann gilt: mit m € Ny, dann gilt:
(i) m< n (i) m< n
(if) Es gibt eine (n — m)-elementige Teil- (ii) Es gibt eine Teilfamilie D von B mit
menge D von B, sodass By = AU D (n —m) Mitgliedern, sodass By = A || D
ebenfalls eine Basis von V ist. Es gilt ebenfalls eine Basis von V ist. By hat
#By = n. n Mitglieder.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen, und zwar mit Hilfe vollstdndiger Induktion nach
der Méchtigkeit m = #A € Ny. Den Induktionsanfang setzen wir bei m = 0. Dann ist A = 0, und
Aussage (i) gilt wegen m = 0 < n, und Aussage (ii) gilt mit D = B.

Es sei nun m > 1, und es gelten Aussagen (i) und (ii) bereits fir m — 1. Da {ay,...,an}
linear unabhéangig ist, ist auch {ay, . . ., an—1} linear unabhangig. Nach Induktionsannahme gilt
m —1< n,und es existiert D = {v;,,...,v;,} C B, sodass By = {ay, ..., am-1,0i,,...,0;,} eine

Basis von V ist.

Falls nun m — 1 = n wire, also D = 0, dann wére bereits {ay, ... an_1} eine Basis von V. Nach
dem Satz 13.3 iiber die Charakterisierung von Basen hiefle das aber, dass {aj, ... ay,} linear

39englisch: Steinitz exchange theorem
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abhéngig wire, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt also m — 1 < n, also m < n. Damit
ist der Induktionsschritt fiir Aussage (i) gezeigt. Da B; eine Basis von V ist, konnen wir jeden
Vektor, insbesondere a,,, durch die Basiselemente linearkombinieren. Es gibt also Skalare «;,

j=1,...n,sodass gilt:
m—1 n
am = Zajaj+2ajvij.
Jj=1 Jj=m

Wiren alle a,,, = a1 = ... ap = 0, so wiirde das die lineare Abhéngigkeit von A = {ay,...,a;}
zeigen, im Widerspruch zur Voraussetzung. Demzufolge gibt es einen Index j € [m, n] mit
a;j # 0. Nach dem Austauschlemma 13.12 ist By = By \ {v;;} U {a;s} eine Basis von V. Die
Kardinalitit von By ist #By < #B; — 1+ 1 < n. Wire a,, € By \ {Ul'j}, dann wurde aus

gl

n
0= ajaj+Zajvij—am
Jj=m

J

1l
—_

folgen, das B; linear abhingig ist, im Widerspruch zur Basiseigenschaft von B;. Somit folgt
#B = n, was den Induktionsschritt fiir Aussage (ii) zeigt. O

Folgerung 13.14 (endliche Basen sind gleichméchtig).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V endlich erzeugt ist, dann be- (i) Wenn V endlich erzeugt ist, dann
sitzt V eine Basismenge. Jede Basis- besitzt V eine Basisfamilie. Jede Ba-
menge von V endlich, und alle Basis- sisfamilie von V ist endlich, und alle
mengen sind gleichméchtig. Basisfamilien sind gleichméachtig.

(ii) Wenn V nicht endlich erzeugt ist, dann  (ii) Wenn V nicht endlich erzeugt ist, dann

ist jede Basismenge von V unendlich. ist jede Basisfamilie von V unendlich.
40 40

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.

Aussage (i): Wenn V endlich erzeugt ist, dann gibt es eine endliche erzeugende Menge und nach
Basisergénzungssatz 13.5 damit auch eine endliche Basis B von V, sagen wir mit Méachtigkeit
#B = n € Njy. Es sei By eine weitere (moglicherweise unendliche) Basis von V. Insbesondere
jede endliche Teilmenge B; C By ist dann ebenfalls linear unabhangig, und nach Satz 13.13 ist
#B; < n. Damit muss By selbst endlich sein mit #By < n = #B. Durch Tausch der Rollen von B
und B folgt auch #B < #B,, also zusammen #B = #B,.

Aussage (ii): Ware B eine endliche Basis, dann wére insbesondere B eine endliche erzeugende

Menge des Vektorraumes V. Der Vektorraum V wére damit endlich erzeugt, im Widerspruch
zur Voraussetzung. o

Bemerkung 13.15 (Dimensionsbegriff fur Vektorraume).

4°0Ohne das Auswahlaxiom heifit das nicht, dass eine Basis iiberhaupt existiert.
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(i) Folgerung 13.14 zeigt, dass der Dimensionsbegriff aus Definition 13.11 wohldefiniert ist,
wobei wir der Einfachheit halber nicht zwischen verschiedenen Unendlichkeiten unter-
schieden haben. Sogar fiir unendlich-dimensionale Vektorraume gilt aber, dass je zwei
Basen gleichmichtig sind.*°C Daher konnten wir fiir die Dimension von Vektorraumen
genauer auch Kardinalzahlen (Definition 6.31) verwenden und dadurch verschiedene
Unendlichkeiten unterscheiden.

(ii) Der Beweis von Folgerung 13.14 verwendet den Basiserganzungssatz 13.5, jedoch nur die
Version fiir endlich-dimensionale (endlich erzeugte) Vektorrdume, die ohne das Zornsche
Lemma und damit ohne das Auswahlaxiom auskommt. A

Beispiel 13.16 (Dimension eines Vektorraumes).

(i) Der als ,Standardvektorraum K" der Dimension n“ bezeichnete Vektorraum tiber einem
Korper K (Beispiel 11.3) hat tatsiachlich die Dimension n € Ny, da die Standardbasis
{e1,...,en} bzw. (ey, ..., e,) die n paarweise verschiedenen Elemente bzw. Mitglieder hat
(Beispiel 13.2).

(ii) Es gilt dimg(R) =1 und dimg(R) = co.
(iii) Es gilt dimg(C) = 1und dimg (C) = 2. Eine Basismenge fiir den R-Vektorraum C ist {1, i}.
(iv) Der Nullraum {0} ist iiber jedem Korper der einzige Vektorraum der Dimension 0.

(v) Der Folgenraum K™ iiber einem Kérper K hat unendliche Dimension. Auch der Unterraum
(K™)go der endlich getragenen Folgen hat unendliche Dimension, da die (abzihlbar)
unendliche Menge B aller Standardfolgen eine Basis von (K™ ), bildet (Beispiel 11.17).

Der Unterraum der Folgen, deren Tréger in [[1, n] liegt, hat Dimension n, da die Stan-
dardfolgen {ej, ..., e, } eine Basis bilden. A

Folgerung 13.17 (Dimension, Unterrdume und lineare Unabhéingigkeit).
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € Nj.

(i) Ist A C V eine linear unabhéngige (i) Ist A = (v;)ies eine linear unabhéngige
Menge, dann gilt #A < n. Familie in V, dann gilt #I < n.

(if) A C V ist genau dann eine Basis (ii) Eine Familie A = (v;);¢7 in V ist genau
von V, wenn A linear unabhéngig ist dann eine Basis von V, wenn A linear
und #A = n gilt. unabhéngig ist und #I = n gilt.

(iii) Fir jeden Unterraum U von V gilt: 0 < dim(U) < dim(V).
(iv) Fir jeden Unterraum U von V ist U = V genau dann, wenn dim(U) = dim(V) gilt.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.

Aussage (i): Nach Basisergdnzungssatz 13.5 existiert eine Basis B von V mit A € B. Nach
Folgerung 13.14 ist #B = n und daher #A < n.

Aussage (ii): Ist A eine Basis von V, dann ist A definitionsgeméaf linear unabhéngig, und nach
Folgerung 13.14 gilt #A = dim(V)) = n. Ist umgekehrt A linear unabhéngig und #A = n, so gilt
fiir jede Basis B 2 A von V einerseits #B > #A, andererseits aber #B = dim(V) = n. Also muss
B = A sein, d. h., A ist bereits eine Basis.
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Aussage (iii): Ist A eine Basis des Unterraumes U von V, dann ist A linear unabhéngige Teilmenge
von U und damit auch von V. Aus Aussage (i) folgt dim(U) = #A < n = dim(V).

Aussage (iv): Ist U = V, dann gilt dim(U) = dim(V'). Nun gelte andererseits dim(U) = dim(V),
und es sei A eine Basis von U. Dann ist A linear unabhingige Teilmenge von U und damit auch
von V. Es gilt #A = dim(U) = dim(V') = n. Aus Aussage (ii) folgt, dass A auch eine Basis von V
ist,also gilt U = (A) = V. O

Lemma 13.18 (Dimension des endlichen kartesischen Produkts endlich-dimensionaler Vektor-
rdume).

Es seien K ein Korper und Vj, ..., V,, K-Vektorrdume endlicher Dimension fiir n € Nj. Dann
besitzt der Produktraum (Definition 11.4) die Dimension

dim(>n< V,-) - Zn: dim(V;). (13.3)
=1

i=1

Beweis. Das Resultat folgt sofort aus Lemma 13.10, weil sich die Kardinalitét einer Basis von
X, Vi als Summe der Kardinalitaten der Basen von V;, i =1,..., n, ergibt. m]

Abschlieflend betrachten wir die Frage, wieviele Elemente (Vektoren) ein Vektorraum besitzt.

Bemerkung 13.19 (Méachtigkeit von Vektorraumen).

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K.

(i) Hat der Vektorraum V unendliche Dimension, dann besitzt er auch unendliche viele
Elemente. Besaf3e er nur endlich viele Elemente, dann gébe es auch ein endliches Erzeu-
gendensystem.

(ii) Gilt dim(V) = 0, dann gilt V = {0}, V hat also genau ein Element, und zwar unabhingig
vom Korper K.

(iii) Gilt dim(V) € N, dann kommt es auf die Machtigkeit des Korpers K an: Ist K endlich,
dann besteht der Raum V aus genau (#K)%™(V) verschiedenen Vektoren. Ist K dagegen
unendlich, dann ist auch V unendlich. A

Ende der Vorlesung 17

§ 14 SUMMEN VON UNTERRAUMEN

Literatur: Bosch, 2014, Kapitel 1; Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.6
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§ 14.1  SUMMEN VON ZWEI UNTERRAUMEN

Aus Lemma 11.14 wissen wir, dass der Durchschnitt U N W zweier Unterraume U, W eines Vek-
torraumes V wieder ein Vektorraum ist. Die Vereinigung U U W ist jedoch i. A. kein Unterraum
von V.4

Statt U U W konnen wir aber den kleinsten Unterraum von V betrachten, der U U W enthalt,
also den von U U W erzeugten Unterraum (U U W):

Lemma 14.1 (die lineare Hiille der Vereinigung zweier Unterrdume ist die Summe, vgl. Folge-
rung 7.52 fiir Gruppen).

Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterraume von V. Dann gilt

UuUwW)y=U+W. (14.1)

Die Menge U + W ist zu verstehen im Sinne der Bemerkung 7.20, alsoalsU + W = {u+w|u €
U, w € W} U+ W heifit die Summe der Unterrdume U und W (englisch: sum of two
subspaces).

Beweis. Aus Satz 11.16 wissen wir, dass M = (U U W) tibereinstimmt mit der Menge aller
Linearkombinationen von U U W. Wir zeigen nun in zwei Schritten, dass M = U + W gilt.

Schritt 1: In der Tat sind die Elemente u+w von U + W auch Linearkombinationen von U U W,
namlich 1u +1w. Also gilt U + W € M.

Schritt 2: Ist umgekehrt v € M, dann hat v als Linearkombination von U U W eine Darstellung
der Form

mit endlichen Teilmengen Uy € U und W, € W und Koeffizienten a,, ,, € K. Da U
und W Unterrdume sind, ergibt die erste Summe wieder ein Element von U, und die
zweite Summe ergibt ein Element von W. Das zeigt M C U + W. O

Bemerkung 14.2 (,Unterraum sein” ist eine Ordnungsrelation, vgl. Bemerkung 10.9 zu Unter-
korpern).

(i) Die Relation ,ist Unterraum von® ist eine partielle Ordnung auf der Klasse aller Vektor-
raume (iber beliebigen Korpern).

(ii) Insbesondere ist die Menge aller Unterrdume eines bestimmten Vektorraumes V durch
die Unterraumhalbordnung partiell geordnet. Diese Ordnung stimmt mit der Inklusions-
halbordnung iiberein.

42Tats#chlich gilt: U U W ist genau dann ein Unterraum, wenn U € W oder W C U gilt (Ubung). Ein analoges
Resultat gilt auch fiir Untergruppen (Ubung), Unterringe und Unterkdrper.
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(iii) Fiur Unterrdaume U und W von V ist U N W das Infimum von {U, W} (Definition 5.34)
und U + W das Supremum von {U, W}. Genau dann, wenn U C W oder W C U gilt, ist
das Infimum von {U, W} ein Minimum und das Supremum ein Maximum von {U, W }.
(Quizfrage 14.1: Wie lauten entsprechende Aussagen fiir Untergruppen, Unterringe und
Unterkorper?) A

Satz 14.3 (Dimension der Summe von zwei Unterraumen).
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei endlich-dimensionale Unterrdume von V. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W). (14.2)

Beweis. U N W ist ebenfalls ein endlich-dimensionaler Unterraum von V, besitzt also eine

endliche Basisfamilie (vy, . . ., v,) mit m = dim(UNW) € Ny. Nach dem Basiserginzungssatz 13.5
kann diese Basis einerseits zu einer Basis von U und andererseits zu einer Basis von W ergénzt
werden. Es gibt also eine Familie (uy, ..., ux) von Vektoren in U und eine Familie (wy, ..., w;)

von Vektoren in W mit k, £ € Ny, sodass

By = (vy,...,0m, Uy,...,ux) BasisvonU
und By = (vy,...,0m, Wy,...,w,) Basisvon W
ist. Wir zeigen nun, dass B = (vy,...,0m, U, ..., Uk, Wi, ..., wy) eine Basis von U + W ist.

Offenbar ist B eine erzeugende Familie von U + W. Die lineare Unabhéngigkeit von B zeigen
wir wie folgt: Wir setzen die Linearkombination

an mit Koeffizienten a;, fi,; € K. Definieren wir u = ¥ a;0; + XX, f; u; € U, so gilt

I3
u=) (-r)wi €W,
i=1

also u € U N W. Wir haben also

einerseits u € U =01, ..., 0m, Uly...,U)
und andererseits u € UNW = (vy,...,0m).
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (Lemma 12.7) folgt f; = ... = fx = 0. Es gilt also
m 4
Zazvi"‘Z}/iWi =0,
i=1 i=1
undda By = (vy,...,0m, Wy,..., wp) eine Basisist, folgtoy =... =ap =0undyy =... =y, = 0.

Das zeigt die lineare Unabhangigkeit von B, also ist B tatsichlich eine Basis von U + W.

Die Behauptung (14.2) folgt nun aus

m+k+t = m+k + m+f - m. O
————— N—— N—— N——
dim(U+W) dim(U) dim(W) dim(UNW)
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Beispiel 14.4 (Summe von zwei Unterraumen).
(i) Fur die Unterrdume
U=((1)) und W=((}))
von R? gilt
U+w=((1).(4))=R* und Unw={({)}.

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W) .

~—_—  —

(ii) Fir die Unterrdume

von R? gilt

o= (M) == s vow=((}))

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt

dm(U + W) = dim(U) + dim(W) — d&im(U N W) .
———— ———— e N
3 2 2 1

(iii) Fur die Unterraume
U={(eesese) und W = ey eqe5)
des Vektorraumes V der Folgen mit Trager in [ 1, 6] tiber einem beliebigen Kérper (K, +, -)

gilt
U+W = (e, ez, e3,eq,e5,66) =V und UNW = (ey).

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(U N W) . A
N— ——— e N
6 4 3 1

Definition 14.5 (direkte Summe von zwei Unterraumen).
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. Die Summe U + W heifit direkt
(englisch: direct sum), wenn U N W = {0} gilt. In dem Fall schreiben wir auch U @ W. A

Beispiel 14.6 (direkte Summe von zwei Unterrdumen).
Von den Beispielen in Beispiel 14.4 ist nur

((e((h)=r

eine direkte Summe. (Quizfrage 14.2: Woran erkennt man das?) A
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Satz 14.7 (Charakterisierung direkter Summen von zwei Unterrdumen).
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterraume von V. Dann sind dquivalent:

(i) V=UeoW.
(if) Fur alle v € V existieren eindeutige Vektoren u € U und w € W, sodass v = u + w gilt.
Sind U und W endlich-dimensional, dann sind diese Aussagen desweiteren dquivalent zu
(iii) dim(V) = dim(U) + dim(W) und dim(U N W) = 0.
Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): V = U @ W heif}t insbesondere V = U + W. Fiir gegebenes

v € V gibt es also Vektoren u; € U und w; € W, sodass v = u; + w; gilt. Gilt nun ebenfalls
v = uy + w; fiir u; € U und w, € W, dann gilt

ul—uzzwz—wleUﬂWZ{O}

nach Voraussetzung. Daher muss u; = u; und wy; = w, sein.

Aussage (ii) = Aussage (i): Aus der Voraussetzung folgt sofort V.= U + W. Zu zeigen ist
Unw ={0}.

Firo € U N W folgt aus
v=0+0 mitoe U, 0 e W

v=0+v0 mit0e U, veW
und der Eindeutigkeit der Zerlegung, dass v = 0 sein muss, also gilt tatsachlich U N W = {0}.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es gilt

dim(V) = dim(U + W) da V = U + W nach Voraussetzung
= dim(U) + dim(W) — dim(U N W) nach Dimensionsformel (14.2)
= dim(U) + dim(W) - 0 da U N W = {0} nach Voraussetzung.

Aussage (iii) = Aussage (i): Es gilt

dim(V) = dim(U) + dim(W) nach Voraussetzung
=dim(U + W) + dim(U N W) nach Dimensionsformel (14.2)
=dim(U+W)+0 nach Voraussetzung.

U + W ist also ein Unterraum von V maximaler Dimension und damit identisch zu V. Auflerdem
zeigt dim(U N W) = 0, dass U N W = {0} gilt, siehe Beispiel 13.16. O

Satz 14.8 (direkte Summe von zwei Unterraumen und disjunkte Zerlegung einer Basis).
Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist B eine Basismenge von V und bil- (i) Ist B = (v;)ics eine Basisfamilie von V
den die Mengen By, B, eine disjunkte und bilden die Mengen I, I; eine dis-
junkte Zerlegung von I, dann gilt
V = (By) @ (B.) fur die Teilfamilien
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Zerlegung?®3 von B in Teilmengen, Bi = (v)ier, und By = (v;)jel,-

dann gilt V' = (By) ® (By). (ii) Sind U, U; Unterrdume von V mit
(ii) Sind U, U; Unterrdume von V mit zugehorigen Basisfamilien By, B, und

zugehorigen Basismengen By, B, und gilt V. = U; @ Uy, so ist B; || B eine

gilt V.= U; & U,, so ist B; U B, eine Basisfamilie on V.

Basismenge von V.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.
Aussage (i): Wir zeigen zunachst V = (B;) + (B;). Es gilt
V = (B) B ist Basis von V

= (B; UBy) nach Voraussetzung
= ((B1> U (Bz>> nach Folgerung 11.18
= (B;) + (Bs) nach Lemma 14.1
cV.

Damit gilt tiberall Gleichheit und insbesondere (B;) + (B;) = V.

Es bleibt (B;) N (B;) = {0} zu zeigen. Nehmen wir also v € (B;) N (B;) an, d. h. es gilt
v = Z a0 = Z PBuo
Z)EBLO UEBZ,O
fiir geeignete endliche Teilmengen By C By und Bz € B, und Koeflizienten a,, f,. Es folgt
0= Z Qay v+ Z (=po) 0.
Z)GBLO UEBZ,O

Da B = B; U B; eine Basis ist, ist auch die Teilmenge By U By linear unabhéngig. Wegen
B; N By = 0 gilt auch By N By = 0, also sind die beteiligten Vektoren paarweise verschieden.
Daraus folgt a, = 0 fiir alle v € By und f, = 0 fiir alle v € B, . Das heif3t aber v = 0 und damit

(B1) N (By) = {0}.

Aussage (ii): Es seien nun Uj, U; Unterraume von V mit Basismengen By, B,. Wir nehmen
V = U; @ U; an. Wir miissen zeigen, dass B; U B; linear unabhéngig ist und ganz V erzeugt.
Letzteres folgt aus

(B1UBy) = ((Bl> U (B2>> nach Folgerung 11.18

=({U; Uly) da B; Basis von U; und B, Basis von U, ist
=U; + U, nach Lemma 14.1
=V nach Voraussetzung.

Um die lineare Unabhingigkeit von B; U B, zu zeigen, sei nun By € B; U B, eine endliche
Teilmenge. Wir kénnen B als disjunkte Zerlegung By = By U By schreiben, wobei By C B;
und By € B; endliche Teilmengen sind. Wir betrachten nun die Linearkombination

Z ay v+ Z Pov=0 bzw. u = Z apv = Z (=fo) v = uy.

Z)EB]’() ZJEBZ,() Z)EB]’O UEBZ’()

43Wir benutzen nicht das Wort ,Partition (Definition 5.24), da B; = 0 oder By = 0 erlaubt ist.
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Dabei gehort uy zu U; und uy zu U,. Wegen Uy N U, = {0} folgt u; = u, = 0, beide Linearkombi-
nationen ergeben also den Nullvektor. Da aber B; und B, als Basen linear unbhéngig sind, folgt
weiter a, = 0 fiir alle v € By und f, = 0 fiir alle v € By . Damit ist gezeigt, dass B; U B; in der
Tat linear unabhéngig ist. O

Wir halten die Situation aus Satz 14.8, bei der zwei Unterrdume in direkter Summe den ganzen
Raum ergeben, in folgender Definition fest:

Definition 14.9 (komplementérer Unterraum, Kodimension).
Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.

(i) Ein Unterraum W von V heif}t ein zu U komplementirer Unterraum (englisch: com-
plementary subspace) oder ein Komplement (englisch: complement) von U in V, wenn

V=Ue&W gilt.
(ii) Die Dimension dim(W) eines zu U komplementiren Unterraumes W heifit die Kodi-
mension (englisch: codimension) von U in V, kurz: codim(U). A

Beachte: Komplementire Unterrdume eines Vektorraumes sind i. A. nicht eindeutig. Im Fall
U =V jedoch ist der einzige zu U komplementare Unterraum der Nullraum {0}, und im Fall
U = {0} ist der einzige zu U komplementare Unterraum der Raum V selbst.

Beachte: Komplementaritat ist eine symmetrische Relation: Ein Unterraum W von V ist genau
dann zu U komplementar, wenn U zu W komplementar ist.

Beachte: Die Kodimension von U in V ist wohldefiniert°C, denn sind W; und W; zwei zu U
komplementire Unterraume von V, dann gibt es nach dem Basisexistenzsatz 13.62°C zugehorige
Basisfamilien By von U bzw. B; von W; und B; von W, sodass die Konkatenation By || B; bzw.
By || By jeweils eine Basisfamilie von V ist (Satz 14.8). Da alle Basen von V gleichmachtig sind
(Bemerkung 13.154°C), folgt, dass B; und B, gleichmichtig sind.
Folgerung 14.10 (Existenz eines komplementiren Unterraumes”°C).

Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Dann existiert ein weiterer Unterraum W
von V, sodass V = U @ W gilt. Es gilt*

dim(V) = dim(U) + dim(W) = dim(U) + codim(U). (14.3)

Beweis. Es sei By = (v;)icr, eine Basisfamilie von U. Aus dem Basisergédnzungssatz 13.5 folgt
die Existenz einer Oberfamilie B = (v;);cy,, die eine Basis von V ist. Dann ist die Familie
By = (v;)ierp\1, linear unabhéngig, und W = (By) ist nach Satz 14.8 ein Unterraum mit der
gesuchten Eigenschaft.

Die Dimensionsformel (14.3) folgt direkt aus der Addition der Kardinalitidten der Indexmengen
dieser Basen. |

Folgende Konstellationen sind fiir komplementére Unterrdume U @ W = V moglich:

44Hierbei gilt 0o + k = k + 00 = 00 + 00 = oo fiir k € Nj.
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dim(U) dim(W) dim(V)
endlich endlich endlich

oo endlich o0
endlich %) 00
(oe) [oe] [oe]

In endlich-dimensionalen Rdumen kénnen wir eine Version von Folgerung 14.10 formulieren,
deren Beweis ohne das Auswahlaxiom auskommt:

Folgerung 14.11 (Kodimension in endlich-dimensionalen Vektorraumen).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Unterraum von V. Dann existiert
ein weiterer Unterraum W von V, sodass V = U @ W gilt. Es gilt

codim(U) = dim(V) — dim(U). (14.4)

Beweis. Einen zu U komplementaren Unterraum W koénnen wir wie in Bemerkung 13.9 ohne
Verwendung des Auswahlaxioms durch Ergdnzung einer Basis von U zu einer Basis von V
konstruieren. Nach Satz 14.7 gilt

dim(V) = dim(U) + dim(W) = dim(U) + codim(U). O

Beispiel 14.12 (komplementarer Unterraum).

(i) In R? ist jeder eindimensionale Unterraum W, der nicht identisch mit U = (( ! )> ist, ein
Komplement von U in R2.
(ii) In R3 ist jeder zweidimensionale Unterraum W, der den Unterraum U = <( é )> nicht
enthilt, ein Komplement von U in R3.

(iii) Wir betrachten den Folgenraum K" iiber einem Korper K und den Unterraum U = (K)o
der endlich getragenen Folgen. Die zu U komplementédren Unterrdume haben keine
einfache Beschreibung. (Quizfrage 14.3: Warum bilden — was man annehmen kénnte —
die nicht endlich getragenen Folgen plus die Nullfolge keinen solchen komplementéren
Unterraum?) A

§ 14.2 SUMMEN VON FAMILIEN VON UNTERRAUMEN

Wir beschiftigen uns abschlieffend in Erweiterung von § 14.1 noch mit Summen von einer
beliebigen Anzahl von Unterrdumen eines Vektorraumes.

Definition 14.13 (Summe einer Familie von Unterrdumen).

Es seien V ein Vektorraum und (U;);¢; eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V.
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(i) Der Unterraum

S U= <U U,-> (14.5)

iel iel
heiflt die Summe der Familie von Unterraumen (U;);¢; (englisch: sum of a family of
subspaces). Im Fall I = [[1, n]| schreiben wir auch U + - - - + U, oder X7, U;.

(ii) Die Summe (14.5) heifit direkt (englisch: direct sum), wenn gilt:
Ujn Y Ui={0} firallejel (14.6)
iel\{;}
In dem Fall schreiben wir auch @ ;7 Ui und speziell im Fall I = [Ln] auchUy&--- & U,
oder P, Ui A

Beispiel 14.14 (Summe einer Familie von Unterrdumen).

(i) Fur den Standardvektorraum K" iiber einem Korper K mit den Basisvektoren e;, i =
1,...,n € Ny, siehe Beispiel 13.2, gilt

K" = é(ﬂ%
i=1

(ii) Fiir den Raum der endlich getragenen Folgen (K'')y iiber einem Korper K gilt

(K™M)oo = EP)ey). A

JjEN

Bemerkung 14.15 (Summe einer Familie von Unterrdumen).

(i) Die Summe einer nichtleeren Familie (U;);e; von Unterrdumen hat die folgenden Dar-

stellungen:
Z U; = U {Z U; |IO C I ist eine endliche Teilmenge} (14.72)
iel iEIo

= {Z u; |Io C I ist eine endliche Teilmenge und u; € U; fur alle i € Io}. (14.7b)

i€l

Die Elemente von }};c; U; haben also jeweils eine Darstellung der Form u;, +u;, +- - - +u;,
firi;j €I, j=1,...,n € Ny. (Quizfrage 14.4: Ist klar, dass die rechte Seite von (14.72)
iiberhaupt ein Unterraum ist?)

(ii) Im Fall #I = 2 stimmt die Bedingung (14.6) fur die Direktheit der Summe einer Familie
von Unterrdumen iiberein mit Definition 14.5. Im Fall #I > 2 reicht es jedoch fiir die
Direktheit der Summe nicht aus, dass anstelle von (14.6) nur paarweise U; N U; = {0} fiir
i # j gefordert wird.

Betrachte zum Beispiel die Unterraume

Ur=((3)), U2=((9)) uwnd Us=((})).

Dann gilt U; N U; = {0} fiir alle i # j, aber U; N (U + Us) = Uy N R? 2 {0}. Das heifit,
die Summe der Unterraume U, U,, Us ist nicht direkt. A
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Satz 14.16 (Charakterisierung direkter Summen von Familien von Unterrdumen, vgl. Satz 14.7).
Es seien V ein Vektorraum und (U;);¢; eine nichtleere Familie von Unterrdaumen von V. Dann

sind dquivalent:

(i) V= @iel Ui.

(ii) Fir alle v € V existiert eine endliche Teilmenge Iy C I und Vektoren u; € U; , sodass
0 = Yjep, Ui gilt, und diese Darstellung ist (bis auf die Summation von Nullvektoren)

eindeutig.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung.

Satz 14.17 (direkte Summe von Unterraumen und disjunkte Zerlegung einer Basis, vgl. Satz 14.8).

Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist B eine Basismenge von V und bil-
den die Mengen B, i € I, eine disjunk-
te Zerlegung von B in Teilmengen mit
nichtleerer Indexmenge I, dann gilt
V= @iel (Bi)-

(ii) Ist (U;)ies eine nichtleere Familie von
Unterrdumen von V mit Basismengen
Bi,i € Lund gilt V = P, Uj, so ist
\Uies Bi eine Basismenge von V.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung.

(i)

(it)

O

Ist B = (v;);¢1 eine Basisfamilie von V
und bilden die Mengen I;, j € ], ei-
ne disjunkte Zerlegung von I mit
nichtleerer Indexmenge J, dann gilt
V=6 jey(B;) fiir die Teilfamilien
Bj = (vi)ier;-

Ist (U;)ic; eine nichtleere Familie von
Unterrdumen von V mit Basisfamilien
Bi,i € Lund gilt V = P, Uj, so ist
die Konkatenation ||l B der Familien
B;, i € I, eine Basisfamilie von V.

Ende der Vorlesung 18

Ende der Woche 9
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Kapitel 4 Matrizen und lineare Abbildungen

§ 15 MATRIZEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.7; Bosch, 2014, Kapitel 3; Deiser, 2024b, Kapitel 3.3;
Janich, 2008, Kapitel 4.2 und 5.1-5.5

Matrizen sind ein universelles Mittel zur Darstellung verschiedener Sachverhalte, beispielsweise
zur Beschreibung von Graphen, zur Erfassung von Rohstoffbedarfen in der Produktionsplanung,
zur Darstellung chemischer Reaktionen und zur ersten Formulierung der Quantenmechanik
in der Physik. Wir werden Matrizen in erster Linie zur Beschreibung linearer Abbildungen
verwenden, das sind die Homomorphismen zwischen Vektorrdumen.' Diese Bedeutung stellen
wir aber bis § 19 zuriick und betrachten Matrizen zunéchst als eigenstandiges Thema.

Definition 15.1 (Matrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper und m, n € Ny,

(i) Eine Matrix (englisch: matrix) der Dimension nxm (sprich: ,n mal m*“ oder ,,n Kreuz m®)
oder eine n X m-Matrix A iiber dem Korper K ist eine endliche, doppelt indizierte
Familie in K mit der Indexmenge [[1, n]] X [[1, m]].*> Wir schreiben sie in der Form3

anp diz o Qim
azy Az - Aom

A= . ] ) . (15.1)
an1t An2 """ Qdnm

Die Menge aller n X m-Matrizen tiber K wird mit K"*™ bezeichnet.*

(i) Die Indizes (i, j) € [[L,n] X [, m] mit der Eigenschaft j — i = k € Z bilden die k-
te Diagonale (englisch: k-th diagonal) der Matrix. Die 0-te Diagonale heif3t auch die
Hauptdiagonale (englisch: main diagonal), die anderen Diagonalen heiffen die Neben-
diagonalen (englisch: off-diagonals) der Matrix.

(iii) Eine n X m-Matrix heifit eine Diagonalmatrix (englisch: diagonal matrix), wenn alle
Eintrage aulerhalb der Hauptdiagonale gleich 0 sind.>

'Obwohl nicht sofort offensichtlich, dienen Matrizen auch bei den genannten Sachverhalten zur Darstellung
linearer Abbildungen.

2Wir konnen daher eine Matrix auch als eine Abbildung [[1,n] X [1, m]] — K auffassen.

3Alternativ kénnen statt der eckigen auch runde Klammern verwendet werden.

4Alternative Bezeichnungen sind K™ oder My, ;;, (K).

5Man sagt auch, dass bei einer Diagonalmatrix die Nebendiagonalen ,nicht besetzt“ sind, d. h., dass dort nur Nullen
stehen.
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(iv) Eine Matrix heifit quadratisch (englisch: square matrix, quadratic matrix), wenn m = n
gilt.

(v) Die quadratische n X n-Diagonalmatrix

0
e = 0\\ (15.2)
0 X

heifit die n X n-Einheitsmatrix (englisch: identity matrix). Wir bezeichnen sie auch
mit I,, oder einfach mit I, wenn die Dimension klar oder unerheblich ist. A

Beachte: Wir lassen explizit zu, dass eine oder beide Dimensionen einer Matrix gleich 0 sind.
Das ist aus vielerlei Griinden praktisch. Eine Matrix der Dimension n X 0 oder 0 X m hat keine
Elemente, besitzt aber dennoch ihre spezifische Form. Es gibt nur eine einzige Matrix der
Dimension n X 0 bzw. der Dimension 0 X m.

Wir illustrieren die Lage der Hauptdiagonale, der oberen Nebendiagonalen (k > 0) sowie der
unteren Nebendiagonalen (k < 0) am Beispiel einer 3 X 5-Matrix:

N

%f{ﬁ"f
o

Matrizen werden héufig mit lateinischen Grofibuchenstaben bezeichnet und ihre Elemente mit
den zugehorigen Kleinbuchstaben, zum Beispiel

A= (aij)i=t,..n, j=1..,m oder A= (aijicicn 1<j<m (15.3)
oder einfach A = (a;;), wenn die Dimension klar ist.®

Der erste Index (hdufig i) heifit der Zeilenindex (englisch: row index). Die i-te Zeile (englisch:
row) von A = (a;;) € K™™ ist die (einfach indizierte) Familie bzw. der Zeilenvektor

Qie = (an Az ... aim) € K, (15.4)

vgl. Beispiel 11.3.

Der zweite Index (hédufig j) heifit der Spaltenindex (englisch: column index). Die j-te Spalte
(englisch: column) von A = (a;;) € K"™™ ist die (einfach indizierte) Familie bzw. der Spalten-
vektor

a.j=| . |€K", (15.5)

anj

6 Aus Griinden der Verdeutlichung schreiben wir manchmal auch a; j anstelle von a;;.
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vgl. nochmals Beispiel 11.3. Wir werden 1 X m-Matrizen mit Zeilenvektoren und n X 1-Matrizen
mit Spaltenvektoren identifizieren.

Auf der Menge K™*™ der n X m-Matrizen definieren wir komponentenweise die Addition und
die S-Multiplikation wie folgt:

Definition 15.2 (Addition, S-Multiplikation von Matrizen).

Es seien (K, +, -) ein Korper und m, n € Ny. Auf der Menge der Matrizen K™™ sind die innere
Verkniipfung +: K™ x K™ — K™™ (Addition’) und die duflere Verkniipfung -: K X
Kmxm — gnXm (§-Multiplikation®) durch

(A + B)ij =aj; + bij (15.6&)
(0( . A)l] =a- aijj (156b)
fiir A, B € K™ und a € K erkliart. A

Wir werden das Zeichen - fiir die skalare Multiplikation in der Regel weglassen, vgl. Bemer-
kung 11.13.

Satz 15.3 ((K™*™, +, -) ist ein Vektorraum).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und m, n € Ny. Dann bilden die n X m-Matrizen mit den Verkniip-
fungen (15.6) einen K-Vektorraum. Dieser besitzt die Dimension n m, und die Matrizen

0 0 0 O
. 0 0 1 Of«i-teZeile
{Ell, cees Enm} mit Eij = 00 0 0 = (5ik (Sj[)k:l,...,n, t=1,...m (15‘7)
0 0 0 O

Tj-te Spalte

bilden eine Basis, genannt die Standardbasis (englisch: standard basis) von K™,

Beweis. Die Eigenschaften eines Vektorraumes (Definition 11.1) sind leicht nachzurechnen:?
(K™ ™, +) ist eine abelsche Gruppe, da (K, +) eine abelsche Gruppe ist. Die Distributivgesetze
der S-Multiplikation « (A + B) = a A+ aBund (@ + f) A = a A + A gelten wegen des
Distributivgesetzes im Korper (K, +, -). Das gemischte Assoziativgesetz (a f) A = a (f A) gilt
wegen der Assoziativitit der Multiplikation im Korper (K, +, -). Schliellich ist 1A = A.

Die genannten Matrizen E;; bilden nach Satz 13.3 eine Basis, da jede beliebige Matrix A € K™
auf eindeutige Weise als Linearkombination darstellbar ist, namlich als

n m
A= Z Z aijj Eij- (158)

i=1 j=1

Koeffizient

Die Dimension von K™ ergibt sich aus der Anzahl n m der Basiselemente E;;. O

"Die Bezeichnung ist dieselbe wie die der ,Addition” im Kérper K.

8 Auch hier ist die Bezeichnung dieselbe wie die der ,Multiplikation® im Kérper K.

9Wir konnten auch argumentieren, dass die Verkniipfungen (15.6) nichts anderes sind als die punktweise Addition
und S-Multiplikation im Vektorraum der Abbildungen [1,n] % [1, m]] — K, siehe Beispiel 11.3.
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Bemerkung 15.4 (zum Vektorraum K"*™).

(i) Das neutrale Element bzgl. der Addition ist die Nullmatrix (englisch: zero matrix)

0 0——0
0 0——0
‘ ‘\‘ e Knxm,
0 0——0

(ii) Der Vektorraum der 1 X 1-Matrizen iiber K ist ein eindimensionaler K-Vektorraum. Dieser
kann identifiziert werden mit K selbst.*

(iii) Die Vektorrdume der 0 X m- und der n X 0-Matrizen sind nulldimensionale K-Vektorraume
(Nullrdume), da sie nur aus einem Element bestehen. A

§ 15.1  MATRIX-MATRIX-MULTIPLIKATION

Fiir Matrizen passender Dimensionen kdnnen wir eine Matrix-Matrix-Multiplikation einfithren.
Diese ist von zentraler Bedeutung im Umgang mit Matrizen.

Definition 15.5 (Matrix-Matrix-Multiplikation).

Es seien K ein Korper und m, n, £ € Ny. Fiir Matrizen passender Dimensionen ist die Matrix-
Matrix-Multiplikation (englisch: matrix-matrix multiplication) oder kurz Matrix-Multipli-
kation (englisch: matrix multiplication) wie folgt definiert:

KM KMXE 5 K (15.9a)

Dabei gilt fiir die Matrizen A € K™™ B € K™*! und ihr Matrix-Matrix-Produkt C = A- B €
KnX[I

m
Cik :=Zal~j-bjk firi<i<nundl< k<t (15.9b)
J=1 A

Beachte: Die Summation verwendet die ,Addition” + aus dem Korper K, und jeder Summand
ergibt sich aus der ,Multiplikation“ - zweier Elemente von K. Im Fall m = 0 sind die Summen in
(15.9b) alle leer, ergeben also das Nullelement des Korpers K. Daher ist das Produkt einer n X 0-
und einer 0 X m-Matrix die n X m-Nullmatrix.

Den beispielhaften Fall der Matrix-Multiplikation einer 4 X 2-Matrix A mit einer 2 X 3-Matrix B
konnen wir wie folgt grafisch darstellen:

°Mit Hilfe des Begriffs der Isomorphie von Vektorrdumen (Definition 17.1) kénnen wir das spéter prézisieren.
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ann a2 w ‘

azi azz

asp asy ﬁ

ag as)

‘ Ciz = an - bip +ag - by

. €33 = as; - b3 + asy - by

Beispiel 15.6 (Matrix-Multiplikation).

Wir multiplizieren eine 4 X 2-Matrix mit einer 2 X 3-Matrix iber dem Korper Q:"

1-5+ (=3)-0 1-2 + (=3)-(-2) 1
2-54+4-0 2-2 4+ 4-(=2) 2
5.54+0-0 5.2 + 0-(=2) 5.
[(=3) 5 + (~6) -0 (-3)-2+ (-6) - (-2)  (-3)-
[ 5 8 -28
10 -4 24
25 10 —-20|°
-15 6 -36

Bemerkung 15.7 (Matrix-Multiplikation).

(i) Die Matrix-Matrix-Multiplikation (15.9) ist (aufler im Fall n = ¢ = m) keine innere
Verkniipfung eines Vektorraumes von Matrizen, da die Dimensionen der beiden Faktoren
und des Produkts verschieden sind.

"Wir wiirden dasselbe Ergebnis erhalten, wenn wir die Matrizen als Matrizen tiber R oder tiber C auffassen.
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(ii) A - Bist genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten des linken Faktors A iiberein-
stimmt mit der Anzahl der Zeilen des rechten Faktors B.

(iii) Das Produkt A - B hat soviele Zeilen wie der linke Faktor A und soviele Spalten wie der
rechte Faktor B. Die gemeinsame ,mittlere Dimension® ist nach der Bildung des Produkts
A - B nicht mehr sichtbar.

(iv) Der Eintrag

m

Cik = Z aij - bjk

j=1
fiir Zeile i und Spalte k im Produkt C = A - B verwendet nur Informationen aus der i-ten
Zeile a;o des linken Faktors A und aus der k-ten Spalte bqx des rechten Faktors B.

(v) Verantwortlich fiir die Position (i, k) im Ergebnis ist der Index i der Zeile des linken
Faktors und der Index k der Spalte des rechten Faktors. A

Bei niherer Betrachtung ergeben sich zwei weitere Sichtweisen auf das Produkt A - B:

(1) Die Spalten von C = A - B sind Linearkombinationen der Spalten des linken Faktors A.
Beispielsweise ist die k-te Spalte von C gerade

- - —

Jj-te Spalte  Koeffizient

Die Koeffizienten der Linearkombination stehen dabei in der k-ten Spalte von B.

In Beispiel 15.6 ist die erste Spalte des Ergebnisses gerade die Linearkombination ,,5 mal die
erste Spalte von A plus 0 mal die zweite Spalte von A®:

1 -3 5 8 -28
2 4| [5 2 4] |10 -4 24
5 0| [ 0 -2 8 ] |25 10 -20
-3 -6 -15 6 -36

(2) Die Zeilen von C = A - B sind Linearkombinationen der Zeilen des rechten Faktors B.
Beispielsweise ist die i-te Zeile von C gerade

Koeffizient j-te Zeile

Die Koeffizienten der Linearkombination stehen dabei in der i-ten Zeile von A.

In Beispiel 15.6 ist die zweite Zeile des Ergebnisses gerade die Linearkombination ,,2 mal die
erste Zeile von B plus 4 mal die zweite Zeile von B*:

1 -3 5 8 -28
2 4 | [5 2 -4] | 10 -4 24
500 | [0 -2 8 ] | 25 10 -20
-3 -6 ~15 6 -36
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Lemma 15.8 (Eigenschaften der Matrix-Multiplikation).
Es seien K ein Korper und m, n, p, g € Ny. Fur Matrizen A, A;, A, € K™ und B, B;, B, € K™*?
sowie C € KP*? und Skalare a € K gelten die folgenden Eigenschaften:

A-(Bi+By)=A-B;+A-B, Distributivgesetz (15.10a)
(Aj+A;)-B=A;-B+A,-B Distributivgesetz (15.10b)
(A-B)-C=A-(B-C) Assoziativgesetz™ (15.11)
A-(a-B)=(a-A)-B=a-(A-B) ,Skalare kénnen tiberall stehen® (15.12)
I,-A=A-I,=A Neutralitat der Einheitsmatrix. (15.13)

Beweis. Wir fithren den Nachweis durch Vergleich der Eintrage der Matrizen:

[A- B+ Bo)] = > aij (b +bo)ji = ) aij (b)jic+ ) aij (bo)
j=1 j=1 Jj=1

S4B+ [AB = [A-BirA B,

i

zeigt (15.10a). Analog folgt (15.10b). Die Rechnung

P p m
[(A -B) - C]it’ = Z(A “B)ijcje = Z Z(aik bij) cje

J=1 Jj=1 k=1
m p m
= Zaik(bkjcjf)zzaik [B'C]k{,: [A‘(B'C)]i[
k=1 j=1 k=1
zeigt (15.11). Weiter gilt
[A-(a- B)]ik = Zaij (a-B)jr = Zaij (abji) = Z(aaij) bik = [(a-A)- B]ik
= 7=1 =

m
=a) aybp=alA-B,
=
also (15.12). SchlieBlich haben wir

m m

1 'A]ik = Z(In)ij ajk = Z@j ajk = ik
i=1 i=1
]m Jm

und [A . Im]ik = Z aij(Im)jk = Z aij 5jk = Ak,

j=1 j=1

also (15.13). O

2englisch: distributive law
BBenglisch: associative law
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Auch bei der Matrix-Multiplikation werden wir in Zukunft das Multiplikationszeichen - in der
Regel weglassen.

Bemerkung 15.9 (Matrix-Vektor-Multiplikation).

Ein wichtiger Spezialfall der Matrix-Matrix-Multiplikation ist die Matrix-Vektor-Multiplikation
(englisch: matrix-vector multiplication) A x, wobei A € K"*™ ist und der Spaltenvektor x € K™
als m x 1-Matrix aufgefasst wird. Beispielsweise gilt tiber dem Kérper K = Q

1 -3 8
2 a|(2) _|-4
5 0 (—2)‘ 10 |
-3 -6 6

Ein zweiter Spezialfall ist die Vektor-Matrix-Multiplikation (englisch: vector-matrix mul-
tiplication) y A, wobei A € K™*™ ist und der Zeilenvektor y € K, als 1 X n-Matrix aufgefasst
wird. Beispielsweise gilt

1 -3
2 4

(2 01 -1 s o = (10 0). A
-3 -6

Ende der Vorlesung 19

§ 15.2  ZEILEN- UND SPALTENRAUM

Definition 15.10 (Zeilen- und Spaltenraum, Zeilen- und Spaltenrang).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € R™"™.

(i) Die lineare Hiille der Zeilenvektoren aja, . . ., ane € Ky, heifit der Zeilenraum (englisch:
row space) von A:
ZR(A) = (a1, - . ., Ane) € K. (15.14a)

Die Dimension von ZR(A) heifit der Zeilenrang von A (englisch: row rank), also

ZRang(A) = dim(ZR(A)). (15.14b)

(ii) Die lineare Hiille der Spaltenvektoren day, . . ., dey, € K™ heifSt der Spaltenraum (englisch:
column space) von A:

SR(A) = {de1, ..., Gem) € K". (15.15a)

Die Dimension von SR(A) heifit der Spaltenrang von A (englisch: column rank), also
SRang(A) = dim(SR(A)). (15.15b)

A
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Lemma 15.11 (Zeilenrang und Spaltenrang).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K™, Dann gilt:

(i) Der Zeilenrang ZRang(A) ist gleich der maximalen Anzahl linearer unabhingiger Zei-
lenvektoren von A.

(ii) Der Spaltenrang SRang(A) ist gleich der maximalen Anzahl linearer unabhangiger Spal-
tenvektoren von A.

Beweis. Aussage (i): Die Zeilenvektoren daj, . . ., dye von A spannen den Zeilenraum ZR(A)
auf. Nach dem Basisauswahlsatz (Folgerung 13.7) kénnen wir aus den n Zeilenvektoren eine
Basis von ZR(A) auswihlen. Deren Anzahl entspricht dem Zeilenrang ZRang(A). Jede echte
Obermenge ist nach Satz 13.3 linear abhéngig. Daher ist ZRang(A) gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A.

Ein analoges Argument fiir die Spaltenvektoren zeigt Aussage (ii). O

Beispiel 15.12 (Zeilen- und Spaltenraum, Zeilen- und Spaltenrang).

Es sei
_ 2 3 _1 2X3
A= [7 4 0] € R,
Dann gilt
linear unabhangig
ZR(A)={((2 3 -1),(7 4 0)) mit ZRang(A) = dim(ZR(A)) = 2
2\ (3} (-1 2\ (3 . L _
und SR(A) = <(7) (4) ( 0 )> = <(7) (4)> mit SRang(A) = dim(SR(A)) =2. A
— —— ——
linear abhangig linear unabhangig

Die in Beispiel 15.12 beobachtete Ubereinstimmung von Zeilen- und Spaltenrang ist kein Zufall:

Satz 15.13 (Zeilenrang gleich Spaltenrang).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K™, Dann gilt

0 < ZRang(A) = SRang(A) < min{m, n}. (15.16)

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

Schritt 1: Wir zeigen SRang(A) < ZRang(A).

Es seir := ZRang(A) € Ny und C € K™ eine Matrix, deren linear unabhéngige Zei-
len ¢, . .., cre € Kjy, eine Basis des Zeilenraumes ZR(A) bilden, also {cie, ..., Cre) =
ZR(A). Die i-te Zeile a;o von A, die ja zu ZR(A) gehort, ist also eine Linearkombina-
tion der Zeilen von C, sagen wir

die = bil Cle +:--+ bir Cre-
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Da das Gesagte fiir jede Zeile i = 1,...,n von A gilt, erhalten wir die Darstellung

[ b'll ....... b'lr
. Cle
A=BC=|bjy------ b.ir :
bpj - b |

mit einer Koeffizientenmatrix B € K™*".
Wegen Ax = B (Cx) fur alle x € K™ ist jede Linearkombination der Spalten von A
auch eine Linearkombination der Spalten von B, es gilt also
SR(A) € SR(B)
= SRang(A) < SRang(B) < r = ZRang(A) nach Folgerung 13.17.

Schritt 2: Wir zeigen ZRang(A) < SRang(A).

Es sei nun s := SRang(A) € Ny und B € K™ eine Matrix, deren lineare unab-
hiangige Spalten bey, . .. bes € K" eine Basis des Spaltenraumes SR(A) bilden, also
(Do, . .. bes) = SR(A). Die j-te Spalte a,; von A, die ja zu SR(A) gehort, ist also eine
Linearkombination der Spalten von B, sagen wir

Qej = b.lclj +--- +b.s Csj-

Da das Gesagte fiir jede Spalte j = 1,..., m von A gilt, erhalten wir die Darstellung

mit einer Koeffizientenmatrix C € K**™,
Wegen y A = (y B) C fiir alle y € K, ist jede Linearkombination der Zeilen von A
auch eine Linearkombination der Zeilen von C, es gilt also
ZR(A) C ZR(C)
= ZRang(A) < ZRang(C) < s = SRang(A) nach Folgerung 13.17.

Der Beweis bis hierher zeigt 0 < ZRang(A) = SRang(A) fur beliebige Matrizen A € K™™.
Wegen ZRang(A) < nund SRang(A) < m (Lemma 15.11) folgt die Behauptung (15.16). O

Da Zeilenrang und Spaltenrang iibereinstimmen, sprechen wir ab sofort nur noch vom Rang
einer Matrix:

Definition 15.14 (Rang einer Matrix).
Es sei K ein Korper, m,n € Ny und A € K™,
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(i) Dann ist der Rang (englisch: rank) von A definiert als

Rang(A) = ZRang(A) = SRang(A).

(if) Wir sagen, A habe vollen Zeilenrang (englisch: full row rank), wenn Rang(A) = n gilt,
wenn also die Menge der Zeilenvektoren von A linear unabhingig ist.

(iii) Wir sagen, A habe vollen Spaltenrang (englisch: full column rank), wenn Rang(A) = m
gilt, wenn also die Menge der Spaltenvektoren von A linear unabhingig ist.

(iv) Wir sagen, A habe vollen Rang (englisch: full rank), wenn Rang(A) = min{m, n} gilt.
Andernfalls heift die Matrix A rang-defizitir (englisch: rank-deficient). A

Beispiel 15.15 (Rang einer Matrix).
(i) Die Matrix

_ 2 3 -1 2X3
A_[7 4 O}ER

aus Beispiel 15.12 hat Rang(A) = 2. A hat also vollen Rang, was hier vollen Zeilenrang
bedeutet.

(ii) Die Matrix

hat dagegen nur Rang(A) = 1. Sie ist rang-defizitar.

(iii) Der Rang einer Diagonalmatrix D € K™*™ ist gleich der Anzahl der von Null verschiede-
nen Diagonaleintrage von D. A

Als direktes Resultat aus dem Beweis von Satz 15.13 halten wir fest:

Folgerung 15.16 (Rangfaktorisierung).

Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K™ mit r = Rang(A) € Nj. Dann existieren
Matrizen Brang € K™ und Crang € K'*™, sodass gilt:

‘ ‘ _ Cie
A = Brang CRang = |be1- - ey ; . (15.17)

Cre

Die Spalten von Bgap, bilden eine Basis von SR(A). Die Zeilen von Crayng bilden eine Basis von
ZR(A).

Eine Faktorisierung der Matrix A wie in (15.17), bei der die inneren Dimensionen der Faktoren
mit Rang(A) ubereinstimmt, heiflt eine Rangfaktorisierung (englisch: rank factorization)
von A. Der Rang einer Matrix A ist ein Mafl fur deren ,Informationsgehalt®.
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Satz 15.17 (Rang des Produkts von Matrizen).
Es seien K ein Kérper und m, n, £ € N,. Fiir Matrizen A € K™ und B € K™/ gilt:

0 < Rang(A B) < min{Rang(A), Rang(B)} < min{¢, m, n}. (15.18)

Beweis. Wir verwenden dieselbe Technik wie im Beweis von Satz 15.13: Jede Linearkombination
der Spalten von A B, also A Bx = A (B x) mit Koeffizientenvektor x € K?, ist eine Linearkom-
bination der Spalten von A. Also gilt SR(A B) € SR(A) und somit Rang(A B) = SRang(A B) <
SRang(A) = Rang(A).

Auflerdem ist jede Linearkombination der Zeilen von A B, also y A B = (y A) B mit Koeffizien-
tenvektor y € K, eine Linearkombination der Zeilen von B. Also gilt ZR(A B) € ZR(B) und
somit Rang(A B) = ZRang(A B) < ZRang(B) = Rang(B). Das zeigt die zweite Ungleichung in
(15.18).

Die dritte Ungleichung folgt sofort aus Rang(A) < min{m, n} und Rang(B) < min{¢, m}, siehe
Satz 15.13. m|

§ 15.3 ZEILENSTUFENFORM

Wir geben in diesem Abschnitt eine konstruktive Moglichkeit an, eine Rangfaktorisierung
(Folgerung 15.16) einer Matrix A und damit auch den Rang(A) zu bestimmen. Dazu bringen wir
die Matrix A durch geschickte Umformungen auf eine Gestalt, aus der wir eine Basis von ZR(A)
und damit die Dimension von ZR(A), also den Zeilenrang von A, ablesen kénnen.

Definition 15.18 (elementare Zeilenumformungen, Elementarmatrizen).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und

Ale

A= Aie S KnXm.

Ane

Unter elementaren Zeilenumformungen (englisch: elementary row operations) versteht
man die folgenden Operationen, angewendet auf die Matrix A:'

Typ I: Multiplikation der i-ten Zeile mit einem Skalar @ € K \ {0}, d. h., Multiplikation der
Matrix A von links mit der n X n-Diagonalmatrix

Di(a) = a =1+ (a—-1)E;. (15.19)

4Matrizen vom Typ I existieren fiir n > 1. Matrizen vom Typ II und III existieren fiir n > 2.
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Es gilt (nur die gegeniiber A gednderten Zeilen werden hervorgehoben)
Di((Z)A =|—  ddje —  |.

Typ II: Addition des a-Fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (i # j) mit einem Skalar a € K,
d. h., Multiplikation der Matrix A von links mit der n X n-Matrix®

1

Sij@)=| a1 =I+aE;. (15.20)

Es gilt

R aj. R
Si’j((X)A =

die t X dje —

Typ III: Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile (i # j), d. h. Multiplikation der Matrix A von
links mit der n X n-Matrix

_1\
1
0 1
1
Ti,j — \ :I—Eii—Ejj'l‘El‘j +Eji- (15'21)
1
1 0
1\
1
Es gilt
—— Oje ——
Ti;A= :
Aije [

5Die Mllustration zeigt den Fall i > j.
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Die Matrizen D;(-), S; j(-) und T; ; heiflen Elementarmatrizen (englisch: elementary matrices)
vom Typ I, Typ II bzw. Typ IIL. Die Matrizen T; ; (Typ III) nennen wir auch Transpositionsma-
trizen (englisch: transposition matrices).'° A

Transpositionsmatrizen (Typ III) verwenden wir nur aus Bequemlichkeit. Sie werden eigentlich
nicht benétigt, da wir jede Elementarmatrix vom Typ III als ein Produkt von Elementarmatrizen
vom Typ I und Typ II schreiben kénnen. (Quizfrage 15.1: Wie namlich?)

Lemma 15.19 (elementare Zeilenumformungen dndern den Zeilenraum und den Zeilenrang
nicht).

Es seien K ein Korper und m,n € Nj. Entsteht die Matrix C € K™ aus A € K™ durch
elementare Zeilenumformungen, dann gilt ZR(C) = ZR(A), also auch Rang(C) = Rang(A).

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass sich durch eine einzelne elementare Zeilenumformung der
Zeilenraum der Matrix nicht andert.

Typ I: Fir a € K\ {0} gilt offensichtlich
<a1.s ey ano> = <a1.s cees Gi—1e; X Qjes Ajtle; - - - ano>-
Typ II: Auch in diesem Fall haben wir

(1e; .- .; Gne) = (Qie, ..., Gi-te, Gie + A je, ities -- -5 Gne)-

Quizfrage 15.2: Wie rechnen sich die Koeffizienten einer Linearkombination der
Vektoren um?

Typ III: Offenbar andert die Reihenfolge der Vektoren nicht das Resultat von

(G1ey .., Gne). O

Die gewiinschte Gestalt, aus der man den Zeilenrang und eine Basis des Zeilenraumes einer
Matrix gut ablesen kann, ist die folgende:

Definition 15.20 (Zeilenstufenform).
Es seien K ein Korper und m,n € Nj. Eine Matrix A € K™™ heifit in Zeilenstufenform
(englisch: row echelon form), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt eine Zahl r € [0,n]), sodass die Zeilen ay, . . ., a,+ keine Nullzeilen sind und die
Zeilen ayiie, . . ., ne samtlich Nullzeilen sind.

(ii) Bezeichnet j; = min{j € [1, m] | a;; # 0} den niedrigsten Spaltenindex in Zeile i € [[1, 7],
in der ein Eintrag ungleich 0 steht, dann gilt die Stufenbedingung (englisch: echelon
condition) j; < jp < -+ < jp.

Die Elemente ayj, ..., a,j, heiflen die Pivot-Elemente (englisch: pivot elements) der Zeilenstu-
fenform. A

“Die Bezeichnung der Typen I, I und IIL ist in der Literatur nicht einheitlich.
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Bemerkung 15.21 (zur Zeilenstufenform).

(i) Die Stufenbedingung bedeutet, dass sowohl links als auch unterhalb von Pivot-Elementen
nur Nullen stehen kénnen. Die Pivot-Elemente riicken von Zeile zu Zeile mindestens
eine Spalte weiter nach rechts.

(ii) Die Lage der Pivot-Elemente in einer Zeilenstufenform einer Matrix ist durch die Aus-
gangsmatrix eindeutig festgelegt. Die gesamte Zeilenstufenform an sich ist aber i. A.
nicht eindeutig, da wir Nicht-Nullzeilen mit Skalaren aus K \ {0} multiplizieren kénnen
und wiederum eine Zeilenstufenform erhalten. Auflerdem kénnen wir zu einer Zeile ein
Vielfaches einer weiter unten stehenden Zeile addieren, ohne die Zeilenstufenform zu
storen.

(iii) Der Rang einer Matrix A in Zeilenstufenform ist wegen r = Rang(A) leicht abzulesen: Der
Rang ist gleich der Anzahl der Nicht-Nullzeilen, also gleich der Anzahl der Pivot-Elemente.
(Quizfrage 15.3: Warum?) A

Beispiel 15.22 (Zeilenstufenform).
Nachfolgend sind die Besetzungsmuster einiger 3 X 4-Matrizen in Zeilenstufenform zu sehen,
wobei ? jeweils fiir einen Eintrag aus dem Korper K steht und « fiir einen Eintrag ungleich 0
(die Pivot-Elemente).
0
[ o
0
r =

Wir geben nun einen Algorithmus an, der eine gegebene Matrix A € K" durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix C € K™*™ in Zeilenstufenform tiberfiihrt. Die Idee des
Verfahrens ist folgende:

©c o o
>

(1) Finde eines der am weitesten links stehenden Elemente in der Matrix. Dessen Spaltenindex
sei ji. Bringe das Element, sofern erforderlich, durch Zeilentausch (elementare Zeilenum-
formung vom Typ III) an die oberste Position (1, j;).

(2) Erzeuge in der Spalte j; unterhalb der Position (1, j;) Nullen durch Addition geeigneter
Vielfacher der Zeile 1 zur entsprechenden Zeile 2 bis n (elementare Zeilenumformungen
vom Typ II).

(3) Wiederhole die obigen Schritte mit der unteren rechten Teilmatrix ab Zeile 2 und ab Spal-
te j1 + 1.

Ein vollstindiges Verfahren wird in Algorithmus D.1 angegeben. Mit Hilfe von Algorithmus D.1
konnen wir folgenden Satz konstruktiv beweisen:

Satz 15.23 (Erreichbarkeit der Zeilenstufenform).

Es seien K ein Korper und n,m € Nj. Jede Matrix A € K™™ lasst sich durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix C € K™ ™ in Zeilenstufenform tiberfithren. Ist r € [0, n]
die Anzahl der Nicht-Nullzeilen in C, dann bilden die Zeilenvektoren cia, . . ., ¢y €ine Basis von

ZR(A) = ZR(C), und es gilt Rang(A) = Rang(C) =r.
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Beispiel 15.24 (Erreichbarkeit der Zeilenstufenform).
Wir betrachten ein Beispiel in R¥*4:

[0 0 3 ~1] [0 2 0
01 2 0 ~ |0 0 3 -1 Tauschen der Zeilen 1 und 2
0 3 0 2] 0 3 0 2
[0 ﬁ 2 0 [0 0 :
Erzeugen von Nullen unterhalb des Pivot-Elements
0 0 3 -1 ~ |0 0 -1
03 0 2| 0 0 Z6 2 Addition des (—3)-Fachen der Zeile 1 zur Zeile 3
[0 ﬁ 0 [0 0 :
Erzeugen von Nullen unterhalb des Pivot-Elements
0 0 -1l ~ [0 O -1
0 0 6 2 0 00 o Addition des 2-Fachen der Zeile 2 zur Zeile 3.

Die urspriingliche Matrix A wird also von links zunédchst mit T; ; von links multipliziert, an-
schlieBend mit S51(—3) und schlie8lich mit Ss3(2). Da nun eine Zeilenstufenform erreicht ist,
koénnen wir aus dieser den Zeilenraum von A ablesen:

ZR(A)=((0 1 2 0),(0 0 3 -1)),

und es gilt dim(ZR(A)) = Rang(A) = 2. A

Bemerkung 15.25 (Berechnung einer Rangfaktorisierung).

Wir hatten eingangs des Abschnitts angekiindigt, eine konstruktive Moglichkeit anzugeben, eine
Rangfaktorisierung A = Brang Crang €iner Matrix A € K™ zu bestimmen, sodass also Brang €
K™, Crang € K™™ und r = Rang(A) gilt. Tatsachlich erhalten wir aus der besprochenen
Zeilenstufenform C den gesuchten rechten Faktor. Dazu miissen wir lediglich in C eventuell
vorhandene Nullzeilen streichen, daraus ergibt sich die Matrix sei Crang € K"™™. Wie aber
kommen wir an den linken Faktor Brang?

Die Zeilenstufenform entstand aus A durch Zeilenmanipulationen, also durch Multiplikation
von A mit Elementarmatrizen E; € K™*" von links:

E.---E;E;A=C. (15.22)

Wenn es gelinge, die Multiplikationen durch geeignete Matrizen E’ € K™" ruckgingig zu
machen, wobei also E E; = I, gelten soll', dann bekdmen wir die Darstellung

EkEk_l"'EzElA:C = Ek—l"'EZElA:E];C = = A:E{EQE;(C

In der Tat ist das moglich, da Elementarmatrizen invertierbar sind (Ubung). Setzen wir nun zur
Abkiirzung B := E{ E}, - - - E., so erhalten wir eine Faktorisierung der Gestalt

m
r n-r

C r

————— T ——
B C

7Spéter (Definition 15.39, Lemma 15.43) werden wir solche Matrizen invertierbar nennen.
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Da bei der Bildung des Matrix-Produkts A = BC die letzten n — r Spalten von B immer nur mit
den Nullkoeffizienten aus den unteren Zeilen von C multipliziert werden, konnen wir, ohne
das Ergebnis der Matrix-Multiplikation zu dndern, den rechten Faktor C durch seine oberen
r Zeilen Crang und den linken Faktor B durch seine linken r Spalten Brang ersetzen. So erhalten
wir die gewiinschte Rangfaktorisierung

A= BRang CRang

mit Brang € K™ und Crang € K™™. (Quizfrage 15.4: Wie miisste Algorithmus D.1 ergénzt
werden, damit wir als Ergebnis auch den linken Faktor B der Faktorisierung A = B C erhalten,
aus der dann durch Streichen von Spalten bzw. Zeilen die Rangfaktorisierung A = Brang Crang
folgt? (Die Auflosung ergibt sich aus Algorithmus D.2.)) A

§ 15.4 TRANSPOSITION VON MATRIZEN

Definition 15.26 (Transposition).

Es seien K ein Kérper, m,n € Ny und A € K™™. Die Matrix AT € K"*", definiert durch
(A");; = (A)ji fir i € [1,m] und j € [1n], heiBt die zu A transponierte Matrix (englisch:
transposed matrix, lateinisch: transponere: umstellen) oder kurz die Transponierte (englisch:

transpose) zu A. A

Die transponierte Matrix A™ entsteht aus A durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Dadurch
werden die Zeilen zu Spalten und die Spalten zu Zeilen. Die zu A transponierte Matrix hat die
Darstellung

an 4z 4m
T iz dz22 " Am2
A= _— |- (15.23)
Ain A2n " Qmn
Beispiel 15.27 (transponierte Matrix).
8 0 -1
8 =5 2 0 5 9 7
A=10 2 3 0/ = A=| "7 o A
-1 7 4 4
0 0 4

Lemma 15.28 (Rechenregeln fiir die Transposition).
Es seien K ein Kérper und m, n, £ € Ny. Fiir Matrizen A, B € K™ und C € K mXt ynd Skalare a €
K gelten die folgenden Eigenschaften:

(A" = A Transposition ist involutorisch (15.24)
(A+B)" = A"+ B" Transposition ist additiv (15.25a)
(@A) = a A" Transposition ist homogen™ (15.25b)
(AC)"=C"A". (15.26)
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Beweis. (15.24), (15.25a) und (15.25b) sind offensichtlich. Fiir (15.26) betrachten wir

[(AO) ik = [AClki = Zakj cji = chi agj
= =
= 21T [A i = [CT AT 0

j=1

Lemma 15.29 (Rang der transponierten Matrix).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K"*™. Dann gilt Rang(A) = Rang(A").

Beweis. Es sei A = BC eine Rangfaktorisierung (Folgerung 15.16) mit B € K™, C € K™™
und r = Rang(A). Aufgrund von (15.26) gilt A" = C'B'. Aus Satz 15.17 und Satz 15.13 folgt
Rang(A") < min{Rang(B"),Rang(C")} < min{m, n,r} < r = Rang(A).

Indem wir A durch A" ersetzen, erhalten wir aus der bereits bewiesenen Aussage Rang(A") <
Rang(A) auch die umgekehrte Ungleichung Rang(A) = Rang((A™)") < Rang(A"). m|

Definition 15.30 (symmetrische und antisymmetrische Matrizen).

Es seien K ein Korper, n € Ny und A € K™*".

(i) A heilt symmetrisch (englisch: symmetric), wenn A = AT gilt.

(ii) Aheifit antisymmetrisch (englisch: antisymmetric) oder schiefsymmetrisch (englisch:
skew-symmetric), wenn A = —AT gilt.

Die Menge der symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen n X n-Matrizen bezeichnen wir mit

nxn nxn
K bzw. K370 A

Beispiel 15.31 (symmetrische und antisymmetrische Matrizen).

(i) Die Matrix

1 2 3

A=|2 4 5|eQ*®
3 5 6

ist symmetrisch.
(ii) Die Matrix

0o 1 2

B=|-1 0 -3|eQ*3
-2 3 0

ist antisymmetrisch.

18 Additivitat und Homogenitit ergibt zusammen Linearitit. Die Sprechweise, dass die Transposition eine lineare
Abbildung sei, wird in § 17 klar werden.
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(iii) Die Matrix

0 1 2
C=14 0 3|ez
32 0
ist antisymmetrisch.
(iv) Die Matrix
0 -1 =241
D=|i 0 3 |eC™
2—-i -3 0
ist antisymmetrisch. A

Lemma 15.32 (symmetrische und antisymmetrische Anteile quadratischer Matrizen).

Es seien K ein Korper der Charakteristik char(K) # 2 und n € Ny. Dann sind Kg;? und K S’ggv
Unterraume von K™*" der Dimensionen

1
dim(Kg;) = 3N (n+1), (15.27a)
. 1
dim(K}") = on (n-1), (15.27b)
und gilt
K™ = Koot @ Kion (15.28)

Quizfrage 15.5: Was gilt stattdessen im Korper Z; der Charakteristik char(K) = 2?

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Ende der Vorlesung 20

§ 15.5 DER RING QUADRATISCHER MATRIZEN

Die Menge der quadratischen Matrizen K™*" iiber einem Korper (K, +, -) ist bzgl. der Matrix-
Multiplikation - abgeschlossen."” Zusammen mit der Matrix-Addition ergibt sich eine Ringstruk-
tur (K™ 4+, -):

Lemma 15.33 (quadratische Matrizen bilden einen nicht-kommutativen Ring mit Eins).

Fir n € Ny bilden die quadratischen n X n-Matrizen mit der Matrixaddition (15.6a) und der
Matrix-Multiplikation (15.9) einen Ring mit dem Einselement I,,. Dieser Ring (K", +, -) heifit
Matrixring oder Matrizenring (englisch: matrix ring) der Gréfie n X n tiber dem Koérper K. Im
Fall n > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ.

9Voriibergehend schreiben wir das Multiplikationszeichen - wieder.
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Beweis. Wir prifen die Definition 9.1 nach. (K"*", +) ist eine abelsche Gruppe, da (K™*", +, )
(mit der S-Multiplikation -) ein Vektorraum ist (Satz 15.3).>° Mit der Matrix-Multiplikation -
bildet (K", -) eine Halbgruppe, da - nach Lemma 15.8 assoziativ ist. Die Distributivgesetze

A'(B1+Bz):A‘B1+A'B2
(Aj+Ay)-B=A, -B+A,-B

und die Neutralitat der Einheitsmatrix I, wurden ebenfalls in Lemma 15.8 gezeigt.

Die Nicht-Kommutativitét fiir n > 2 sehen wir am Beispiel

[1 0o———of[o 1 o o] o 1 o 0]
0O—0jf0 0———0 0O 0————0
Eu-Epp = = =Ep
O_ _0 ] _O ]
01 0 o]ft 0—— o] [0 0 —— 0]
0 01{0 0
Eyp - En = = =0,
_0 070__0 070_ _O 070_
das fir beliebige Korper K giiltig ist. O

Der Ring der quadratischen Matrizen K"*" enthilt neben den Diagonalmatrizen noch einige
weitere erwihnenswerte Teilmengen:

Definition 15.34 (obere und untere Dreiecksmatrix®' ).
Es seien K ein Korper und n € Nj. Eine Matrix A € K™ heif3t

(i) eine obere Dreiecksmatrix (englisch: upper triangular matrix), wenn a;; = 0 fiir alle
1< j<i< ngil.

(i) eine strikte obere Dreiecksmatrix (englisch: strictly upper triangular matrix), wenn
n>1lunda;;=0firallel1< j<i<ngilt

(iii) eine untere Dreiecksmatrix (englisch: lower triangular matrix), wenn a;; = 0 fiir alle
1<i<j<ngil

(iv) eine strikte untere Dreiecksmatrix (englisch: strictly lower triangular matrix), n > 1
und wenn a;; = 0 firalle 1< i < j < ngilt.

(v) nilpotent (englisch: nilpotent), wenn es ein k € Ny, gibt mit der Eigenschaft Ak = 0. A

?°Dass wir sowohl die Matrix-Multiplikation als auch die S-Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar mit
demselben Symbol - bezeichnen, sollte nicht zu Verwirrung fithren, da sich aus den verkniipften Objekten ergibt,
welche Multiplikation gemeint ist. (Quizfrage 15.6: Wieso stimmt das auch im Fall n = 1?)

2'Um Dreiecksmatrizen von strikten Dreiecksmatrizen unterscheiden zu kénnen, schlieflen wir fiir die folgenden
Resultate die 0 X 0-Matrizen aus.
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Wir bezeichnen die Menge der Diagonalmatrizen der Dimension n X n auch mit dem Symbol
K" und die Menge der oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen mit K" bzw. K. Es gilt

nxXn _ prnXn nxn
KM = KI<m K,

Beispiel 15.35 (obere und untere Dreiecksmatrix).

(1)
1 3 -3
0 7 4|eR¥>3
0 0 5

ist eine obere Dreiecksmatrix, aber keine strikte obere Dreiecksmatrix.

(if)

ist eine strikte untere Dreicksmatrix.

(iif)
2 2 =2
5 1 -3l eR™
1 5 -3
ist eine nilpotente Matrix, denn es gilt
3
2 2 =2 0 0 O
51 =3[ =/0 0 O A
1 5 -3 0 0 0

Lemma 15.36 (strikte Dreiecksmatrizen sind nilpotent).
Es seien K ein Korper und n € N. Fiir jede strikte obere und jede strikte untere Dreiecksmatrix
A e K" gilt A" = 0.

Beweis. Der Bewetis ist Gegenstand der Ubung. O

Beispiel 15.37 (strikte Dreiecksmatrizen sind nilpotent).

Fir
01 2 3
00 4 5 4
= €
A=10 0 0 6| %
00 0 0
gilt
00 4 17 00 0 24 000 0
00 0 24 000 0 000 0
2 _ 3 _ 4 _
A=10 00 of W A= 0 0 o W A=l 0 0 o A
000 0 000 0 0000
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Lemma 15.38 (obere und untere Dreiecksmatrizen bilden Unterringe).
Es seien K ein Kérper und n € Nj. Dann gilt:

(i) K", K%X" und K" bilden jeweils einen Unterring mit Eins (Definition 9.12) von K™*".

KQX" ist sogar ein kommutativer Ring mit Eins.

(ii) Fir n > 1bilden die strikten oberen und strikten unteren Dreiecksmatrizen einen Unter-
ring (aber keinen Unterring mit Eins) von K™*". Im Fall n = 1 ist das ein Nullring.

(Quizfrage 15.7: Sind K&, K" oder KU*" sogar Ideale?)

Beweis. Aussage (i): Nach Definition 9.12 ist zu zeigen, dass die jeweilige Teilmenge mit der
Addition eine Untergruppe von (K™*", +) bildet, dass sie bzgl. der Matrix-Multiplikation abge-
schlossen ist und das Einselement (die Einheitsmatrix I,,) enthilt.

Wir fihren den Beweis nur fiir den Fall K%X” aus. Sind A,B € KQJX”, dann ist auch —-B € K%X”
und damit A — B € K%X”. Aus dem Untergruppenkriterium (Satz 7.44) folgt, dass (K%X", +) eine
Untergruppe von (K™", +) ist. Da I, € K& klar ist, bleibt nur zu zeigen, dass das Matrix-
Produkt A - B von zwei Matrizen A, B € K%X" wieder in K%X" liegt. Fir Indizes 1< k <i<n
gilt

=0firj>k
n ——
[A'B]ik :Z aijj bjk =0.
o] ——
=0furj<i

Da alle Summanden gleich Null sind, ist A - B tatsachlich wieder eine obere Dreiecksmatrix.

Aussage (ii): Der Beweis der Unterring-Eigenschaft geht genauso wie in Aussage (i). Da das
Einselement I, von K™*" keine strikte Dreiecksmatrix ist, handelt es sich nicht um einen
Unterring mit Eins** von K™*". ]

§ 15.6 INVERTIERBARE MATRIZEN

Wir interessieren uns nun fiir die bzgl. der Matrix-Multiplikation invertierbaren Elemente im
Ring der quadratischen Matrizen, also fiir die Einheitengruppe (Beispiel 7.22) des Monoids
(Knxn, )

Definition 15.39 (invertierbare Matrix).
Es seien K ein Korper und n € Nj,.

(i) Eine Matrix A € K™*" heift invertierbar (englisch: invertible) oder regular (englisch:
non-singular), wenn sie ein invertierbares Element (Definition 7.14) des Monoids (K™*", -)
ist. Das heifit, es gibt eine Matrix B € K™*" mit der Eigenschaft

AB=I1 und BA=1 (15.29)

?2Im Fall n = 1 besteht der Unterring nur aus der Nullmatrix, ist also ein Nullring. Der Nullring hat zwar 0 als
Einselement (Beispiel 9.2), dieses ist aber verschieden von der 1 X 1-Einheitsmatrix, daher handelt es sich auch in
diesem Fall nicht um einen Unterring mit Eins im Sinne von Definition 9.12.
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In diesem Fall heif3t B die zu A inverse Matrix (englisch: inverse) oder kurz die Inverse
(englisch: inverse) von A, in Symbolen: B = A™1,

(ii) Andernfalls heif3t A nicht invertierbar (englisch: non-invertible) oder singular (eng-
lisch: singular).

(iii) Die Menge der invertierbaren Matrizen in K"*", also die Einheitengruppe des Monoids
(K™, .), heif3t die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber K (englisch: group
of invertible matrices) oder die allgemeine lineare Gruppe (englisch: general linear
group) vom Grad n iiber dem Korper K, in Symbolen

GL(n,K) = {A € K™" | A ist invertierbar}. (15.30)
A

Bemerkung 15.40 (zu invertierbaren Matrizen).

(i) Bist die Inverse von A genau dann, wenn A die Inverse von B ist. Wie in jedem Monoid
ist das neutrale Element, also die Einheitsmatrix I, immer invertierbar und selbstinvers.

(ii) Die Bezeichnung allgemeine lineare Gruppe fiir die Einheitengruppe des Monoids
(K™, .) leitet sich wie folgt ab: Jede Untergruppe des Monoids (K™*", -), ist notwendi-
gerweise eine Untergruppe der Einheitengruppe GL(n, K). Mit anderen Worten: GL(n, K)
ist das Maximum der Menge aller Untergruppen von (K"*", -) bzgl. der Untergruppen-
Halbordnung, daher das Attribut allgemeine Gruppe. Das Attribut linear kommt daher,
dass wir Matrizen iiber die Matrix-Vektor-Multiplikation K" 3 x +— A x € K" als lineare
Abbildungen (Endomorphismen) von K" auffassen kénnen (Beispiel 17.5). A

Beispiel 15.41 (invertierbare Matrix).

Die Matrix
1 0 -7
A=12 0 3|eQ®®
1 1 2
ist invertierbar, denn es gilt
10—71370 1 0 O 137010—7 1 0 O
203E1—9172010undﬁl—917203:010.
1 1 2 -2 1 0 0 0 1 -2 1 o1 1 2 0 0 1
Die inverse Matrix ist also
3 7 0
4 1
A :ﬁ 1 -9 17 A
-2 1 0

Beachte: Wie wir die Invertierbarkeit einer Matrix iiberpriifen und ggf. die Inverse berechnen,
wird gleich noch Thema sein.

Satz 15.42 (Rechenregeln fiir Inverse).
Es seien K ein Korper und n € Ny sowie A, B, B;, B, € K™*".
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(i) Ist A invertierbar, dann gelten die Kiirzungsregeln

ABi=AB, = B;=B (15.31a)
BiA=B,A = B;=B,. (15.31b)

(ii) Die Invertierung ist involutorisch, d. h., fiir invertierbares A gilt

(A™H = A (15.32)

(iii) Sind A und B invertierbar, dann auch A B, und es gilt

(AB)"'=B7'AT". (15.33)
(iv) Ist A invertierbar, dann auch AT, und es gilt
(AN = (AT (15.34)
Beachte: Wegen (15.34) kénnen wir statt (AT) ! in Zukunft auch einfach A~ schreiben.

Beweis. Die Aussagen (i) bis (iii) sind uns bereits aus allgemeinen Monoiden bekannt: Die
Kirzungsregeln (15.31) wurden in Lemma 7.18 gezeigt. Die involutorische Eigenschaft der In-
vertierung (15.32) haben wir bereits in (7.5) festgestellt. Aussage (iii) und (15.33) fur die Inverse
eines Produkts invertierbarer Elemente eines Monoids finden sich in Lemma 7.16.

Es bleibt Aussage (iv) zu zeigen. Dazu sei A invertierbar, dann gilt nach (15.26) fiir die Transpo-

nierte eines Produkts
AT (A—l)T — (A—lA)T — IT — I

und (A7) A =(AA Y ="=],

also ist (A™))T in der Tat die Inverse zu A", was (15.34) zeigt. O

Anhand der Definition 15.39 kann man die Invertierbarkeit oder Nicht-Invertierbarkeit einer
Matrix schlecht erkennen. Stattdessen geben wir nun Kriterien fiir die Invertierbarkeit an. Dabei
beginnen wir mit ,einfachen” Matrizen und verallgemeinern die Aussagen dann auf allgemeine
Matrizen.

Das folgende Resultat haben wir in Bemerkung 15.25 bereits verwendet:

Lemma 15.43 (Elementarmatrizen sind invertierbar).
Es sei K ein Korper. Die Elementarmatrizen aus Definition 15.18 sind invertierbar. Die Inverse
einer Elementarmatrix ist wiederum eine Elementarmatrix.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Lemma 15.44 (Invertierbarkeit von Diagonal- und Dreiecksmatrizen).
Es seien K ein Korper und n € Nj.
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(i) Essei A € KU" eine Diagonalmatrix. A ist genau dann invertierbar, wenn alle Diago-
naleintrage von A ungleich Null sind. In dem Fall ist die Inverse von A wiederum eine
Diagonalmatrix, bestehend aus den Inversen der Diagonaleintrdge von A. Die invertier-
baren Diagonalmatrizen bilden also eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
Matrizen GL(n, K).

(ii) Essei A € K%X” eine obere Dreiecksmatrix. A ist genau dann invertierbar, wenn alle
Diagonaleintrage von A ungleich Null sind. In dem Fall ist die Inverse von A wiederum
eine obere Dreiecksmatrix. Die invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen bilden also eine
Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n, K).

(iii) Essei A € Kﬁxn eine untere Dreiecksmatrix. A ist genau dann invertierbar, wenn alle
Diagonaleintrige von A ungleich Null sind. In dem Fall ist die Inverse von A wiederum
eine untere Dreiecksmatrix. Die invertierbaren unteren Dreiecksmatrizen bilden also
eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n, K).

Beweis. Aussage (i): Es sei A € K" eine Diagonalmatrix. Wire der Diagonaleintrag a;; = 0 fiir
ein 1 < i < n, dann ist die i-te Zeile des Produkts A B fur jede Matrix B € K™*" der Nullvektor.
Damit kann A B nicht die Einheitsmatrix ergeben, d. h., A ist in diesem Fall nicht invertierbar.
Es seien nun umgekehrt alle Diagonaleintrage von A ungleich Null. Dann ist

-1
an an aq
\ = \ \ =1,
-1 -1
Aun Ann Ann Ann

also ist wie behauptet die Diagonalmatrix bestehend aus den Inversen der Diagonaleintrage
von A die Inverse von A.

-1

ay

Da das Produkt von Diagonalmatrizen wieder eine Diagonalmatrix ist (Lemma 15.38) und
insbesondere die Einheitsmatrix eine invertierbare Diagonalmatrix ist, erfullt die Menge der
Diagonalmatrizen das Untergruppenkriterium (Satz 7.44) und ist damit eine Untergruppe von
GL(n, K).

Aussage (ii): Es sei A € K%X" eine obere Dreiecksmatrix. Im Fall n = 0 ist A auch eine
Diagonalmatrix, und die Aussage folgt aus Aussage (i). Es sei nun also n € N.

Schritt 1: Alle Diagonaleintriage von A seien ungleich Null. Wir zeigen, dass A dann invertierbar
und die Inverse von A wiederum eine obere Dreiecksmatrix ist.

Es sei D die (nach Aussage (i) invertierbare) Diagonalmatrix mit den Diagonalein-
tragen von A. Wir kénnnen A in der Form

A=D(I+N)

schreiben, wobei N eine strikte obere Dreiecksmatrix ist. (Quizfrage 15.8: klar?)
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Schritt 2:

Wir rechnen nun nach, dass die Inverse von I + N gegeben ist durch®3
n
([+N)™= Y (-N)*. (15.35)
k=0

Es gilt namlich nach dem Distributiv- und dem Kommutativgesetz der Matrix-
Addition und Matrix-Multiplikation

n n n n+l
(I+N) D ((=N)F = X (1 +N) (-N)F = Y (-N)* = > " (-N)¥
k=0 k=0 k=0 k=1

=(-N)’=(-N)""'=1-0=1

Die letzte Gleichheit gilt aufgrund von Lemma 15.36 (strikte Dreiecksmatrizen sind
nilpotent). Ganz dhnlich kénnen wir auch zeigen:

n n n n+l
(DN a+N) = Y =N T+ N) = Y (N = Y (=N
k=0 k=0 k=0 k=1

=(-N)"-(-N)"'=T-0=1

Tatséchlich ist also I + N invertierbar und besitzt die in (15.35) angegebene Inverse.
Diese ist aufgrund von Lemma 15.38 ebenfalls wieder eine obere Dreiecksmatrix.

Sind nun alle Diagonaleintrage von A ungleich Null, dann ist die Digonalmatrix D
von A nach Aussage (i) invertierbar. Damit ist A = D (I + N) invertierbar, und die
Inverse

n
AT =(1+N)T'DT = Y (-N)F D!
k=0
ist eine Summe oberer Dreiecksmatrizen, also in der Tat selbst eine obere Dreiecks-
matrix.

Es seien nun nicht alle Diagonaleintrage von A ungleich Null. Wir zeigen, dass A in
diesem Fall nicht invertierbar ist.

Es sei dazu 1 < k < n der kleinste Index mit ag; = 0. Im Fall k = 1 ist a4 eine
Nullspalte, damit ist die Familie der Spaltenvektoren von A linear abhéngig (vgl.
Bemerkung 12.3). Im Fall k > 2 kann die Spalte a. als Linearkombination der
vorhergehenden Spalten geschrieben werden, sodass (Lemma 12.5) auch in diesem
Fall die Familie der Spaltenvektoren von A linear abhingig ist. Der Rang von A
(die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten, siche Lemma 15.11) erfiillt daher
Rang(A) < n.

Wire nun A invertierbar, so gibe es eine Matrix B € K"*" mit A B = I,,. Daraus folgt
aber mit Satz 15.17 der Widerspruch

n = Rang(I,) = Rang(A B) < min{Rang(A), Rang(B)} < n.

3Vergleiche hierzu die geometrische Reihe aus Lehrveranstaltungen zur Analysis: (1—q) ™' = o g~ fiir |g| < 1.
Im vorliegenden Fall ist ¢ = —N eine Matrix, und die Reihe wird zu einer endlichen Summe, weil N und damit
auch —N nilpotent ist (Lemma 15.36).
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Da das Produkt von oberen Dreiecksmatrizen wieder eine obere Dreiecksmatrix ist (Lemma 15.38)
und insbesondere die Einheitsmatrix eine invertierbare obere Dreiecksmatrix ist, erfullt die
Menge der oberen Dreiecksmatrizen das Untergruppenkriterium (Satz 7.44) und ist damit eine
Untergruppe von GL(n, K).

Aussage (iii): Ist A € KI*" eine untere Dreiecksmatrix, dann ist AT eine obere Dreiecksmatrix
mit denselben Diagonaleintrigen. Nach Satz 15.42 ist A genau dann invertierbar, wenn A"
invertierbar ist, und in dem Fall gilt fiir die Inverse nach (15.34)

AT = (@) = (@)
——
obere Dreiecksmatrix nach Aussage (ii)

A~1ist also eine untere Dreiecksmatrix. O

Wir kénnen nun ein Invertierbarkeitskriterium fiir allgemeine Matrizen angeben. Dieses basiert
auf der Beobachtung, dass die Umformung einer Matrix in Zeilenstufenform ihre Invertierbarkeit
nicht dndert. Fur Matrizen in Zeilenstufenform ist aber die Invertierbarkeit leicht zu erkennen:

Satz 15.45 (Invertierbarkeit von Matrizen erkennen durch Zeilenstufenform).

Es seien K ein Korper, n € Ny und A € K™". Weiter sei C eine zu A gehorige Matrix in
Zeilenstufenform (Satz 15.23). Dann sind 4dquivalent:
(i) Aistinvertierbar.
(i) Es gilt Rang(A) = n.
(iii) C ist invertierbar.
(iv) Es gilt Rang(C) = n.
(v) C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.

Beachte: Eine quadratische Matrix ist also genau dann invertierbar, wenn sie vollen Rang
(Definition 15.14) besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn die Menge der Zeilenvektoren linear
unabhingig ist, und auch genau dann, wenn die Menge der Spaltenvektoren linear unabhiangig
ist.

Beweis. Es sei C eine zu A gehorige Matrix in Zeilenstufenform. C ist also aus A durch Multipli-
kation von links mit Elementarmatrizen E; hervorgegangen:

CIEk"'EZElA.
Aussage (i) < Aussage (iii): Da die Elementarmatrizen nach Lemma 15.43 invertierbar sind, ist

A genau dann invertierbar, wenn C invertierbar ist. (Quizfrage 15.9: Klar?)

Aussage (ii) & Aussage (iv): Wie in Lemma 15.19 gezeigt wurde, dndern elementare Zeilenum-
formungen den Zeilenraum und insbesondere den Rang nicht. Es gilt also Rang(A) = Rang(C).
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Aussage (iv) = Aussage (iii): Im Fall n = 0 ist die einzig mogliche Matrix C die leere Matrix,
diese hat Rang(C) = 0 und ist selbstinvers. Fiir den Rest des Beweisschrittes betrachten wir nun
n € N. Rang(C) = n bedeutet, dass die Zeilenstufenform von C die Gestalt

0
0 0

besitzt, vgl. Beispiel 15.22. Dabei sind die Pivot-Elemente x € K \ {0}. Nach Lemma 15.44 ist C
also invertierbar.

Aussage (iv) & Aussage (v): Wir wissen: Rang(C) ist die Anzahl der Pivot-Elemente von C. Da
C eine n X n-Matrix ist, gilt:

Rang(C) =n

C hat n Pivot-Elemente

T3

die Hauptdiagonale von C hat keine Nullen

)

C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.

Aussage (iii) = Aussage (v): Wir argumentieren mit einem Beweis durch Kontraposition.
Angenommen, C habe eine Nullzeile. Dann hat C X fiir jede Matrix X € K™*" ebenfalls eine
Nullzeile, kann also nicht die Einheitsmatrix I,, sein. Also ist C nicht invertierbar.

Angenommen, C habe eine Nullspalte. Dann hat X C fir jede Matrix X € K™*" ebenfalls eine
Nullspalte, kann also nicht die Einheitsmatrix I, sein. Also ist C nicht invertierbar. O

Folgerung 15.46 (Multiplikation mit invertierbaren Matrizen édndert den Rang nicht).
Es seien K ein Koérper und m,n € Ny. Fur beliebige Matrizen A € K™ und invertierbare
Matrizen B € K™*", C € K"™*"™ gilt:

Rang(BAC) = Rang(A). (15.36)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Abschlieflend zeigen wir, dass es fiir den Nachweis, dass zwei n X n-Matrizen A und B Inverse
voneinander sind, ausreichend ist, AB = I oder B A = I nachzuweisen.?* Mit anderen Worten,
jede Rechtsinverse einer quadratischen Matrix ist auch eine Linksinverse (und damit die
eindeutige Inverse) und umgekehrt. Das ist eine durchaus bemerkenswerte Eigenschaft des
Matrix-Monoids (K™*", -), die in allgemeinen Monoiden nicht gilt (Ubung).

Satz 15.47 (Rechtsinverse quadratischer Matrizen sind Linksinverse und umgekehrt).
Es seien K ein Korper, n € Ny und A, B € K™*". Dann sind dquivalent:

(i) Bisteine Rechtsinverse von A, d. h., es gilt AB = I,.
(ii) Bist eine Linksinverse von A, d. h., es gilt BA = I,,.

24Wenn wir bereits wiissten, dass A oder B invertierbar ist, dann wire das wegen Lemma 7.19 klar.
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(iii) Bist die Inverse von A, d.h.,,esgilt AB=BA=1,.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei AB = I,. Dann gilt

n = Rang(I,) nach Satz 15.45 (I, ist invertierbar und hat daher vollen Rang)
= Rang(A B) I, = A B nach Voraussetzung
< min{Rang(A), Rang(B)} nach Satz 15.17 (Rang des Produkts von Matrizen)

/

N

n nach Satz 15.13 (Rang ist beschrankt durch die Dimensionen).

Es muss also tiberall Gleichheit gelten, insbesondere ist Rang(A) = Rang(B) = n, und nach
Satz 15.45 sind A und B invertierbar. Wir miissen noch nachweisen, dass B tatsichlich die Inverse
von A ist. Es gilt nimlich A A~ = I, aber nach Voraussetzung auch A B = I,,. Nach Kiirzungsregel
(15.312) muss A~! = B sein.

Der Beweis von Aussage (ii) = Aussage (iii) geht analog.

Aussage (iii) = Aussage (i) und Aussage (iii) = Aussage (ii) sind klar. O

Ende der Vorlesung 21

Ende der Woche 10

§ 16 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 1.4 und 3.3; Bosch, 2014, Kapitel 3.5; Beutelspacher,
2014, Kapitel 4.1; Deiser, 2024b, Kapitel 3.3; Janich, 2008, Kapitel 7

Sehr viele Aufgabenstellungen in den quantitativen Wissenschaften fithren frither oder spater
auf lineare Gleichungssysteme.

Definition 16.1 (lineares Gleichungssystem).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K™,

(i) Eine Gleichung der Form A x = b mit dem unbekannten Koeffizientenvektor x € K™
heif}t ein lineares Gleichungssystem (englisch: linear system of equations) oder kurz
LGS. A heifit die Koeffizientenmatrix (englisch: coefficient matrix) und b € K" der
Vektor der rechten Seite (englisch: right-hand side vector) oder kurz die rechte Seite
(englisch: right-hand side) des LGS. Der unbekannte Koeffizientenvektor x heifit auch
die Variable (englisch: variable) des LGS.

(ii) Die Matrix [A,b] € K™ (™) heifit die erweiterte Koeffizientenmatrix (englisch:
augmented coefficient matrix) zum LGS A x = b.

(iii) Das LGS Ax = b heifit homogen (englisch: homogeneous), wenn b = 0 € K™ ist,
andernfalls nichthomogen (englisch: non-homogeneous) oder inhomogen (englisch:

inhomogeneous).
(iv) Das LGS A x = b heif3t 16sbar (englisch: solvable), wenn es ein x, € K™ gibt, das Axo = b
erfullt, andernfalls unlésbar oder nicht losbar (englisch: unsolvable). A
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Beispiel 16.2 (lineares Gleichungssystem).

(i) Wir betrachten folgendes Beispiel mit m = 3 (Anzahl der Gleichungen) und n = 3 (Anzahl
der unbekannten Koeffizienten) iiber dem Kérper R:

6x; + 1x; + 1x3 = 11 6 1 1 x1 1
3x; + 3xy + 1x3 = 5 =1 3 3 1 xo| =1 5
—6x;, — 6x3 — 3x3 = -9 —6 =6 3] \x3 -9
—_——— —— ——
A x b

(ii) Wie in Beispiel 11.9 bemerkt, fithrt die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten in
einer Linearkombination ebenfalls auf ein lineares Gleichungssystem. Wollen wir etwa
den Vektor (%) im R-Vektorraum R? als Linearkombination der Vektoren {( 2 ), (1)}
darstellen, so miissen die gesuchten Koeffizienten x, x, € R das LGS

G- )

————— —— ——
A x b

erfullen. A

Beachte: Jede Spalte der Matrix gehort zu einer der Variablen xj, . . ., x,. Jede Zeile der Matrix
gehort zu einer Gleichung. Die Matrix A € R™™, die rechte Seite b € K" und die Variable
x € K™ sind alles Objekte iiber demselben Korper K.

Unser Ziel ist es, alle Losungen von A x = b zu bestimmen, also die gesamte Losungsmenge
(englisch: solution set)
L(Ab) ={x e K™"|Ax = b}. (16.1)

Dabei spielt die Zeilenstufenform der Koeffizientenmatrix A bzw. der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix [A, b] eine entscheidende Rolle, wie wir am Beweis des folgenden Satzes und auch
anschlieBend beim Losungsverfahren sehen werden.

Satz 16.3 (Struktur der Losungsmenge, Losbarkeit).
Es seien K ein Korper, m,n € Ny und A € K™ und b € K".

i) L(A,0) ist ein Unterraum von K™ der Dimension m — Rang(A).
g

(ii) Ist xp € K™ irgendeine (,partikulire®) Losung (englisch: particular solution) von
Ax = b, dann gilt
L(A D) =x+ L(A0). (16.2)
Beachte: Die Losungsmenge eines allgemeinen Systems A x = b ergibt sich aus einer
partikuldren Losung plus der Losungsmenge des zugehdrigen homogenen Systems.
(iii) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Ax = b ist1osbar.
(b) b € SR(A).
(c) Rang(A) = Rang([A,b]).
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(iv) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Ax =D ist eindeutig l6sbar.
(b) Rang(A) = Rang([A, b]) = m.

(v) Ist A quadratisch, gilt also m = n, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Ax = b ist eindeutig losbar.
(b) Ax = cist fir jedes ¢ € K" eindeutig losbar.
(c) Aistinvertierbar.

In diesem Fall ist die eindeutige Losung von A x = b gegeben durch x = A™'b.

Beweis. Wir zerlegen den Beweis von Aussage (i) in mehrere Schritte.

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

L(A,0) ist ein Unterraum von K™:

Das folgt aus dem Unterraumkriterium (Satz 11.11), denn: Gehoren die Vektoren
x,y € K™ zu L(A,0), erfiillen also die Bedingungen Ax = 0 und A y = 0, und sind
a, B € K, dann gehort auch ax + f y zu L(A, 0), denn es gilt

Alax+py)=A(ax)+A(fy)=aAx+Ay=0.

Wir bringen A in Zeilenstufenform C ohne Nullzeilen und zeigen £(A, 0) = £L(C, 0):

Es sei dazu C = Ei---E, E{ A eine zu A gehorige Zeilenstufenform. Da die Ele-
mentarmatrizen E; invertierbar sind, gilt Ax = 0 & Cx = Ep---E;Eix = 0,
also L(A,0) = L(a 0). Zur Abkiirzung setzen wir r = Rang(A) = Rang(@),
0 < r < min{m, n}. Eventuell in C auftretende Nullzeilen kénnen wir streichen und
erhalten die Matrix C € K"*™ in Zeilenstufenform ohne Nullzeilen. Es gilt weiterhin

L(A,0) = £(C,0) = L(C,0).

Wir bestatigen dim(L(C,0)) = m — r, indem wir eine Basis dieses Unterraumes
angeben:

Wir bezeichnen mit A = (j, ..., jr) die Familie der Pivot-Spalten (in aufsteigender
Reihenfolge) und mit 7 die komplementare Familie der Nicht-Pivot-Spalten I =
(ki ..., km—r). Wir konnen jeden Vektor x € K™ in zwei Teilvektoren x4 € K" und
x5 € K™7" zerlegen. Dies geschieht durch Einfithrung der beiden Matrizen

g = [e;i]ielll,r]] €K™™ und Iy =€ K(m_r)xm[ezi]ielll,mfr]],

die aus komplementéren Zeilen der m X m-Einheitsmatrix bestehen. (Quizfrage 16.1:
Koénnen Sie sich davon tiberzeugen, dass die nachfolgenden Ausfithrungen auch in
den Grenzfillen r = 0 und r = m Sinn ergeben?) Dann gilt

: T T
xa=HNax und x7=Ilrx sowie x=II xa+I;x5.
Die wesentliche Erkenntnis hierbei ist, dass wir
T T
Cx=Clgxa+CIl xr

schreiben konnen, wobei die Matrix C HTﬂ = [Caj;, - ., Caj, ] aus den Pivot-Spalten
von C besteht und damit eine invertierbare obere Dreiecksmatrix (Satz 15.45) der
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Dimension r X r darstellt. Wir kénnen also Cx = 0 nach der Teilvariablen x4

auflosen:
Cx=0

=4 CHTﬂxg(+CHT[x]:0
=4 CH;Xﬂ:—CH}xI

-1
& xa=-(CIYy) CHlxyz,

wobei x7 € K™ frei gewihlt werden kann. Setzen wir diese Darstellung in x =
T x4 + ' x7 ein, so erhalten wir durch

x = -, (COy) 'Clhxs + Whxr = L, - (COY)'ClMhxr  (16.3)

mit beliebigem x; € K™™" genau die Lésungen von C x = 0.

Wir zeigen nun, dass die Spalten der Matrix
[, - 7, (CTT,) ~'c| I, € K™(m=") (16.4)

linear unabhangig sind und damit eine Basis von £(C,0) = L(A, 0) bilden. Eine
solche Spalte ergibt sich durch Multiplikation der Matrix aus (16.4) mit einem der
Standardbasisvektoren e; von K™~". Die lineare Unabhangigkeit der Spalten folgt

aus m—r
a; [Im — T (CTT,) ~'C| Y e; = 0
=1
l m-r
= Tr » af (T, '] e =0
m-— rl
= @i 11 [ — T, (CTT,) 7'C] Me; = 0
i=1
-
= o [T T ~T 7107, (CTT,) ~'CTY ] e; = 0
i=1 ——
=Lpr =0
m-—r

= Zaie,-:o.

Da die Menge der Standardbasisvektoren e; von K™~" linear unabhéngig ist, folgt
a;=0firallei € [Lm-r].

Damit haben wir gezeigt, dass die Spalten der Matrix (16.4) eine Basis der Kardinalitét
m—rvon L(C,0) = L(A,0) bilden.
Aussage (ii): Es sei xg € K™ mit Ax, = b gegeben. Dann gilt

x € L(AD)
Ax=b
A(x—x5)=0
x—x9 € L(A0)
x € xo + L(A0).

t g3

214 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

Nun zu Aussage (iii):

Aussage (a) © Aussage (b): Ax = b ist 1sbar genau dann, wenn b als Linearkombination der
Spalten von A darstellbar ist, also genau dann, wenn b € SR(A) liegt.

Aussage (b) & Aussage (c): Die Hinzunahme des Spaltenvektors b zu einer Matrix A erhoht
genau dann den Rang(A) = SRang(A) = dim(SR(A)) nicht, wenn b bereits in SR(A) enthalten
ist.

Wir beweisen Aussage (iv):

Aussage (a) = Aussage (b): Es besitze A x = b eine eindeutige Losung x,. Aufgrund der Losbar-
keit folgt aus Aussage (iii) Rang(A) = Rang([A, b]). Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung
und der Darstellung (16.2) L(A, b) = x¢ + L(A,0) muss L(A,0) = {0}, also dim(L(A,0)) =0
sein. Das bedeutet nach Aussage (i) aber gerade m = Rang(A).

Aussage (b) = Aussage (a): Es gelte Rang(A) = Rang([A, b]) = m. Dann ist aufgrund von
Aussage (iii) A x = bldsbar. Aufgrund der Darstellung (16.5) und dim( £ (A, 0)) = m—Rang(A) =
0 folgt, dass die Losung eindeutig ist.

Schliefilich Aussage (v): Es sei nun A quadratisch, also m = n.

Aussage (a) = Aussage (c): Es sei Ax = b eindeutig l3sbar. Nach Aussage (iv) folgt, dass
Rang(A) = Rang([A, b]) = n gilt. Rang(A) = n impliziert nach Satz 15.45 aber, dass A invertier-
bar ist.

Aussage (c) = Aussage (b): Wenn A invertierbar ist, dann ist A x = ¢ dquivalent zu A™!Ax =
x = A”lc. Also ist A x = c fiir jedes ¢ € K" eindeutig l6sbar.

Aussage (b) = Aussage (a): Das ist offensichtlich. |

Bemerkung 16.4 (zu Satz 16.3 iber die Struktur der Lésungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems).

(i) Wir illustrieren den Beweis von Aussage (i) aus Satz 16.3 anhand eines Beispiels (vgl.
Beispiel 15.22). Die Zeilenstufenform von A habe die Gestalt

*x ? ? ?
~ * ? ? ?
C=| 0 0|% ? und nach Streichen von Nullenzeilen C = 0 0lx 2 }
0 0 0 O -

Hieraus lesen wir ab:

« Anzahl der Variablen m = 4

» Rang der Matrix Rang(A) =r =2

« Familie der Pivot-Spalten A = (1, 3)

« Familie der Nicht-Pivot-Spalten ' = (2, 4)

Die Auswahlmatrizen IT# und I 7 haben also die Form

1 0 0 O

0 0 1 0] und H]Z

M- |

01 0 0
0 0 0 1f°

https://tinyurl.com/scoop-la 215


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

(if)

Es gilt
X1 X1
x_lOOOxz_xl und %, = 0 Ofxa| _(x2
700 0 1 oflxs | s 700 0 0 1)]xs| \xs
X4 X4
sowie

1 0 0 0
_0 0 X1 + 1 0 X9
10 1| lxs) [0 0] \xy
0 0 0 1
X1 0 X1
0
= + S .
X3 0 X3
0 X4 X4
—— ~——

abhingige Variablen unabhéngige Variablen

Wir nennen die Variablen x; und x4 auch die unabhingigen Variablen (englisch:
independent variables), wiahrend x; und x5 als die abhingigen Variablen (englisch:
dependent variables) bezeichnet werden.

Die Teilmatrix CIT', (Auswahl der A-Spalten von C) hat die Gestalt

|

einer invertierbaren oberen r X r-Dreiecksmatrix.

Wir halten fest, dass die kompliziert aussehende Darstellung
[, - 11", (cTIT,) ~'c] I, € K™<(m=") (16.5)

einer spaltenweisen Basis von £ (A, 0) praktisch Folgendes bedeutet: Wir setzen genau
eine der unabhingigen Variablen x; auf den Wert 1 und die anderen unabhéngigen
Variablen auf den Wert 0. (Das entspricht einer Spalte von IT"..) Dann rechnen wir die
Werte der abhingigen Variablen x # mit Hilfe der Gleichung

(Cc H}[) xq=-C HTIx] (16.6)
~——
genau eine der 7 -Spalten von C

aus. Weil CIT", eine obere Dreiecksmatrix ist, kénnen wir die Werte der abhéangigen
Variablen x# von hinten nach vorne bestimmen und an der richtigen Stelle in den
Losungsvektor einsortieren (IT", x #). Ein Beispiel folgt in Beispiel 16.10.

Die Dimension des Losungsraumes dim( £ (A, 0)) = m — Rang(A) sollten wir uns merken
in der Form ,Anzahl der Variablen (m) minus Anzahl der wesentlichen (sprich: linear
unabhangigen) Gleichungen (Rang(A)) im System A x = b*.
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(iii) Bei einem linearen Gleichungssystem A x = b konnen drei mogliche Fille auftreten:

(1) Das System ist eindeutig 16sbar.

(2) Das System ist 19sbar, aber nicht eindeutig lgsbar. In diesem Fall hat die Losungsmenge
die Struktur (16.2), also irgendeine beliebige, aber feste Losung x, von Ax = b, plus
den Unterraum £ (A, 0) der Dimension m — Rang(A) > 1.5

(3) Das System ist nicht lgsbar. A

Wie berechnet man nun praktisch die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b
bzw. stellt fest, dass das System nicht 16sbar ist? Dazu gehen wir wie folgt vor:

(1) Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix [A, b] zunichst in Zeilenstufenform. An ihr
konnen wir bereits die Losbarkeit und ggf. die Dimension des Losungsraumes ablesen.

(2) Wenn das System l6sbar ist, so iberfithren wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in die so-
genannte reduzierte Zeilenstufenform, aus der wir die Losungsmenge ablesen kénnen.?

Dieses Verfahren heifit Gauf3sches Eliminationsverfahren (englisch: Gaussian elimination
method).*”

Definition 16.5 (reduzierte Zeilenstufenform, vgl. Definition 15.20).

Es seien K ein Korper und m, n € Ny. Eine Matrix A € K"*™ heifit in reduzierter Zeilenstufen-
form (englisch: reduced row echelon form), wenn sie in Zeilenstufenform ist (Definition 15.20)
und zusitzlich gilt:

(i) Alle Pivot-Elemente sind gleich 1.

(ii) Elemente, die in einer Spalte oberhalb eines Pivot-Elements stehen, sind gleich 0. A

Beachte: Die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix ist eindeutig. Eine Matrix ist genau
dann invertierbar, wenn ihre reduzierte Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist (Beweis in
Folgerung 16.8).

Beispiel 16.6 (reduzierte Zeilenstufenform, vgl. Beispiel 15.22 zur Zeilenstufenform).
Nachfolgend sind die Besetzungsmuster einiger 3 X 4-Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform
zu sehen, wobei ? jeweils fiir einen Eintrag aus dem Korper K steht. Die Zahl r gibt wieder den
Rang der Matrix an.

h=1—-||1 0 0 ? aA=1—f|1 ? 0 ? h=3—>( 0 0
jo=2—=[ 0|1 0 ? jo=3—= 0 0|1 ? Jo=4—[ 0 0 0 A
j3=3—=| 0 0|1 ? 0 0 O 00 0 O

r=3 r= r=2

?5Die Losungsmenge L (A, b) ist dann also eine unendliche Menge, falls der Korper K eine unendliche Menge ist.
Ist dagegen der Korper K endlich, dann gilt #£(A, b) = (#K ym—Rang(A)

26Der zusitzliche Aufwand fiir die Uberfithrung in die reduzierte Zeilenstufenform ist gerechtfertigt, weil dann die
A-Spalten C HL(, aus denen sich — siehe (16.6) — die Werte der abhingigen Variablen ergeben, nicht nur eine
obere Dreiecksmatrix, sondern die Einheitsmatrix ist, sodass wir die Werte direkt ablesen konnen.

2TDas Wort ,Elimination® bezieht sich darauf, dass durch die Uberfiihrung in Zeilenstufenform Variablen aus den
Gleichungen derart eliminiert wurden (erkennbar an Nullkoeffizienten), dass zwischen benachbarten Zeilen von
unten nach oben immer nur eine Variable (Pivot-Spalte) hinzukommt, nach der diese Zeile (Gleichung) aufgelost
werden kann.
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Wir kénnen Algorithmus D.1 erweitern, um die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix zu
berechnen, sieche Algorithmus D.3. Mit desen Hilfe kénnen wir analog zu Satz 15.23 beweisen:

Satz 16.7 (Erreichbarkeit der reduzierten Zeilenstufenform, vgl. Satz 15.23).

Es seien K ein Korper und n,m € Nj. Jede Matrix A € K™™ lasst sich durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix C € K™*™ in reduzierter Zeilenstufenform tiberfithren. Ist
r € [0,n] die Anzahl der Nicht-Nullzeilen in C, dann bilden die Zeilenvektoren cia, . . ., cre €ine
Basis von ZR(A) = ZR(C), und es gilt Rang(A) = Rang(C) =r.

Folgerung 16.8 (invertierbare Matrizen sind Produkte von Elementarmatrizen).

Es seien K ein Korper, n € Ny und A € K*". Dann sind dquivalent:

(i) Die Matrix A ist invertierbar.
(ii) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist die Einheitsmatrix I,,.

(iii) Es gibt Elementarmatrizen E;, ..., Ex € K™ k € Ny, so dass gilt:

A:ElEz"'Ek.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Ist A invertierbar, dann gilt nach Satz 15.45 Rang(A) = n.
Nach Satz 16.7 besitzt auch die reduzierte Zeilenstufenform von A den Rang n, ist also die
Einheitsmatrix I,,.

Aussage (ii) = Aussage (iii): Es sei C € K™" die reduzierte Zeilenstufenform von A. Diese
ist aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, also gibt es Elementarmatrizen
Gy, ...,Gr € K™, k € Ny, so dass gilt:

C:In :Gk"'GgGlA.
Da Elementarmatrizen invertierbar sind (Lemma 15.43), folgt
A=G{'Gy' -Gl

Da die Inversen E; = Gl._l, i=1,...,k, ebenfalls Elementarmatrizen sind (Lemma 15.43), folgt
die gewiinschte Darstellung.

Aussage (iii) = Aussage (i): A ist als Produkt invertierbarer Elementarmatrizen wieder inver-
tierbar (Satz 15.42). O

Bemerkung 16.9 (Erzeugendensystem der allgemeinen linearen Gruppe).

(i) Die Folgerung 16.8 besagt, dass die Elementarmatrizen ein Erzeugendensystem der allge-
meinen linearen Gruppe GL(n, K) der invertierbaren Matrizen bilden.

(ii) Da Elementarmatrizen vom Typ III ihrerseits als Produkte von Elementarmatrizen vom
Typ I und Typ II dargestellt werden kénnen, folgt, dass bereits die Elementarmatrizen
vom Typ I und Typ II ein Erzeugendensystem von GL(n, K) bilden. A

218 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

(Quizfrage 16.2: Welche Untergruppe wird alleine von den Elementarmatrizen vom Typ I
erzeugt? Welche von den Elementarmatrizen vom Typ II?)

Wir geben nun anhand von Beispielen die Bestimmung der reduzierten Zeilenstufenform fiir
eine erweiterte Koeffizientenmatrizen [A, b] an und wie wir daraus die Losungsmenge des
linearen Gleichungssystems A x = b ablesen konnen. Dabei kommen alle drei Fille (eindeutige
Losbarkeit, nicht-eindeutige Losbarkeit und Nicht-Losbarkeit) vor.

Beispiel 16.10 (Gaufisches Eliminationsverfahren).

Wir betrachten drei lineare Gleichungssysteme tiber dem endlichen Korper (Zs, +s, -5), vgl.
Folgerung 10.4. Der Einfachheit halber schreiben wir die Verkniipfungen als + und - (statt +5
und -5) und wiederholen sie hier:

+/0 1 2 3 4 o1 2 3 4
0jlo 1 2 3 4 0/o0 0 0 0 0
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

In allen Fallen werden wir m = 3 Variablen und n = 3 Gleichungen verwenden.

(i) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

C'o 0 2| 1] J173 0| 2]
1 3 0{2] ~ |0 0 2| 1| Tauschen der Zeilen1und 2
3 2 2|2 3 2 2|2
hY 1 < 1
%?3 (2) 21 %?(3; (2) i Erzeugen von Nullen
~>
213 2 212 0 3 2|1 unterhalb des Pivot-Elements
<ﬁ3 0] 2] <ﬁ 0] 2]
C 0 0 2|1 ~ |0 2 | 1| Tauschen der Zeilen 2 und 3
0 3 2|1 0 0 2|1
A 1 < 1
%?i% (2) i %?i% 0 21 Erzeugen von Nullen
~>
00 211 0 Oi;:> 1 unterhalb des Pivot-Elements

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen Rang(A) =3 = m,
also ist die Matrix invertierb und das System fiir jede rechte Seite eindeutig l6sbar. Wir
gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

012 012
0 11 ~ |0 1| Normierung des Pivot-Elements
3 0 0 1 0 0 3
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(if)

<
1 Erzeugen von Nullen

173 0 el
3( Oi% 1 ~ Oi’o% 0 )
0 0517 3] 0 05173 oberhalb des Pivot-Elements
Tigs o 17
0 0 ~ 0
0 05173 0

2(
N ] D ]
2 C % i 012 ﬁ % 012 Erzeugen von Nullen

0 of ~ [0 0 _
0 0173 0 0173 oberhalb des Pivot-Elements

Wir haben in diesem Fall also die abhéngigen Indizes A = (1, 2, 3) und keinen unabhén-
gigen Index, also die leere Familie 7 = (). Hier konnen wir nun die eindeutige Losung
ablesen, namlich x = (2, 0,3)". Wir fiihren die Probe durch:

{): 0| Normierung des Pivot-Elements

0
1
3

N W O

2] (2 1
o1jo1=12].
21\3 2

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

C [0 0 2] 1] 0| 2]
1 3 02 ~ 2 | 1| Tauschen der Zeilen 1 und 2
3 4 2|2 3 4 2|2
| ] < ]
ﬁk 3072 13 2 Erzeugen von Nullen
0 0 2|1 ~ |0 05241 )
2 3 4 2|2 0 0 2|1 unterhalb des Pivot-Elements
< ] v 1
ﬁk 3 2 % 3 2 Erzeugen von Nullen
0 05201 ~ |0 05241 )
4( 0 0 2|1 0 0 ool unterhalbdesPivot-Elements

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen daran Rang(A) =
Rang([A, b]) = 2 = m — 1, also ist das System losbar, und die Lésungsmenge des homoge-
nen Systems hat dim(L(A, 0)) = 1. Wir gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

(;Fk % ﬁ {% Normierung des Pivot-Elements
3
Erzeugen von Nullen
~>
oberhalb des Pivot-Elements
Wir haben in diesem Fall also die abhdngigen Indizes A = (1,3) und einen einzelnen
unabhéngigen Index 7 = (2).

Eine partikuldre Losung erhalten wir, indem wir die unabhéngige Variable x, = 0 setzen
und die abhangigen Variablen mit Hilfe des Systems berechnen. Da wir die Pivot-Elemente
auf 1 normiert haben, miissen wir dazu lediglich die rechte Seite ablesen und die Elemente
an der richtigen Stelle (wie durch die Pivot-Spalten vorgegeben) in den Losungsvektor
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eintragen. Wir erhalten so die partikuldre Losung xo = (2, 0, 3)". Wir fithren die Probe
0 0 2f/2 1
1 3 0j{o]1=|2].
3 4 21\3 2

Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Systems

G

erhalten wir nach Bemerkung 16.4 dadurch, dass wir fiir die unabhingigen Variablen
(hier nur x,) einen der Standardbasisvektoren von K™~ " einsetzen (hier also nur die
Zahl x, = 1) und die abhingigen Variablen von hinten nach vorne mit Hilfe der Glei-
chungen ausrechnen. Im vorliegenden Beispiel lesen wir aus der zweiten Gleichung

x3=0
ab und anschlieend aus der ersten Gleichung
x1+3x,=0 (=4 X1=-3x,=2x,=2-1=2.

Die Losungsmenge des homogenen Systems besteht also gerade aus allen Vielfachen des
Vektors (2, 1,0)". Wir fithren auch hier die Probe durch:

0 0 2f/2 0

1 3 0ff1|={0].

3 4 21\0 0
Da wir es in unserem Beispiel mit dem endlichen Kérper Zs zu tun haben, kénnen wir
die Elemente des eindimensionalen Losungsraumes sogar aufzihlen. Es gilt

2 0\ [2\ [4\ [1\ (3
LAb) =[o|+3o], 1], |2],|3], |4
3 o/ \o/ \o/ \o/ \o

2\ [4\ [1\ [3\ (o

={lol, 1], |2], |3]. |4

3/ \3/ \3/ \3/ \3

(iii) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

A
Erzeugen von Nullen

[\
N

af

unterhalb des Pivot-Elements

C'o 0 2| 1] J173 0| 2]
1 3 02| ~ [0 0 2| 1| Tauschen der Zeilen 1 und 2
3 4 23] 3 4 23]
~ 1 AN ]
ﬁg. 012 ﬁ 2 Erzeugen von Nullen
00 21 ~ 2701 _
2 3 4 23] 2| 2] unterhalb des Pivot-Elements
ﬁ?» 2] 2]
0 0241 1
0 0 2] 2] 1]
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An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen nun Rang(A) = 2,
aber Rang([A, b]) = 3. Das heif3t, das System ist nicht l6sbar, vgl. Satz 16.3. Die reduzierte
Zeilenstufenform muss daher nicht bestimmt werden. A

Abschliefiend bemerken wir, dass wir mit Hilfe der Transformation in reduzierte Zeilenstufen-
form nicht nur ein einzelnes lineares Gleichungssystem A x = b 16sen kénnen, sondern mehrere
Systeme gleichzeitig, sofern diese sich nur in der rechten Seite unterscheiden. Haben wir k € N,
rechte Seiten, so schreiben wir diese spaltenweise als n X k-Matrix B. Das System fiir die k un-
bekannten Spaltenvektoren in der n X k-Matrix X lautet dann A X = B. Die Transformation auf
Zeilenstufenform geschieht einfach fiir alle Spalten der erweiterten Koeffizientenmatrix [A, B]
gleichzeitig. Wie gewohnt kénnen wir an der Zeilenstufenform ablesen, fiir welche rechten
Seiten das System losbar ist. Die rechten Seiten, die zu unlésbaren Systemen fiithren, kénnen
wir vor der Herstellung der reduzierten Zeilenstufenform einfach herausstreichen (oder auch
stehenlassen). Wir erhalten dann fiir jede rechte Seite, fiir die das System losbar ist, eine parti-
kuldre Losung. Die Losungsmenge des homogenen System ist fiir alle rechten Seite dieselbe, da
das homogene System ja dasselbe ist.

Ein wichtiger Anwendungsfall ist die Bestimmung der inversen Matrix einer quadratischen
n X n-Matrix A. Dies kann man durch die rechte Seite B = I,, und Losen des Systems AX = I,
erreichen. An der Zeilenstufenform erkennt man, ob A invertierbar ist. Wenn ja, hat man am
Ende rechts die inverse Matrix stehen.

Beispiel 16.11 (Berechnung der inversen Matrix, vgl. Beispiel 16.10).
Wir fiithren die Berechnung der inversen Matrix fiir die erste Matrix aus Beispiel 16.10 vor. Wir
erinnern daran, dass wir es hier mit Matrizen itber dem Korper Zs zu tun haben.

C'0021oo‘ <%30010-
13 0{0 1 Of ~ |0 0 2|1 0 0| Tauschen der Zeilen1und 2
3 2 2{0 0 1] 3 2 2/0 0 1]
N b N ~
iolkg g (I ; g ; 3 (2) 2 ; g Erzeugen von Nullen
~>
2513 2 200 0 1 o 3 2|0 2 1| unterhalbdesPivot-Elements
<ﬁk30010' <%0010‘
C S I I 210 2 1| Tauschen der Zeilen 2 und 3
0 3 2|0 2 1 00 21 0 o
A\ b N ~
%ﬁ%g g 21 2 %;}0 g ; 2 Erzeugen von Nullen
~>
0 0 2 1 0 O 0 0 i3§7 1 0 0 unterhalb des Pivot-Elements

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen Rang(A) = Rang([A, b]) =
3 = m fiir jede Spalte b der rechten Seite, also ist das System fiir jede der rechten Seiten eindeutig
16sbar. Wir gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

00 1 0 00 1 0
0 0 2 1 ~ |0 0 2 1| Normierung des Pivot-Elements
3 0 0 1 0 0 0 0 300
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<ﬁ°°10— <ﬁk0010-E Null
5 0o 2 1l w lo 42 1 rzeugen von Nullen
3 .
C 0 0 i§7 30 0 00 {%7 300 oberhalb des Pivot-Elements
{1} 0/o 1 0] {1? 0/0 1 0]
ZC 0 4 2 1f ~ |0 3 4 2| Normierung des Pivot-Elements
0 05173 0 o 0 05173 0 o
~ ) AV )
ZC % 010 10 ilk 011 4 4 Erzeugen von Nullen
0 3 4 2| ~ [0 3 4 2 _
0 05173 0 o 0 05173 0 o oberhalb des Pivot-Elements

Die Matrix auf der rechten Seite ist die Inverse der Ausgangsmatrix.

Wir fithren die Probe durch:

0 0 2(f1 4 4 1 0 0
1 3 0/|3 4 2(=1|0 1 0]. A
3 2 2|3 0 0 0 0 1

Ende der Vorlesung 22

§ 17 HOMOMORPHISMEN VON VEKTORRAUMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.1-3.2; Bosch, 2014, Kapitel 2; Beutelspacher, 2014,
Kapitel 5.1 und 5.3; Deiser, 2024b, Kapitel 3.3; Janich, 2008, Kapitel 4

In diesem Abschnitt geht es um die Homomorphismen, also die strukturvertriglichen Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen iiber demselben Korper.

Definition 17.1 (Vektorraumhomomorphismus, vgl. Definition 10.11 eines Kérperhomomor-
phismus).
Es seien (V,+1, 1), (W, +,, -2) Vektorrdume iiber demselben Korper K.

(i) Eine Abbildung f: V — W heifit strukturvertriglich oder ein Homomorphismus
von Vektorriumen (englisch: vector space homomorphism) oder eine lineare Abbil-
dung (englisch: linear map) von (V, 44, 1) in (W, 43, -3), wenn gilt:

fu+10) = f(u) +; f(v) furalleu,o eV, (17.1a)
flaq1u)=a- f(u) fur alleu € Vund a € K. (17.1b)

Man bezeichnet die Eigenschaft (17.1a) auch als die Additivitat (englisch: additivity) und
die Eigenschaft (17.1b) als die Homogenitit (englisch: homogeneity) der Abbildung f.

(ii) Ist f: V — W strukturvertraglich und gilt (V, +, 1) = (W, +, -2), so sprechen wir auch
von einem Endomorphismus eines Vektorraumes (englisch: vector space endomor-
phism) oder einem linearen Endomorphismus (englisch: linear endomorphism)..
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(iii) Ist f: V. — W strukturvertrdglich und bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus von Vektorraumen (englisch: vector space isomorphism)
oder ein linearer Isomorphismus (englisch: linear isomorphism). In diesem Fall nen-
nen wir (V, +y, 1) und (W, +2, ) auch zueinander isomorphe Vektorriume (englisch:
isomorphic vector spaces) und schreiben

(V3 +1, '1) = (Wa +2, '2)’

(iv) Ist f: V — W strukturvertriglich und bijektiv und gilt (V, +1, -1) = (W, 45, -2), so spre-
chen wir auch von einem Automorphismus eines Vektorraumes (englisch: vector
space automorphism) oder einem linearen Automorphismus (englisch: linear auto-
morphism). A

Bemerkung 17.2 (zu Definition 17.1).

(i) Die Vektorraume (V,+, 1) und (W, +,, -») sind insbesondere (abelsche) Gruppen (V, +;)
und (W, +;). Aufgrund der Bedingung (17.1a) ist jeder Vektorraumhomomorphismus
insbesondere ein Gruppenhomomorphismus. Wir kénnen daher Ergebnisse aus § 8
verwenden.

(ii) Im Folgenden werden wir zulassen, die Vektorraumoperationen + und - in beiden Vek-
torrdumen mit demselben Symbol (und demselben Symbol wie im zugrundeliegenden
Korper) zu notieren. A

Satz 17.3 (Komposition von Vektorraumhomomorphismen, Inverse von Vektorraumisomorphis-
men, vgl. Satz 10.12 zu Kérperhomomorphismen).
Es seien U, V, W Vektorraume iiber demselben Korper K.

(i) Sind f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen, dann ist auch go f: U — W eine

lineare Abbildung.
(ii) Ist f: U — V eine bijektive lineare Abbildung, dann ist auch f~!: V — U eine bijektive
lineare Abbildung.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Folgerung 17.4 (Isomorphie von Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation, vgl. Folgerung 10.13
zur Isomorphie von Kérpern).

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Vektorraume tiber demselben Kér-
per K.

Beispiel 17.5 (Vektorraumhomomorphismus).

(i) Die Vektorraume K, und K" tiber einem Koérper K sind zueinander isomorph. Die Abbil-
dung
T K,5x—x"eK"

ist ein linearer Isomorphismus, vgl. (15.252) und (15.25b). (Quizfrage 17.1: Wie sieht
der inverse Vektorraumisomorphismus aus? Gibt es weitere mogliche Isomorphismen
zwischen K, und K"?)
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Allgemeiner ist die Transposition ein Isomorphismus zwischen K™ und K™*" fur
beliebige n,m € Nj.

(ii) EsseiV ein Vektorraum tiber dem Kérper K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei die Familie
B = (v;)ie1 eine Basis von V. Dann ist V isomorph zu (K')q9, dem Unterraum der endlich
getragenen Funktionen I — K (Satz 13.3).

nxm

(iii) Der Vektorraum der n X m-Matrizen K itber einem Korper K ist isomorph zum

Vektorraum K"™. Die Vektorisierung (englisch: vectorization)
vec: K"™™ 3 A+ vec(A) € K'™,

definiert durch ,Ubereinanderstapeln® der Spalten, also

‘ ‘ del
vec| |de1 ** Qem| | = .

em

ist ein linearer Isomorphismus. (Quizfrage 17.2: Wie sieht der inverse Vektorraumiso-
morphismus aus?)

(iv) Im Standardvektorraum K" iiber einem Korper K ist die Projektion auf die i-te Koor-
dinate (englisch: projection onto the i-th coordinate), gegeben durch
i K" x> x; €K (17.2)
fir1 < i < n € N, eine surjektive lineare Abbildung. (Quizfrage 17.3: Ist sie auch
injektiv?)

(v) Esseien K ein Korper und n,m € Nj. Fir eine Matrix A € K™ ist die Matrix-Vektor-
Multiplikation mit A
fa: K™ 3 x> fa(x) =Ax e K" (17.3)

eine lineare Abbildung. Sie wird die von A induzierte lineare Abbildung genannt
(englisch: linear map induced by A). Ihre Eigenschaften untersuchen wir in § 17.2.

Wie wir in § 19 sehen werden, ist die Matrix-Vektor-Multiplikation der Prototyp ei-
ner linearen Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen. Jede lineare
Abbildung kann in Form von Matrix-Vektor-Multiplikation geschrieben werden. A

Expertenwissen: weitere lineare Abbildungen

Mit Kenntnissen aus Lehrveranstaltungen zur Analysis konnen wir zum Beispiel die
Linearitat der folgenden Abbildungen bestatigen:

(i) Die Grenzwert-Abbildung, definiert beispielsweise auf dem Vektorraum der
konvergenten R-wertigen Folgen (R'), nach R, also

lim: (R")e 3 (Yn)new, — lim (ya) € R

ist eine surjektive lineare Abbildung. (Quizfrage 17.4: Ist sie auch injektiv?)
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(ii) Die Ableitungsabbildung (englisch: differentiation map), definiert beispiels-
weise auf dem Vektorraum der differenzierbaren Funktionen (g, b) — R in den
Vektorraum der Funktionen (a, b) — R, also

T {fe R(*) |f ist differenzierbar} > f — f’ € R(®D)

ist eine lineare Abbildung, die nicht surjektiv und nicht injektiv ist. (Quizfrage 17.5:
Warum?)

Lemma 17.6 (Eigenschaften linearer Abbildungen).

Es seien V, W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V. — W eine lineare
Abbildung. Dann gilt:

(i) f(0)=o.
(ii) f(—v) =—f(v) furallev € V.
(i) f(Xh aivi) = X5, ai f(v;) firallen € No, a; € Kund o; € V.
(Das Bild einer Linearkombination von Vektoren ist also die Linearkombination der Bilder
dieser Vektoren.)

(iv) Ist E C V, dann gilt f((E)) = (f(E)).
(Das Bild der linearen Hiille einer Menge ist die lineare Hiille des Bildes der Menge.)

(v) Ist F = (v;);es eine Familie von Vektoren in V, dann gilt f((F)) = <f(F)>
(Das Bild der linearen Hiille einer Familie ist die lineare Hiille des Bildes der Familie.)

(vi) Ist U C V ein Unterraum, dann ist f(U) € W ein Unterraum.
(Das Bild eines Unterraumes ist wieder ein Unterraum.)

(vii) Ist Z C W ein Unterraum, dann ist f~!(Z) C V ein Unterraum.
(Das Urbild eines Unterraumes ist wieder ein Unterraum.)

(viii) Ist M C V eine linear abhiangige Menge von Vektoren, dann ist auch f(M) C W eine
linear abhiangige Menge von Vektoren.
(Lineare Abhangigkeit kann durch eine lineare Abbildung nicht geheilt werden.)

(ix) Ist F = (v;);es eine linear abhéngige Familie von Vektoren in V, dann ist auch (f(0;));es
eine linear abhangige Familie von Vektoren.
(Lineare Abhangigkeit kann durch eine lineare Abbildung nicht geheilt werden.)

Beweis. Aussage (i) und Aussage (ii) folgen sofort aus Lemma 8.8.
Aussage (iii):
f (Z a; 0,-) = Z f(ajv;) durch wiederholte Anwendung von (17.1a)
i=1 i=1

= Z a; f(v;) durch Anwendung von (17.1b) auf jeden Summanden

i=1
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Aussage (iv): Nach Satz 11.16 besteht (E) gerade aus den Linearkombinationen von E, wihrend
( f (E)> aus den Linearkombinationen von f(E) besteht. Nach Aussage (iii) sind das aber
dieselben Mengen.

Aussage (v): Nach Satz 11.16 besteht (F) gerade aus den Linearkombinationen von F, wihrend
( f(F )) aus den Linearkombinationen von (f(v;));er besteht. Nach Aussage (iii) sind das aber
dieselben Mengen.

Aussage (vi): Wir verwenden das Unterraumkriterium (Satz 11.11). Wegen 0 € U und Aussage (i)
ist0 € f(U),alsoist f(U) # 0.Sind weiter wy, wy € f(U), dann gibt es uy, u, € U mit wy = f(uy)
und wp = f(uy). Fiir oy, oy € K gilt

aywi+aywy = f(ur) + o fup) = flagug + az uz).

Wegen der Unterraumeigenschaft gehort o uy + o up zu U, also gehort oy wy + o wy zu f(U).

Aussage (vii): Wir verwenden nochmal das Unterraumkriterium (Satz 11.11). Wegen 0 € Z
und Aussage (i) ist 0 € f71(Z), also ist f~}(Z) # 0. Sind weiter uj, u, € f~1(Z), dann gibt es
wy, Wy € Z mit wy = f(uy) und wy, = f(uz). Fir oy, @, € K gilt

aywi+aywy = f(ug) + oz f(up) = flagug + oz uz).

Wegen der Unterraumeigenschaft gehort a; wy + a2 wo zu Z, also gehért ay ug + ap uz zu f~1(2).

Aussage (viii): Es sei M C V eine linear abhéngige Menge, d. h., es gibt ein n € Ny und paarweise
verschiedene Vektoren vy, ..., v, € M sowie Koeflizienten ¢y, . . ., &, € K, die nicht alle gleich 0
sind, sodass gilt: }\i_; a; v; = 0. Es folgt mit Aussage (iii) und Aussage (i)

n

iaif(vi) Zf(z a; vi) = f(0) = 0.

i=1
Das bedeutet aber gerade die lineare Abhangigkeit der Menge f(M).

Aussage (ix): Es sei F = (v;);es eine linear abhiangige Familie von Vektoren in V, d. h., es gibt
ein n € N und paarweise verschiedene Indizes iy, . . ., i, € I sowie Koeffizienten a, ..., a, € K,
die nicht alle gleich 0 sind, sodass gilt: >};_; a¢ v;, = 0. Es folgt mit Aussage (iii) und Aussage (i)

P f@,)=f() an)=fo) =o0.
=1 =1
Das bedeutet aber gerade die lineare Abhéngigkeit der Familie (f(v;))ier. ]

Definition 17.7 (Bild und Kern einer linearen Abbildung, vgl. Definition 10.17 von Bild und
Kern eines Kérperhomomorphismus).
Es seien V, W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V. — W eine lineare

Abbildung.
(i) Das Bild (englisch: image) von f ist definiert als

Bild(f) = {f(w) e W|u eV} = f(V). (17.4)
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(ii) Der Kern (englisch: kernel, null space®®) von f ist definiert als

Kern(f) = {u € V| f(u) = 0w} = £ ({0w}). (17:5)

Lemma 17.8 (Bild und Kern sind Unterrdume, vgl. Lemma 9.22 zur Unterringeigenschaft von
Bild und Kern eines Ringhomomorphismus).

Es seien V, W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V. — W eine lineare
Abbildung. Dann gilt:

(i) Bild(f) ist ein Unterraum von W.

(ii) Kern(f) ist ein Unterraum von V.

Beweis. Aussage (i): V ist selbst ein Unterraum von V, daher ist Bild(f) = f(V) nach Lem-
ma 17.6 (vi) ein Unterraum von W.

Aussage (ii): {0} ist ein Unterraum von W, daher ist Kern(f) = f~1({0}) nach Lemma 17.6 (vii)
ein Unterraum von V. o

Lemma 17.9 (Charakterisierung der Injektivitat linearer Abbildungen, vgl. Lemma 9.24 fir
Ringhomomorphismen).

Es seien V, W Vektorrdume tiber demselben Korper K. Weiter sei f: V. — W eine lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f istinjektiv.
(if) Kern(f) = {0y}
(iii) Die einzige Losung der Gleichung f(v) = Oy ist v = Oy.

Beweis. Weder der Begriff der Injektivitat noch die Definition von Kern(f) = {u € V| f(u) = 0}
andern sich, wenn wir die lineare Abbildung f: (V,+,-) — (W, +, ) als Gruppenhomomorphis-
mus f: (V,+) — (W, +) auffassen. Das Resultat folgt daher aus Lemma 8.13 (Charakterisierung
der Injektivitat fiir Gruppenhomomorphismen). O

§ 17.1  KONSTRUKTION LINEARER ABBILDUNGEN

Wir zeigen nun, dass eine lineare Abbildung V' — W durch die Bilder auf einer Basis von V
bereits eindeutig festgelegt ist. Das gilt gleichermafien fiir Basismengen wie fiir Basisfamili-
en (Definition 13.1). In Vorbereitung auf die spatere Darstellung linearer Abbildungen durch
Matrizen (§ 19) bietet es sich aber bereits jetzt an, nur noch mit Basisfamilien zu arbeiten. Der
Einfachheit halber werden wir diese ab sofort auch einfach als Basis bezeichnen.

2Bnicht zu verwechseln mit dem Begriff zero vector space (Nullraum) {0}, siche Beispiel 11.3
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Satz 17.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Vektorraumhomomorphismen®°®, vgl. Satz 8.14
fir Gruppenhomomorphismen).

Es seien V, W Vektorraume tiber demselben Korper K. Weiter seien (v;);e; eine Familie von
Vektoren in V und (w;);er eine Familie von Vektoren in W mit gleicher Indexmenge 1.

(i) Ist B := (v;)ies eine Basis von V, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V. — W
mit der Eigenschaft f(v;) = w; firallei € I.

Diese Abbildung hat auflerdem folgende Eigenschaften:
(@) Bild(f) = ((wi)ier)-

(Die Bilder der Basisvektoren von V erzeugen den Bildraum Bild(f).)

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn {(w;);cr) = W gilt.

(c) f ist injektiv genau dann, wenn (w;);es linear unabhéngig ist.

(d) f ist bijektiv genau dann, wenn (w;);es eine Basis von W ist.

(ii) Ist (v;)ier linear unabhéngig, dann gibt es eine lineare Abbildung f: V — W mit der
Eigenschaft f(v;) = w; fur alle i € 1.7

Beweis. Wir beginnen mit Aussage (i).

Schritt 1:

Schritt 2:

Wir konstruieren eine Abbildung f: V' — W mit den gesuchten Eigenschaften.

Da B = (v;);es eine Basis von V ist, kann jedes v € V nach Satz 13.3 auf (bis auf
Nullkoeffizienten) eindeutige Art und Weise als Linearkombination v = ¥, a; v;
geschrieben werden. Daher ergibt die die Setzung

f(v) = Z o Wi

icly

eine wohldefinierte Funktion. (Quizfrage 17.6: Warum ist die Eindeutigkeit der
Darstellung von v bis auf Nullkoeffizienten fiir die Wohldefiniertheit schon ausrei-

chend?)
Wegen v; = 1v; gilt
fo) = f(1o;) =1w; = w;

erfullt f wie gefordert die Bedingung f(v;) = w;.
Wir zeigen: Die so definierte Abbildung f: V' — W ist linear.

Sindu = 3;¢p, @ivi und v = } ;. fo; zwei beliebige Vektoren aus V, dann konnen
wir durch Hinzufiigen von Nullkoeffizienten erreichen, dass beide Darstellungen
dieselben endlich vielen Indizes aus Iy; = I U I; verwenden, also u = }};¢;, @;v; und

*9Diese Aussage hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, iiber den Basisergénzungssatz 13.5 vom Auswahl-

axiom ab.
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0= Yjer, Boi- Es gilt

flu+o)= f(Z a;v; + Z ,Bv,-) nach Darstellung von u und v

iely iely
=f ( Z (a;i + i) vi) nach Distributivgesetz (11.1c) und Kommutativitat
icly
= Z (a;i + Bi) w; nach Definition von f
iely
= Z a;w; + Z Biw;  nach Distributivgesetz (11.1c)
iEIOl iEIol
= f(u) + f(v) nach Definition von f

und auflerdem fiir @ € K

flau) = f(a Z a; 0,-) nach Darstellung von u

i€l

=f (Z (a o) vi) nach Distributivgesetz (11.1b)
i€l

= Z(a a;) wi nach Definition von f

il

=« Z o Wi nach Distributivgesetz (11.1b)
i€l

=af(u) nach Definition von f.

Schritt 3: Wir zeigen die Eindeutigkeit von f.

Dazu sei g: V. — W eine weitere lineare Abbildung mit der Eigenschaft g(v;) = w;.
Ist v € V ein beliebiger Vektor mit der i. W. eindeutigen Darstellung v = };¢;, @;v;,
dann gilt

g(v) = g(z a; Ui) wegen der Darstellung von v

iel

= Z a; g(v;) wegen der Linearitit von g

iely
= Z a; wi wegen der Eigenschaft g(v;) = w;
icly

= f(v) nach Definition von f.

Also muss g notwendig mit f ibereinstimmen.
Wir kommen zu den weiteren Eigenschaften der Abbildung f.
Aussage (a): Es gilt
Bild(f) = f(V) nach Definition von Bild(f)

= f(((v,—)iel)) denn (v;);¢; ist eine Basis von V

= <(f(0i)),~61> nach Lemma 17.6 (0)
= ((Wi)ier) nach Definition von f.
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Aussage (b): f: V — W ist nach Definition surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W ist, also
nach Aussage (a) genau dann, wenn ((w;);er) = W gilt.

Aussage (c): Es sei zunichst die Familie (w;);e; linear abhangig, d.h., es gibt eine endliche
Teilmenge Iy C I und Koeffizienten o; € K mit i € I, die nicht alle gleich 0 sind, sodass gilt:
Yiel, @ wi = 0. Dann ist v = };¢; @; v; nicht der Nullvektor in V, da (v;);; eine Basis von V

ist, jedoch gilt
f(U) =f(zai0i) = Zaiwi =0.

i€l i€l

Das bedeutet f(v) = f(0) = 0, also ist f nicht injektiv.

Nun sei umgekehrt (w;);er linear unabhiangig und v € V ein Vektor mit f(v) = 0. Der Vektor v
hat eine Darstellung v = }};c; a; v; mit einer endlichen Indexmenge I, C I, und es gilt

0=f(v) =f(Za,-0,-) =Za,—w,-.

iely iely

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Familie (w;);es ist das nur moglich, wenn alle a; = 0
sind, also nur dann, wenn v = 0 ist. Mit anderen Worten, Kern(f) = {0}, und nach Lemma 17.9
ist f injektiv.

Aussage (d) folgt sofort aus Aussage (b) und Aussage (c).

Nun kommen wir zur Aussage (ii). Es sei also (v;);er linear unabhiangig. Wir nutzen den
Basisergédnzungssatz 13.5 (der im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, das Zornsche Lemma
und damit das Auswahlaxiom verwendet*°") und ergénzen die Menge zu einer Basis (v;), .7
von V. Wir wihlen die fehlenden w; fir T\ I als beliebige Vektoren in W (beispielsweise alle als
den Nullvektor). Nach Aussage (i) gibt es dann eine (eindeutige) lineare Abbildung f: V. — W

mit der Eigenschaft f(v;) = w; fiir alle i € T, insbesondere fiir alle i € I. ]

Beispiel 17.11 (Konstruktion linearer Abbildungen).
(i) EsseiV ein Vektorraum tiber dem Korper K. Dann ist eine lineare Abbildung f: K —» V
durch einen einzigen Funktionswert, etwa f(1) € V, festgelegt.

(ii) Esseien K ein Korper und (ey, . . ., e,) die Standardbasis im Vektorraum K™, m € Nj. Eine
lineare Abbildung f: K™ — K" ist dadurch festgelegt, dass wir die Bilder f(ey), ..., f(em)
der m Basisvektoren angeben, also m Elemente von K". Tragen wir diese Bilder spalten-
weise in eine Matrix | |

A= |f(e) - flem)

ein, so gilt
m m
F@ =f(Dxe) = > xfle = Ax.
j=1 =1
Jede lineare Abbildung f: K™ — K" kann also durch Matrix-Vektor-Produkte x — A x

realisiert werden, wobei A spaltenweise die Bilder f(e;) der Standardbasisvektoren
enthalt.
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(iii)

(iv)

Im Vektorraum R* mit der Standardbasis (er, e2) = ((§), (9)) legt

g -
und  f(e) =, 2

3 V3

1
fle) = (2 1
eine lineare Abbildung (einen Endomorphismus) fest, und zwar eine Drehung um den
Winkel 30° im mathematisch positiven Sinn (gegen den Uhrzeigersinn) um den Ursprung.
Allgemeiner beschreibt

cos(a)
sin(a)

- sin(a))

cos(a)

f(e) = ( ) und f(ey) = (

eine Drehung um den Winkel . Da (f(e;), f(ez)) eine Basis von R? bildet, ist die Dreh-
abbildung nach Satz 17.10 (ii) bijektiv, also ein Isomorphismus R? — RZ.

Die Drehabbildung kann also durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

[cos(a) —sin(a) (17.6)

sin(a) cos(a)

realisiert werden.

fe) €2 | %2
/'/O\&f(el)
NP

Im Vektorraum R* mit der Standardbasis (e1, e2) = ((§), (9)) legt

flen=g) wa seer=(8)

eine lineare Abbildung (einen Endomorphismus) fest, und zwar eine Spiegelung an der
x1-Achse. Allgemeiner beschreibt

cos?(a) — sin?(a)
2 cos(a) sin(a)

2 cos(a) sin(a@) )

sin?(a) — cos?(a)

fle) =( ) und  f(e) =(

eine Spiegelung an derjenigen Achse durch den Ursprung, die den Winkel o gegen die
x1-Achse bildet. Da (f(e;), f(ez)) eine Basis von R? bildet, ist die Spiegelungsabbildung
nach Satz 17.10 bijektiv, also ein Isomorphismus R? — R?.

Die Spiegelungsabbildung kann also durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

2  cinl i i
[cos (a) —sin“(a)  2cos(a) sin(a) ] _ [cos(Za) sin(2a) ] (17.7)

2cos(a) sin(a)  sin%(a) — cos?(a) sin(2a) —cos(2a)

realisiert werden.3° Das bedeutet, dass beide Basisvektoren e; und e, um den Winkel 2«
rotiert werden, wihrend der Basisvektor e; anschlieBend noch am Ursprung punktge-
spiegelt wird.

3°Die Gleichheit in (17.7) folgt aus den Additionstheoremen (8.5).
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(v)

(vi)

e[ f(e)

€1 X1

(e2)

Im Vektorraum R? mit der Standardbasis (ej, e2) = ((3), (9)) legt

flen= () wna e =)

mit f € R eine lineare Abbildung (einen Endomorphismus) fest, und zwar eine Streckung
(im Fall § > 0) bzw. (im Fall § < 0) eine Streckung und Punktspiegelung am Ursprung.
Da (f(e1), f(ez)) fiir B # 0 eine Basis von R? bildet, ist die Streckungsabbildung nach
Satz 17.10 (ii) in diesem Fall bijektiv, also ein Isomorphismus R? — R

Die Streckungsabbildung kann also durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

T

realisiert werden.

fle2) 1 x

Im Vektorraum (K)o, der endlich getragenen Folgen iiber einem Korper K mit der
Standardbasis (e;) jew, siehe Beispiel 13.2, legt

f((fj) = €j41 fur] eN

eine lineare Abbildung (einen Endomorphismus) fest, eine sogenannte Shift-Abbildung
(englisch: shift map). A

Ende der Vorlesung 23

Ende der Woche 11

§17.2

DiE MATRIX-VEKTOR-MULTIPLIKATION ALS LINEARE ABBILDUNG

Die Matrix-Vektor-Multiplikation als Prototyp einer linearen Abbildung (Beispiele 17.5 und 17.11)
ist von so zentraler Bedeutung, dass wir hier ihre Eigenschaften zusammenstellen. Kurz gesagt
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werden wir Folgendes sehen: Matrix-Vektor-Produkte sind die einzigen linearen Abbildungen
K" — K™, die es gibt; die Komposition linearer Abbildungen entspricht dem Produkt von
Matrizen; und die inverse Abbildung entspricht der inversen Matrix.

Lemma 17.12 (Matrix-Vektor-Multiplikation als lineare Abbildung).
Es seien K ein Korper und n, m, k € Nj.

(i) Ist A € K™™ dann ist
fa: K™ 3 x> fa(x) =Ax e K" (17.9)

eine lineare Abbildung K™ — K", genannt die von A induzierte lineare Abbildung,.

(ii) Ist umgekehrt f: K™ — K" eine lineare Abbildung, dann gibt es eine Matrix A € K™*™,
sodass f = f gilt.
(iii) Sind A € K™™ und B € K™*¥, dann gilt

faofg=fas. (17.10)

(,Die Komposition zweier linearer Abbildungen, die durch die Matrizen A und B induziert
werden, entspricht derjenigen linearen Abbildung, die durch das Produkt der Matrizen A
und B induziert wird.”)

iv) A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn f4: K — K" invertierbar ist. In diesem Fall
g
gilt
(ﬁ‘\)_l = fa-1. (17.11)

(,Die Inverse einer linearen Abbildungen, die durch die Matrix A induziert ist, entspricht
derjenigen linearen Abbildung, die durch die inverse Matrix A™! induziert wird.")

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

§ 17.3 DER VEKTORRAUM DER VEKTORRAUMHOMOMORPHISMEN

Definition 17.13 (Menge der Homomorphismen, Endomorphismen, Isomorphismen, Automor-
phismen von Vektorraumen).
Es seien (V,+,-), (W, +, ) zwei Vektorraume iiber demselben Korper K.

(i) Wir fuhren folgende Bezeichnungen ein:

Homo(V, W) = {f: V — W| f ist Vektorraumhomomorphismus} (17.12a)

Endo(V) ==Homo(V,V) ={f: V — V | f ist Vektorraumendomorphismus} (17.12b)
Iso(V,W) = {f: V — W| f ist Vektorraumisomorphismus} (17.12¢)

Auto(V) =1Iso(V,V) ={f: V. — V | f ist Vektorraumautomorphismus}. (17.12d)

(ii) Wollen wir den Skalarkorper betonen, so schreiben wir jeweils auch Homog (V, W),
Endog (V), Isog (V, W) bzw. Autog (V). A
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Satz 17.14 (die Homomorphismen zwischen Vektorraumen bilden einen Vektorraum).

Esseien (V,+,-), (W, +, -) zwei Vektorrdume tiber demselben Korper K. Die Menge (Homo(V, W), +, -)
mit der punktweisen Addition + und der punktweisen S-Multiplikation -

+: Homo(V, W) x Homo(V, W) — Homo(V, W) mit f + g def. durch (f + g)(u) = f(u) + g(u)
-: K X Homo(V, W) — Homo(V, W) mit « - f def. durch (a - f)(u) = a f(u)

bildet einen Vektorraum tiber K. Der Nullvektor in (Homo(V, W), +, -) ist die Nullabbildung
(englisch: zero map) 0: V. — W, die jeden Vektor in V auf den Nullvektor 0 € W abbildet.

Beweis. Wir priifen die Bedingungen aus der Definition 11.1 nach. Wir wissen bereits, dass
die Menge der Funktionen, die auf irgendeiner Menge definiert sind und die Werte in einer
abelschen Gruppe haben, selbst eine abelsche Gruppe mit der punktweisen Gruppenoperation
bildet (Beispiel 7.22). Insbesondere ist also (Homo(V, W), +) eine abelsche Gruppe, da (W, +)
eine abelsche Gruppe ist.

Weiter gelten die Distributivgesetze
a(f+g)=af+ag
und (a+p)f=af+pf
fir alle @, f € K und f, g € Homo(V, W), denn wir haben
la(F+9)]@ =a[(f+9W)] =a|f(u) +gw)] = af(u) +ag(u)
= (af)(w) +(ag)(w) = [a f +ag|(w)

und  [(a+p) f](w) = (a+p) f(u) = a f(u) + B f(u)
=laf+pf]lw

firalleu e V.

Das Assoziativgesetz
(@) f=a(ff)

gilt, denn wir haben
(@B flw) = (ap) f(w) = a (Bf(w) = a(Bf1w) = [a(B)](w
firalleu e V.

SchlieBlich gilt (1 f)(u) =1f(u) = f(u) fur alleu € V, d.h., 1 € K ist auch neutrales Element
der S-Multiplikation. O

Als Spezialfall von Satz 17.14 ergibt sich, dass insbesondere die Endomorphismen (Endo(V), +, -)
einen Vektorraum bilden. Betrachten wir anstelle der S-Multiplikation als zweite Verkniipfung
die Komposition o, so erhalten wir einen Ring wie schon beim Endomorphismenring einer
abelschen Gruppe (vgl. Beispiel 9.2):
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Satz 17.15 (die Endomorphismen eines Vektorraumes bilden einen Ring mit Eins, vgl. Beispiel 9.2).

Es sei (V, +, ) ein Vektorraum. (Endo(V), +, o) mit der punktweisen Addition + und der Kom-
position o

+: Endo(V) X Endo(V) — Endo(V) mit f + g definiert durch (f + g)(u) = f(u) + g(u),
o: Endo(V) X Endo(V) — Endo(V) mit f o g definiert durch (f o g)(u) = f(g(u)),

bildet einen Ring mit dem Einselement idy, genannt der Endomorphismenring (englisch:
ring of endomorphisms) des Vektorraumes (V, +, -). Er ist i. A. nicht kommutativ.

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie fiir den Endomorphismenring der abelschen Gruppe (V, +)
aus Beispiel 9.2, siehe Ubung. Wir wissen bereits aus Satz 17.14 und Satz 17.3, dass Summen
und Kompositionen von Vektorraumendomorphismen wieder Vektorraumendomorphismen
sind. O

Definition 17.16 (allgemeine lineare Gruppe).

Die Menge der bijektiven Endomorphismen Auto(V') eines K-Vektorraumes V, also die Einhei-
tengruppe des Monoids (Endo(V), o), heifit die Automorphismengruppe (englisch: automor-
phism group) oder die allgemeine lineare Gruppe (englisch: general linear group) von V. Sie
wird mit GL(V, K) bezeichnet. A

Der Name ,allgemeine lineare Gruppe“ kann dadurch motiviert werden, dass GL(V, K) die grofite
Untergruppe des Monoids (Endo(V), o) ist, die das neutrale Element idy enthalt. GL(V, K) ist
also das Maximum der Menge

{U € Endo(V) | (U, o) ist Gruppe mit idy € U}

bzgl. der Inklusionshalbordnung (und auch bzgl. der Untergruppen-Halbordnung). Alle wei-
teren Untergruppen von (Endo(V), o), die idy enthalten, sind also Teilmengen (und sogar
Untergruppen) von GL(V, K), vgl. Bemerkung 7.46. In diesem Sinne kénnten wir also auch
die Einheitengruppe eines Monoids als die ,allgemeine Gruppe“ des Monoids bezeichnen, vgl.
Bemerkung 7.46. Das Attribut ,linear” bezieht sich darauf, dass die Elemente von GL(V,K)
lineare Abbildungen sind.

§ 17.4 FAKTORRAUME

In § 8.1 hatten wir gesehen, dass bestimmte Untergruppen namens Normalteiler N aus einer
Gruppe G ausfaktorisiert werden kdnnen, sodass die Faktormenge G/ N = {[a] =axN | ae G}
bestehend aus den Nebenklassen3' von N wieder eine Gruppenstruktur tragt, die mit der Struktur
der Gruppe vertraglich ist. Die letzte Aussage bedeutete, dass die kanonische Surjektion 7: a —
[a], also der Ubergang von einem Gruppenelement zu seiner Nebenklasse, ein (surjektiver)
Gruppenhomomorphismus ist, sodass also [a x b] = [a] x [b] gilt: ,Erst verkniipfen, dann

3'Nebenklasse war nur ein anderer Name fiir eine Aquivalenzklasse der durch einen Normalteiler N induzierten

Aquivalenzrelation a NpoaxN=bxNeoadxbe N, siehe § 7.5.
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zur Nebenklasse tibergehen ergibt dasselbe wie erst zur Nebenklasse iibergehen und dann
verkniipfen.”

Die Einfithrung der Faktorgruppe (G /N, %) — einer groberen Version der Gruppe G — war
wichtig fiir das Verstdndnis der Wirkungsweise von Gruppenhomomorphismen (Homomorphie-
satz fiir Gruppen 8.25). Dieser Satz besagte, dass ein Gruppenhomomorphismus f: G; — Gy
,nebenklassenweise” in der Faktorgruppe G;/Kern(f) wirkt, also eine ganze Nebenklasse
[a] = a x Kern(f) auf ein Element in Bild(f) abbildet, und zwar verschiedene Nebenklassen
auf verschiedene Bildelemente. Kurz gesagt: G; / Kern(f) = Bild(f).

Die gleiche Konstruktion kénnten wir in einem Vektorraum (V, +, -) einsetzen, da ja (V,+) eine
abelsche Gruppe ist und daher sogar jede Untergruppe einen Normalteiler bildet. Allerdings
zielen wir darauf ab, dass die Faktormenge nicht nur eine Gruppenstruktur tragt, sondern
wieder zu einem Vektorraum wird. Diese zusatzliche Kompatibilitit der Nebenklassenbildung
mit der S-Multiplikation erhalten wir genau dann, wenn wir anstelle beliebiger Normalteiler
von (V,+) nur Unterraume von (V, +, -) verwenden.

Aus der Faktormenge wird damit der Faktorraum (englisch: factor space) oder Quotienten-
raum (englisch: quotient space) von V nach U. Wir sagen auch: ,Aus dem Vektorraum (V, +, )
wird der Unterraum U ausfaktorisiert.” Jede additive Nebenklasse3? [v] = v + U wird ein affiner
Unterraum parallel zu U (englisch: affine subspace parallel to U) genannt. Zwei Vektoren
01,02 € V gehoren zur selben Nebenklasse genau dann, wenn vy + U = v, + U gilt, also genau
dann, wenn v; — v, € U gilt. Man ordnet einem affinen Unterraum o + U die Dimension
(englisch: dimension) dim(v + U) = dim(U) zu.

Satz 17.17 (Faktorraum, vgl. Satz 9.30 tiber Faktorringe).
(i) Esseien (K, +,-) ein Korper, (V, +, ) ein Vektorraum tiber K und U ein Unterraum von V.
Dann gilt:
(a) Auf der Faktormenge
V/U= {[0] =U+U|U€V}

sind ¥ und ~, definiert als

[0] ¥+ [w] = [v+w] firo,weV, (17.13a)
a~[v] =[a-v] firaeKundoveV, (17.13b)

eine innere bzw. duflere Verkniipfung, bzgl. denen (V /U, +, %) einen Vektorraum
tiber K bildet. Das neutrale Element bzgl. + ist [0] = U, und fiir die Inversen gilt

=[v] = [-0].

(b) Die kanonische Surjektion (englisch: canonical surjection) von V auf V./U

V-V/U
T { (17.14)

v = [o],

die jedem Vektor v € V seine Nebenklasse [v] = v + U zuordnet, ist ein surjektiver
Vektorraumhomomorphismus. Es gilt Kern(rr) = U.

32Das Attribut ,additiv® sagen wir gelegentlich dazu, obwohl wir in Vektorrdumen i. A. keine anderen Nebenklassen
definieren kénnen.
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(ii) Es seien (K, +,-) ein Korper, (V, +, -) ein Vektorraum tiber K und (U, +) irgendeine Un-
tergruppe von (V, +). Sind die Verkniipfungen (17.13) auf der Menge der Nebenklassen
V /U wohldefiniert, dann ist U notwendigerweise ein Unterraum von V.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zunéchst die Aussage (a) und weisen die Bedingungen aus der
Definition 11.1 eines Vektorraumes nach.

Nach Satz 8.21ist (V /U, +) eine abelsche Gruppe, da (U, +) eine Untergruppe und damit ein
Normalteiler der abelschen Gruppe (V, +) ist.

Schritt 1: Nun missen wir uns zunéchst davon tiberzeugen, dass die S-Multiplikation ~ tiber-
haupt wohldefiniert ist. Es sei dazu ¢ € K und v3,0, € V mit [0;] = [02], also
v1+U=0,+U.ImFall @ # 0 gilt « U = U. (Quizfrage 17.7: Warum?) Damit folgt

[@ o] nach Definition von ~

a” o]

av+U nach Definition von [-]
a(v+U) daaU=U ist
a (v +U) da [vq] = [vy] vorausgesetzt wurde

avy+U daaU =U ist

= [avs] nach Definition von [-]
=a” [vs] nach Definition von ~.
Im Fall @ = 0 gilt
a” [v] = [00y] nach Definition von ~
=[00s] da0ov; =0=00,gilt

= a ¥ [v,] nach Definition von ~.

Schritt 2: Nun weisen wir das Assoziativgesetz (11.1a) nach:

(ap)~ [v] =[(ap)o] nach Definition von ~
= [a (Bov)] aufgrund des Assoziativgesetzes (11.1a) in (V, +, -)
=a~[fo] nach Definition von ~

=a~(f~[v]) nachDefinition von .

Schritt 3: Es folgen die Distributivgesetze (11.1b) und (11.1¢) in (V /U, +, 7):

a® ([o] + [v2])

=a~ [v;+ 03] nach Definition von +
= [a (01 +02)] nach Definition von ~
= [av; + a ;] aufgrund des Distributivgesetzes (11.1b) in (V, +, -)
= [avi] ¥ [avs] nach Definition von +

=a~ [v1] +a~ [v,] nach Definition von ~
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und

(a+p)~[v] =[(a+p)o] nach Definition von ~
=[aov+ fo] aufgrund des Distributivgesetzes (11.1c) in (V, 4+, -)
= [av] ¥ [fo] nach Definition von +

a* [v] + B~ [v] nach Definition von ~.

Schritt 4: Und schlief3lich zeigen wir, dass 1 € K neutrales Element bzgl. ~ ist:

1% [0] = [1v] nach Definition von *~

=[v] dalneutrales Element bzgl. - in (V,+, ) ist.

Damit ist (V /U, + ¥) als Vektorraum bestitigt. Die Aussagen iiber das neutrale
Element [0] = U und tber die Inversen =[v] = [—0] folgen bereits aus dem Satz 8.21
tiber die Eigenschaften der abelschen Gruppe (V /U, +).

Aussage (b): Wir wissen bereits aus Satz 8.21, dass 7 ein surjektiver Gruppenhomomorphismus
(V,+) = (V/U,¥) mit Kern(r) = U ist. Die Strukturvertriglichkeit mit der Multiplikation ist
gerade die Aussage (17.13b).

Aussage (ii): Die Eigenschaft, ein Vektorraumhomomorphismus zu sein, bedeutet
m(v+w) =x(v) + n(v)
und n(av) =a* x(v)

fur alle v, w € V und a € K. Nach Definition von 7 heif3t das aber

was gerade die Definition von + und * war. Die Surjektivitat von 7 ist klar, denn ein beliebiges
Element [v] von V /U ist gerade das Bild von v unter . Es gilt Kern(r) = #7}({[0]}) = U.

Aussage (ii): Wir bemerken zunéchst, dass die Addition (17.13a) unter den Voraussetzungen
wohldefiniert ist, da (U, +) ein Normalteiler der kommutativen Gruppe (V,+) ist (Satz 8.21).
Aus dem Unterraumkriterium (Satz 11.11) bleibt noch a U C U fiir beliebiges a € K zu zeigen. In
der Tat gilt fiir v € U die Beziehung [v] = [0] = U, da die additiven Nebenklassen von U eine
Partition von V bilden. Aufgrund der Wohldefiniertheit von (17.13b) gilt fir & € K weiter

[av] = [«0] = [0],
also v € [0] = U, was zu zeigen war. O
Bemerkung 17.18 (Faktorraum, vgl. Bemerkung 9.31 zu Faktorringen).
Praktisch kénnen wir den Faktorraum (V /U, +, ) benutzen, um wie im Vektorraum (V, +, -) zu
~rechnen®, wobei jedoch Vektoren v, w in derselben Aquivalenzklasse (fiir die also v —w € U gilt)

nicht mehr unterschieden werden. Der Faktorraum (V /U, +, ¥) ist also eine ,groébere Version®
des Vektorraumes (V, +, -).

Die Dimension von V /U werden wir spater noch charakterisieren, siehe Satz 18.6. A
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Beispiel 17.19 (Faktorraum, vgl. Beispiel 9.32 zu Faktorringen).

(i) Es seiV ein beliebiger Vektorraum und U = {0} der Nullraum, einer der beiden trivialen
Unterraume von V. Der zugehorige Faktorraum V'/ {0} ist isomorph zum Ausgangs-
raum V selbst.

(ii) EsseiV ein beliebiger Vektorraum und U = V der andere triviale Unterraum von V. Der
zugehorige Faktorraum V' /V ist isomorph zum Nullraum {0}.

(iii) Es sei (K, +,-) ein Kérper und (K™, +, ) der Folgenraum iiber K. Wihlen wir U als den
Unterraum derjenigen Folgen (x,)nen, deren Eintrage an allen ungeraden Indizes n € N
gleich 0 sind, dann besteht der Faktorraum K" /U aus Aquivalenzklassen von Folgen,
wobei zwei Folgen genau dann in derselben Aquivalenzklasse (Nebenklasse) liegen, wenn
sie in allen ungeraden Eintrégen tibereinstimmen. Die geraden Eintrége der Folgen spielen
keine Rolle mehr.

Wir illustrieren die Struktur des Unterraumes U und der Aquivalenzklassen in K*' / U
wie folgt:

u o] ol [of fof Jof fo] [of [o]--

PECTREN i i

Die mit ] gekennzeichneten Eintrige sind dabei fiir alle Elemente einer Aquivalenzklasse
identisch. Diese Eintrage legen die Aquivalenzklasse fest, bestimmen also das Element
von K/ U. Verschiedene Reprisentanten einer Aquivalenzklasse unterscheiden sich nur
in den mit |  markierten Eintrdgen. A

Bemerkung 17.20 (Unterrdume sind genau die Kerne von Vektorraumhomomorphismen, vgl.
Bemerkung 9.33 zu Kernen von Ringhomomorphismen).
Es sei (V,+, ) iber dem Korper K.

(i) Nach Lemma 17.8 ist der Unterraum Kern(f) fiir jeden beliebigen Vektorraumhomo-
morphismus f: V — W in irgendeinen Vektorraum (W, +, -) tiber demselben Kérper K
immer ein Unterraum von (V, +, -).

(ii) Umgekehrt gilt auch, dass jeder Unterraum U von (V, +, -) der Kern eines Vektorraum-
homomorphismus ist. Dazu wihlen wir einfach W = (V /U, +, ) als Zielraum und
die kanonische Surjektion 7: V. — V /U als Vektorraumhomomorphismus. Dann gilt
Kern(r) = U. A

§ 17.5 DER HOMOMORPHIESATZ FUR VEKTORRAUME

Mit Hilfe des Wissens iiber Faktorrdaume konnen wir nun die Struktur von Vektorraumhomo-
morphismen genauer analysieren. Der folgende Struktursatz besagt, dass ein Vektorraumho-
momorphismus f: V — W ,nebenklassenweise” wirkt. Er bildet also eine gesamte additive
Nebenklasse von Kern(f) — das ist ein affiner Unterraum parallel zu Kern(f) — auf ein- und
dasselbe Element von W ab und verschiedene Nebenklassen auf verschiedene Elemente. Da-
durch ist das Bild(f) eines solchen Vektorraumhomomorphismus bereits im Wesentlichen (d. h.
bis auf Isomorphie) festgelegt durch V und den Unterraum Kern(f).
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Abbildung 17.1.: lllustration des Homomorphiesatzes fiir Vektorraumhomomorphismen 17.21,
vgl. Abbildung 8.2. Alle Elemente einer Nebenklasse des Unterraumes Kern(f)
werden auf ein- und dasselbe Element von W abgebildet und verschiedene
Nebenklassen auf verschiedene Elemente.

Satz 17.21 (Homomorphiesatz fiir Vektorraume33, vgl. Homomorphiesatz fiir Ringe 9.38).

Es seien V, W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V — W ein Homomorphis-
mus. Dann gilt

V /Kern(f) = Bild(f) (17.152)

mit dem Isomorphismus

I([0]) = f(v) fir [v] = v +Kern(f) € V/Kern(f). (17.15b)

Beweis. Der Vektorraumhomomorphismus ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
f: (V,+) —» (W,+), und Kern(f) = {v € V| f(v) = 0} hangt nicht davon ab, ob wir f als
Homomorphismus von Gruppen oder von Vektorrdumen betrachten. Aus dem Homomorphie-
satz fiir Gruppen 8.25 folgt also sofort, dass V /Kern(f) und Bild(f) im Sinne von Gruppen
isomorph sind, und zwar vermége des Isomorphismus (17.15b).

Es bleibt nur zu zeigen, dass I tatsachlich auch ein Isomorphismus im Sinne von Vektorrdumen
ist. Dazu fehlt nur der Nachweis der Homogenitat (17.1b), der aber einfach zu erbringen ist:

I(a ~ [v]) =I([av]) nach Definition von ~
= f(av)  nach Definition von I
=af(v)  aufgrund der Homogenitat von f
=alI([v]) nach Definition von I. O

Beispiel 17.22 (Homomorphiesatz fiir Vektorraume, vgl. Beispiel 8.27).

(i) Esseien V, W Vektorraume iiber demselben Koérper K. Wir betrachten den Nullhomo-
morphismus f: V — W mit f(v) = 0 fir alle v € V. Gemafs Homomorphiesatz fiir
Vektorraume 17.21 ist

V/Kern(f) =V/V = Bild(f) = {0}.

33englisch: fundamental theorem on vector space homomorphisms
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(ii) Es sei K" der Standardvektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K. Wir
betrachten die Projektion auf die i-te Koordinate (Beispiel 17.5)

mi:K">xm— x; €K

fur 1 < i < n € N. Dann ist Kern(7;) = {x € K" | x; = 0}, also besteht K" / Kern(r;) aus
Aquivalenzklassen von Vektoren, die jeweils in der i-ten Koordinate iibereinstimmen.

Eine gesamte Aquivalenzklasse wird durch 7; auf ein- und dasselbe Element von K
abgebildet.

Gemifl Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.21 gilt

K" /Kern(m;) = K" /{x € K" | x; =0} = Bild(r;) =K.

(iii) Es sei K" der Folgenraum iiber einem Korper K. Wir betrachten auch hier die Projektion
auf die i-Koordinate

Ei:KNBXI—)XiEK

fiuri € N, die eine Folge auf das i-te Folgenglied abbildet. Dann ist Kern(s;) = {(xn)nen | xi =
0}, also besteht K /Kern(r;) aus Aquivalenzklassen von Folgen, die jeweils im i-ten
Folgenglied tibereinstimmen. Eine gesamte Aquivalenzklasse wird auf ein- und dasselbe
Element von K abgebildet. Gemafl Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.21 ist

K" /Kern(rm;) = K/ {x € K" |x; = 0} = Bild(m;) =K. A
Abschlieflend stellen wir den Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21 nochmal schematisch mit

Hilfe eines kommutativen Diagrammes dar. Dazu sei i: Bild(f) > w — w € W der injektive
Homomorphismus der kanonischen Einbettung.

f isomorph abbilden
w 14 —_—
T l f=1iolom.
1 T —— —_——

einbetten vergrobern

Bild(f) — V /Kern(f)

Expertenwissen: universelle Eigenschaft von Faktorraumen

Ahnlich wie Faktorgruppen (siehe Material im Anschluss an Satz 8.25) konnen auch
Faktorraume durch eine universelle Eigenschaft charakterisiert werden:

Es seien V, W Vektorraume tiber demselben Korper K und f: V. — W ein Homomor-
phismus. Weiter sei U ein Unterraum von V. Dann sind dquivalent:

(i) U € Kern(f), also f(U) = {0}.

(ii) Der Homomorphismus f faktorisiert durch die kanonische Surjektion 7: V —
V /U, d.h., es gibt einen eindeutig bestimmten Homomorphismus g: V/U — W
mit f =go .
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Diese Eigenschaft nennt sich die universelle Eigenschaft von Faktorriaumen (eng-
lisch: universal property of factor spaces), denn sie charakterisiert Faktorraume bis
auf Isomorphie eindeutig. Gilt also die obige Aquivalenzaussage mit irgendeinem K-
Vektorraum Z anstelle von V' /U und einem surjektiven Vektorraumhomomorphismus
m:V — Z, dann ist Z isomorph zu V/U. Die universelle Eigenschaft ermdglicht es,
Faktorraume (bis auf Isomorphie) zu definieren, ohne die konkrete Konstruktion iiber
Nebenklassen zu verwenden.

Ende der Vorlesung 24

§ 18 DIMENSIONSSATZE

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.2; Bosch, 2014, Kapitel 2; Beutelspacher, 2014,
Kapitel 5.2

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang der Dimensionen der am Homomorphiesatz
fur Vektorrdume 17.21 beteiligten Raume V, Kern(f) und Bild(f) untersuchen. Wir hatten am
Beispiel 17.22 schon sehen konnen: Je hoher die Dimension des ausfaktorisierten Unterraumes,
desto geringer die verbleibende Dimension des Faktorraumes.

§ 18.1 ZUSAMMENHANG VON DIMENSION UND [SOMORPHIE

Als Folgerungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Vektorraumhomomorphis-
men 17.10 erhalten wir folgende bemerkenswerte Resultate:

Satz 18.1 (Vektorraume gleicher endlicher Dimension sind isomorph).
Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben Korper K. Dann sind dquiva-
lent:

(i) V und W sind isomorphe Vektorraume.

(i) dim(V) = dim(W).

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei f: V — W ein Isomorphismus. Nach Folgerung 13.6
existiert eine Basis (vy,...,0,) von V fir ein n € Ny. Setze w; = f(v;) fir i € [1,n]. Dann
ist nach Satz 17.10 (wy, ..., w,) eine Basis von W. Beide Basen sind gleichmichtig, also gilt
dim(V) = dim(W).

Aussage (ii) = Aussage (i): Es gelte dim(V) = dim(W) = n € Ny. Es seien (vy,...,0,) eine
beliebige Basis von V und (wy, . .., w,) eine beliebige Basis von W. Nach Satz 17.10 gibt es genau
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eine lineare Abbildung f: V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fur allei = 1,...,n. Nach
Satz 17.10 ist dieses f bijektiv, also sind V und W zueinander isomorph. O

Satz 18.1 besagt, dass es bis auf Isomorphie nur einen einzigen K-Vektorraum der Dimension n €
Ny gibt! Anders gesagt: Alle K-Vektorrdume V mit dim(V) = n € N sind zueinander isomorph.
Die Dimension beschreibt also einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum bereits vollstandig.
Das werden wir spiter in § 19 noch ausnutzen.

Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung von Satz 18.1:

Satz 18.2 (Vektorrdume mit gleichmichtigen Basen sind isomorph?°©).
Es seien V, W Vektorrdume tiber demselben Kérper K. Dann sind dquivalent:

(i) V und W sind isomorphe Vektorraume.

(ii) Es gibt eine Basis (v;);er von V und eine Basis (w;)je; von W, die gleichméachtig sind.

Es gibt also nicht nur zu jeder endlichen Zahl, sondern sogar zu jeder Kardinalzahl eine Aqui-
valenzklasse isomorpher Vektorraume.2°C Wir kénnen die Vektorraume K" als natiirliche
Reprisentanten der Aquivalenzklasse der Vektorriume mit einer Basis der endlichen Méchtig-
keit n € Ny ansehen. Weiter ist der Folgenraum K*' der natiirliche Reprisentant der Vektorraume
mit abzéhlbar unendlicher Basis.

§18.2 DIMENSION VON FAKTORRAUMEN

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Dimension eines Faktorraumes V' /U. Zur Vorbereitung
bendtigen wir folgendes Resultat.

Satz 18.3 (Faktorraum einer Summe von Unterrdumen).
Es seien V ein Vektorraum und Uy, U, zwei Unterrdume von V. Dann gilt:

(U1 + Uz) /U = U/ (U1 N Uz) (18.1)

Beachte: Beide Seiten der Gleichung messen auf unterschiedliche Weise, ,,wieviel vom Unter-
raum U; nicht bereits im Unterraum U; liegt”, und kommen dabei zum selben Ergebnis (bis auf
Isomorphie). Grafisch wird das Ergebnis manchmal durch das folgende Diagramm dargestellt,
weshalb Satz 18.3 im Englischen auch als diamond theorem bezeichnet wird:34

\0\U1 + U,
2)
N\ \X\)V \
Ui U;
0'\
\ : \\\3\(\
U nNnUy"

34Ein anderer Name fiir Satz 18.3 ist zweiter Isomorphiesatz (englisch: second isomorphism theorem). Der erste
Isomorphiesatz (englisch: first isomorphism theorem) ist der Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21.
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Beweis. Der Beweis basiert auf der Idee, einen surjektiven Homomorphismus f: U, — (U +
U;) / Uy anzugeben mit Kern(f) = U; N U,. Aus dem Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21
folgt dann U, / Kern(f) = Uz / (U; N U,) = Bild(f) = (U; + U,) / Uy, also die Behauptung (18.1).

U2 —”> Ug/(Ul N Uz)

Nt

(U1 + Ug) / U1

Wir definieren f(uy) = [uy] = uy + Uj fur u, € U,. (Im gesamten Beweis bedeutet [-] immer
eine Nebenklasse von U;.)
Schritt 1: f: U, — (U; + U,) / U ist ein Homomorphismus:
Zunichst stellen wir fest, dass f(us) = up + Uy in Uy / Uy liegt, also erst recht in
(Up + Uy) / Uy. Wir weisen die Linearitit nach:
f(up +02) = [ug +0z] nach Definition von f
= [ug] + [v2] mit + in (U; + Up) / Uy
= f(uz) + f(v2) nach Definition von f

und

flaus)

[ us] nach Definition von f
a”[u] mit~in (U +U;) /Uy
=a* f(uz) mnach Definition von f.

Schritt 2: Kern(f) = U; N Uy:
Es ist

Kern(f) = {uy € Uz | f(uz) = [0]} nach Definition des Kerns und des
neutralen Elements [0] in (U; + U,) / Uy
={u; € Uy | [uz] =[0]}  nach Definition von f
={u; € Uy |us — 0 € U;} nach Definition von [-]
=U NU.

Schritt 3: f ist surjektiv, d. h., Bild(f) = (U; + Uy) / U.

Es sei [w] € (U; + U,) / Uy. Wegen w € U + U, existieren u; € Uy und u, € U, mit
w = uy + up. Das heifit aber [w] = ug + up + Uy = up + Uy = [u2] = f(up). m|

Fiir den Fall U; N U, = {0} erhalten wir folgendes Korollar:

Folgerung 18.4 (Faktorraum einer direkten Summe von Unterrdumen).
Es seien V ein Vektorraum und Uy, U, zwei Unterrdume von V. Wenn U; N U, = {0} gilt, dann ist

(U1 @ Uz) /Uy =2 U,. (18.2)
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Beachte: Folgerung 18.4 besagt insbesondere, dass jeder zu einem Unterraum U; eines Vektor-
raumes V komplementire Unterraum U, isomorph zum Faktorraum V /U ist. Analog zu oben
konnen wir das Resultat von Folgerung 18.4 wie folgt illustrieren:

\0\U1 o U,
)
\&y \
U U,
\ %
0o
}

{0

Beweis. Nach Satz 18.3 gilt
(U1 +Uy) /Uy = Uy / (U N UY).

Die Voraussetzung U; N U, = {0} bedeutet, dass die Summe U; & U, direkt ist, also folgt
(U1 @ Uz)/Ul = U2/{0} = {[uz] =ux+ {0}|u2 € Uz} = U,,

vgl. auch Beispiel 17.19. O

Beispiel 18.5 (Faktorraum einer Summe von Unterrdumen).
Wir betrachten ein Beispiel im Folgenraum V = K™ mit den Unterrdumen

U, = {(xn)neN | Xor = 0 fiir alle k € N} jedes zweite Folgenglied ist Null,
U, = {(xn)neN | X3 = 0 fur alle k € N} jedes dritte Folgenglied ist Null.
Dann gilt
U+U, = {(xn)neN | Xer = 0 fur alle k € N} jedes sechste Folgenglied ist Null,

unu, = {(xn)neN | Xok = X3 = 0 fur alle k € N} jedes zweite und dritte Folgenglied ist Null.

Wir illustrieren die Struktur der Folgen in diesen vier Unterrdumen wie folgt:

v, 1ol Jof fof [of fof fof Jof |-
v, LLTof [ Jof [ Jof J Jof | fo]--
v+u, LTI T Jol PTTTHof [T
v;nU, Llofofo] Jof foJofof Jof fofo] -

Wir betrachten nun die Faktorraume (U; + Uy) / Uy und U, / (U; N Uy):

+ Jedes Element von (U; + U,) / Uj ist eine Aquivalenzklasse von Folgen. Zwei Folgen in
U; + U, sind dquivalent, wenn ihre Differenz in Uy liegt. Die Aquivalenzklasse einer Folge
(Yn)new € Uy + Uy hat also die Gestalt

[(Yn)nen] = {(xn)neN |x6k = 0 und x2r = yyi fur alle k € N}.

246 https://tinyurl.com/scoop-la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

Eine solche Aquivalenzklasse ist also bereits durch die Werte ygri2 und ygr44 fir alle
k € Ny eines Reprasentanten eindeutig bestimmt.

Wir illustrieren die Struktur der Aquivalenzklassen in (U; + U,) / U; wie folgt:

(U +Uy) /v, I Jof P P Jof P9 ) -

Die mit ] gekennzeichneten Eintrége sind dabei fiir alle Elemente einer Aquivalenzklasse
identisch. Diese Eintrage legen die Aquivalenzklasse fest, bestimmen also das Element
von (U + U,) / Uy. Verschiedene Reprisentanten einer Aquivalenzklasse unterscheiden
sich nur in den mit |  markierten Eintragen.

« Jedes Element von U, / (U; N U,) ist ebenfalls eine Aquivalenzklasse von Folgen. Zwei
Folgen in U, sind dquivalent, wenn ihre Differenz in U; N U, liegt. Die Aquivalenzklasse
einer Folge (z,)nen € U; hat also die Gestalt

[(zn)nen] = {(xn)neN|x3k = 0 und xyr = z9r und X3 = z3y fur alle k € N}.

Eine solche Aquivalenzklasse ist also bereits durch die Werte zgg4o und zgr44 fiir alle
k € Ny eines Reprasentanten eindeutig bestimmt.

Wir illustrieren die Struktur der Aquivalenzklassen in U, / (U; N U,) wie folgt:

Uy/ (UynUy) Lo Tof PP o Jof Y -

Die mit [ gekennzeichneten Eintrage sind dabei fiir alle Elemente einer Aquivalenzklasse
identisch. Diese Eintrage legen die Aquivalenzklasse fest, bestimmen also das Element
von U, / (U; N U,). Verschiedene Reprisentanten einer Aquivalenzklasse unterscheiden
sich nur in den mit |  markierten Eintrégen.

Offenbar ist die fur k € Ny durch
Zeks1 =0 Zeks3 =0 Zek+s =0
Zek+2 = Yok+2 Zok+d = Yok+a Zek+e = 0

definierte Zuordnung [(y,)nen] = [(2n)nen] ein moglicher Isomorphismus zwischen den
Faktorraumen (U; + U;) / Uy und Uy / (U N Us). A

Nun konnen wir die Dimension von Faktorriumen bestimmen:

Satz 18.6 (Dimension des Faktorraumes354°C),
Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Dann gilt

(i) Ist W ein zu U komplementarer Unterraum von V, dann gilt

V/iU=W (18.32)

dim(V /U) = codim(U) (18.3b)

dim(V) = dim(V /U) + dim(U). (18.3¢)

35Dieses Resultat hingt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahl-

axiom ab.
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(i) Ist V endlich-dimensional, dann gilt insbesondere

dim(V /U) = dim(V) — dim(U). (18.4)

Beweis. Aussage (i): Es sei W ein zu U komplementérer Unterraum von V. Dann gilt V =U& W,
und aus Folgerung 18.4 folgt
VIiU=UeW)/U=W.

Aus Satz 18.2 folgt dim(V /U) = dim(W) = codim(U). Nach Folgerung 14.10 erhalten wir
schlieBllich dim(V) = dim(U) + dim(W) = dim(U) + dim(V / U).

Aussage (ii): Ist V endlich-dimensional, dann gilt nach Folgerung 14.11 codim(U) = dim(V) —
dim(U). O

§ 18.3 DIMENSIONEN IM HOMOMORPHIESATZ

Mit Hilfe von Satz 18.6 konnen wir nun die Dimensionen der Rdume V, Kern(f) und Bild(f) im
Homomorphiesatz fir Vektorraume 17.21, also in der Aussage

V /Kern(f) = Bild(f),

untersuchen:

Satz 18.7 (Dimensionen der Raume im Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.2134°C),
Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V — W ein Homo-
morphismus. Dann gilt

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V). (18.5)

Beweis. Mit U = Kern(f) folgt
dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(V /Kern f)

aus (18.3). Da nach dem Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21 Bild(f) und V /Kern f iso-
morph sind und nach Satz 18.2 isomorphe Vektorraume dieselbe Dimension besitzen, ist (18.5)
gezeigt. |

Definition 18.8 (Rang und Defekt eines Homomorphismus).
Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V — W ein Homo-
morphismus. Dann heif3t

Rang(f) = dim(Bild(f)) (18.6)

der Rang (englisch: rank) der linearen Abbildung f, und
Defekt(f) == dim(Kern(f)) (18.7)
heif3t der Defekt (englisch: defect) von f. A

36Dieses Resultat héngt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahl-
axiom ab.
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Wir kénnen also die Dimensionsformel (18.5) auch in der Form
Defekt(f) + Rang(f) = dim(V) (18.8)
schreiben.

Das folgende Resultat erleichtert der Nachweis der Bijektivitat (also der Isomorphismus-Eigen-
schaft) einer linearen Abbildung erheblich.

Folgerung 18.9 (Charakterisierung der Bijektivitdt von Homomorphismen endlich-dimensio-
naler Vektorraume).

Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f: V — W ein Homo-
morphismus.

(i) Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V) = dim(W), dann sind 4quivalent:
(a) f istinjektiv.
(b) Defekt(f) = 0.
(c) f ist surjektiv.
(d) Rang(f) = dim(V).
(e) f ist bijektiv.

(ii) Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € N U {co}, dann kann f nicht
surjektiv sein.

(iii) Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € N U {co}, dann kann f nicht
injektiv sein.

(iv) Es seien V oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V' — W existiert genau
dann, wenn der andere Vektorraum auch endlich-dimensional ist und dim (V) = dim(W)

gilt.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Beispiel 18.10 (Charakterisierung der Bijektivitat von Homomorphismen endlich-dimensionaler
Vektorraume).

In diesem Beispiel illustrieren wir verschiedene Falle aus Folgerung 18.9.

(i) Ein injektiver Homomorphismus f: R — R?, der nicht surjektiv ist:
1
f(x) = [ 0] x.

(ii) Ein surjektiver Homomorphismus f: R? — R, der nicht injektiv ist:

f(x)=[1 o]x
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(iii) Sind V und W beide unendlich-dimensional, so konnen alle Kombinationen von Injektivi-
tit und Surjektivitit auftreten. Wir betrachten dazu Endomorphismen des Vektorraumes
(K*)g0 der endlich getragenen Folgen iiber einem Korper K. Zur Definition dieser En-
domorphismen geben wir (siehe Satz 17.10) jeweils die Bilder der Standardfolgen e; an
(Beispiel 11.17).

+ Die Shift-Abbildung nach links, gegeben durch f(e;) = e;_; fiir j > 2 und f(e;) = 0
(Nullfolge), ist surjektiv, aber nicht injektiv.

« Die Shift-Abbildung nach rechts, gegeben durch f(e;) = e;4 fiir j € N, ist injektiv,
aber nicht surjektiv.

« Die identische Abbildung, gegeben durch f(e;) = e; fiir j € N, ist bijektiv.

« Die Nullabbildung, gegeben durch f(e;) = 0 fiir j € N, ist weder injektiv noch
surjektiv. A

Ende der Woche 12

§ 19 DARSTELLUNGSMATRIZEN VON HOMOMORPHISMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.4-3.6 und 5.1, 5.3; Bosch, 2014, Kapitel 3.4 und
6.1; Beutelspacher, 2014, Kapitel 5.2 und 8.1-8.2; Janich, 2008, Kapitel 9.1 und 11.1-11.2

Im gesamten § 19 sind alle Vektorrdume endlich-dimensional. Wir erinnern an Satz 18.1, der
besagt, dass alle K-Vektorrdume der gemeinsamen Dimension n € Ny zueinander isomorph
sind. Es ist daher moglich und praktisch, fiir jeden n-dimensionalen K-Vektorraum V eine Art
gemeinsame Standarddarstellung zu finden. Dafiir bietet sich der Standardvektorraum K" an.

§ 19.1 KOORDINATENDARSTELLUNG IN ENDLICH-DIMENSIONALEN VEKTORRAUMEN

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K mit dim(V') = n € Ny. Der folgende Satz gibt an, wie
wir mit Hilfe einer Basis von V jeden beliebigen Vektor in V mit Hilfe seines Koordinatenvektors
in K" bzgl. dieser Basis darstellen konnen.

Satz 19.1 (Koordinatenvektor, Syntheseabbildung, Analyseabbildung).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei die Familie
B =(vy,...,0,) eine Basis von V.

(i) Die Abbildung
X1 n
Qg K" 3| ¢ I—)ZX,-U,-EV (19.1)
i=1

Xn
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ist ein linearer Isomorphismus K" — V. Diese erzeugt aus einem Koordinatenvektor3’
(englisch: coordinate vector) x € K" die zugehorige Linearkombination der Basisvek-
toren v;. Wir bezeichnen die Abbildung ®, daher auch als die Syntheseabbildung
(englisch: synthesis map) bzgl. der Basis B.

(ii) Der zu @ inverse Isomorphismus ist die Abbildung

X1
Pz Voum | |eK”, (19.2)

Xn

die jedem Vektor v € V seinen eindeutigen Koordinatenvektor x € K" bzgl. der Basis B
zuordnet. Wir nennen daher @' auch die Koordinatenabbildung (englisch: coordinate
map) oder die Analyseabbildung (englisch: analysis map) bzgl. der Basis B. Der Eintrag
x; € K heif3t die i-te Koordinate (englisch: coordinate) des Vektors v € V bzgl. der

Basis B.
Beweis. @ ist linear und bildet die Basis (ey, ..., e,) in K" auf die Basis (v, ..., v,) ab. Damit
ist @, nach Satz 17.10 bijektiv, also ein linearer Isomorphismus, und die Inverse ®;' ebenfalls
(Satz 17.3). O

Wir werden Koordinatenvektoren typischerweise mit x bezeichnen.

Beispiel 19.2 (Koordinatendarstellung).

(i) Im R-Vektorraum R(~%°Z) der Funktionen (=%, %) — R hat der Vektor
5sin — 3 cos + 7 tan

bzgl. der Basis B = (sin, cos, tan) den Koeffizientenvektor ( —:3 ) denn es gilt

5sin — 3 cos + 7tan = 5sin + (—3) cos + 7 tan.

(ii) Um dieselbe Funktion 5sin — 3 cos + 7tan in der Basis B = (tan — cos + sin, tan +
3sin, cos + sin) darzustellen, schreiben wir sie als Linearkombination der Basisvektoren

X
mit unbekanntem Koeflizientenvektor ( §i ) auf:
3

5sin + (—3) cos + 7 tan = x; (tan — cos + sin) + x, (tan + 3 sin) + x3 (cos + sin).

Ein Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

Vergleich der sin-Terme— 1 3 1) (x 5
Vergleich der cos-Terme— -1 0 1f[xy|=]-3
Vergleich der tan-Terme— 1 1 0f\x3 7

37Hier zeigt sich der Grund, warum wir den Standardvektorraum K", der in Beispiel 11.3 eingefithrt wurde, auch
als Koordinatenraum bezeichnen. Statt Koordinaten kann man auch von den Komponenten (englisch:
components) bzgl. der Basis B sprechen.
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mit der eindeutigen Losung (%) = (% ) (Quizfrage 19.1: Warum muss sich hier
zwingend eine eindeutige Losung ergeben?)
Wir fithren die Probe durch:

13 (tan — cos + sin) + (—6) (tan + 3 sin) + 10 (cos + sin)
= (13 — 6) tan + (—13 + 10) cos + (13 — 18 + 10) sin

= 7tan — 3 cos + 5sin. A

Beachte: Zur Bestimmung des Koordinatenvektors ®;'(v) eines Vektors o € V bzgl. einer
Basis B muss i. A. ein lineares Gleichungssystem geldst werden!

§ 19.2 DARSTELLUNG LINEARER ABBILDUNGEN DURCH MATRIZEN

Aus Satz 17.10 wissen wir, dass eine lineare Abbildung bereits durch die Bilder der Vektoren
einer Basis eindeutig festgelegt ist. Die wesentliche Idee bei der Darstellung einer linearen
Abbildung V' — W mit Hilfe einer Matrix ist nun,

+ Vektoren in V durch ihre Koordinatenvektoren bzgl. einer Basis By darzustellen,

« ebenso Vektoren in W durch ihre Koordinatenvektoren bzgl. einer Basis By, darzustellen

+ und nur noch mit den Koordinatenvektoren zu rechnen, fiir die die lineare Abbildung
notwendigerweise die Form von Matrix-Vektor-Produkten hat (Lemma 17.12).

Als Konsequenz konnen wir jede lineare Abbildung zwischen beliebigen endlich-dimensiona-
len Vektorraumen immer in der gleichen, einfachen und konkreten Form von Matrix-Vektor-
Produkten auf der Ebene von Koordinatenvektoren darstellen.

Satz 19.3 (Darstellungssatz fiir lineare Abbildungen).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Ny und dim(W) = n € Ny. Weiter seien By = (vy,...,0,) und By = (wy, ..., w,) Basen von
V bzw. von W. Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung f: V' — W eine eindeutig definierte
Matrix A € K™ mit der Eigenschaft

n

f(vj):Zaijw,- furalle j=1,...,m. (19.3)

i=1

Diese Matrix A heifit die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f bzgl. der Basen
By und By (englisch: representation matrix), in Symbolen: A = Mg, p, (f).

Beweis. f ist durch die Bilder f(v;) der Basisvektoren v;, j = 1,...,m, nach Satz 17.10 eindeutig
festgelegt. Fiir jeden Vektor f(v;) € W ist wiederum sein Koordinatenvektor bzgl. der Basis
By = (wy,...,w,) eindeutig festgelegt. Dieser Koordinatenvektor @;év (f(vj)) bildet aber
gerade die j-Spalte von A, die damit eindeutig festgelegt ist. O
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Die Darstellung (19.3) definiert das Bild des j-ten Basisvektors v; im Definitionsraum V' als
Linearkombination in der Basis des Zielraumes W. Die j-te Spalte a,; der Darstellungsmatrix A
enthalt die Koordinaten von f(v;) € W bzgl. der Basis Byy. Unsere Konvention beim Symbol
der Darstellungsmatrix ist Mpachevon-

Beispiel 19.4 (Darstellungsmatrizen von Homomorphismen).

(9)

(if)

(iii)

Es seien K ein Korper, V = K™ und W = K" und die lineare Abbildung f4: K™ — K"
durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Matrix A (Lemma 17.12) gegeben, also
fa(x) = Ax. Wahlen wir als Standardbasen By = (ey,...,e,) und By = (ey,...,e,) in
K™ und K", dann ist A selbst die Darstellungsmatrix Mp,, g, (fa)-

Inbesondere hat beispielsweise die Drehabbildung aus Beispiel 17.11 als Abbildung R?* —
R? bzgl. der Standardbasis (ej, e2) (in beiden Rdumen) die Darstellungsmatrix

l cos(a) sin(a)

—sin(a) cos(a)

5

siehe (17.6).

Im Vektorraum V = K[ der endlichen Folgen (hier der Linge 5) iiber einem Kérper K
ist die Shift-Abbildung (englisch: shift map)

Va3 yeysyvays) = (0,91, y2, 3, y4) EW=V

definiert durch Einfiigen einer Null am Anfang der Folge. Die zyklische Shift-Abbildung
(englisch: cyclic shift map) ist definiert durch

9: V3 (Y1, Y2, 3 Va ¥5) = (V5. V1, Y2, V3. Ya) E W = V.

Bzgl. der Standardbasen By = By = (1,0,0,0,0,...,(0,0,0,0,1)) haben diese Endomor-
phismen die folgende Darstellung:

0000 0 0000 1
1000 0 1000 0
Mpy, s, (f)=[0 1 0 0 0f bzw. Mgp,cp,(9)=[0 1 0 0 0
00100 00100
000 10 00010

(Quizfrage 19.2: Kénnen Sie die Form der Darstellungsmatrizen erklaren?)

Auf dem Vektorraum R¥ der Funktionen R — R betrachten wir den vierdimensionalen
Unterraum V der Funktionen, der von der Basis By = (t = 1, t > t, t > t2, t +— 1)
aufgespannt wird. (Quizfrage 19.3: Warum ist das eine linear unabingige Familie?)
Jede Funktionsauswertung eines Elements von V an einem festen Punkt ist eine lineare
Abbildung V' — R. (Quizfrage 19.4: Klar?) Wir betrachten diejenige lineare Abbil-
dung f: V — W =R3, die durch die drei Punktauswertungen an den Stellen —2, 0 und 2
gegeben ist, und wihlen im Zielraum W = R® die Standardbasis By, = (e, ez, e3). Dann
hat f die Darstellungsmatrix

1 -2 4 -8 «—Auswertung bei t = -2

MBW<—BV (f) =1 0 0 O «—Auswertung bei t = 0
1 2 4 8 «—Auswertung bei t = 2.
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(iv) Wir betrachten den zweidimensionalen Vektorraum V = C iiber dem Korper R mit der
Basis By = (1, i) sowie den eindimensionalen Vektorraum W = R iiber dem Ko6rper R mit
der Standardbasis By = (1). Die lineare Abbildung Re: C — R (Realteil) hat dann die
Darstellungsmatrix

MBW<—Bv(Re) = [1 O] P

wihrend die lineare Abbildung Im: C — R (Imaginéarteil) die Darstellungsmatrix
Mpyy ey (Im) = [0 1] (19.4)

besitzt.

(v) ImFall V = W und fiir eine beliebige Wahl By = Byy der Basis hat die Identitdtsabbildung
idy: V — V die Darstellungsmatrix

1 0 0
. 0 \
Mgy, By, (idv) = ;
| 0
0 0 1
also die Einheitsmatrix der passenden Dimension. A

Das folgende Resultat zeigt, dass durch eine geschickte Wahl der Basen By und By eine
moglichst einfache Form der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung V' — W erreicht
werden kann.

Lemma 19.5 (moglichst einfache Darstellungsmatrizen fiir lineare Abbildungen).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Np und dim(W) = n € Ny. Weiter sei f: V — W ein Homomorphismus mit » = Rang(f) und
Defekt(f) = dim(Kern(f)) = m — r nach Dimensionsformel (18.5). Wir kénnen Basen By, By,
so wihlen, dass gilt

Bw = (Wi, ..., Wr, Wity . .., Wy)
—_— —mo —
Basis von Bild(f') Ergénzung zu einer Basis von W
und
BV = (01, e Opy Uyt e e s ,Z)m).

v;ef M ({w;}) Basis von Kern(f)

Die Darstellungsmatrix Mp,, g, (f) von f bzgl. dieser Basen hat die Gestalt

M — Ir O Kn><m
Bwe<By (f) = 010 € . (19.5)

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Wir gehen nun der Frage nach, welche Eigenschaften die Zuordnung eines Homomorphismus
zu seiner Darstellungsmatrix bzgl. fest gewahlter Basen hat:
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Satz 19.6 (die Zuordnung zur Darstellungsmatrix ist ein Vektorraumisomorphismus).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Np und dim(W) = n € N,. Weiter seien By = (vy,...,0y) und By = (wy, ..., w,) Basen von V
bzw. von W. Die Zuordnung

Mg, —p,: Homo(V,W) 3> f — Mg, g, (f) € K" (19.6)

eines Homomorphismus zu seiner Darstellungsmatrix ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beachte: Dieses Resultat besagt, dass — wenn es um Vektorraumeigenschaften geht — uner-
heblich ist, ob wir Homomorphismen oder deren Darstellungsmatrizen betrachten.

Beweis. Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte:

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst die Linearitat von Mg, 5,

Es seien dazu f,g € Homo(V, W), A = Mp,, B, (f) und B = Mp,, B, (9). Dann
gilt
(f +9)(v)) = f(v;) +g(v))

n
=Zaijwi+Zbijwi
i=1 i=1

= Z(aij +bij) wi
i=1

fir alle j = 1,...,m. Das heifit Mg, —p, (f +9) = M, <8, (f) + Mg, B, (9).
Weiter gilt fir @ € K
(a f)(v)) = a f(v;)

= Z aijj Wi
i=1
n
= Z(Of aij) wi
i=1

fir alle j =1,..., m. Das heif}t Mg, s, (@ ) = a Mg, By (f).
Schritt 2: Wir zeigen: Mp,, p, ist injektiv.

Es sei dazu f € Homo(V, W) so, dass Mg, B, (f) = 0 € K" (die Nullmatrix)
ergibt. Das heif3t,

flo)=> 0w =0
i=1

fur alle j =1,...,m. Damit ist f: V — W der Nullhomomorphismus, also der Null-
vektor von Homo(V, W). Daher gilt Kern(Msp,, g, ) = {0}, und nach Lemma 17.9
ist Mg, B, injektiv.

Schritt 3: Wir zeigen: Mp,, —p, ist surjektiv.
Es sei dazu A € K™*™. Nach Satz 17.10 gibt es (genau) einen Homomorphismus
f:V = W,der f(vj) = X, a;j w; als Bilder und damit A als Darstellungsmatrix
hat. O
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Quizfrage 19.5: Warum haben wir, um die Bijektivitat von Mp,, p, zu zeigen, nicht die
Charakterisierung der Bijektivitdt von Homomorphismen (bijektiv < injektiv & surjektiv)
nach Folgerung 18.9 genutzt?

Folgerung 19.7 (Dimension des Vektorraumes der Homomorphismen).
Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Korper K mit dim(V) =m €
Ny und dim(W) = n € Ny. Dann gilt

dim(Homo(V,W)) = nm. (19.7)

Beweis. Das Resultat folgt aus dim(K™™) = n m (Satz 15.3) und der Isomorphie Homo(V, W) =
K™™ aufgrund derer beide Raiume K™ und Homo(V, W) dieselbe Dimension haben (Satz 18.1).
m}

Die Darstellungsmatrix A € K™ einer linearen Abbildung f: V. — W bzgl. fest gewéhlter
Basen By und By induziert eine lineare Abbildung f4: K™ — K" (Lemma 17.12) auf Koeffizien-
tenvektoren. Das folgende Resultat stellt den Zusammenhang zwischen diesen beiden linearen
Abbildungen her.

Satz 19.8 (Zusammenhang zwischen einem Homomorphismus und dem durch seine Darstel-
lungsmatrix induzierten Homomorphismus).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Np und dim(W) = n € N,. Weiter seien By = (vy,...,0,) und By = (wy,..., w,) Basen von
V bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix
A = Mg, B, (f) und die durch A induzierte lineare Abbildung f4 der Zusammenhang

fa= @giv of o ®p : K™ — K" (19.8a)
—_— —_——
Koordinaten « Vektor Vektor « Koordinaten
f=®g, ofao <I>I_3‘1,: V-oWw. (19.8b)
—_—— —_——
Vektor < Koordinaten Koordinaten « Vektor

Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

Wl v

-1
(DBW T lq)Bv

Kn Km

fa

Beachte: (19.8a) besagt, dass Matrix-Vektor-Produkte f4(x) = A x wie folgt wirken: Der Koor-
dinatenvektor x € K™ wird durch Linearkombinationen der Basisvektoren in By zum Vektor
Dy, (x) € V synthetisiert, auf diesen wirkt dann die Abbildung f, und schlieflich wird das
Ergebnis durch (I)l;iv als Koordinatenvektor bzgl. der Basis By, angegeben. (Quizfrage 19.6:
Wie lasst sich (19.8b) interpretieren?)
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Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildungen @ ofy € Homo(K™, W) und fod, = € Homo(K™, W)
iibereinstimmen. Dazu reicht es nach Satz 17.10 aus, zu zeigen, dass ihre Bilder auf einer Basis
gleich sind. Wir wihlen dazu die Standardbasis (e, . . ., e,,) von K™. Es gilt einerseits
(g, © fa)(ej) = @g (fa(e;)) nach Definition 6.14 der Komposition o
=0y (Ae)) nach Definition der von A induzierten Abbildung fi

= oy (ae)) nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts
= Z aij wi nach Definition (19.1) von &5
i=1

und andererseits
(f o®p,)(ej) = f(Pp,(ej)) nach Definition 6.14 der Komposition o

= f(v;) nach Definition (19.1) von @5

n
= Z ajj wi nach Definition (19.3) der Darstellungsmatrix A.
i=1

Aus Oy o fa € Homo(K™, W) = f o @y, konnen wir nun (19.8a) und (19.8b) leicht durch
Auflosen herleiten, weil @5 und @5 bijektiv sind. O

Wir zeigen abschlieflend in diesem Abschnitt nun noch, dass die Komposition linearer Abbil-
dungen durch das Matrix-Matrix-Produkt ihrer Darstellungsmatrizen dargestellt wird.

Satz 19.9 (Darstellungsmatrix der Komposition von Homomorphismen).
Es seien U, V, W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Koérper K mit dim(U) = k €
Ny, dim(V) = m € Ny und dim(W) = n € Ny. Weiter seien By = (uy,...,ux), By = (v1,...,0m)

und By = (wy, ..., wy) Basen von U bzw. von V bzw. von W und g: U — V sowie f: V - W
Homomorphismen. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrizen der Zusammenhang
Mgy, (f ©9) = My, By (f) Mby By (9)- (19.9)

Beachte: Im mittleren Raum V muss fiir die Darstellung der ankommenden Abbildung g und
fir die Darstellung der ausgehenden Abbildung f dieselbe Basis By verwendet werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe eines Diagrammes:

U
Xfog/
|4

-1
lchV Oy,

w

-1
‘DBW <I>BV T

Km
N

K Kk
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Zur Abkiirzung setzen wir A = Mg, g, (f) und B := Mg, p, (g). Das rechte und das linke
Trapez sind kommutativ nach Satz 19.8, d. h., es gilt

fA:ngévofod)BV und fB:d)g‘llogoﬁbBU.

Das obere Dreieck ist kommutativ aufgrund der Definition von f o g. Das untere Dreieck ist
kommutativ wegen f4 o fg = fa g, siehe Lemma 17.12. Damit folgt

faB=fao f
:d)l_gévofoq)BvquB‘llogo(DBU
:(I)Jg‘lyofogo(PBU
:cbl;‘l/vo(fog)od)BU.

Das heifit aber, A B ist die Darstellungsmatrix Mp,, —p, (f o g), was zu beweisen war. O

§ 19.3 EIGENSCHAFTEN LINEARER ABBILDUNGEN UND IHRER DARSTELLUNGSMATRIZEN

Der isomorphe Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und ihren Darstellungsma-
trizen (bzgl. beliebiger, aber fester Basen) erlaubt es, Eigenschaften linearer Abbildungen an
ihren Darstellungsmatrizen abzulesen und umgekehrt. Um die bisher fiir Matrizen bzw. lineare
Abbildungen schon bekannten Begriffe einmal zu rekapitulieren und fehlendes Vokabular zu
erginzen, geben wir folgende Tabelle an. Dabei ist K ein Korper, und V und W sind endlich-
dimensionale Vektorraume iiber K.

Matrix A € K™™ lineare Abbildung f: V —» W

Begriff siehe Begriff siehe

Bild(A) := SR(A) Bild(f) ={f(u) e W|u eV}
{AxeK'|xekmy U5 = (V) 07:4)

SRang(A) = dim(SR(A)) (15.15b) Rang(f) = dim(Bild(f)) (18.6)

A ist surjektiv: Bild(A) = K" f ist surjektiv: Bild(f) = W

Kern(A) ={x € K™ |Ax =0} Kern(f) ={u e V| f(u) =0} (175)

17.

= 2 ({0}) = ({0 "

Defekt(A) = dim(Kern(A)) Defekt(f) = dim(Kern(f)) (18.7)

A ist injektiv: Kern(A) = {0} f ist injektiv: Kern(f) = {0} = Lemma 17.9

Beachte: Die Eigenschaften, die man der Matrix A zuspricht, sind gleichzeitig auch die Eigen-
schaften der von der Matrix induzierten linearen Abbildung fj, also z.B. Bild(A) = Bild(f4)
und Kern(A) = Kern(fy).

Wir kénnen nun bestétigen, wie die oben genannten Begriffe fiir lineare Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen Vektorrdumen und ihren Darstellungsmatrizen zusammenhéangen:
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Satz 19.10 (Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsmatrizen).
Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Np und dim(W) = n € N,. Weiter seien By = (vy,...,0y) und By = (wy, ..., w,) Basen von V
bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. SchlieBlich sei A = Mg, 5, (f) € K"™™
die Darstellungsmatrix von f bzgl. dieser Basen. Dann gilt:
(i) Bild(f) = &5 (Bild(A)).
(ii) Rang(f) = SRang(A) = Rang(A).
Insbesondere ist f surjektiv genau dann, wenn die Zeilen von A linear unabhéngig sind.
(iii) Kern(f) = Py, (Kern(A)).
(iv) Defekt(f) = Defekt(A).
Insbesondere ist f injektiv genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhangig sind.

Beweis. Aussage (i): Es gilt

w € Bild(f)

© weBIld(®g 0 fao CIDB‘ll) wegen f =dp o fao <1>1§‘1/, siehe (19.8b)
e wedy (Bild(fyo @g:})) nach Definition von Bild

o wedy (Bild(fa)) wegen der Bijektivitit von &5

& wedg (Bild(A)) wegen fa(x) =Ax.

Aussage (ii): Bild(f) und Bild(A) sind nach Aussage (i) zueinander isomorphe Unterraume
von W bzw. von K”. Nach Satz 18.1 haben sie also dieselbe Dimension.

Weiter gilt

f ist surjektiv

&  Bild(f) =W nach Definition der Surjektivitit
& dim(Bild(f)) =n nach Folgerung 13.17

&  Rang(f) =n nach Definition 18.8 von Rang(f)
& Rang(A)=n wie gerade gezeigt

& die Zeilen von A sind linear unabhingig nach Lemma 15.11 und Satz 15.13.

Aussage (iii): Es gilt

v € Kern(f)
& veKemn(Pp o fao CDBT‘I/) wegen f =g o fao CID,Z‘I/, siehe (19.8b)
© o€ dy (Ken(Pg, o fa)) wegen der Bijektivitit von &5
© vedy (Kern(fa)) wegen der Bijektivitdt von @p
© vedy (Kern(A)) wegen fa(x) = Ax.

Aussage (iv): Kern(f) und Kern(A) sind nach Aussage (iii) zueinander isomorphe Unterrdume
von V bzw. von K™. Nach Satz 18.1 haben sie also dieselbe Dimension.
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Weiter gilt
f ist injektiv
& Kern(f) = {0} nach Lemma 17.9
& dim(Kern(f)) =0 nach Beispiel 13.16
& Defekt(f) =0 nach Definition 18.8 von Defekt( f)
& Rang(f) =m nach Dimensionsformel (18.8)
& SRang(A) = Rang(A) =m nach Aussage (ii)
& die Spalten von A sind linear unabhingig nach Lemma 15.11. O

Satz 19.10 erlaubt es uns also, das Bild und den Kern einer beliebigen linearen Abbildung f
zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraumen auf eine standardisierte Weise zu be-
rechnen. Dazu wihlen wir irgendwelche Basen By und By, und bestimmen die Darstellungsma-
trix A = Mp,, B, (f). Anschlieend berechnen wir eine Basis des Unterraumes Bild(A) € R"
bzw. des Unterraumes Kern(A) C R™ (dazu gleich mehr). Um daraus dann eine Basis von
Bild(f) € W zu erhalten, miissen wir laut Satz 19.10 lediglich die Basisvektoren von Bild(A) als
Koordinatenvektoren bzgl. der Basis Byy interpretieren. Analog: Um eine Basis von Kern(f) € V
zu erhalten, interpretieren wir die Basisvektoren von Kern(A) als Koordinatenvektoren bzgl. der
Basis By. (Quizfrage 19.7: Warum konnen wir sicher sein, wieder eine Basis zu erhalten?)

Wie kénnen wir nun fiir eine gegebene Matrix A € K™*™ eine Basis von Bild(A) € K" bzw.
eine Basis von Kern(A) € K™ berechnen?

Bemerkung 19.11 (zur Bestimmung von Bild und Kern einer Matrix).

(i) Fur Bild(A) haben wir folgende Moglichkeiten:

(1) Wir bestimmen mit Hilfe von Algorithmus D.2, wie in Bemerkung 15.25 beschrieben,
eine Rangfaktorisierung A = Brang CRang Mit Brang € K™ und Crang € K™ (in
Zeilenstufenform) und r = Rang(A). Dann bilden die Spalten von Bra,g eine Basis
von Bild(A) = SR(A).

(2) Wir nutzen die Beziehung Bild(A) = SR(A) = [ZR(A")]", bringen A" in Zeilen-
stufenform (Algorithmus D.1) und erhalten somit eine Basis von ZR(A"). Durch

Transposition der Basisvektoren von ZR(A") bekommen wir die gesuchte Basis von
Bild(A).

Fiir die Rechnung per Hand erscheint die zweite Moglichkeit giinstiger, weil wir den
linken Faktor ,B nicht mitfithren miissen.

(ii) Die Bestimmung von Kern(A) = L(A,0) haben wir in § 16 bei der Losung linearer
Gleichungssysteme bereits durchgefithrt. Zur Erinnerung: Wir bringen die erweiter-
te Koeffizientenmatrix [A, 0] zunédchst in Zeilenstufenform. Daran kénnen wir bereits
Rang(A) und damit auch dim(Kern(A)) = m — Rang(A) ablesen. Letzteres ist die Anzahl
der Nicht-Pivot-Spalten (unabhéngige Variablen) in der Zeilenstufenform.

Wenn dim(Kern(A)) = 0 gilt, dann ist Kern(A) = {0} und die einzige Basis von Kern(A)
ist die leere Menge. Wenn dim(Kern(A)) > 0 gilt, dann iiberfithren wir das System
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weiter in die reduzierte Zeilenstufenform. AnschlieSend konnen wir nacheinander Ba-
sisvektoren von Kern(A) bestimmen, indem wir eine der unabhingigen Variablen x;
auf den Wert 1 und die anderen unabhangigen Variablen auf den Wert 0 setzen und die
Werte der abhéngigen Variablen von hinten nach vorne aus den Gleichungen ausrechnen
(Bemerkung 16.4 und Beispiel 16.10). A

Beispiel 19.12 (zur Bestimmung von Bild und Kern einer Matrix).

Wir betrachten wie in Beispiel 19.4 den vierdimensionalen Unterraum V der Funktionen R — R,
der von der Basis By = (t — 1, t > t, t > t2, t > t3) aufgespannt wird, und darauf die lineare
Abbildung f: V — W = R3, die durch die drei Punktauswertungen an den Stellen —2, 0 und 2
gegeben ist. Beziiglich der Standardbasis By = (ey, e, e3) hat f die Darstellungsmatrix

1 -2 4 -8
A=|1 0 0 O
1 2 4 8

Eine Zeilenstufenform von A" ist gegeben durch

S O O =
S O DN =
S 0 =

Es gilt also Rang(A") = Rang(A) = 3. Die ersten drei Zeilen bilden eine Basis von ZR(A"). Thre
Transponierten bilden also eine Basis von SR(A) = Bild(A), d. h., wir haben

s =((1) £)(3)= (1) () ()

Da Bild(A) aber maximale Dimension in R? hat, also Bild(A) = R® gilt, kénnen wir auch jede
andere Basis von R? (z. B. die Standardbasis) als Basis von Bild(A) verwenden.

Um Kern(A) zu bestimmen, bringen wir [A, 0] zunéachst in Zeilenstufenform

1 -2 4 8|0 1 -2 4 8|0
1 0 0 0|0 ~ 0 2 -4 8 ,
1 2 4 8|0 0 o 8 010

wo wir wiederum Rang(A) = 3 und damit Defekt(A) = dim(Kern(A)) = 4 — 3 = 1 ablesen
konnen. Wir gehen weiter zu reduzierten Zeilenstufenform

100 0]/0
0 10 4|0,
00 100

o ]

38Noch geschickter wire folgendes Vorgehen gewesen: Wir bestimmen eine (reduzierte) Zeilenstufenform von A, um
damit Rang(A), eine Basis von Kern(A) und dim(Kern(A)) zu bestimmen. Falls wie hier im Beispiel Rang(A) = n
gilt, konnen wir uns die Berechnung einer Basis von Bild(A) sparen, da Bild(A) den ganzen K" ausfiillt.

an der wir ablesen:3®

https://tinyurl.com/scoop-la 261


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Ubersetzen wir Kern(A) zuriick in den Vektorraum V, so bedeutet das nach Satz 19.10 Aussa-
0

ge (iii), dass wir ‘04) als Koordinatenvektor bzgl. der gewahlten Basis By = (t — 1, ¢
1
t, t 12t 1) interpretieren miissen. Es sind also genau die Vielfachen der Funktion

tp(t) =01—4t+0t* +187 = -4t + 17,

die in Kern(f) liegen, die also die Eigenschaft besitzen, dass alle drei Punktauswertungen Null
ergeben. In der Tat gilt
p(=2) =—4-(=2)+(=2)’ =0
p(0)=—-4-0+0°=0
p(2)=-4-2+2>=0.
Wir haben also
Kern(f) = (t — —4t+t>) C V.

Fur Bild(A) ist in unserem Beispiel keine solche Ubersetzung zuriick erforderlich, denn wegen
der Wahl der Standardbasis in R? gilt Bild(A) = Bild(f). (Quizfrage 19.8: Wie auflert sich das
in Aussage (i) von Satz 19.10?) A

Neben den Zusammenhéngen in Satz 19.10 kénnen wir auch die Invertierbarkeit einer linea-
ren Abbildung in Verbindung bringen mit der Invertierbarkeit ihrer Darstellungsmatrix. Wie
wir aus Folgerung 18.9 wissen, miissen dazu notwendigerweise beide endlich-dimensionalen
Vektorraume dieselbe Dimension besitzen (und gleichbedeutend damit die Darstellungsmatrix
quadratisch sein).

Satz 19.13 (Invertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsmatrizen).
Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Kérper K gleicher Dimension
dim(V) = dim(W) = n € N,. Weiter seien By = (vy,...,0,) und By = (wy,..., w;,) Basen von
V bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Schliefllich sei A = Mp,, p, (f) € K"
die Darstellungsmatrix von f bzgl. dieser Basen. Dann sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(ii) Rang(f) =n.
(iii) Defekt(f) = 0.
(iv) A ist invertierbar.
(v) Rang(A) =n.
(vi) Defekt(A) = 0.

Ist f bijektiv, dann gilt fiir die Darstellungsmatrix der Inversen f™1: W — V

Mgy ey (f)=AT" (19.10)

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (iii) wurde in Folgerung 18.9 gezeigt. Die Aqui-
valenz der Aussagen (iv) und (v) wurde in Satz 15.45 gezeigt. Nach Satz 19.10 gilt Rang(f) =
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Rang(A), also sind auch Aussagen (ii) und (v) dquivalent. Ebenfalls nach Satz 19.10 gilt Defekt(f) =
Defekt(A), also sind auch Aussagen (iii) und (vi) dquivalent.

Ist f bijektiv, dann gilt

o f=idy
= Mgyep, (f o f) = Mgy, (idv)
= Mp,cpy, () Msp, s, (f) =1 nach Satz 19.9 und Beispiel 19.4
= Mp,ep, (f7) A = In.

Das ist nach Satz 15.47 (Rechtsinverse quadratischer Matrizen sind Linksinverse und umgekehrt)
bereits ausreichend, um (19.10) zu bestétigen. O

Wir konnen auflerdem eine Variante von Satz 19.13 angeben, die die Links- bzw. Rechts-
invertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsmatrizen betrifft:3°

Satz 19.14 (Links- bzw. Rechtsinvertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsma-
trizen).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Ny und dim(W) = n € Ny. Weiter seien By = (vy,...,0,) und By = (wy, ..., wy,) Basen von V
bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Schlief8lich sei A := Mg, 5, (f) € K™*™
die Darstellungsmatrix von f bzgl. dieser Basen.

(i) Es sind dquivalent:

(a) f ist surjektiv, also Rang(f) = n.

(b) Es existiert eine Rechtsinverse von f, also eine lineare Abbildung f,: W — V,
sodass f o f,. = idy gilt. f; ist notwendig injektiv.

(c) A besitzt vollen Zeilenrang, also Rang(A) = n.

(d) Es existiert eine Rechtsinverse von A, also eine Matrix R € K" mit AR = I, gilt.
R besitzt notwendig vollen Spaltenrang.

(ii) Es sind dquivalent:
(a) f ist injektiv, also Defekt(f) = 0, d.h. Rang(f) = m.

(b) Es existiert eine Linksinverse von f, also eine lineare Abbildung f;: W — V| sodass
fro f =idy gilt. f; ist notwendig surjektiv. Ihre Einschréankung f;| V) auf das Bild
von f ist eindeutig.

(c) A besitzt vollen Spaltenrang, also Rang(A) = m.

(d) Es existiert eine Linksinverse von A, also eine Matrix L € K™ " mit L A = I, gilt. L
besitzt notwendig vollen Zeilenrang.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

39 Aufgrund der vorausgesetzen endlichen Dimension der Vektorraume und der Linearitit der Abbildung benétigen
wir hier im Unterschied zu Satz 6.44 das Auswahlaxiom nicht.

https://tinyurl.com/scoop-la 263


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Aufgrund von Satz 19.14 wird manchmal auch die Sprechweise verwendet, eine Matrix A sei
surjektiv oder injektiv. Gemeint ist immer die Aussage, dass jede durch A reprasentierte
lineare Abbildung (z.B. x +— A x) surjektiv bzw. injektiv ist.

§ 19.4 TRANSFORMATIONSMATRIZEN DES BASISWECHSELS

Die Darstellung eines Vektors v eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V mit Hilfe seines
Koordinatenvektors x = CDE‘I/ (v) € K™ hangt von der Wahl der Basis By ab. Ebenso hingt die
Beschreibung von Homomorphismen iiber Darstellungsmatrizen von der Wahl der Basen im
Definitions- und Zielraum ab. Es stellen sich daher folgende Fragen:

(1) Wie transformiert sich ein Koordinatenvektor beim Wechsel der Basis?

(2) Wie transformiert sich die Darstellungsmatrix eines Homomorphismus, wenn wir eine oder
beide Basen wechseln?

(3) In welchen Basen hat die Darstellungsmatrix eines Homomorphismus eine besonders
einfache Gestalt?

16 0] ist moglich, und

einfacher geht es nicht, weil alle Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung nach Satz 19.10
denselben Rang wie die Abbildung haben.

Die Frage (3) ist mit Lemma 19.5 bereits beantwortet: Die Darstellung

Die Beantwortung der ersten beiden Fragen gelingt im Folgenden mit Hilfe von Transformati-
onsmatrizen fiir den Basiswechsel.

Definition 19.15 (Transformationsmatrix).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter seien By = (vy, .. .,05)
und By = (v, . ..,0,) zwei Basen von V.4° Dann heif3t
T, 5, =My, 5, (dv) € K" (19.11)

die Transformationsmatrix des Basiswechsels, Ubergangsmatrix oder Basiswechsel-
matrix von By nach By (englisch: transformation matrix, transition matrix, change-of-basis
matrix). A

Die Transformationsmatrix 7, ist also nichts anderes als die Darstellung der Identitatsab-

BVHEV
bildung bzgl. der ,neuen® Basis By im Definitionsraum V und der ,alten® Basis By im Zielraum V.
Die Eintrége t;; der Transformationsmatrix T == 7, _ 5 ~bestimmen sich daher aus den Bedin-
gungen
n
idy(v;) =v; = Z tijo; furj=1...,n (19.12)

Bild des Basisvektors 0; im Definitionsraum unter der identischen Abbildung

Die j-te Spalte vonT =7 _ 5 enthilt also die Koeffizienten fiir die Darstellung des yneuen”

Basisvektors v; als Linearkombination der ,alten® Basis By.

4°Wir verwenden die Konvention, dass wir die ,alte“ Basis in blau und die ,neue“ Basis in rot kennzeichnen. Warum
wir in Definition 19.15 die Ubergangsmatrix von ,neu” nach ,alt” in den Vordergrund stellen, wird spiter in
Satz 19.20 noch deutlich.
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Das folgende Resultat beantwortet nun die Frage (1) zur Transformation von Koordinatenvekto-
ren bei einem Basiswechsel.

Lemma 19.16 (Eigenschaften von Transformationsmatrizen).

Es sei V ein Vektorraum iitber dem Kérper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter seien By = (vy,...,0y)
und By = (vy,...,0,) zwei Basen von V. Dann gilt:

(i) Ist x € K" der Koordinatenvektor eines Vektors v € V bzgl. der Basis By, dann ist
x =7, _ 5 x der Koordinatenvektor von v bzgl. der Basis By .4'

BV<_BV
(ii) Die Transformationsmatrix 7]'3V<_§v € K™*" ist invertierbar.
-1
(lll) (Tév(—gv) - T/B}V(—BV'

(iv) Die von der Transformationsmatrix T = 7
K"ist ff =@~ ! o ®_ € Auto(K").
By By

5, induzierte lineare Abbildung fr: K" —

v <«B

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung T = TBV 5, Wie in (19.12).

«—B

Aussage (i): Es gilt

n
0= E Xj0j nach Voraussetzung
Jj=1

n n
= Z X; Z tijo;  nach (19.12)
=1 =

n n
= Z Z(ti jXj)v; wegen Distributivitdt und Kommutativitat im Korper K.
i=1 j=1
—_—
Koeffizient x; bzgl. der Basis By = (vy, ..., n)

Nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts (Bemerkung 15.9) gilt also x = 7;‘/(_[;‘/55.

Aussage (ii): Die Invertierbarkeit von 7;3V<_§V folgt aus Satz 19.13, da 7 eine Darstellungs-

matrix des bijektiven Homomorphismus idy: V — V ist.

v<By

Aussage (iii): Es gilt

7;V<_B\V %VPBV = MBv(—B\V (ldV)MEV (—BV (ldv)

= Mg, B, (idy o idy) nach Satz 19.9
= Mg, s, (idy)
=1, nach Beispiel 19.4.

Aussage (iv): Nach Satz 19.8 und wegen T = 7,
induzierte Abbildung K" — K" die Gleichung

MBV<—EV (idy) gilt fir die durch T

veBy

41Beachte das Muster x = 7;3‘/(_[3‘/)? mit ,alter und ,neuer” Basis und zugehorigen Koordinatenvektoren.
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_ . — idy
=dloidyod. =P lod . —
fT By v By By By 4 Vv
—_— —— ! l D
Jalte“ Koordinaten < Vektorin V. Vektor in V « ,neue” Koordinaten By By
K" «— KN
fr

Beispiel 19.17 (Transformationsmatrix).

Auf dem Vektorraum R® der Funktionen R — R betrachten wir den zweidimensionalen
Unterraum V der Funktionen, der von der ,alten“ Basis By = (t +— €/, t > e™!) aufgespannt
wird. Als ,neue” Basis verwenden wir EV = (sinh, cosh). Es gilt

t_ ot L et
et —e el +e
sinh(t) = — und cosh(t) = — fur alle t € R.
Die Transformationsmatrix 7; _ 5 ist also gegeben durch
sinh  cosh el et
110 1 —1] sinh
| 2 2 |°€ - . - _ sin
7—Bv<—Bv = [_% % } ot mit inverser Matrix 7;3\/‘—BV = [1 1 ] el

Wollen wir beispielsweise die Funktion 7 sinh — 3 cosh mit dem ,neuen® Koordinatenvektor
X= ( _73) bzgl. der ,alten“ Basis darstellen, dann ist der zugehorige ,alte“ Koordinatenvektor

gegeben durch
(7)Y _(2
21\-3) " \=5)

also gilt 7 sinh(¢) — 3 cosh(¢) = 2 e’ — 5e~*. Wollen wir umgekehrt beispielsweise die Funktion
t — e’ +4e”! mit dem ,alten” Koordinatenvektor x = (}) bzgl. der ,neuen” Basis darstellen,
dann ist der zugehérige ,neue“ Koordinatenvektor gegeben durch

=To=l )= (5)

also gilt e’ + 4e~! = —3 sinh(¢) + 5 cosh(#). A

1
x =7, A)?=[2

By «By 1
2

Bemerkung 19.18 (Eigenschaften von Transformationsmatrizen in K").

Im Fall V = K" stimmen Vektoren mit ihren Koordinatenvektoren bzgl. der Standardbasis
(ey,...,ey,) Uberein. Ist By = (vy,...,0,) eine Basis von V = K", so hat die Transformationsma-
trix 7(c,, . e,)—B, die einfache Gestalt

| |
7Zel,~..,€n)<—BV =loy -+ oy

Um nun den Ubergang von einer Basis By zu einer anderen Basis By zu beschreiben, konnen
wir daher wie folgt vorgehen:

T

B\/(—EV

=7,

Bv<—(€1 ----- en)ﬁela---;en)(_gv
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|
—

-1
:(7?61,...,6,1)<—BV) Zel,...,en)<—§v: Op =+ Un O+t Unf. (19'13)

Beispiel 19.19 (Transformationsmatrizen in K").
Wir wollen im Raum V = Q? iiber dem Kérper Q die Transformationsmatrix 7, 5, von der

Bv(—B
Basis By = (( %), (2,)) zur Basis By = ((7'), (1)) finden. Nach (19.13) gilt

-1 1] ' [2 1] 1[-1 1][2 1] 1[-3 -2
7; 3 = = — = — .
v by 1 1 -1 -1 211 1(|-1 -1 211 0
Wir fithren noch die Probe durch. Die erste Spalte der Transformationsmatrix sollte die Koeffizi-
enten fiir die Darstellung des ersten ,neuen® Basisvektors v; als Linearkombination der ,alten®

Basisvektoren enthalten:
—_3 | +1 1 _ 2 o~
2 \1) 721 T {) T

Analog gilt fir den zweiten ,neuen® Basisvektor 0,:
—2 (-1, 01 _(1)_- .
2 \1) 2\ )™

§ 19.5 TRANSFORMATION DER DARSTELLUNGSMATRIZEN VON HOMOMORPHISMEN

Wir kommen nun zur Frage (2), wie sich die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung bei
einem Wechsel einer oder beider Basen transformiert.

Satz 19.20 (Transformation der Darstellungsmatrix eines Homomorphismus beim Wechsel der
Basen).

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben Korper K. Weiter seien By
und Ev Basen von V sowie By, und EW Basen von W. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix
eines Homomorphismus f: V — W:4*

Mﬁw<—EV (f) = 7¥I§W<—BW MBW<—BV (f) 7;3V<_§V- (19.14)

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung

T =97,

By By Ubergang von By nach By,

A= Mp, B, (f) .alte” Darstellungsmatrix von f,

S=Tg., 5, Ubergang von By nach By,
also 7! = T B Ubergang von By, nach Buw,

A= Mz 5, (f) .neue” Darstellungsmatrix von f.

Wir betrachten das Diagramm

42Die Farben deuten wieder den Ubergang von den ,alten“ Basen zu den ,neuen” Basen an.
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xn fa xm
N
fi=02! 00 % _t fr=07! 0 @
"By By w 14 < ™= By
o Glj
/ 2
R
K g 5 Km
fa

Das obere und das untere Trapez sind kommutativ nach Satz 19.8. Das linke Dreieck und das
rechte Dreieck sind kommutativ nach Lemma 19.16. Damit kommutiert auch das aufiere Rechteck,
d.h., es gilt

fg = fs_1 ofyofr
= fs-10 fy o fr nachLemma 17.12

= fs-iaT nach Lemma 17.12.

Aus Lemma 17.12 folgt dann auch
A=STAT, (19.15)

also die Behauptung (19.14). O

Beispiel 19.21 (Transformation der Darstellungsmatrix eines Homomorphismus beim Wechsel
der Basen).
Wir betrachten die Abbildung f4: R? — R3, die durch die Matrix

1
A=|3
5

(o) NN V]

induziert ist. Das heifit, A ist gleich der Darstellungsmatrix M, ¢, ¢;)(ere,) (fa) bzgl. der
Standardbasen in R? und R3. Wir wollen die Darstellungsmatrix nun in die neuen Basen

By = (7). (})) und By = ((é), ((1)), (?)) umrechnen, also

1
A=M;, 5 (fa)=STAT
bestimmen. Es gilt

-1 1
Tr= 7E€1,€z)<—§v = [ 1 1]

und .
1 1 0] 1 -1
Sl=g= = (T ol oo 1] =11 4
T "Bwe(enezes) ~ \'(eneses)—Bw/ T T2
0 1 1 -1 1

Wir erhalten also die transformierte Darstellungsmatrix bzgl. der neuen Basen gemaf (19.14)

1 -1
-1 1 1
:El 71. A
1

1
A=STAT==-|1 -1 1]||3 -
5 15

AN~
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Definition 19.22 (Aquivalenztransformation, dquivalente Matrizen).
Es seien K ein Korper und n, m € Ny. Zwei Matrizen A, A € K"*™ heiflen aquivalent (englisch:
equivalent), wenn es invertierbare Matrizen S € K"*" und T € K™ gibt, sodass gilt:

A=STAT. (19.16)

Der Ubergang von A zu S™!AT, also die Multiplikation von links und von rechts mit invertier-
baren Matrizen, heif}t auch eine Aquivalenztransformation (englisch: equivalence transfor-
mation) von A. A

Beachte: Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*™. Auf-
grund von Folgerung 15.46 (Multiplikation mit invertierbaren Matrizen dndert den Rang nicht)
besteht die Aquivalenzklasse von A € K™ genau aus denjenigen n X m-Matrizen, die denselben
Rang wie A besitzen:

[A] = {Zf € K”X’"| Rang(A) = Rang(A)}. (19.17)

In der Aquivalenzklasse [A] einer Matrix A € K"™*™ der ranggleichen Matrizen gibt es einen
natiirlichen Représentanten, der eine besonders einfache Gestalt besitzt und der die Rang-
Normalform (englisch: rank normal form) genannt wird:

Lemma 19.23 (Rang-Normalform einer Matrix).
Es seien K ein Korper, n,m € Ny und A € K™™ mit Rang(A) = r. Dann existieren regulire
Matrizen S € K" und T € K"™*™, sodass gilt:

I,

STIAT = e K™m, (19.18)

0

Beweis. A stimmt tiberein mit der Darstellungsmatrix der von A induzierten Abbildung f4: K™ —
K" bzgl. der Standardbasen Bxm = (ey, ..., €,,) und B = (ey, ..., e,), sieche Beispiel 19.4, also

A= Mg nBim (fa).

Wihlen wir jetzt weitere Basen B xm von K™ und B x» von K" wie in Lemma 19.5, so gilt einerseits

I

00

A = MAK"(—B\KWZ (f;‘}) = € Knxm'

Andererseits gilt aufgrund des Transformationssatzes 19.20

A=ST'AT
mit den Transformationsmatrizen T = 7;Km(_[§k’m und S = 7;3Kn(_§kw . O

Der folgende Satz fasst die Bedeutung dquivalenter Matrizen zusammen:

Satz 19.24 (Uber 4quivalente Matrizen).
Es seien K ein Korper, n,m € Ny und A, A € K™™. Dann sind dquivalent:

https://tinyurl.com/scoop-la 269


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

(i) Aund A sind aquivalente Matrizen.
(ii) Es gilt Rang(A) = Rang(A).
(iii) Sind V, W Vektorraume iiber K mit dim(V) = m und dim(W) = n und Basen By bzw.

By, ist f: V. — W ein Homomorphismus und gilt A = Mp,, s, (f), dann gibt es Basen
By und By, sodass A = Mz _ 5 (f) gilt.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei A dquivalent zu A, d. h., es existieren invertierbare
Matrizen S € K™ und T € K™*™ sodass A = ST!AT gilt. Nach Folgerung 15.46 (Multiplikation
mit invertierbaren Matrizen &dndert den Rang nicht) gilt Rang(A) = Rang(A).

Aussage (ii) = Aussage (i): Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation partitionieren die
Menge K™™. Die Matrizen A und A gehéren also zu jeweils genau einer der Aquivalenzklassen.
Sie liegen aber wegen Folgerung 15.46 notwendigerweise in derselben Aquivalenzklasse.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei A aquivalent zu A, d. h., es existieren invertierbare Matrizen
S e K™ und T € K™™ sodass A = ST!AT gilt. Wir kénnen T als Transformationsmatrix

eines Basiswechsels T = 7;3v<—1§v auffassen, indem wir die ,neue“ Basis von V durch

m
’U\jzztijvi fiirj=1,...,m
i=1

definieren, vgl. (19.12). Ebenso kénnen wir S als Transformationsmatrix eines Basiswechsels

S = 7.Bw<—§W auffassen, indem wir die ,neue” Basis von W durch

n

»Avj:Zs,-jwi fl'irjzl,...,n
i=1

definieren. Wir sehen jetzt

fg = fo-1aT nach Voraussetzung
= fe10fao fr nach Lemma 17.12
= fe10 cbl;‘lm ofody ofr nach Satz 19.8

=0 od od ' ofod od'od. nachLemmai9.16
Bw Bw Bw By By By

_ -1

= (I>§W ofo CI)EV.

Das bedeutet wiederum nach Satz 19.8 aber, dass A die Darstellungsmatrix von f bzgl. der
Jheuen“ Basen V und W ist.

Aussage (iii) = Aussage (i): Das folgt sofort aus Satz 19.20. O

Bemerkung 19.25 (Matrizen stellen immer lineare Abbildungen dar).

Matrizen stellen (immer) lineare Abbildungen zwischen Vektorrdaumen dar. Wir verwenden
Matrizen also nicht zum ,Selbstzweck®. Vielmehr sind sie ein praktisches Hilfsmittel, um lineare
Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdaumen zu untersuchen. Bisher haben wir
beispielsweise den Rang, das Bild und den Kern von Abbildungen f: V' — W mit Hilfe ihrer
Darstellungsmatrizen bestimmt (Satz 19.10, Beispiel 19.12). A
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Expertenwissen: iiber dquivalente Matrizen

Es seien K ein Korper sowie V und W zwei endlich-dimensionale Vektorraume tiber K
mit dim(V) = m und dim(W) = n fir m, n € Ny. Der Satz 19.24 bedeutet, dass folgendes
Diagramm fiir jede feste Wahl von Basen By und By, kommutiert:

MB,, By,

Homo(V, W) — Knxm
P
nl lﬁ
bijektiv
HOmO(V, W)/NRang a—— Knxm/NRang
MB,,, By,

Dabei ist auf der linken Seite des Diagramms ~rayg die Aquivalenzrelation ,gleicher
Rang” auf Homo(V, W) mit den Aquivalenzklassen

[f] = {g € Homo(V, W) | Rang(g) = Rang(f)}.

Weiter ist Homo(V, W) / ~gang die zugehorige Faktormenge (Menge aller Aquivalenzklas-
sen) und 7 die kanonische Surjektion f + [f]. Ubrigens gibt es wegen 0 < Rang(f) <
min{m, n} hochstens min{m, n} +1 dieser Aquivalenzklassen, und tatsichlich sind genau
min{m, n} + 1 Aquivalenzklassen, da man leicht einen Homomorphismus des entspre-
chenden Ranges angeben kann.

Auf der rechten Seite des Diagramms steht das Symbol ~gayg fiir die Aquivalenzrelation
»gleicher Rang® auf K™ mit den Aquivalenzklassen

[A] = {A € K™™| Rang(A) = Rang(A)}
= {K e K™ |A\ist aquivalent zu A}
= {ST'AT|S € K" und T € K™ sind invertierbar}.

Weiter ist K"*™ / ~gang die zugehorige Faktormenge und 7 die kanonische Surjektion
A [A]

Nach Satz 19.24 bildet Mp,, B, eine gesamte Aquivalenzklasse von Homo(V, W) auf ei-
ne Aquivalenzklasse von K™ ab und verschiedene Aquivalenzklassen von Homo(V, W)
auf verschiedene Aquivalenzklassen von K™*". Allerdings sind die Aquivalenzklassen
hier (bis auf die fiir Rang 0) keine Unterraume; [ ] + [A] kann also keine lineare Zuord-
nung sein. Stattdessen ist jede Aquivalenzklasse [f] von Homo(V, W) eine sogenannte
glatte Mannigfaltigkeit (englisch: smooth manifold). Uber solche Strukturen erfahren
Sie mehr in Vorlesungen tiber Differentialgeometrie.

Ebenso ist jede Aquivalenzklasse [A] von K™*™ eine glatte Mannigfaltigkeit, und die
Abbildung Mp,, p, ist ein Diffeomorphismus zwischen [f] und [A] mit Rang(f) =
Rang(A). Ein Diffeomorphismus ist eine (beliebig oft) differenzierbare Abbildung (hier:
zwischen glatten Mannigfaltigkeiten), deren inverse Abbildung ebenfalls (beliebig oft)
differenzierbar ist.
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Kapitel 5 Dualraume und duale Abbildungen

§ 20 DUALRAUME

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 5.4; Bosch, 2014, Kapitel 5.1; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 7.1

§ 20.1  DER DUALRAUM EINES VEKTORRAUMES

Definition 20.1 (Dualraum, Linearform).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Der Vektorraum
V* := Homo(V, K) (20.1)

der linearen Abbildungen V — K heif3t der (algebraische) Dualraum (englisch: (algebraic)
dual space) von V. Die Elemente von V* heifien auch lineare Funktionale (englisch: linear
functionals) oder Linearformen (englisch: linear forms) auf V. A

Zur Unterscheidung bezeichnen wir den Vektorraum V auch als primalen Vektorraum (eng-
lisch: primal space) und die Elemente von V als primale Vektoren (englisch: primal vector).
Entsprechend heiffit V* auch der duale Vektorraum, und die Elemente von V* kénnen als
duale Vektoren (englisch: dual vector) oder als Covektoren (englisch: covectors) bezeichnet
werden.

Linearformen sind also lineare Abbildungen eines Vektorraumes V in den zugrunde liegenden
Skalarkorper K, aufgefasst als 1-dimensionaler Vektorraum tiber sich selbst. Nach Satz 17.14 ist
V* tatsachlich ein Vektorraum. Der Nullvektor in V* ist die Nullabbildung 0: V — K, die jeden
Vektor in V auf das Nullelement 0 € K abbildet. Die Nullabbildung wird auch als die Nullform
(englisch: zero form) auf V bezeichnet.

Beispiel 20.2 (Dualraum, Linearform).
(i) Die Projektion auf die i-te Koordinate (Beispiel 17.5)
mi:K'"sxm— x; €K

mit1 < i< nundn € N ist eine Linearform auf dem Standardvektorraum K™ iber dem
Korper K.
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(if)

(i)

(iv)

(v)

Es sei K ein Korper und X eine Menge. Wir betrachten den Vektorraum V = KX (Bei-
spiel 11.3). Fir jedes feste xg € X ist die Auswertungsabbildung (englisch: evaluation
map) an der Stelle x,

Ey: KX 3 f f(xg) €K

eine Linearform auf KX.

Ist A € K" eine Matrix, dann ist die von A induzierte lineare Abbildung f4: K" —
K! = K, also die Abbildung x — A x, eine Linearform auf dem Standardvektorraum K"
iiber dem Korper K.

Ist B= (vy,...,0,), n € Ny eine Basis des endlich-dimensionalen Vektorraumes V und
verwenden wir im Zielraum K die Standardbasis (1), so hat eine Linearform v* € V* die
Darstellungsmatrix

Mayes@) = [0°(@) - o(on)] € K™

Ist V ein Vektorraumund f: V — R eine differenzierbare Funktion, dann ist die Ableitung
f'(v): V— R an jeder Stelle v € V eine Linearform auf V:

f'(v): V38 f'(v)(6v) € R. A
R —
Richtungsableitung an der Stelle v in Richtung §v

Wir werden die Vektoren eines Vektorraumes V typischerweise mit v bezeichnen und Linear-
formen auf V (also Elemente von V*) mit v™.

Bemerkung 20.3 (zur Sprechweise im Umgang mit Linearformen).

(0)

(if)

Ausgehend von einer Linearform v* € V* bezeichnen wir die Auswertung von v*(v) fiir
einen Vektor v € V auch als das Einsetzen des Vektors v in die Linearform v™.

Stellen wir dagegen den Vektor v € V in den Vordergrund, so bezeichnen wir die Aus-
wertung von v*(v) auch als die Anwendung der Linearform v* auf den Vektor v. A

Bemerkung 20.4 (zur Bedeutung von Linearformen).

(9)

(ii)

Wir kénnen eine Linearform (Covektor) interpretieren als eine Art ,Maf3stab“ fiir Vektoren.
Jeder Vektor wird mit einer ,,Zahl“ bewertet, also einem Element des zugrundeliegenden
Skalarkorpers K.

Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes, haben oft eine physikalische Bedeutung, z. B.
Geschwindigkeit. Als solche tragen sie auch eine Dimension (im Sinne des internationalen
Einheitensystems) wie etwa ,Lange geteilt durch Zeit” im Falle der Geschwindigkeit, die
sich auch in den zugehorigen Einheiten widerspiegelt wie <+ oder ]%

Elemente des Vektorraumes V* tragen dann ebenfalls eine Dimension. Fiir die Dimensio-
nen gilt [V*] - [V] = [K]. Da auch der Skalarkérper eine Dimension tragen kann und
nicht notwendig dimensionslos ist, hat V* nicht notwendig die zu V reziproke Dimension.
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(iii) Ist f: V — R eine differenzierbare Funktion, dann ist die Ableitung f’(v): V — R an
jeder Stelle v € V eine Linearform auf V:

f(v): V38 f(0)(dv) €R.

Tragen dabei die Funktionswerte f(v) beispielsweise die physikalische Einheit ] = Nm
(Energie) und die Vektoren in V die Einheit m (Linge), dann tragen die Linearformen
und insbesondere die Ableitung f’(v) € V* die Einheit N (Kraft). A

Bemerkung 20.5 (auch Vektoren ,sind“ lineare Abbildungen).
Covektoren (Linearformen) sind genauso natiirliche Objekte wie Vektoren. Ubrigens konnen
auch primale Vektoren als lineare Abbildungen aufgefasst werden. Dem Vektor v € V entspricht
dabei die Abbildung

Kosam—avelV,

also ein Element von Homo(K, V), genauer: Durch diese Zuordnung ist ein Isomorphismus
zwischen V und Homo(K, V) gegeben. Wir konnen also Vektoren in V mit Elementen in
Homo(K, V) identifizieren, wihrend Covektoren Elemente von Homo(V, K) sind. A

Definition 20.6 (kanonische duale Paarung).
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und V* sein Dualraum. Die Abbildung’

¢, ): V"XV 2 (0, 0) - (0*,0) =0"(v) €K (20.2)
heifit die (kanonische) duale Paarung (englisch: (canonical) dual pairing) der Rdume V* und
V. A
Wenn wir die Rdume betonen wollen, so schreiben wir auch (v, 0)y- y.
Die duale Paarung dient zunichst nur dazu, die Lesbarkeit von Ausdriicken im Umgang mit

Linearformen zu erleichtern. Wir halten eine wichtige Eigenschaft fest:

Lemma 20.7 (die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten).
Es seien V ein Vektorraum und o] sein Dualraum. Die duale Paarung (20.2) ist linear in beiden
Argumenten, d. h., fiir v*,0],0;, € V* und v,0;,0, € V sowie a, f € K gilt

(aof + oy, 0) = a(v;,0) + f{v;,0) (20.3a)
", av+ foy) = a0, 0) + (0", 02). (20.3b)
Beweis. Es gilt
(o + foy,0) = (ao) + foy)(v) nach Definition von (-, -)

= av; (v) + fo;(v) nach Definition der Addition und S-Multiplikation
von Homomorphismen (Satz 17.14)

=a(v;,v) + f (vy,v) mnach Definition von (-, ).

Die Gleichung (20.3b) ist nichts anderes als die Linearitéit von v* € V* = Homo(V, K). O

'Manchmal wird die duale Paarung auch in der anderen Reihenfolge definiert, also als (-,-): V X V* 3 (v,0")
(v,v") =0v"(v) € K.
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Ist B = (v;);es eine Basis von V und ist (&;);¢; eine Familie in K mit derselben Indexmenge I, dann
gibt es nach Satz 17.10 genau eine Linearform o™ € V* mit der Eigenschaft v*(v;) = (v*,0;) = o;
fur allei € I.

Satz 20.8 (die Zuordnung zur Familie der Bilder ist ein Vektorraumisomorphismus, vgl. Satz 19.6).

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K. Weiter sei B = (v;);¢7 eine Basis von V. Die
Zuordnung
Ig: V' 30" > (0%, 0;)ic1 € K! (20.4)

einer Linearform zur Familie der Bilder auf der Basis B ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beachte: Der Dualraum V* ist folglich isomorph zu K’, wihrend V isomorph zum Vektorraum
der endlich getragenen Funktionen (K7)y, ist (Beispiel 17.5).

Beweis. Der Beweis folgt dem Beweis von Satz 19.6, der fiir endlich-dimensionale Vektorraume
formuliert war.

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst die Linearitat von Ip.

Es seien dazu v*, w* € V* und , f € K, dann gilt nach (20.3a)
(@v” +pw" v;) = a (v, v;) + f{w",v3),
also Ig(a v* + pw*) = aIg(v*) + fIg(w").
Schritt 2: Wir zeigen: Ip ist injektiv.

Es sei dazu 0* € V* so, dass Iz(v*) = 0 € K! (die Nullfamilie) ergibt. Das heifit,
(0", 0;) =0

gilt fir alle i = 1,...,m. Da v* durch diese Werte aber eindeutig festgelegt ist,
kann 0*: V — K nur die Nullabbildung sein, also der Nullvektor in V*. Daher gilt
Kern(Ig) = {0}, und nach Lemma 17.9 ist I injektiv.

Schritt 3: Wir zeigen: Ip ist surjektiv.
Es sei dazu ein beliebiges Element (a;);c; € K! gegeben. Nach Satz 17.10 gibt es
(genau) einen Homomorphismus v*: V — K, der (v*,v;) = «; als Bilder hat, also
Ig(v*) = (@i)ier- O

Wir betrachten zunéchst Dualrdume endlich-dimensionaler Vektorraume genauer.

Folgerung 20.9 (Dimension des Dualraumes, vgl. Folgerung 19.7).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann gilt V = V* und damit dim(V') = dim(V™).

Beweis. Es seien dim(V) = n € Ny und B = (vy, .. .,v,) eine Basis von V. Aus Satz 20.8 folgt,
dass
Ig: V30 > ((v*,vl), . (U*,vn)) e kil

ein Isomorphismus ist.Andererseits gilt nach Satz 18.1auch V = K [[1’"]], also auch V* = V, und
damit dim(V) = dim(V*) = n. O
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Beachte: Der in Folgerung 20.9 konstruierte Isomorphismus zwischen V und V* hiangt von der
gewihlten Basis B in V' ab. Es gibt insbesondere keinen kanonischen (natiirlichen) Isomorphis-
mus zwischen den endlich-dimensionalen Vektorrdumen V und V*.

Der folgende Satz beantwortet die Frage, wie wir aus einer Basis B eines endlich-dimensionalen
Vektorraumes V eine darauf abgestimmte Basis B* des Dualraumes V* erhalten konnen.

Satz 20.10 (Basis des Dualraumes).
Es seien K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis B =
(v1,...,05), n € Ng.

(i) Die Linearformen o € V*,i=1,...,n, definiert durch die folgende Wahl der Bilder auf
der Basis B = (v;) je[i,n]s

1 imPFalli=j,
U%’Zﬁ Z:(Sl--: 20.
wr.05 = 0y {o im Fall i # j, (z05)

bilden eine Basis von V*, die wir mit B* := (vj, .. .,v,) bezeichnen.

(ii) Fir den Koordinatenvektor x = ®3'(v) eines Vektors v € V gilt
xi=(v;,0), i=1...,n (20.6a)

also hat jedes v € V die eindeutige Darstellung
v= Z(vf,v) vj. (20.6b)
i=1

(iii) Fir den Koordinatenvektor & = (DE}(U*) einer Linearform v* € V* gilt

&=("0), i=1...,n, (z0.7a)

also hat jedes v™ € V* die eindeutige Darstellung

n
v = Z(v* ,0i) 0; . (20.7b)

i=1
Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass die Linearformen vy, ..., v, durch (20.5) eindeutig defi-
niert sind, da wir fiir jedes v} die Bilder der Basisvektoren vy, .. .,v, angegeben haben, die nach

Satz 17.10 die lineare Abbildung v; € Homo(V,K) = V* eindeutig festlegen.
Wir zeigen zunichst gemeinsam die Aussagen (i) und (iii) und anschliefend Aussage (ii).

Schritt 1: Die Vektoren o7, ..., 0}, sind linear unabhéngig:

Es sei 3, a; v} = Oy+ der Nullvektor in V*, also die Nullform. Durch Einsetzen von
v; in diese Linearkombination erhalten wir unter Benutzung von (20.3a)

n n
0 =(0y~,0;) = <Zaiv;k9vj> = Zai (v; ;) = a;
i=1 -
i i Yy
fur alle j =1,...,n, also sind alle Koeffizienten notwendigerweise gleich Null.
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Schritt 2: Die Vektoren o], ..., v, erzeugen den ganzen Raum V*:

Es sei dazu v* € V* beliebig. Wir miissen zeigen, dass v* als Linearkombination von
v, ...,v, darstellbar ist. Dazu tiberpriifen wir die Darstellung (20.7), also

n
U* = Z(U* s Ui> U:f.
i=1

Beide Seiten der Gleichung sind Elemente von V*. Wir zeigen, dass diese Linear-
formen auf den Bildern der Basisvektoren vy, ..., v, von V (und damit iberall in V)
iibereinstimmen. In der Tat gilt

<i(v*,vi) U;-k,Uj> = i(v*,vﬂ (0] ,v5) = (0", 0;).
i=1 i=1 T

=5i;

Schritt 3: Wir zeigen noch die Darstellung (20.6), also Aussage (ii).

Fir jeden der Basisvektoren v; € V ist die Darstellung wegen

n
Z (Uf,vﬁ U =0j

i=1

=5;

n

korrekt. Jedes v € V hat eine eindeutige Darstellung der Form v = 7,

noch unbekannten Koeffizienten «; € K. Es gilt also

n
U:ZO{J'U]'
Jj=1

n n
= Z a; Z(vf ,0j)v; wie gerade bestatigt

j=1 =1

aju; mit

n n
= Z(Uf , Z ajvj)v; wegen der Linearitat der dualen Paarung

i=1 j=1
n

= Z(Uf ,0) U; aufgrund der Darstellung von v. O
i=1

Definition 20.11 (duale Basis).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy,...,0y), n € Ny.

(i) Die durch (20.5) definierte Basis B* = (¢7,...,0;) von V* heif3t die zur Basis B duale
Basis (englisch: dual basis).

(ii) Wir bezeichnen das Element ] der zu B dualen Basis B* auch die i-te Koordinatenform
(englisch: i-th coordinate form) der Basis B. A

Bemerkung 20.12 (zur dualen Basis).
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()

(if)

(iii)

Jeder Vektor o der dualen Basis hangt von der Gesamtheit der Wahl der Basisvektoren
(v1, . ..,0,) der Basis von V' ab, nicht nur von v;, da die dualen Basisvektoren gemeinsam
das System (20.5) erfillen miissen.

Die Elemente o7, ...,0, der dualen Basis B* dienen als ,2Koordinatenermittler® fiir
primale Vektoren bzgl. der Basis B, siehe (20.6). Wenn wir die duale Basis B* kennen,
missen wir also kein lineares Gleichungssystem mehr 16sen, um die Koordinatenvektor
x = ®;'(v) eines Vektors v € V zu bestimmen.

Umgekehrt dienen die Elemente vy, ...,v, der primalen Basis B als ,Koordinatener-
mittler” fir duale Vektoren (Linearformen) bzgl. der dualen Basis B, siehe (20.7).

Es seien V und W Vektorrdume tiber demselben Korper K mit Basen By = (vy,...,0s)
bzw. By = (wy,...,wy) und m,n € Ny. Die Darstellungsmatrix A = Mp,, 5, (f) €
K™ eines Homomorphismus f: V — W hat die Eigenschaft, dass sie spaltenweise die
Koordinaten der Bilder der Basisvektoren v; bzgl. der Basis By enthilt:

n

f(v)) ZZaijwi furalle j=1,...,m,

i=1

vgl. (19.3). Wir hatten bisher aber keine Méglichkeit, beispielsweise einzelne Eintrige der
Darstellungsmatrix A anzugeben.”

Ist jedoch die duale Basis By« = (wy, ..., w,) von W* bekannt, so kénnen wir einzelne
oder auch alle Eintrage der Darstellungsmatrix A wie in (20.6) leicht bestimmen:

aij = (w;, f(07))- (20.8)

A

Beispiel 20.13 (duale Basis).

(0)

(if)

(i)

Es sei K ein Korper, n € Nyo und B = (e, ..., e,) die Standardbasis von V = K" fiir
n € Ny. Dann besteht die zu B duale Basis B* aus den Projektionen auf die Koordinaten
(Beispiel 20.2), also B* = (7, ..., 7,), denn es gilt

(7, ej) = i-te Koordinate von e; = §;;

furallei,j=1,...,n, also (20.5).

Wie in (20.6) festgestellt, ermittelt das Element 7; der dualen Basis die i-te Koordinate
eines Vektors bzgl. der Standardbasis in K".

Essei X = {xy,...,x,} eine endliche Menge mit n € N, paarweise verschiedenen Ele-
menten. Fiir jeden Korper K bilden die charakteristischen Funktionen B := (ey,, ..., ex,)
(Beispiel 12.2) eine Basis des Vektorraumes V = KX. Die zugehorige duale Basis ist
gegeben durch die Auswertungsabbildungen (Beispiel 20.2) B* = (Ey,, ..., Ey, ), die eine
gegebene Funktion X — K an jeweils einer der Stellen x; € X auswerten.

Wir betrachten dhnlich wie in Beispiel 19.12 einen dreidimensionalen Unterraum V
von QY, der durch die Basis

B=(t—1 t—t tt?

L. A. muss zur Bestimmung der Spalte ae; = CI);‘IM (f(vj)) ein lineares Gleichungssystem fiir die Linearkombinati-
onskoeffizienten geldst werden.
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aufgespannt wird. Die duale Basis kann dann beispielsweise in Form von Punktauswer-
tungsfunktionalen dargestellt werden:

B = (pr p(0), p > 5p(1) = 5p(-1), pio> 2p(D) + 2p(=1) - p(0))

fur p € V. (Quizfrage 20.1: Wie kommt man auf eine solche Darstellung der dualen
Basis?)

Wollen wir nun beispielsweise die Linearform v* = p +— p(2) € V* als Linearkom-
bination der Basisvektoren von B* darstellen, so ergeben sich die Koeffizienten nach
(20.7) dadurch, dass wir v* auf die Elemente der primalen Basis B wirken lassen (also die
,Koordinatenermittler“-Eigenschaft ausnutzen):

U*(pl) = 1> U*(pZ) = 2> U*(P3) =4.

Fir die Linearform o* gilt also, dass sie p € V abbildet auf

1 1 1 1
p(0)+2(5p() = 5p(=) +4(5p(D +5p(=1) = p(0))
==3p(0) +3p(1) +1p(-1).
Wir erhalten also die Darstellung p(2) = =3 p(0) + 3 p(1) + p(-1) fiir alle p aus dem

Unterraum V von Q. A

Abschlielend halten wir noch fest, dass die Verwendung dualer Basen auch zur Auswertung
der dualen Paarung niitzlich ist:

Lemma 20.14 (Darstellung der dualen Paarung bei Verwendung von Basis und dualer Basis).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy, . ..,0,), n € Ny, und zugeho-
riger dualer Basis B* = (v;,...,0;). Sind

n n
u*=Z§iu;‘ und v:ijvj
i=1 =

die Darstellungen von v* € V* bzw. v € V bzgl. dieser Basen, so gilt

(0*,0) = Z Ejxj=Ex. (20.9)

Jj=1

Beweis. Unter Ausnutzung der Linearitit der dualen Paarung in beiden Argumenten (Lem-
ma 20.7) erhalten wir

<U*,U> = <Z§i0§,2xjvj> ZZZéX]’<U?,Uj> =Z§jx]' =§TX. O
=1 = j=1

i=1 j=1 —_—

Sij

Durch die Verwendung von Basis und dualer Basis wird die duale Paarung also zuriickgefiihrt
auf eine Art Standardform (20.9), das Matrix-Matrix-Produkt £'x € K zwischen den zugehérigen
Koordinatenvektoren ¢ € K" = K™! und x € K" = K™,
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Beispiel 20.15 (Darstellung der dualen Paarung bei Verwendung von Basis und dualer Basis).

(i) Im Vektorraum K" stimmen Vektoren v mit ihren Koordinatenvektoren x tiberein, wenn
wir die Standardbasis (e, . . ., e,) wihlen. Eine Linearform v* € (K")* kénnen wir durch
ihren Koordinatenvektor £ € K" bzgl. der dualen Basis (7, . .., 7,) darstellen, bestehend
aus den den Projektionen auf die Koordinaten (Beispiel 20.13). Die duale Paarung (v*, v)
hat dann die Gestalt £"x, siehe (20.9).

(ii) Wir betrachten wie in Beispiel 20.13 eine endliche Menge X = {x3,...,x,} mit n € Nj
paarweise verschiedenen Elementen. Fiir jeden Korper K bilden die charakteristischen
Funktionen B := (ey,, ..., ey,) eine Basis des Vektorraumes V = KX. Die zugehorige
duale Basis ist gegeben durch die Auswertungsabbildungen B* = (Ey,, ..., Ey,).

Jede Linearform auf V wird eindeutig durch ihren Koordinatenvektor bzgl. der dualen
Basis dargestellt. Es sei beispielsweise X = {rot, griin, blau} und V = QX mit der Basis
B = (erot, €griin, €blau) ausgestattet. Wir betrachten als Beispiel die Linearform v* € V*,
die wie folgt auf Funktionen f: X — Q (Vektoren in V) wirkt:

0 f) = ; F(rot) - i #(griin) + 2 f (blau).

Die Linearform 0™ wird bzgl. der dualen Basis B* durch den Koordinatenvektor ¢ = ;11 ( —:1 )

f (rot)

dargestellt. Hat also f den Koordinatenvektor x = ( f (gri'm)) bzgl. der Basis B, dann
f(blau)

konnen wir die duale Paarung in der Form (v*, f) = £ x schreiben. A

Bemerkung 20.16 (Identifikation von (K™)* mit K").

Wir vereinbaren, dass wir im Folgenden im Vektorraum K" wann immer méglich die Stan-
dardbasis B,, = (ey, ..., e,) verwenden, sodass Vektoren v € K" mit ihren Koordinatenvekto-
ren x = ®;! (v) iibereinstimmen.

n

Im Dualraum (K")* verwenden wir dann die zur Standardbasis duale Basis B = (m, ..., 7,),
also die Projektionen auf die Koordinaten. Wie im obigen Beispiel 20.15 kénnen wir dann
Linearformen o* auf K" iiber ihre Koordinatenvektoren & = CD;} (v*) € K™ darstellen.

Es wird sich als niitzlich erweisen, den Dualraum (K")* tiber diesen Isomorphismus CIJ mit
K" zu identifizieren. Das heiflt konkret, dass wir im Folgenden Koordinatenvektoren ff € K"
als Elemente von (K")* auffassen. Koordinatenvektoren, die primale Vektoren in K" darstellen,
werden notationell unterschieden und weiterhin mit x usw. bezeichnet. Die duale Paarung wird
durch éx realisiert. A

Wir wenden uns nun noch kurz den Dualrdumen unendlich-dimensionaler Vektorraume zu.
(Quizfrage 20.2: Warum funktioniert der Beweis der Isomorphie von V und V* in Folgerung 20.9
nicht auch fiir unendlich-dimensionale Vektorraume?)

Bemerkung 20.17 (Dualrdume unendlich-dimensionaler Vektorrdume).
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(i) Ist B = (v;);cs eine Basis des Vektorraumes V, dann gilt V = (K')y, (Beispiel 17.5). Fiir
den Dualraum gilt nach Satz 20.8 jedoch V* = K.

Besitzt V unendliche Dimension und wiirden wir unendliche Dimensionen von Vektor-
rdumen mittels Kardinalzahlen genauer unterscheiden (Bemerkung 13.15), so konnten
wir hier dim(V*) > dim(V) feststellen.

Insbesondere erhalten wir im Falle dim(V) = co mit der Konstruktion (20.5) keine Basis
des Dualraumes V*: Ist B = (v;);es eine Basis von V mit unendlicher Indexmenge I und
definieren wir wie in (20.5) eine gleichmachtige Familie B* = (v});c; an Elementen
von V* durch
. 1 imFalli=j,
(v;,0j) = bij = . L
0 imPFalli # j,
dann ist B* zwar eine linear unabhéngige Familie in V*, sie erzeugt aber nicht den
gesamten Vektorraum V*, denn die durch

(0*,0;) =1 firallei el

definierte Linearform kann nicht als (endliche!) Linearkombination von Elementen aus B*
geschrieben werden.

(i) Jeder Vektorraum V besitzt einen Dualraum, jedoch ist nicht jeder Vektorraum selbst ein
Dualraum. Beispielweise kann ein Dualraum keine abzahlbar unendliche Basis besitzen.
Damit ist der Vektorraum (K''),, der endlich getragenen Folgen iiber einem Kérper K
(siehe Beispiel 13.2) von keinem Vektorraum der Dualraum. A

§ 20.2 TRANSFORMATIONSMATRIZEN DES BASISWECHSELS

Das folgende Lemma klért, wie sich die duale Basis bei einem Wechsel der primalen Basis (§ 19.4)
verhalt.

Lemma 20.18 (Zusammenhang der Basiswechsel zwischen primaler und dualer Basis).
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Ko6rper K mit dim(V) = n € N,. Weiter seien By =

(Avl, ...,0p) und By = (v1,...,0,) zwei Basen von V. Wir betrachten By« = (vf,...,0};) und
By+ = (v},...,0y), die jeweiligen dualen Basen. Ist

T=T5,5, = Mg, 5, (idv)
die Transformationsmatrix des Basiswechsels von By nach By (Definition 19.15), dann ist

T "= Toye By = MBv* By (idy+) (20.10)
die Transformationsmatrix des Basiswechsels von EV:« nach By« Ist ? € K™ der Koordinatenvek-

tor der Linearform v* € V* bzgl. der Basis By, dann ist &= T‘TE der Koordinatenvektor von o*
bzgl. der Basis By~.3

3Vergleiche mit der Transformation von Koordinatenvektoren x = %VR Evf = T x von Vektoren in V, siehe
Lemma 19.16.
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Beweis. Mit der Transformationsmatrix T = TBv<—1§v des Basiswechsels von EV nach By gilt

B

vj =)  tijvi

i=1

siehe (19.12). Die gesuchte Transformationsmatrix S = 7, des Basiswechsels von By~

BV* (_EV"‘
nach By erfiillt analog
n
—~ _ o
v =) siju;.
i=1

Wir betrachten nun
n n
v;,05) = <Z Ski UZZ tej Ue>
=1

k=1

n n
= Z Z skitej (v ,ve)  wegen der beidseitigen Linearitat der dualen Paarung

k=1 ¢=1
n
= Z Ski tkj denn die Dualitat der Basen By und By besagt (v, ,v,) = Ok,
k=1
= (8'T);; nach Definition (15.9) der Matrix-Matrix-Multiplikation.

Andererseits ist auch va die zu Ev duale Basis, also muss (?)\l ,0;) = 0i; gelten. Das heifit, wir
habenI =S'T,alsoS=T"".

Wie in Lemma 19.16 transformiert sich der Koordinatenvektor ¢ wie folgt:
- _ F—T7Tf
g - {]BV* (—Bv‘vé‘j - T éf D

Diese Transformationsvorschrift kénnen wir uns auch aus (20.9) herleiten, denn diese Gleichung
ist ja unabhangig davon, welche Basis und zugeoérige duale Basis wir wahlen. Wir wissen also
einerseits

(0*,0) = x = ?3?

und andererseits x = T'¥, also muss & = T™7¢ gelten.

Bemerkung 20.19 (kovariante und kontravariante Transformationen).

Wir haben in Lemma 19.16 gesehen, dass sich beim Ubergang von By zu By mittels T = Tsy By
mit

n n
vj = Z T;jv; die Koordinatenvektoren gemaf3 X = Z(T‘l)i X
i=1 J=1

n
bzw. nach Tausch i & j gemif Xj = Z(T‘T)ij X; (20.112)
i=1
transformieren. Demgegeniiber transformieren sich

duale Koordinatenvektoren gemafd ?, = > (T &
j=1
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bzw. nach Tausch i < j geméafy g, = Z T;; &. (20.11b)
i=1

Eine historische, aber immer noch verbreitete Sprechweise fiir diese Beobachtung ist, dass sich

die Koordinaten eines Vektors in V kontrava- die Koordinaten einer Linearform in V* ko-
riant transformieren? in Bezug auf die Trans- variant transformieren® in Bezug auf die
formation der Basisvektoren von V, nimlich mit Transformation der Basisvektoren von V, nam-
der Matrix T~" gegeniiber T, siehe (20.11a).5 lich mit derselben Matrix T, siehe (20.11b).5

A

§ 20.3 ANNIHILATOREN UND PRA-ANNIHILATOREN

Definition 20.20 (Annihilator und Pra-Annihilator).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K.
(i) Ist M C V, dann heifit

M° = {o* € V*| (v*,0) = 0 fiir alle v € M} (20.12)
={v" € V*|M C Kern(v")}

ﬂ {0} cv*

veEM

der Annihilator von M (englisch: annihilator, lateinisch: annihilare: vernichten, auslo-
schen).?

(ii) Ist F C V*, dann heif3t

OF = {0 € V| (v*,0) = 0 fiir alle 0* € F} (20.13)
= ﬂ Kern(v*) C V
v*eF
der Pra-Annihilator von F (englisch: pre-annihilator).? A

Wir geben zunichst die (Pra-)Annihilatoren bestimmter Teilmengen von V und V* an, ndmlich
die zu den trivialen Unterrdumen eines Vektorraumes V bzw. seines Dualraumes V*.

4englisch: contravariant, lateinisch: contra: gegen, lateinisch: variare: verdndern, verwandeln
5Die einfachste Auspragung dieser Beobachtung ergibt sich, wenn etwa v; in der neuen Basis durch v; = 2 v; ersetzt
wird. Dadurch muss fiir den Koordinatenvektor bzgl. der neuen Basis x; = %xl gelten (kontravariant). Folglich

muss sich der Koordinatenvektor einer Linearform mit EAl =2 22 transformieren (kovariant).

benglisch: covariant, lateinisch: co- (Vorsilbe): mit

8Der Annihilator einer Menge M C V besteht also aus denjenigen Linearformen auf V, die auf der Menge M
verschwinden, also dort den Funktionswert Null haben.

9Der Pra-Annihilator einer Menge F C V* besteht also aus denjenigen Vektoren in V, auf denen alle Linearformen
v* € F verschwinden.
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Lemma 20.21 (Annihilatoren und Pri-Annihilatoren trivialer Unterraume'©4°C),

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:

fur die Annihilatoren {0y}’ =V* und VO = {0y}, (20.142)
fir die Pra-Annihilatoren  °{0y-} =V und °(V*) = {oy}. (20.14b)

Beweis. Wir zeigen zunichst (20.14a). Jede Linearform v* € V* bildet 0y auf 0 € K ab (Lem-
ma 17.6). Das bedeutet
{0y}’ = {o* e V| (0", 0y) =0} = V"

Die Menge
VO = {o* € V*| (v*,0) = 0 fur alle v € V}

enthilt nach Definition nur die Nullform, also gilt V° = {0y-}.
Nun zu (20.14b): Nach Definition ist
*{oy<} ={v € V|(0y-,0) =0} = V.
Weiter gilt
(V*) ={v € V|{0*,0) = 0 fiir alle 0* € V*}.

Es seiv € V' \ {0y} beliebig. Dann existiert nach Satz 17.10 (ii) (fir dessen Beweis der Basi-
serganzungssatz 13.5 benoétigt wird) eine Linearform v* € V* mit der Eigenschaft v*(v) = 1.
(Quizfrage 20.3: Klar?) Das bedeutet, dass ein solches v € V \ {0y} nicht zu °(V*) gehéren
kann. Andererseits gehort 0y sicher zu °(V*), da 0*(0y) = 0 fiir alle 0* € V* gilt. Das bedeutet
aber °(V*) = {0y }. O

Die Annihilatoren bzw. Pra-Annihilatoren der trivialen Unterrdume aus Lemma 20.21 sind selbst
wieder Unterrdume. Das gilt auch allgemein fiir die (Pra-)Annihilatoren beliebiger Mengen:

Lemma 20.22 (Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterrdume).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:

(i) Ist M C V, dann ist der Annihilator M° ein Unterraum von V*.
Weiter gilt M® = (M)°.

(ii) Ist F C V*, dann ist der Pra-Annihilator °F ein Unterraum von V.
Weiter gilt °F = °(F).

Beweis. Aussage (i): Wir benutzen das Unterraumkriterium (Satz 11.11). Weil die Nullform 0y-
in M° liegt, ist M°® # 0. Sind nun o*, w* € M° und , § € K, dann gilt

(av" + w0y =a (@ ,0)+f{W,0) =a0+0=0

fir alle v € M, also gehort auch av™ + fw* zu M?. Das heif3t, M ist ein Unterraum.

ONuyr die letzte Aussage °(V*) = {0y} hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, iiber den Basiserginzungs-
satz 13.5 vom Auswahlaxiom ab.
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Auflerdem gilt M C (M), also auch (M)° € M°. Ist jedoch v* € M°, dann annihiliert v* auch
alle Linearkombinationen von M, also (M) (Satz 11.16). Das heif3t M° € (M)°.

Aussage (ii): Der Beweis geht analog. O

Der folgende Satz klart, wie wir in endlich-dimensionalen Vektorrdumen eine Basis eines Anni-
hilator- bzw. eines Pra-Annihilator-Unterraumes bestimmen konnen und was die Dimensionen
dieser Unterraume sind.

Satz 20.23 (Basen von Annihilatoren und Pra-Annihilatoren).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy,...,0,), n € Ny, und
B* = (v],...,v,,) die duale Basis.
(i) Ist (vy,...,vx) fiir k € Ny eine Basis des Unterraumes U C V, dann ist (v}, .. .,0;) eine
Basis des Annihilators U°. Insbesondere gilt
dim(U°) = dim(V) - dim(U) = codim(U). (20.15)
(ii) Ist (o7, ...,07) fiir k € Ny eine Basis des Unterraumes F C V*, dann ist (0k+s, - - -, vp) eine
Basis des Pra-Annihilators °F. Insbesondere gilt
dim(°F) = dim(V*) — dim(F) = dim(V) — dim(F) = codim(F). (20.16)
Beweis. Wir beweisen nur Aussage (i). Als Teilfamilie der Basis B ist (v}, ,,...,v,) linear
unabhiingig (Lemma 12.4). Zu zeigen ist also nur, dass (v;, , . . ., v,) eine erzeugende Menge von
U ist.
Schritt 1: (v ,,,...,0;,) C U°:
Aufgrund der Eigenschaften der dualen Basis gilt 07 (v;) = 0 fiirallei =k +1,...,n
und alle j = 1,..., k. Also verschwindet v} sogar auf dem ganzen Unterraum U =
(v1,...,0k), d.h.,, wir haben v} € U° farallei = k+1,. .., n.Da U° aber ein Unterraum
(von V*) ist, gilt auch (v, ,...,0,) C U°.

Schritt 2: (o, ,...,0;) 2 U

Es sei v* € U® C V*. Die Linearform v* ist eindeutig durch ihre Bilder auf der Basis
B = (vy,...,0,) festgelegt (Satz 17.10). Es gilt

n
0" = Z 0" (v;) v} nach (20.7b)
i=1

k n
= ZU*(Ui) v; + Z v*(v;) 0} wegeno* € U'undo; € U fiiri=1,...,k
=1 i=k+1

=0

M=

0" (v;) 0} .

i=k+1

Das bedeutet nach Satz 11.16 aber v* € (v ,Un)- ]

*
k+1 "
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Beispiel 20.24 (Basen von Annihilatoren und Pri-Annihilatoren).

(i) Wir betrachten den Vektorraum V = K?*? der 2 X 2-Matrizen iiber dem Korper K. Es sei
U = K2%2 C V der Unterraum der symmetrischen Matrizen, also

sym
an a2

U =
dz1 Az

Der Annihilator U° besteht aus allen Linearformen v*: V — K, die auf U verschwinden.
Das sind gerade genau die Vielfachen der durch v*(A) = a;; —ay; fiir A € K?*? definierten

ayp — a1 = 0} .

Linearform v*, also
U’ = {v* € V*|0*(A) = & (a; — ay) fiir ein a € K}.

Wir kénnen das mit Hilfe von Satz 20.23 bestétigen. Im Falle von char(K) # 2 ist

o= {l Shls - 35 )

eine Basis von V, wobei die ersten dim(U) = 3 Basisvektoren den Unterraum U aufspan-
nen. Die duale Basis ist

* 1 1
B = (A = an, A axp, A 5(012 +an), A 5(012 - 021))-

Nach Satz 20.23 spannt der letzte Basisvektor von B* den Annihilator U° auf. (Quizfrage 20.4:
Wie sind die Basen B und B* zu verindern im Fall char K = 2?)

(ii) Wir betrachten den Vektorraum V = K**3 der 3 x 3-Matrizen iiber dem Kérper K. Es sei
F C V* der Unterraum, der durch die Linearformen

a2 +az, ai3+as;, dz+as, an, azp und ass

aufgespannt wird. Dann besteht der Pra-Annihilator °F gerade aus allen Elementen von
K3*3, sodass diese sechs Linearformen (und damit auch alle Linearkombinationen) dort
verschwinden, also

an a4z a4 ap+a;=0, ap;=0
OF =qA=]ay ayp ax3|e K3X3 a3 +a3 =0, axp=0
asy dasz dass azs+az; =0, ass=0
Wir betrachten wieder den Fall char(K) # 2, dann gilt °F = K3*> (die antisymmetrischen
3 X 3-Matrizen). Wihlen wir als Basis des Dualraumes V*
B*= (A an, A ay, A ass, A ap +ay, A a3 +as, A ay +asz)
| (A a2 — az1, A a3 —as, A azs — as),
so spannen die ersten dim(°F) = 6 Basisvektoren den Unterraum °F auf. Diejenige Basis B
von V, sodass B* die zugehorige duale Basis ist, lautet dann

1 0 0\ (0 0 0\ /0 0 0\ /0 3 0\ /0 0 3\ (0 0 0
B=[[o o o|,|o 1 of|o 0o of,[3 o of]o o o0 O 1
000/ \o oo \oo 1/\0o o0 o0\ oo \o 3 o0
0 2 0\ /0 0 3\ (0 0 0
H(—%oo),o 0 ol,j]o o %)
0 00/ \-2 00/ \0 -1 0
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Nach Satz 20.23 spannen also die letzten dim(°F) = dim(V) — dim(F) = 9-6 = 3
Basisvektoren von B den Pria-Annihilator °F auf.

Das folgende Lemma zeigt, dass jeder Unterraum ein Pra-Annihilator ist, ndmlich der Pra-
Annihilator seines Annihilators.

Lemma 20.25 (Unterraume sind Pra-Annihilatoren®°c™),
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Fiir jeden Unterraum U C V gilt

U= m Kern(v*) = 0(UO). (20.17)

v*eU?
Beweis. Nach Definition des Pra-Annihilators (20.13) gilt

0(UO) = {v € V| (0", 0)y+y =0 fur alle v* € UO} = ﬂ Kern(v™).

v*elU"
Es ist also nur noch das erste Gleichheitszeichen in (20.17) zu zeigen.

Schritt 1: Wir zeigen zunédchst U C (),+cyo Kern(v®):

Fiir beliebiges v* € U° gilt nach Definition (20.12) (v*,u) = 0 fiir alle u € U, also
U C Kern(v*). Da v* beliebig war, folgt U C (),«cyo Kern(o*).

Schritt 2: Umgekehrt zeigen wir nun (), cyo Kern(v*) € U, und zwar durch Kontraposition:

;T von U .AoC
Weil u nicht in U liegt, bleibt B nach Hinzufiigen von u eine linear unabhéngige

Familie. Wir ergdnzen nun”°C B plus u zu einer Basis B = (v;);e; von V.

Es sei also u € V, aber u ¢ U. Wir beginnen mit einer Basis B= (v3)

Nun definieren wir eine Linearform v* € V* durch Festlegung der Werte auf der
Basis B (Satz 17.10). Wir setzen (v*,u) = 1 und (v*,v;) = 0 fiir alle anderen Ba-
siselemente. Insbesondere ist also v* die Nullform auf U, also v* € U°. Aber wegen
v*(u) = 1gilt u ¢ Kern(v*), also auch u ¢ (), cyyo Kern(v™). O

Satz 20.23 und Beispiel 20.24 haben gezeigt, wie wir den Annihilator eines Unterraumes bestim-
men konnen, wenn wir eine an den Unterraum angepasste Basis und die zugehorige duale Basis
verwenden (und analog fiir Pra-Annihilatoren). Sofern solche Basen nicht vorliegen, so kénnen
wir auch eine beliebige Basis und zugehorige duale Basis verwenden, mit Koordinatenvektoren
arbeiten und so die Aufgabe der Bestimmung von Annihilatoren und Pra-Annihilatoren im
Standardvektorraum K" ausfithren:

Lemma 20.26 (Bestimmung von Annihilatoren und Pri-Annihilatoren mit Hilfe von Koordina-
tenvektoren).

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy, . . .,v,), n € Ny, und zugeho-
riger dualer Basis B* = (v, ...,0}).

"Die Aussage U 2 0(UO) hingt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, iber den Basisexistenzsatz 13.6 und den
Basiserganzungssatz 13.8 vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom ab.
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(i) Esseien U C V ein Unterraum und X := ®;'(U) C K" der Unterraum der zugehérigen
Koordinatenvektoren. Dann gilt fiir den Annihilator U°

U’ =®p (X" mit X°={feK"|{x=0firallex € X}.
(Hier identifizieren wir den Annihilator X° von X C K" wie in Bemerkung 20.16 mit

einem Unterraum von K".)

(ii) Esseien F C V* ein Unterraum und = = ®;!(F) C K" der Unterraum der zugehérigen
Koordinatenvektoren. Dann gilt fiir den Pra-Annihilator °F

F=04("E) mit °E={xeK"|x=0firalle¢cE}.

(Hier identifizieren wir den Pra-Annihilator °Z von & C K" shnlich wie in Bemer-
kung 20.16 mit einem Unterraum von K".)

Beweis. Aussage (i): Nach Definition 20.20 gilt U° = {U* e V*|(v*,u) =0firalleu € U}. Wir
stellen Vektoren u € U bzgl. der Basis B als Koordinatenvektoren x = @gl(U) € X dar und
Linearformen 0* € V* bzgl. der dualen Basis B* als Koordinatenvektoren ¢ = CIDBE(U*) € K" Es
gilt (v*,u) = &'x fur alle u € U und alle v* € V*. Es folgt

U’ ={v* eV

(v*,u) =0 fiiralleu € U} = {@B*(f) ev”

E'x = 0 fiir alle x EX}.

Der Beweis von Aussage (ii) ist Ubung. |

Beispiel 20.27 (Bestimmung von Annihilatoren und Pra-Annihilatoren mit Hilfe von Koordina-
tenvektoren).

(i) Wir betrachten einen dreidimensionalen Vektorraum (einen Unterraum von QY), der
durch die Basis B= (t — 1, t > t, t > t%, t > t°) aufgespannt wird. Die zugehérige
duale Basis ist

B = (p = p(0), p = %p(l) - %p(—l), p %p(l) + %p(—l) —p(O)),

siehe Beispiel 20.13. Gesucht ist der Annihilator U desjenigen Unterraumes U, dessen

Vektoren Koordinaten im Unterraum X = <( é ), ( EJIJ )> besitzen. (U besteht also aus den

Funktionen mit der Darstellung a; (1+ t) + a t2 fiir oy, oz € Q.)

Der Annihilator X° besteht aus allen Vektoren ¢ € Q?, die §T( i) = 0 sowie §T( %) =

0 erfiillen. Das ist gerade der Kern der Matrix [} § ¢]. Da diese schon in reduzierter

Zeilenstufenform vorliegt, konnen wir den Annihilator X° sofort ablesen: = = <( _(1)1 )>

Nach Lemma 20.26 miissen wir diese Koordinatendarstellung nun noch bzgl. der dualen
Basis interpretieren. Wir erhalten also

U0 = 0, (%) = (p = —p(0) + 5p(1) = p(-1).

Die Probe ergibt, dass die gefundene Linearform tatsachlich die Funktionen ¢t +— 1+t
sowie t > t? und damit auch alle Linearkombinationen annihiliert.
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(ii) In den gleichen Vektorrdumen V und V* wie oben betrachten wir den Unterraum F C
V*, der durch die Linearform p — p(1) aufgespannt wird. Beziiglich der dualen Basis

entspricht F dem Unterraum = = <( i)> von Q3.

1 T
Der Pra-Annihilator °= besteht aus allen Vektoren x € Q3, die (1] x = 0 erfiillen. Das ist

_

gerade der Kern der Matrix [1 1 1], also °= = <( :1)1 ), ( ?{1 )>

Nach Lemma 20.26 miissen wir diese Koordinatendarstellung nun noch bzgl. der primalen
Basis interpretieren. Wir erhalten also

OF = o, (°8) = <t > —14 1t —1+t2>.

Die Probe ergibt, dass die gefundenen Funktionen ¢t + —1+¢ und t — —1+ t? tatsichlich
von der Linearform p +— p(1) annihiliert werden. A

Beachte: Koeffizientenvektoren fiir primale und duale Vektoren sehen formal gleich aus. Den-
noch ist es wichtig zu unterscheiden, ob sie Vektoren in V oder in V* reprisentieren!

Abschlieflend betrachten wir, welche Darstellung der Annihilator einer Teilmenge von K" bzw.
der Pra-Annihilator einer Teilmenge von (K")* hat, wenn wir wie in Bemerkung 20.16 (K™)*
mit K" identifizieren:

Beispiel 20.28 ((Pra-)Annihilator von Teilmengen in K" bzw. (K™)").
(i) Ist M C K", dann gilt

M’ ={&eK" | £'x = 0 fiir alle x € M}. (20.18a)

(ii) Wird F € K" interpretiert als Teilmenge von (K")*, dann gilt

OF = {x € K" |&x = 0 fiir alle £ € F}. (20.18b)
A

Beachte: Das Beispiel 20.28 zeigt, dass die Konzepte von Annihilator und Pri-Annihilator
formal identisch aussehen. Dennoch ist es auch hier wichtig zu unterscheiden, ob eine Menge
von Vektoren in K" tatsachlich Objekte in K" oder im Dualraum (K™)* représentiert.

Bemerkung 20.29 (homogene lineare Gleichungssysteme als Pra-Annihilatoren).

Die Gleichung (20.18b) weist auf einen Zusammenhang zwischen Pra-Annihilatoren und ho-
mogenen linearen Gleichungssystemen hin: Fir A € K™*™ hat die Bedingung x € Kern(A) die
Gestalt

e 0
Ax = : x=|:1. (20.19)
_ Qpe 0
Das lasst sich auch so lesen, dass die durch die Zeilenvektoren dj., . .., dye von A definierten

Linearformen K™ 3 x + ajox € K auf x allesamt verschwinden. Mit anderen Worten, x liegt im
Pra-Annihilator des von den (transponierten) Zeilenvektoren von A aufgespannten Unterraumes,
also x € °Bild(A™)! Wir kommen auf diese Beobachtung in Folgerung 21.12 zuriick. A
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§ 21 DUALE HOMOMORPHISMEN

Zu jeder linearen Abbildung f € Homo(V, W) gibt es eine zugehorige duale Abbildung
f* € Homo(W*, V"), die wir nun definieren und untersuchen:

Definition 21.1 (dualer Homomorphismus).
Es seien V und W Vektorraume tiber demselben Korper. Weiter sei f € Homo(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann heif3t

ff"Wasw o =wofeV" (21.1)

der zu f duale (englisch: dual homomorphism) oder transponierte Homomophismus (eng-
lisch: transpose homomorphism) bzw. die zu f duale oder transponierte lineare Abbildung
(englisch: dual linear map, transpose linear map)." A

Die zu f duale Abbildung f* ist also nichts Anderes als eine Abkiirzung fiir den Ausdruck
»+0 f*, in den man an der Stelle - Elemente aus W* einsetzen kann und dadurch Elemente aus V*
erhalt. Die lineare Abbildung f € Homo(V, W) wird benutzt, um Linearformen w* auf W zu
Linearformen o™ auf V' ,zuriickzuziehen®. Man bezeichnet daher das Ergebnis v* = w* o f auch
als den Pullback (englisch: pullback) von w* durch f.

w* f

K—W<«—V

\/

v'=w'of

Weil nach Definition 21.1 f*(w*) = w* o f gilt, ist f*: W* — V™ diejenige Abbildung, die durch
die Bedingung f*(w*)(v) = (w* o f)(v) fir alle v € V definiert wird. In der Schreibweise mit
der dualen Paarung wird f* also durch die Bedingung

W), o)vey = (W', f(0)wew (21.2)
fir alle v € V und alle w* € W* festgelegt.
Wir zeigen nun, dass die duale Abbildung f* wieder linear ist, sodass die Bezeichnungen aus

Definition 21.1 gerechtfertigt sind.

Lemma 21.2 (die duale Abbildung ist wieder linear).

Es seien V und W Vektorraume tiber demselben Korper. Weiter sei f € Homo(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann ist f* € Homo(W*, V*).

2Die Notation fir die duale Abbildung ist in der Literatur nicht einheitlich. Man findet auch Bezeichnungen
wie fT, f*, £/, f¥ und weitere. Manche Autoren, vor allem in Texten zur Funktionalanalysis (Analysis in
unendlich-dimensionalen Vektorraumen) benutzen auch den Begriff adjungierter Homomorphismus oder
adjungierte lineare Abbildung (englisch: adjoint homomorphism, adjoint linear map). Wir verwenden das
Attribut ,adjungiert® spater aber fiir etwas anderes.
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Beweis. f* ist additiv, denn es gilt

ffwi+wy) =(w] +wy)of nach Definition von f*

=w;of+w;of nachDefinition der Addition von Abbildungen
von Homomorphismen (Satz 17.14)
= f*(wi) + f*(wz) nach Definition von f™.

Auflerdem ist f* homogen wegen

fflaw®)=(aw*)o f nach Definition von f™

=a(wof) nach Definition der S-Multiplikation von Abbildungen
von Homomorphismen (Satz 17.14)

=af*(w") nach Definition von f~. O

Beispiel 21.3 (dualer Homomorphismus).

(0)

(if)

(i)

Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt idj, = idy+, denn idj, ist eindeutig festgelegt durch
die Bedingungen

<id;(0*)’v>v*,v = <0*,idv(0)>v*,v = V", 0)y-y
fir alle o™ € V* und alle v € V. Diese werden von idy, = idy+ erfiillt.
Es seien K ein Korper, V = K" und z;: K® — K die Projektion auf die i-te Koordinate,
siehe (17.2). Dann ist 7/ : K* — (K")* definiert durch die Bedingungen

(i (¥) %) (kmyekn = (Y i (X)) ke = (Y™, Xi)ke K

fiir alle x € K" und y* € K*.

Durch die Identifikation von K* mit K und von (K")* mit K" wie in Bemerkung 20.16
kénnen wir 7} als Abbildung K — K" auch darstellen durch

0 o\T
] of_ . : o]
T; (y) = %)/ —i-teZeile mit y € K, denn es gllt %)/ X = yXx;.
0 0

Es sei V = KI%] der Vektorraum der endlichen Folgen der Lange 5 iiber einem Kérper K
und

FrVa Ly, Y6 ys) = (0,y1, 2,3, Y1) EW=V

die Shift-Abbildung nach rechts (Beispiel 19.4). Dann ist die duale Abbildung f*: W* >
w* > 0" = f*(w*) € V* gegeben durch die Bedingungen

(0" (31 V2 V3 Y4 ¥5) Dy = W75 (0, Y10 V2 V3 V) Dy
fir beliebige (1, y2, y3, Y4, y5) € V. Beispielsweise fiir die durch
<W*, (21, 22, 23, 24, 25)> =z3t+24
definierte Linearform w* ist 0* = f*(w") gegeben durch

<0*, (V1 Y2, V3 Ya» J/s)> = <W*, (0, y1. y2, ¥35 J/4)> =Y2t s A
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Lemma 21.4 (Dualisieren der Synthese-Abbildung).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis B = (vy, .. .,v,), n € Ny, und zugeho-
riger dualer Basis B* = (v;, .. .,0;,). Bei Identifikation von (K")* mit K" gilt:
(i) Die duale Abbildung der Synthese-Abbildung ®,: K" — V ist die Analyse-Abbildung
@5l V¥ — K", also @ = @BT}.
(ii) Die duale Abbildung der Analyse-Abbildung ®;': V — K" ist die Synthese-Abbildung

Q. K™ — V*, also CIDB* = Op..

Beweis. Wir beweisen zunéchst Aussage (i). Es seien x € K" und v := ®4(x) € V sowie £ € K"
und v* = @, (£) € V*. Dann gilt

D5 (0") x = (D5(v*), x) k) k»  gemaB der Identifikation von (K")* mit K"

= (0", Pg(x))v-v nach Definition (21.2) der dualen Abbildung
= (0", 0)yy wegen v = Og(x)
=&x nach Lemma 20.14.

Da x € K" beliebig war, muss @ (0*) = & = ®;!(v*) gelten, und da auch 0* € V* beliebig war,
folgt @ = 1.

Aussage (ii) folgt einfach durch Invertierung der Abbildungen aus Aussage (). O

Lemma 21.5 (Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen).

Es seien U, V und W Vektorrdume tiber demselben Korper. Ist f € Homo(V, W) und g €
Homo(U, V), dann gilt firr die duale Abbildung der Komposition f o g € Homo(U, W):

(feg) =g of" (21.3)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Wir zeigen nun, dass verschiedene Homomorphismen auch verschiedene duale Abbildungen
besitzen.

Satz 21.6 (die Dualisierungsabbildung ist ein injektiver°C Vektorraumhomomorphismus).
Es seien V und W Vektorrdume tiber demselben Korper.

(i) Die Dualisierungsabbildung (englisch: dualization map), also die Zuordnung
D: Homo(V,W) 3 f — f* € Homo(W*,V*)

einer linearen Abbildung zu ihrer dualen Abbildung, ist ein injektiver"°“ Homomorphis-
mus von Vektorrdumen."

3Die Injektivitit (,Zwei verschiedene Homomorphismen haben auch verschiedene duale Homomorphismen.®)
hangt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, iber die letzte Aussage O(W*) = {01} aus Lemma 20.21 vom
Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom ab.
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(ii) Sind V und W endlich-dimensional, dann ist D auch surjektiv, also ein Isomorphismus
von Vektorrdumen. Es gilt dann

dim(Homo(W*, V*)) = dim(Homo(V, W)) = dim(V) dim(W). (21.4)

Beweis. Aussage (i):

Schritt 1: Wir untersuchen zunichst die Linearitat von D.

D ist additiv, denn fiir f,g € Homo(V, W) und w* € W* gilt

(D(f+9)(w)=w o (f+g) nach Definition von D
=w'of+wiog denn w" ist linear
= (D(f))(w") + (D(g9))(w*) nach Definition von D
= (D(f) + D(g)) (w").

Auflerdem ist D homogen, denn es gilt
(D(a f))(w*) =w"o (af) nach Definition von D

=aw"o(f) denn w" ist linear
= a (D(f)(w")) nach Definition von D
= ((@D)()) (w").

Schritt 2: Zum Nachweis der Injektivit untersuchen wir Kern(D).
Die Eigenschaft f € Kern(D) heifit, dass f* = D(f) € Homo(W*, V*) die Nullabbil-
dung ist, d. h.
frw') = w' o f = 0y-
fir alle w* € W*, oder auch

w (f(v)) =0
fur alle w* € W* und alle v € V. Anders ausgedriickt, es gilt (vgl. (20.13))

f(V) c ﬂ Kern(w*) = *(W*).

wreWw*

Nach Lemma 20.21 gilt aber (falls W unendlich-dimensional ist unter der Annahme
des Auswahlaxioms) *(W*) = {0y, }. Das heifit aber, f ist die Nullabbildung. Also
gilt Kern(D) = {0w }, und D ist nach Lemma 17.9 injektiv.

Aussage (ii): Wenn V und W endlich-dimensional sind, dann ist auch Homo(V, W) endlich-
dimensional, und es gilt nach Folgerung 19.7 dim(Homo(V, W)) = dim(V) dim(W). Auflerdem
gilt wegen Folgerung 20.9 auch dim(V) = dim(V*) und dim(W) = dim(W™), also

dim(Homo(V, W)) = dim(V) dim(W) = dim(V*) dim(W™) = dim(Homo(W*, V*)).

Die Dualisierungsabbildung D bildet also zwischen zwei Vektorraumen derselben endlichen
Dimension ab. Da D in Aussage (i) bereits als injektiv gezeigt wurde (wofiir wegen der endlichen
Dimension von W das Auswahlaxiom nicht benétigt wird), ergibt sich aus Folgerung 18.9, dass
D auch surjektiv ist, also ein Isomorphismus. m]
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Schlie3lich erhalten wir folgende Aussage tiber den Zusammenhang von Injektivitit und Sur-
jektivitat von Homomorphismen und den zugehérigen dualen Abbildungen:

Satz 21.7 (Injektivitit und Surjektivitit des dualen Homomorphismus®°©4).

Es seien V und W zwei Vektorrdume tiber demselben Korper. Weiter sei f € Homo(V, W) und
f* € Homo(W*, V") die zugehorige duale Abbildung. Dann gilt:
(i) f € Homo(V, W) ist genau dann injektiv, wenn f* € Homo(W*, V*) surjektiv ist.”>
(ii) f € Homo(V, W) ist genau dann surjektiv, wenn f* € Homo(W*, V*) injektiv ist.’®
(iii) f € Homo(V, W) ist genau dann bijektiv, wenn f* € Homo(W*, V*) bijektiv ist."?

(iv) Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)~! = (f™1)*.
Aus diesem Grund konnen wir statt (f*)~! auch einfach f~* schreiben.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Aussage (i).

Schritt 1: Es sei zunichst f injektiv. Wir definieren U = Bild(f) € W. Dann ist die Einschrén-
kung f|V: V — U bijektiv. Die Umkehrabbildung sei g € Homo(U, V). Es sei weiter
U ein zu U komplementirer Unterraum von W.AC

Wir wollen zeigen, dass f* € Homo(W™, V*) surjektiv ist. Es sei dazu v* € V* belie-
big. Wir definieren das Element w* € W* dadurch, dass wir auf dem Unterraum U

die Funktionswerte
w*(u) = (0", g(u)) € K

setzen und mit w*(u) = 0 fiir u € U erginzen. (Quizfrage 21.1: Warum definiert
das w* eindeutig?)

Damit gilt nun fiir allev € V

(W), 0) =(w", f(v)) nach Definition von f~*
= (v",g(f(v))) nach Definition von w* und wegen f(v) € U
= (0", 0) da g die Umkehrabbildung von f|Y ist.

Das bedeutet aber gerade f*(w*) = v*, also ist f* surjektiv.

Schritt 2: Umgekehrt sei nun f* € Homo(W*, V*) surjektiv. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an, f sei nicht injektiv. Dann besteht also Kern( f) aus mehr als
dem Nullunterraum von V. Unter Verwendung des Basiserginzungssatzes 13.52°C
konnen wir leicht zeigen, dass es eine Linearform v* € V* gibt, deren Einschrankung

4 Dieses Resultat hangt im Fall, dass V bzw. W unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom
Auswahlaxiom ab. Die genauen Abhéngigkeiten sind bei den einzelnen Aussagen angegeben.

5Die Aussage ,=“ hingt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, iiber die Folgerung 14.10 zur Existenz eines
komplementéren Unterraumes vom Auswahlaxiom ab. Die Aussage <" hangt im Fall, dass V unendlich-
dimensional ist, iber den Basisergidnzungssatz 13.5 vom Auswahlaxiom ab.

16Dje Aussage ,<" hingt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, {iber die Folgerung 14.10 zur Existenz eines
komplementéren Unterraumes vom Auswahlaxiom ab.

7lnteressanterweise kann die Aussage ,=“ auch ohne Verwendung des Auswahlaxioms gezeigt werden. Die
Aussage ,<" hingt im Fall, dass V oder W unendlich-dimensional sind, wie in den Aussagen (i) und (ii) vom
Auswahlaxiom ab.
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auf Kern(f) nicht die Nullform ist. (Quizfrage 21.2: Wie geht das genau?) Das
bedeutet aber, dass v* nicht von der Form f*(w*) = w* o f sein kann fir irgendein
w* € W*, denn jede Abbildung der Form w* o f ist auf Kern(f) die Nullform. Das
steht im Widerspruch zur angenommenen Surjektivitit von f*. Also muss f injektiv
sein.

Nun zu Aussage (ii).

Schritt 1:

Schritt 2:

Es sei zunidchst f surjektiv. Es seien w;, w; € W* mit der Eigenschaft f*(w;) =
f*(w}) gegeben, d. h., es gilt w] o f = w} o f.

Es sei w € W. Da f surjektiv ist, existiert ein 0 € V mit w = f(v). Wir haben also

(wi,w) = (wy, f(0)) = (wj o f)(0) = (w; 0 f)(0) = (wy, f(0)) = (wy, W)

fiir alle w € W und damit w;’ = w;. Das heifdt aber, f* ist injektiv.

Umgekehrt sei nun f* € Homo(W*, V*) injektiv. Wir fithren einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an, f sei nicht surjektiv. Wir definieren U = Bild(f) € W. Es
sei weiter U ein zu U komplementirer Unterraum von W.A°C Da f nicht surjektiv
ist, ist U nicht der Nullraum.

Wie im Beweis von Aussage (i) konnen mit Hilfe des Basiserganzungssatzes 13.5
eine Linearform w* € W* konstruieren mit der Eigenschaft w*|;, = 0 (Nullform)
und W*lﬁ # 0. Dann gilt aber f*(w*) = w* o f = Oy~, also liegt w* in Kern(f*), im
Widerspruch zur angenommenen Injektivitit von f*. Also muss f surjektiv sein.

Aussage (iii) ist eine Kombination der Aussagen (i) und (ii). Die Richtung ,=" kann jedoch
mit einem anderen Beweis auch ohne Ruckgriff auf das Auswahlaxiom gezeigt werden: Wenn
f € Homo(V, W) bijektiv ist, dann existiert die Umkehrkehrfunktion f~! € Homo(W, V). Wir
betrachten deren duale Abbildung (f~!)* € Homo(V*, W*). Fiir diese gilt

ffo(f H*=(f'of)" nachLemma 215
= idj,

= idy+ nach Beispiel 21.3

und auflerdem

(fHY* o f* =(fof™H* nachLemma 215
- id:,

=id,~ nach Beispiel 21.3.

Das zeigt, dass f* bijektiv und (f~!)* die Inverse von f* ist.

Schliellich zu Aussage (iv): Sind f und f* beide bijektiv, dann zeigt die obige Rechnung, dass
(f~1* die Inverse von f* ist. O
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§ 21.1  DARSTELLUNGSMATRIZEN DUALER HOMOMORPHISMEN

Wir untersuchen jetzt, wie die Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung f € Homo(V, W)
und ihrer dualen linearen Abbildung f* € Homo(W*, V*) zusammenhéngen. Dazu seien V und
W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Kérper K und By = (o4, ..., 0,) und
By = (wy,...,w,) Basen von V bzw. von W. Wir erinnern uns, dass die Darstellungsmatrix
A= Mg, By (f) = (aij) von f bzgl. dieser Basen durch (19.3) gegeben ist, also

n

f)) = Z ajjw; furallej=1,...,m. (21.5a)

i=1

Fiir die Darstellungsmatrix von f* werden wir die dualen Basen verwenden. Die gesuchte Matrix
B = Mg,.B,. (f*) € K™ mit Eintrégen b;; erfillt dann

m
frwy) = Z bjjo; furalle j=1,...,n. (21.5b)
i=1
Um die Eintrage der Matrizen A und B zu vergleichen, wenden wir auf beide Seiten von (21.52)
das Element WZ € W* der zu By dualen Basis an, das ja nach Satz 20.10 als Koordinatenermittler
wirkt. Es folgt

n n

(wi, f(vj)) = <wZ,Zaij w,-> = Za,-j (wp,wi) =ar; furallej=1,...,m. (21.6a)
i=1 -

=0ki

Analog ergibt das Einsetzen des Elements vy der primalen Basis By in (21.5b)

m m
(FF (W), o) = <Z bij 07,0k> =3 bij (0} o) = by fiiralle j=1,...,n. (21.6b)
—_— i=1 i=1 —
=(w! .f(00)) =S

Nach Definition von f™ ist die linke Seite von (21.6b) aber auch gleich (w}, f (v)). Ein Vergleich
der linken Seiten von (21.6a) und (21.6b) zeigt also den Zusammenhang by ; = aj, also B = A!

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

Satz 21.8 (Darstellungsmatrix des dualen Homomorphismus).

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper und By und
By Basen von V bzw. von W. Weiter sei f € Homo(V, W) eine lineare Abbildung mit dualer
Abbildung f* € Homo(W*,V*).Ist A = Mp,, g, (f) die Darstellungsmatrix von f bzgl. der
Basen By und By, dann ist A" = Mp,.p,,. (f*) die Darstellungsmatrix von f* bzgl. der dualen
Basen By« und By-.

Transponierte Matrizen weisen also darauf hin, dass eine duale Abbildung im Spiel ist.

Folgerung 21.9 (Rang der dualen Abbildung).
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Korper. Weiter sei f €
Homo(V, W) eine lineare Abbildung mit dualer Abbildung f* € Homo(W?*, V*). Dann gilt

Rang(f*) = Rang(f).
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Beweis. Wir wihlen irgendwelche Basen By und By von V bzw. W. Dann haben die Darstel-
lungsmatrizen A = Mp,, g, (f) und A" = Mp,.g,,.(f") denselben Rang (Lemma 15.29).
Nach Satz 19.10 haben wir also Rang(f) = Rang(A) = Rang(A") = Rang(f™). O

Folgerung 21.10 (duale Abbildung der von einer Matrix induzierten linearen Abbildung).

Es seien K ein Korper und A € K™ ™. Bei Identifikation von (K™)* bzw. (K™)* mit K" bzw.
K™ wie in Bemerkung 20.16 gilt fiir die duale Abbildung (f4)* € Homo(K", K™) der durch A
induzierten Abbildung fy € Homo(K™, K")

(fa)* = far. (21.7)

Beweis. Die Abbildung auf der linken Seite in (21.7) ist wegen der Identifikation von K" und
K™ mit dem jeweiligen Dualraum beschrieben durch die Bedingung

[(f0)* ()] x = y'fa(x) = y"Ax fiiralle x € K™ und y € K.

Das heif3t aber (f4)*(y) = ATy fiir alle y € K", was (21.7) zeigt. O

Abschlieflend untersuchen wir noch, wie sich die Darstellungsmatrix eines dualen Homo-
morphismus bei einem Basiswechsel transformiert. Wir kennen aus Lemma 20.18 bereits den
Zusammenhang'®

7;}:/<—va = [%VHEV]T = [7%5\/<—BV]_T

der Transformationsmatrizen fiir Koeffizientenvektoren bei einem Basiswechsel im Raum V
und dem zugehorigen Wechsel der dualen Basen im Raum V*. Wiahrend fiir die Transformation
der Darstellungsmatrizen eines Homomorphismus f € Homo(V, W) nach (19.14)

Mz, 5, () = T5y iy My () 75, 5,

21.8a
A = §! A T ( )

gilt, erhalten wir fiir die Transformation des dualen Homomorphismus f* € Homo(W*, V*)
also die Beziehung

MEVHB{V (f*) = 7-év<—BV* MBV* —Byy= (f*) ‘TJEEWM—EW

(21.8b)
AT = T AT ST

Ende der Vorlesung 3

Ende der Woche 1

M
MIASV«—BV» (idy+) = [MBV(_EV (idy)]" = [%w—ﬁv ]™ nochmal bestitigt werden.

BDjeser Zusammenhang kann jetzt angesichts ‘7;3‘/ (idy) und damit (nach Satz 21.8) 75 =

HB\‘ = BvHEV v By
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§ 21.2  DIE VIER FUNDAMENTALEN UNTERRAUME ZU EINER LINEAREN ABBILDUNG

In diesem Abschnitt zeigen wir einen wichtigen Zusammenhang zwischen den Unterrdumen
Kern und Bild von f sowie deren Annihilatoren. Man spricht auch von den vier fundamentalen
Unterraumen (englisch: four fundamental subspaces) zu einer linearen Abbildung f.

Satz 21.11 (vier fundamentale Unterrdume zu einer linearen Abbildung®°').

Es seien V und W Vektorraume iiber demselben Korper. Weiter sei f € Homo(V, W) eine lineare
Abbildung mit dualer Abbildung f* € Homo(W*, V*). Dann gilt:

Bild(f*) = Kern(f)?  in V*,2° (21.92)
Kern(f*) = Bild(f)°  in W, (21.9b)
Bild(f) = *Kern(f*) inW,?* (21.9¢)
Kern(f) = °Bild(f*) inV.*? (21.9d)

Beweis. Wir zeigen zunéchst (21.9a). Die beteiligten Unterraume von V* sind

Bild(f*) = {f"(w") e V' |w" € W*}
Kern(f)? = {v* € V*| (v*,0) = 0 fiir alle v € Kern(f)}.
Schritt 1: Bild(f*) < Kern(f)°:
Es sei 0™ € Bild(f™), also existiert ein w* € W* mit v* = f*(w"). Fiir beliebiges

v € Kern(f) gilt

(0", 0) = (fT(w"),0) =(w", f(v)) = (w", 0w) = 0.
Also liegt v* in Kern( f)°.
Schritt 2: Kern(f)° C Bild(f*):

Es sei v* € Kern(f)°. Wir definieren ein passendes Element w* € W* mit der
Eigenschaft v* = f*(w"). Dazu setzen wir die Werte von w* zunichst auf dem
Unterraum Bild(f) € W durch

(w*, f(v)) = (v*,v) firalleoeV

fest. Diese Vorschrift ist wohldefiniert, denn f(v;) = f(v;) bedeutet v;—v, € Kern(f).
Da 0* in Kern(f)° liegt, gilt (v*,0; — v;) = 0, also (v*,0;) = (v*, v,).

Wir kénnen w* nun beliebig auf ganz W fortsetzen. (Quizfrage 21.3: Wie geht das
genau?) Schliefilich gilt per Definition

(f*(w,0) = (W, f(0)) = (0", 0)

fur alle v € V, also f*(w*) = v".

YDieses Resultat hangt im Fall, dass V bzw. W unendlich-dimensional ist, vom Auswahlaxiom ab. Die genauen
Abhingigkeiten sind bei den einzelnen Aussagen angegeben.
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Nun adressieren wir (21.9b). Die beteiligten Unterraume von W* sind

Kern(f*) = {w" € W"| f*(w") = 0y+}
={w" e W' |w" o f =0y}

Bild(f)° = {w* € W* | (w*, w) = 0 fiir alle w € Bild(f)}
={w" e W* |[(w", f(v)) =0 firallev € V}.

Es gilt

w* € Bild(f)°

(W, f(v)) =0fiurallev € V
(f*(w"),v) =0firallev e V
£ () = oy

w” € Kern(f™).

t¢02Q

Der Beweis von (21.9¢) ist nun einfach. Die beteiligten Unterrdaume von W sind

Bild(f) = {f(v) e W|v e V}
'Kern(f*) = {w € W | (w*, w) = 0 fiir alle w* € Kern(f*)}
={we W |(w",w) =0 fir alle w* € W* mit f*(w*) = Oy+}.
Wir haben

Bild(f) = *Bild(f)° nach Lemma 20.25
= Kern(f*) wegen (21.9b).
Die Teilaussage Bild(f) 2 OBild( f)? aus Lemma 20.25 hiingt dabei im Fall, dass W unendlich-
dimensional ist, vom Auswahlaxiom ab.

Um schlieBllich (21.9d) zu zeigen, betrachten wir die beteiligten Unterrdaume von V:

Kern(f) ={v € V| f(v) =0}
OBild(f*) = {v € V| (v*,0) = 0 fiir alle o™ € Bild(f*)}
={v e V|{f"(w"),0) = 0 fur alle w* € W*}
={v e V|{(w", f(v)) = 0 fur alle w* € W*}.
Wir konnten hier auch mit Hilfe von Lemma 20.25 argumentieren (Quizfrage 21.4: Wie ndm-

lich?), wiirden uns aber im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, eine weitere Abhangigkeit
vom Auswahlaxiom einhandeln. Stattdessen fithren wir den Beweis direkt:

Schritt 1: Kern(f) C "Bild(f):
Es seiv € Kern(f). Dann gilt

(fr(w),0) = (w", f(v)) = (w",0w) =0
fiir alle w* € W*, alsov € 0Bild(f*).
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Schritt 2: °Bild(f*) C Kern(f):

Es sei v € "Bild(f*). Angenommen f(v) # 0Oy, dann kénnen wir eine Linearform
w* € W* finden®°C mit der Eigenschaft (w*, f(v)) # 0, im Widerspruch zu v €
OBild(f*). Also gilt v € Kern(f). O

Abschlieflend betrachten wir eine Version von Satz 21.11, wobei V. = K™, W = K" und f = fi
durch die Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix A € K"*™ gegeben ist. In diesem Fall
konnen wir die Aussage von Satz 21.11 mit Hilfe der Matrizen A und A" ausdriicken.

Folgerung 21.12 (vier fundamentale Unterrdume zu einer Matrix).
Esseien K ein Kérper und A € K™ ™. Weiter seir := Rang(A). Bei Identifikation®3 von (K™)* bzw.
(K™)* mit K" bzw. K™ wie in Bemerkung 20.16 gilt fiir die Matrix A und ihre Transponierte A"

Bild(A") = Kern(A)?  hat Dimension r in K™, (21.10a)
Kern(A") = Bild(A)°  hat Dimension n — r in K", (21.10Db)

Bild(A) = "Kern(A") hat Dimension r in K", (21.10¢)
Kern(A) = 0Bild(AT) hat Dimension m — r in K™, (21.10d)

Beachte: Wir konnten nach Beispiel 20.28 die Beziehungen (21.10c) und (21.10d) auch als
Bild(A) = Kern(A")? bzw. als Kern(A) = Bild(A")? schreiben.

Beweis. Die Matrix A induziert die Abbildung f4 € Homo(K™, K"), und nach Folgerung 21.10
induziert A™ die Abbildung (f4)*. Nach Definition von Bild und Kern fiir Matrizen (siehe § 19.3)
folgt das Resultat sofort aus Satz 21.11. O

Definition 21.13 (Co-Bild und Co-Kern einer Matrix).
Es sei K ein Korper und A € K™™. Neben den aus § 19.3 bereits bekannten Begriffen

Bild von A Bild(A) =SRA = {Ax|x € K™}
Kern von A Kern(A) = {x € K™ | Ax = 0}

definieren wir

das Co-Bild von A* coBild(A) = (ZRA)" = {A"y |y € K"} = Bild(A")
den Co-Kern von A*> coKern(A) = {y € K"| A"y = 0} = Kern(A"). A

2°Dje Teilaussage Bild(f*) 2 Kern(f)? hingt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, itber den Basisergéinzungs-
satz 13.5 vom Auswahlaxiom ab.

?'Die Teilaussage Bild(f) 2 OKern( f*) hangt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, iiber Lemma 20.25 vom
Auswahlaxiom ab.

22Dje Teilaussage Kern(f) 2 °Bild(f*) hingt im Fall, dass W unendlich-dimensional ist, iiber den Basisergénzungs-
satz 13.5 vom Auswahlaxiom ab.

230hne die Identifikation (also formal ganz korrekt) lauten die Beziehungen aus (21.10)

Bild(A") = &! (Kern(A)®) in K™, Bild(A) = O(an* (Kern(A"))) inK™,
Kern(A") = CDE} (Bild(A)°)  inK", Kern(A) = O(CID

B (Bild(AT))) inK™.
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Wir wollen Folgerung 21.12 nochmals von einem iibergeordneten Standpunkt aus interpretieren.
Wir erinnern uns an die Aussage von Bemerkung 20.29, dass Pra-Annihilatoren Unterrdume
sind, die durch homogene lineare Gleichungssysteme beschrieben werden. Haben wir nun
eine explizite Darstellung eines Unterraumes durch ein Erzeugendensystem oder sogar eine
Basis gegeben, so konnen wir mit Hilfe von Folgerung 21.12 eine implizite Darstellung durch
Gleichungen erhalten, und umgekehrt. Der Unterraum U C K" sei beispielsweise explizit durch
die Vektoren day, ..., dem erzeugt, also U = (e, - . -, dem) = Bild(A). Dann kénnen wir mit
Hilfe von (21.10¢), also Bild(A) = *Kern(A"), eine implizite Beschreibung von U erhalten: Wir
bestimmen wie in § 16 eine Basis von Kern(A") € K™ und verwenden die Basisvektoren als die
Zeilen einer Matrix. Die Losungsmenge des zu dieser Matrix geh6renden homogenen linearen
Gleichungssystems ist dann genau U.

Es sei umgekehrt ein Unterraum U implizit als Losungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystems Ax = 0 mit der Koeffizientenmatrix A € K™ gegeben. Dann kénnen
wir wie in § 16 eine Basis von Kern(A) € K™ bestimmen, um eine explizite Darstellung
von U zu erhalten. Indirekt verwenden wir dabei (21.10d), also Kern(A) = °Bild(A"), denn nach
Bemerkung 20.29 kénnen wir ja die Bedingung Ax = 0 auch als x € °Bild(A") interpretieren.

Wir illustrieren das Vorgehen an einem Beispiel.

Beispiel 21.14 (explizite und implizite Beschreibung von Unterrdumen).

{00

von Q*. Das ist eine explizite Beschreibung von U durch Erzeugendensystem. Gesucht ist
eine alternative, implizite Beschreibung von U durch Gleichungen, also als Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems. Wir setzen dazu

(i) Gegeben sei der Unterraum

1 0

3 1
A = s

-2 4

1 0

sodass U = Bild(A) gilt. Nach (21.10¢) ist Bild(A) = %Kern(A"). Wie in § 16 konnen wir
eine Basis von Kern(A") bestimmen. Dazu bringen wir A" auf reduzierte Zeilenstufenform:
1 0 -14 1

0 1 4 of

AT_[I 3 -2 1]

01 4 O

Hieraus konnen wir die Basis

*4englisch: co-image
2Senglisch: co-kernel
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von Kern(AT) ablesen.?® Wegen (21.10c) gilt nun also

14 -4 1 0] (o

1 0 0o 1|77 \o

14y1—4y,+y3 =0
Y1+ =0

U = Bild(A) = "Kern(A") = { yeQ*

={y€Q4

Somit haben wir wie gewiinscht U durch Gleichungen beschrieben.

(ii) Essei umgekehrt der Unterraum U des Vektorraumes Q° implizit, also durch Gleichungen

beschrieben, etwa
1 0 3 0 -1 0
x = .
1 1 0 1 O 0

Gesucht ist eine explizite Beschreibung von U mit Hilfe einer Basis. Dazu bringen wir
die Koeflizientenmatrix A in reduzierte Zeilenstufenform:

1 0 3 0 -1
11 0 1 0
Daraus kénnen wir eine Basis von U = Kern(A) ablesen:

)

Somit haben wir wie gewiinscht U mit Hilfe einer Basis beschrieben. A

xX1+3x3—x5=0
U={er51 U }:{erS

X1+x2+x4=0

10 3 0 -1
01 -3 1 1|

3

—_

s 5

0
0
1
0

3
1
0
0

§ 21.3 ZUSAMMENSPIEL ZWISCHEN DUALRAUMEN UND FAKTORRAUMEN

In diesem Abschnitt untersuchen wir Dualrdaume von Faktorraumen und Faktorraume von
Dualraumen.

Lemma 21.15 (Dualraum eines Faktorraumes).

Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Weiter sei 7: V — V /U die kanonische
Surjektion auf den Faktorraum. Dann gilt: Das Bild der zu & dualen Abbildung z*: (V/U)* —
V* ist U°. Deren Einschrinkung

V/U)* - U°
n*|U0: (* )* . ist ein Isomorphismus (V /U)* = U°. (21.11)
q" — °(q")

Beachte: Der Vektorraum U° der Linearformen auf V, die auf dem Unterraum U verschwinden,
ist also isomorph zum Vektorraum der Linearformen, die nur auf dem gréberen Faktorraum
V /U wirken.

26Wie in § 16 kennzeichnen wir voriibergehend unabhingige und abhingige Variable farbig.
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Beweis. Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte:

Schritt 1: Die kanonische Surjektion 7: V. — V /U ist eine surjektive lineare Abbildung
(Satz 17.17). Die duale Abbildung 7*: (V/U)* — V™ ist nach Satz 21.7 also injektiv;
dieses Resultat verwendet nicht das Auswahlaxiom.

Wir miissen nun das Bild von 7 identifizieren.
Schritt 2: Wir zeigen zunichst 7*((V /U)*) ¢ U°.

Dazu sehen wir uns an, wie 7* auf ein ¢* € (V /U)* wirkt. Fiir beliebiges v € V gilt

(n*(q"),v) ={(q", 7(v)) nach Definition (21.2) von 7"
=(q",[v])  nach Definition (17.14) von 7.

Setzen wir fiir v speziell ein Element u € U ein, so ist [u] = [0] der Nullvektor in
V /U, und wir erhalten

("(q") ,u)y = {q", [0])

=0€eK denn g" ist linear.

Das bedeutet aber, dass 7*(q") fiir beliebiges ¢* € (V/U)* den Unterraum U annul-
liert, dass also 7*(g*) zum Unterraum U° von V* gehort.

Schritt 3: Wir zeigen nun U° C 7*((V /U)*), dass also jedes Element von U° tatsichlich als
Bild eines ¢* € (V/U)* unter * angenommen wird.

Zu gegebenem v* € U® C V* definieren wir ¢* € (V/U)* durch
(q", [0]) = (v, 0).

——

beliebiges Element von V /U

Diese Vorschrift ist wohldefiniert, also unabhangig von der Wahl des Reprasentanten
v € [v] =0+ U. (Quizfrage 21.5: Warum?) Es gilt nun also fiir allev € V

(7"(q"),0) =(q", n(0)) =(q", [0]) = (", 0),
was wie gewinscht 7% (q*) = v* zeigt.

Da z* in Schritt 1 als injektiv erkannt wurde, ist nach Lemma 6.12 die Einschrankung auf das
Bild ﬂ*|UO : (V/U)* — U° tatsichlich ein Isomorphismus. |

Beachte: Lemma 21.15 liefert ein Kriterium, wann eine Linearform v* € V* mit der Struktur
des Faktorraumes V / U vertraglich ist. Es gilt namlich, dass (v, v) genau dann fiir alle Repra-
sentanten v € [v] eines Elements [v] € V /U den gleichen Wert annimmt, wenn 0* auf dem
Unterraum U verschwindet, also v* € U° gilt. In diesem Fall ordnet Lemma 21.15 dem Element
[v] € V/U die durch {q*, [0]) = (v",v) definierte Linearform auf dem Faktorraum V /U zu.

Beispiel 21.16 (Dualraum eines Faktorraumes).
Wir betrachten wie in Beispiel 17.19 den Folgenraum V = K" iiber einem Kérper K und den
Unterraum U derjenigen Folgen, deren Eintrége an allen ungeraden Indizes n € N gleich 0 sind.

v [of Tof fo] fof fo] [of Jof Jo]--
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Die mit ] gekennzeichneten Eintriige legen dabei die Aquivalenzklasse (also das Element von
V /U) fest.

Wir betrachten beispielsweise die Linearform v* € V*, die den Vektor (x,)nen € V auf den Wert
(0", (xn)nen) = x1—x3 abbildet. Da v* auf dem Unterraum U verschwindet (also v* € U?), ordnet
n~* der Linearform 0* € V* die Linearform q¢* € (V/U)* zu, die ein Element [(x,)nen] € V/U
auf den Wert (q*, [ (xn)nen]) = (0", (xn)nen) = x1 — x3 abbildet. A

Wir kommen nun zu Faktorraumen von Dualriumen. Wir interessieren uns dabei insbesondere
fur das Ausfaktorisieren von Unterraumen, die Annihilatoren sind.

Lemma 21.17 (Faktorraum eines Dualraumes®°©?7),

Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Weiter sei i: U — V die kanonische

Injektion. Dann gilt: Der Kern der zu i dualen Abbildung i*: V* — U* ist U°. Es gilt also nach
dem Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21:

VU — Ut _ . 110 o py

I: ist ein Isomorphismus V*/U" = U". (21.12)

[0°] = 1°(0%) = o,y

Beachte: Der Vektorraum V* / U° besteht aus Aquivalenzklassen von Linearformen auf V. Zwei
Linearformen o}, v, € V* gehoren dabei genau dann zur selben Aquivalenzklasse, wenn v} —v; €
U° liegt, wenn also v} und v, auf dem Unterraum U iibereinstimmen. Der Faktorraum V*/U°
dieser Aquivalenzklassen ist isomorph zum Vektorraum der Linearformen, die nur auf dem
Unterraum U wirken.

Beweis. Esseii: U — V die kanonische Injektion. Nach Satz 21.11 gilt Kern(i*) = Bild(i)? = U°.
Weiter ist i: U — V injektiv, sodass nach Satz 21.7 i*: V* — U”* surjektiv istA°C Es gilt
(i*(0*),u) = (0", i(u)) = (v*,u) fir alle v* € V* und u € U, also i*(v") = 0*[,.

Der Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.21, angewendet auf i*, zeigt nun, dass die Abbildung I,
die eine ganze Nebenklasse [0*] vono* € V* auf i*(v*) abbildet, ein Isomorphismus V* / U° = U*
ist. O

Beispiel 21.18 (Faktorraum eines Dualraumes).
Wir betrachten wie in Beispiel 17.19 den Folgenraum V = K" iiber einem Korper K und den
Unterraum U derjenigen Folgen, deren Eintrage an allen ungeraden Indizes n € N gleich 0 sind.

v o] fol Jof fof Jof fo] [of fo]--

Wir betrachten beispielsweise die Linearform u* € U*, die den Vektor (x,)nen € U auf den
Wert (u*, (xp)nen) = X2 — x4 abbildet. Jede beliebige Fortsetzung von u* zu einer Linearform
0* € V* gehort zur selben Nebenklasse I™1(u*) = [0*] € V*/U°. A

*TDieses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, Giber Satz 21.7 vom Auswahlaxiom ab.

https://tinyurl.com/scoop-la 305


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

§ 22 DER BIDUALRAUM

In diesem Abschnitt betrachten wir den Dualraum eines Dualraumes.

Definition 22.1 (Bidualraum).
Es seien V ein Vektorraum und V* sein Dualraum. Der Dualraum von V* heifit der Bidualraum
(englisch: bidual space) von V. Er wird statt mit (V*)* auch einfach mit V** bezeichnet. A

Der Bidualraum V** ist also der Vektorraum der Linearformen auf V*. Wir kénnen uns fragen,
wie die Elemente von V** aussehen. Dabei fillt auf, dass fiir jedes fest gewdhlte v € V die
Abbildung

Vo0 > (v°,0) €K

eine Linearform auf V*, also ein Element von V**, ist. Diese Linearform konnen wir mit (-, v)
bezeichnen.

Satz 22.2 (kanonische Injektion®°C).

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.
(i) Die Abbildung
iv=V3umr (-,0) eV (22.1)

ist ein injektiver"° Homomorphismus, genannt die kanonische Injektion (englisch:
canonical injection) oder die kanonische Einbettung (englisch: canonical embedding)
von V in V**.28

(i) Ist V endlich-dimensional, dann ist iy auch surjektiv, also ein Isomorphismus. In diesem
Fall gilt dim(V) = dim(V*).

Beweis. Aussage (i): Wir weisen zunéchst die Linearitat von iy nach. Fir v3,0, € V* haben wir

(iv(v1 +02)) (07) = (0*, 01 +v2) nach Definition von iy

0", 01) + (0", vy) denn 0" ist eine Linearform auf V

iv(01)(v") + iy (v2)(v*) nach Definition von iy
(iv(01) + iv (v2)) (0%) nach Definition der Addition in V**.

Das bedeutet iy (01 + v3) = iy (v1) + iy (v2), d. h., iy ist additiv. Auflerdem ist iy homogen, denn
mit @ € K und v* € V* gilt

(iv(a0))(v*) = (v*, a0) nach Definition von iy
=a(v*,0) denn 0" ist eine Linearform auf V'
=aiy(v) nach Definition von iy
= (aiy)(v) nach Definition der S-Multiplikation in V**.

8Dje Injektivitit (,Zwei verschiedene Elemente von V erzeugen auch verschiedene Elemente von V***) hingt im
Fall, dass V unendlich-dimensional ist, iiber die Aussage ®(V*) = {0y} aus Lemma 20.21 vom Auswahlaxiom ab.
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Um die Injektivitit von iy zu priifen, betrachten wir ein v € Kern(iy). Es gilt also
iv(v) = Oy, d.h, (iv(0)) (") = (@",0) =0

fur alle v* € V*. Mit anderen Worten haben wir v € Kern(v*) fur alle v* € V* oder kurz:
v € °(V*). Nach Lemma 20.21%°C bedeutet das aber v = 0. Also ist iy injektiv.

Aussage (ii): Im Fall dim(V) = n € Ny gilt auch dim(V*) = n, siehe Folgerung 20.9. Wenden
wir dieses Resultat erneut an, so folgt dim(V**) = dim(V™), also auch dim(V**) = dim(V) = n.
Nun kénnen wir mit Folgerung 18.9 schlieffen, dass iy nicht nur injektiv (Aussage (i)), sondern
sogar bijektiv ist, also ein Isomorphismus. O

Beachte: In Folgerung 20.9 hatten wir fiir endliche-dimensionale Vektorrdume V einen Iso-
morphismus zwischen V und seinem Dualraum V* etabliert, der aber von der Wahl einer Basis
abhangig war. Im Unterschied dazu ist die kanonische Injektion iy (wie das Attribut ,kanonisch®
bereits andeutet) ein natiirlicher Isomorphismus zwischen V und seinem Doppeldual V**, also
nicht von der Wahl einer Basis abhangig.

Wir klaren jetzt, wie Annihilatoren im Dualraum aussehen.

Folgerung 22.3 (Eigenschaften von Annihilatoren im Dualraum).

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektor- Wenn wir wie in Bemerkung 20.16 (K™)* mit
raum. Dann gilt K" identifizieren, dann gilt:
(i) Fur jede Teilmenge F C V* ist (i) Fur jede Teilmenge F C K" ist
F° =iy (°F). FO=CF,
(ii) Fir jeden Unterraum U C V ist (ii) Fir jeden Unterraum U C K" ist
U"° =iy (U). (U°° =U.

Beweis. Aussage (i): Nach Definition (20.12) gilt fir den Annihilator
FO = {f e V*|{f,0")y=y+ = 0 fiir alle v* € F}
= {iy(v) € V| (0", 0)y+y = 0 fur alle 0* € F},

wobei die bijektive Ersetzung f = iy (v) (Satz 22.2) verwendet wurde. Fiir den Pra-Annihilator
ergibt Definition (20.13)

OF = {v € V| {(0*,0)y+y = 0 fiir alle v* € F},
also iy (°F) = {iy(v) € V**| (0*,0)y+y = 0 fiir alle 0* € F}
=F°.

Aussage (ii): Nach Satz 22.2 ist die kanonische Injektion iy € Homo(V, V**) bijektiv. Es gilt

U= 0(UO) nach Lemma 20.25
= i;,l(iv(”(U"))) wegen i, o iy = idy
= i‘_,l((UO)O) nach Aussage (i) mit F = U°,
Nochmaliges Anwenden von iy auf beide Seiten zeigt schliefSlich iy (U) = (U°)°. O
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Wie einen Vektorraum kénnen wir auch eine lineare Abbildung f € Homo(V, W) zweimal
dualisieren. Das fithrt zum Begriff des bidualen Homomorphismus:

Definition 22.4 (bidualer Homomorphismus, vgl. Definition 21.1).
Es seien V und W Vektorraume tiber demselben Korper. Weiter sei f € Homo(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann heif3t

der zu f biduale Homomorphismus (englisch: bidual homomorphism) bzw. die zu f biduale
lineare Abbildung (englisch: bidual linear map). A

Mit anderen Worten: f** € Homo(V**, W**) ist durch die Bedingungen

F @), whwewe = @, fT(W))ye v (22.3)

fir alle o™ € V** und alle w* € W* festgelegt. Fiir den Zusammenhang zwischen f und f**

gilt:

Lemma 22.5 (Zusammenhang zwischen f und f**).
Es seien V und W Vektorraume iiber demselben Korper sowie f € Homo(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann gilt

iwof=f"oiy. (22.4)

Mit anderen Worten, folgendes Diagramm kommutiert:

f

Vv— W

ivl liw
Beweis. Beide Seiten von (22.4) sind per Definition lineare Abbildungen V. — W**. Um die
Gleichheit zu zeigen, setzen wir ein beliebiges Element v € V in beide Abbildungen ein und

erhalten dadurch Bildelemente in W**. Diese vergleichen wir, indem wir sie wirken lassen auf
ein beliebiges Element w* € W*.

Wenn wir zeigen konnen, dass fiir allev € Vund w* € W* die Gleichheit ((iwof)(v) , w* )y w+ =
((f* oiy)(v), w )= w gilt, so ist die Behauptung (22.4) bewiesen. (Quizfrage 22.1: Klar?) Es
gilt

(fToiv)(0), w )we w+
= {f*(iv(v),w")w=w+  nach Definition der Komposition

= (iy(v) o f*, w*)w=w+  nach Definition (22.2) von f**

= (iy (0), [ (W) )y p= wegen der Assoziativitiat der Komposition
= (iy (0) , w" o f)yw ye nach Definition (21.1) von f~
=(w"o f,o)y-y nach Definition (22.1) von iy
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=(w", f(0))w+w wegen der Assoziativitat der Komposition
= (iw (f (), w*)we w= nach Definition (22.1) von iy

= ((iw o f)(v),w*)w=w+ mnach Definition der Komposition.
Damit ist in der Tat ((iy o ) (v) , W )w=w+ = ((f* oiy)(v) , w")w= w+ gezeigt, also (22.4). O

Ende der Vorlesung 4
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Kapitel 6 Multilineare Abbildungen und
Tensorproduktraume

§ 23 BILINEARE ABBILDUNGEN UND DAS TENSORPRODUKT VON ZWEI
VEKTORRAUMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 7.3-7.4; Hackbusch, 2019, Chapter 3

§ 23.1  BILINEARE ABBILDUNGEN

Definition 23.1 (bilineare Abbildung, Bilinearform).

Es seien U, V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K.

(i) Eine Abbildung
b:UXV > W

heifit bilinear (englisch: bilinear map), wenn'

fir jedes v € V die Abbildung b(-,0): U 3 u + b(u,v) € W linearist (23.1a)
und fiir jedes u € U die Abbildung b(u,-): V 30+ b(u,v) € W linear ist>. (23.1b)

Die Funktionen in (23.1) kommen durch partielles Einsetzen (englisch: partial applicati-
on) zustande.3

(ii) Die Menge aller bilinearen Abbildungen U X V' — W bezeichnen wir mit Bil(U, V; W).

(iii) Eine bilineare Abbildung in den Vektorraum W = K heif3t eine Bilinearform (englisch:
bilinear form) auf U x V.4

(iv) Die Menge aller Bilinearformen U X V — K bezeichnen wir mit Bil(U, V; K) oder kurz
mit Bil(U, V). A

"Wir schreiben die Funktionswerte eines bilinearen Abbildung in der Form b(u, v) und nicht als b((u, v)).

?Kurz gesagt ist b: U X V — W also bilinear, wenn fiir alle u € U und alle v € V gilt: b(-,v) € Homo(U, W) und
b(u,-) € Homo(V,W).

3Wir vermeiden den Begriff partielle Funktion, weil dieser haufig fiir ,nicht notwendigerweise iiberall definierte
Funktionen® verwendet wird, also fiir rechtseindeutige Relationen, die nicht notwendigerweise linkstotal sind.

4Kurz gesagt ist b: U X V — K also eine Bilinearform, wenn fiir alle u € U und alle v € V gilt: b(u,-) € V* und
b(-,v) € U* liegt.
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Ausgeschrieben besagt die Bilinearitatsbedingung (23.1) gerade

b(uy + uy,0) = b(uy,v) + b(uy,v) und b(au,v) = ab(u,v) (Linearitit im ersten Argument)
b(u, vy +v2) = b(u,v1) + b(u,v3) und b(u, fv) = fb(u,v) (Linearitit im zweiten Argument)
(23.2)

fur alle u, uy, up € U, alle v,v1,0; € V und alle @, f € K. Mit Hilfe vollstdndiger Induktion sieht
man leicht, dass (23.1) auch dquivalent ist zu

n m n m
b(z 4} ui,Zﬁj Uj) = Zai ﬁj b(uiwj) (23.3)
i=1 j=1 i=1 j=1
fur alle n,m € No, wy,...,u, €U, 01,...,0 € Vund ey, ..., o, € K sowie fy, ..., fn € K.

Beispiel 23.2 (bilineare Abbildung, Bilinearform).
(i) Fir jeden Korper K ist die Abbildung

KXK>(a,f)—»afekK

eine Bilinearform auf K x K.

(ii) Es seien K ein Korper und n, m € Nj. Fir jede Matrix A € K™™ ist die Abbildung
K" xK"> (x,y)— y"Ax € K

eine Bilinearform auf K™ x K".

(iii) Es seien K ein Korper und n, m, £ € Ny. Das Matrix-Matrix-Produkt
K™™m x K™ 5 (A, B) — AB e K™

ist eine bilineare Abbildung, also ein Element von Bil(K™*™, K™*¢; K"*!), siehe Lem-
ma 15.8.

(iv) Die duale Paarung (20.2) eines Vektorraumes V und seines Dualraumes V*, also
(,): V*xV >3 (v0) > (v",0) €K,

ist eine Bilinearform auf V* X V, siehe Lemma 20.7.

(v) Esseien U,V Vektorraume iiber demselben Korper K. Fiir gegebene u* € U* und 0* € V*
ist die Abbildung
UxV >3 (uo) > {u,u) (@ ,0) eK

eine Bilinearform auf U X V.

(vi) Fur jede Menge X und jeden Korper (K, +, -) ist die punktweise Multiplikation zweier
Funktionen X — K, also

KXxKX 5 (f,g)— f-geK%,

eine bilineare Abbildung, also ein Element von Bil(KX, KX; KX). A
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So wie die Menge der linearen Abbildungen Homo(U, V) zwischen Vektorraumen U und V
wieder einen Vektorraum bzgl. der punktweisen Addition und punktweisen S-Multiplikation
bildet (Satz 17.14), so trifft das auch auf die Menge der bilinearen Abbildungen zu:

Satz 23.3 (bilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum, vgl. Satz 17.14).
Es seien U, V und W Vektorrdume tiber demselben Kérper. Dann ist Bil(U, V; W) ein Unterraum
des Vektorraumes WUV = {f: U x V. — W} aller Abbildungen U XV — W.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Genau wie lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen kénnen wir auch bilineare Abbildung
dadurch eindeutig bestimmen, dass wir ihre Bilder auf einer geeigneten Menge (oder Familie)
festlegen. Das kartesische Produkt von Basen ist eine solche Menge (oder Familie):

Satz 23.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir bilineare Abbildungen, vgl. Satz 17.10).

Es seien U, V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei (u;);¢; eine Basis von U
und (v) jey eine Basis von V. Auflerdem sei (w;;)(; j)erxs eine Familie von Vektoren in W. Dann
gibt es genau eine bilineare Abbildung b: U X V. — W mit der Eigenschaft b(u;,v;) = w;; fiir
alle (i, j) e I x J.

Beweis. Es sei (u,v) € U X V beliebig. Wegen der Basiseigenschaft (Satz 13.3) gibt es (bis auf
Summanden mit Nullkoeffizienten) eindeutige Darstellungen

u:Zaiui und U:Zﬂjvj
iely J€D
mit endlichen Teilfamilien I, von I und J; von J.

Wenn es eine bilineare Abbildung b: U X V' — W mit der gesuchten Eigenschaft b(u;,v;) = w;;
gibt, so muss diese notwendigerweise

b(u,v) = b(z a; U, Z Bj Uj)

i€ly Jj€h
= Z a; B b(u;,vj) wegen der Bilinearitat
(i.j) eloxJo
= Z a; fj wij wegen der gewlinschten Bilder
(i,j) €lox Jo

erfilllen. Wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen (bis auf Summanden mit Nullko-
effizienten) ist also die gesuchte bilineare Abbildung, wenn sie existiert, tatsachlich eindeutig
bestimmt.

Andererseits definiert die gefundene Vorschrift

b(w0) = )" ai fwy

(L.j)eloxJo
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fur Vektoren u = X,y @i u; und v = 3 B v; tatséchlich eine bilineare Abbildung. Um das
zu sehen, halten wir zunéachst v € V fest und betrachten beliebige u,u € U. Diese haben die
Darstellungen u = ;¢ o u; und 4 = 3¢ @; u;. (Quizfrage 23.1: Warum kénnen wir von
derselben endlichen Indexmenge I fiir beide Vektoren ausgehen?) Dann gilt
b(u + E, Z)) = Z((X,' + 5?1) ﬁj wij = Z o ﬁj wij + Z Fx} ,Bj wij = b(u, U) + b(ﬂ, U)
(i.j) €loxJo (i.j)€loxJo (i.j) eloxJo

und fur « € K auch

b(au,v) = Zaaiﬂjwlj = aZaiﬂjwlj = ab(u,v).

(i.j) €loxJo (&.j) €loxJo
Das heifit aber: U 3 u +— b(u,v) € W ist fiir jedes v € V linear. Analog kénnen wir zeigen, dass
auch V 3 v — b(u,v) € W fir jedes u € U linear ist. O

Bemerkung 23.5 (Bilinearitat vs. Linearitit).

(i) Bilineare Abbildungen U X V' — W sind zwar auf dem kartesischen Produkt U X V (als
Menge) definiert, sie sind aber — anders als es lineare Abbildungen U X V — W wiren —
inkompatibel mit der Struktur von U X V als Vektorraum (Definition 11.4). Beispielsweise
erfiillt eine bilineare Abbildung ja

b(a (u,0)) = b(au,av) = ab(u,av) = a*b(u,v)

und nicht etwa b(a (4,v)) = a b(u, v), wie es fir eine lineare Abbildung U X V — W der
Fall wire.>

(ii) Ein weiterer Hinweis darauf, dass die Vektorraumstruktur von U X V fiir bilineare
Abbildungen keine Rolle spielt, zeigt sich in Satz 23.4: Wahrend fiir die Dimension des
Vektorraumes U X V nach Lemma 13.18 dim(U X V) = dim(U) + dim(V) gilt, wird eine
bilineare Abbildung durch dim(U) - dim(V) viele Bilder festgelegt. A

Wir halten fest: Um bilineare Abbildungen U XV — W zu definieren, verwenden wir von U X V
nur die Struktur als Menge. Das ist auch bereits ausreichend dafiir, dass Bil(U, V; W) zu einem
Vektorraum wird, denn dafiir ist nur die Vektorraumstruktur auf W ausschlaggebend (Satz 23.3).
Dennoch gibt es gute Griinde dafiir, zu versuchen, bilineare Abbildungen U X V. — W als
lineare Abbildungen 7~ — W auf einem noch zu definierenden Vektorraum 7 zu verstehen, der
der Tensorproduktraum von U und V genannt wird. Das hat u. a. den Vorteil, dass wir fiir
bilineare (und spater multilineare) Abbildungen keine parallele Infrastruktur aufbauen miissen,
sondern dass wir stattdessen die uns bereits bekannten Konzepte fiir lineare Abbildungen sofort
wieder anwenden kénnen.

Wir werden in § 23.2 unsere Anforderungen an den Tensorproduktraum formulieren. Zum
ersten Mal werden wir dieses neue Objekt dabei nicht sofort konkret konstruieren, sondern es
stattdessen durch seine universelle Eigenschaft charakterisieren. Diese ist aber ausreichend,
um den Tensorproduktraum bis auf Isomorphie eindeutig zu bestimmen (Satz 23.8), wodurch
alle seine Eigenschaften festgelegt sind. Erst im Anschluss werden wir uns in § 23.4 davon
iiberzeugen, dass es Tensorproduktraume tatsachlich gibt.

STatsachlich kann man zeigen, dass eine Abbildung U X V' — W, die gleichzeitig linear und multilinear ist, die
Nullabbildung sein muss. Fiir eine solche Abbildung ist ndmlich f(u,v) = f(u, 0) + f(0,0) = 0+ 0 = 0, wobei die
erste Gleichheit aus der Linearitéit von f folgt und die zweite aus der Bilinearitit.
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§ 23.2 DAs TENSORPRODUKT VON ZWEI VEKTORRAUMEN

Wir beginnen mit der Formulierung unserer Anforderungen an Tensorproduktraume. Gegeben
seien zwei Vektorraume U, V tiber demselben Korper K. Unser Ziel ist es, jede beliebige bilineare
Abbildung b: U XV — W in irgendeinen weiteren K-Vektorraum W in zwei Teilabbildungen
zerlegen zu konnen:

UxV —2

b

w

Die erste Teilabbildung ®: U X V' — 7 ist dabei allein fiir die Bilinearitat verantwortlich. Sie
soll universell sein in dem Sinne, dass sie fiir alle bilinearen Abbildungen b: U XV — W
in irgendeinen K-Vektorraum W verwendbar ist. Die wesentliche Information, um welche
bilineare Abbildung es sich handelt, steckt dann ausschliellich in der linearen Folgeabbildung
T -Ww.

Zu gegebenen Vektorraumen U und V wiinschen wir uns also einen K-Vektorraum 7°, zusammen
mit einer bilinearen Abbildung ®: U X V' — 7, sodass die Zuordnung b — f bijektiv ist und
einen Isomorphismus von Vektorraumen

Bil(U, V; W) = Homo(7, W)

ergibt. In der Gesamtschau bedeutet das, dass wir die Eigenschaft der Bilinearitit mit Hilfe der
immer gleichen bilinearen Abbildung ®: U XV — 7 ,abtrennen” und so bilineare Abbildungen
b: U XV — W mit linearen Abbildungen f: 7 — W identifizieren kénnen.

Wir halten die gewiinschten Eigenschaften in einer Definition fest:

Definition 23.6 (Tensorprodukt, Tensorproduktraum, universelle bilineare Abbildung).

Es seien U und V Vektorraume tiber demselben Kérper K. Weiter seien 7~ ein weiterer K-
Vektorraum und ®: U X V — 7 eine bilineare Abbildung.®

(i) Das Paar (7, ®) heifit ein” Tensorprodukt (englisch: tensor product) von U und V,
wenn die folgende universelle Eigenschaft (englisch: universal property) erfiillt ist:

Fiir jede bilineare Abbildung b: U XV — W in irgendeinen K-Vektorraum W gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f € Homo(7", W) mit der Eigenschaft b = f o ®,
also b(u,v) = f(u®o) furalleu € Uundov € V.

(ii) Dabei heifit 7 der Tensorproduktraum (englisch: tensor product space) des Tensorpro-
dukts (7, ®). Die Elemente von 7~ heiflen Tensoren (englisch: tensors). Der Nullvektor
in 7 heiflt der Nulltensor (englisch: zero tensor).

®Fiir die Bilder dieser duleren Verkniipfung (englisch: outer operation) schreiben wir u ® v an Stelle von ® (u, v).
7zur Eindeutigkeit des Tensorprodukts gleich mehr

https://tinyurl.com/scoop-la 315


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

(iii) ®: UXV — 7 heif3t die universelle bilineare Abbildung (englisch: universal bilinear
map) des Tensorprodukts (7°, ®). Tensoren der Form u®ov mitu € U und v € V — also die
Bilder der universellen bilinearen Abbildung — heiflen Elementartensoren (englisch:
elementary tensors) oder einfache Tensoren (englisch: simple tensors). u ® v heifit auch
das Tensorprodukt (englisch: tensor product) der Vektoren u und v oder kurz: ,u Tensor

«

u. A

Bemerkung 23.7 (zum Tensorprodukt).

(i) Wir vereinbaren, dass das Tensorproduktsymbol ® als ,multiplikatives Symbol Vorrang
vor der Addition bekommt, sodass die Bedingung der Bilinearitit von ® ausgeschrieben

lautet:
WOV +U®uv=(Uu+u) v (23.4a)
URU + U® vy =u® (v +0) (23.4b)
(au)®@uv=a(u®0o) (23.4¢)
u® (o) =puev) (23.4d)

fiir alle u, uy, uz € U und 0, 0,0, € V sowie a, f§ € K.

(ii) Wegen (23.4¢) und (23.4d) gilt (e u) ® v = ¢ (u®v) = u ® (@ v). Wir kénnen also einfach
o u ® v schreiben, ohne Klammern verwenden zu missen.

(iii) Wie fiir alle bilinearen Abbildungen gilt nach (23.3)

n m n m
(Z a; ui) ® (Z B; Uj) = Z a; fju; ® vj (23.5)
i=1 j=1 i=1 j=1
furallen,m € No, uy,...,u, € U,0,...,0 € Vund oy, . ..,y € K sowie fy, ..., Bm € K.

(iv) Das Tensorprodukt u ® v ist i. A. nicht kommutativ, selbst wenn U =V gilt.

(v) Der Tensorproduktraum 7~ eines Tensorprodukts (77, ®) der Vektorrdume U und V wird
in der Regel mit dem Symbol U ® V bezeichnet.® Das werden wir ab sofort auch tun. A

Wir zeigen jetzt, dass mit Hilfe eines Tensorprodukts tatsichlich ein kanonischer? Isomorphis-
mus von Vektorraumen Bil(U, V; W) = Homo(U ® V, W) entsteht. Bilineare Abbildungen sind
dann also nur noch lineare Abbildungen in anderer Gestalt!

Satz 23.8 (universelle Eigenschaft des Tensorprodukts (U ® V, ®)).

Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Kérper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt
von U und V. Auflerdem sei auch W ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Zu jeder bilinearen Abbildung b: U X V. — W existiert genau eine lineare Abbildung
f:U®V — W mit der Eigenschaft b = f o ®, also b(u,v) = f(u ® v) fiir alle u € U und
v € V. Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

8sprich: ,U Tensor V*
9,Kanonisch“ bedeutet im Kontext von Vektorraumen immer ,unabhéngig von der Wahl einer Basis".
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UxV 25UV

xlf

w

(ii) Umgekehrt wird fiir jede lineare Abbildung f: U ® V. — W durch die Komposition mit
der universellen bilinearen Abbildung ®: U X V. — U ® V eine bilineare Abbildung
fo®:UXV >3 (uv)— f(u®v) € W definiert.

(iii) Die Zuordnung
Bil(U,V;W) 2 b+ f € Homo(U ® V, W)

ist ein kanonischer Isomorphismus von Vektorraumen.

Beweis. Aussage (i) folgt sofort aus der Definition 23.6.

Aussage (ii): Die Komposition der universellen bilinearen Abbildung ®: U XV — U ® V mit
f € Homo(U ® V, W) ergibt eine bilineare Abbildung U X V. — W, denn

(fo®)(u0) = f(&(w,0)) = f(u®0)
erfullt
flu+u) ®v) = f(y ®v+u, ®v) = f(u; ®0) + f(uy ®0)
f(au) ®v) = f(a(u®0)) =af(u®0)

fur uy,up € U, v € Vund a € K, ist also linear im ersten Argument. Analog kdnnen wir auch
die Linearitat im zweiten Argument zeigen.

Aussage (iii): Wir unterteilen den Beweis in zwei Schritte:

Schritt 1: Wir miissen zunéchst beweisen, dass die Zuordnung b — f bijektiv ist. Dazu zeigen
wir, dass b — f +— b’ die Identitat auf Bil(U, V; W) und dass f +— b +— f’ die
Identitat auf Homo(U ® V, W) ist (vgl. Definition 6.22 und Lemma 6.24).

Es sei zuerst f € Homo(U ® V, W) die zu b € Bil(U, V; W) gehorige lineare Abbil-
dung, die also die Eigenschaft b(u,v) = f(u ® v) erfiillt. Dann gilt fiir b’ = f o ® und
alleu e Uundo € V: b’ (u,0) = f(u®0) = b(u,v), also b’ = b.

Umgekehrt sei b € Bil(U,V; W) die zu f € Homo(U ® V, W) gehorige bilineare
Abbildung, definiert durch b(u,v) = f(u ® v) fir alleu € U und v € V. Dann gilt
fir die zu b gehorige lineare Abbildung ' € Homo(U ® V, W) und alle u € U und
veV:f'(u®v) =b(u,v) = f(u®o),also f' = f.

Schritt 2: Es bleibt noch die Linearitit zu zeigen. Es seien also by, b,: U X V. — W bilinea-
re Abbildungen. Weiter seien fj, f, € Homo(U ® V, W) die zugehdrigen linearen
Abbildungen. Dann gilt

(b1 + b2)(u,0)
= by1(u,v) + by (u,0) wegen der Def. der Addition in Bil(U, V; W)
= filu®v)+ fL(u®v) daf;zub; gehort, also b;(u,0) = f;(u ® v) gilt
=(fi+f)(u®o) wegen der Def. der Addition in Homo(U ® V, W)
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fir alle (u,v) € U X V. Fir bilineares b: U X V. — W und die zugehorige lineare
Abbildung f € Homo(U ® V, W) sowie a € K gilt auBerdem

(ab)(u,v)
=ab(u,v) wegen der Def. der S-Multiplikation in Bil(U, V; W)
=af(u®o) da f zu b gehort
=(af)(u®v) wegen der Def. der S-Multiplikation in Homo(U ® V, W)

fur alle (u,v) € U x V. Das zeigt, dass f; + f> die zu b; + b, gehorige lineare Abbildung
und dass « f die zu o b gehorige lineare Abbildung ist. O

Bemerkung 23.9 (Angabe linearer Abbildungen auf Tensorproduktraumen).

Der Satz 23.8 eroffnet uns die Moglichkeit, lineare Abbildungen f: U ® V. — W durch ihre
Bilder auf den Elementartensoren u ® v festzulegen, sofern die zugehdrige Abbildungsvorschrift
bilinear ist. Das liest sich dann héufig in etwa so: ,Es sei f: U ® V. — W diejenige lineare
Abbildung, deren Bilder auf Elementartensoren u ® v durch die bilineare Abbildungsvorschrift
...festgelegt sind.” Wir werden von dieser Moglichkeit im folgenden Beispiel bereits Gebrauch

machen.

A

Beispiel 23.10 (universelle Eigenschaft der universellen bilinearen Abbildung ®, vgl. Bei-

spiel 23.2).

(i) Es sei K ein Korper. Wir betrachten die bilineare Abbildung b: K X K — K mit b(a, f) =
a f. Die zugehorige lineare Abbildung f: K ® K — K ist durch die Bilder f(a® ff) = a
auf den Elementartensoren o ® S fiir a, f € K festgelegt.

(ii) Es seien K ein Korper und A € K™™, n,m € Ny. Wir betrachten die Bilinearform
b: K™ x K" — K mit b(x, y) = y'Ax. Die zugehérige Linearform f: K™ ® K" — K ist
durch die Bilder f(x ® y) = y"Ax auf den Elementartensoren x ® y fir x € K™ und
y € K" festgelegt.

(iii) Esseien K ein Korper und n, m, ¢ € Ny. Wir betrachten die bilineare Abbildung b: K™*™ x
K™%t — K™ mit b(A, B) = AB. Die zugehdérige lineare Abbildung f: K™ ® K™*¢ —
K™ ist durch die Bilder f(A ® B) = A B auf den Elementartensoren A ® B fiir A € K"*™
und B € K™*! festgelegt.

(iv) EsseiV ein Vektorraum iiber einem Kérper K und V* sein Dualraum. Wir betrachten die
Bilinearform (duale Paarung) b: V* X V — K mit b(v*, v) = (v*,v). Die zugehorige Line-
arform f: V*®V — K ist durch die Bilder f(v* ®v) = (v*,v) auf den Elementartensoren
v* @u fur o* € V* und v € V festgelegt.

(v) Es seien U,V Vektorrdume iiber demselben Korper K sowie u* € U* und v* € V*
gegeben. Wir betrachten die Bilinearform b: U X V. — K mit b(u,v) = (u*,u) (v*,v).
Die zugehorige Linearform f: U ® V. — K ist durch die Bilder f(u ® v) = (u*, u) (v*,v)
auf den Elementartensoren u ® v fiir u € U und v € V festgelegt.

(vi) Es seien X eine Menge und K ein Korper. Wir betrachten die bilineare Abbildung
b: KX x KX — KX mit b(f,g) = f - g (punktweise Multiplikation). Die zugehorige
lineare Abbildung F: KX ® KX — KX ist durch die Bilder F(f ® g) = f - g auf den
Elementartensoren f ® g fiir f,g € KX festgelegt. A
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Man sieht relativ leicht, dass es zu Vektorraumen U, V verschiedene Tensorprodukte gibt.
Beispielsweise konnen wir die bilineare Abbildung ®: UXV — U®V durch ¢ @ mit @ € K\ {0}
ersetzen und erhalten wieder eine universelle bilineare Abbildung. Zudem kénnen wir den
Tensorproduktraum U ® V durch ein beliebiges isomorphes Abbild ersetzen und ® entsprechend
anpassen.

Allerdings sind alle Tensorprodukte von U und V im Wesentlichen, d. h. bis auf Isomorphie,
gleich:

Satz 23.11 (Eindeutigkeit des Tensorprodukts).

Es seien U und V Vektorraume tiber demselben Korper K.

(i) Sind (U®V,®) und (U ® V,®) zwei Tensorprodukte von U und V, dann gibt es einen
Isomorphismus I € Iso(U ® V,U ® V) mit der Eigenschaft ® = o ®, also [(u®0) = u®0v
fiir alle u € U und v € V. Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

/g/FXK\é\

UV - UV

(ii) Ist (U ® V,®) ein Tensorprodukt von U und V und ist I € Iso(U ® V,U ® V) ein
Isomorphismus mit einem weiteren K-Vektorraum U ® V, dann ist auch (U ® V, ®) ein
Tensorprodukt von U und Vmit ® =Io®: UXV - U ® V.

Beweis. Aussage (i): Wir betrachten die universelle bilineare Abbildung ®: UXV — U ® V
des zweiten Tensorprodukts (U ® V, ®). Da dies eine bilineare Abbildung von U X V in einen
Vektorraum (namlich U ® V) ist, kénnen wir sie unter Ausnutzung der Universalititseigenschaft
des ersten Tensorprodukts mit Hilfe einer linearen Abbildung f; € Homo(U ® V,U ® V) in der
Form ® = f; o ® darstellen. Mit demselben Argument und vertauschten Rollen erhalten wir eine
lineare Abbildung f; € Homo(U ® V,U ® V) mit der Eigenschaft ® = f; o ®.

Wir miissen zeigen, dass fi und f, Inverse voneinander sind; dann ist I = f; der gesuchte
Isomorphismus. Durch Einsetzen ergibt sich

®=fio®=fio(f,08)=(fiofy)o®.

Andererseits gilt natiirlich auch
é = idUéV o é.

Das sind nun aber zwei konkurrierende Darstellungen der bilinearen Abbildung ®: U X V —
U ® V der Form ,® gefolgt von einer linearen Abbildung®. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Darstellung muss f; o f, = idyzy gelten.

Durch Vertauschen der Rollen erhalten wir ganz analog auch f; o f; = idygy. Damit ist gezeigt,
dass fi und f; tatsichlich Inverse voneinander sind.

Der Beweis von Aussage (ii) ist Gegenstand der Ubung. O
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Aufgrund von Satz 23.11 konnen wir weiter von ,einem” Tensorprodukt der Vektorraume U und
V sprechen, insbesondere um zu betonen, dass es verschiedene Realisierungen von (U ® V, ®)
gibt. Da diese aber alle isomorph sind, ist es auch legitim, von ,dem” Trensorprodukt von U
und V zu sprechen, vor allem, wenn wir das abstrakte Konzept betonen wollen, unabhingig
von einer konkreten Realisierung.

Ende der Woche 2

§ 23.3 EIGENSCHAFTEN DES TENSORPRODUKTS

In diesem Abschnitt wollen wir Eigenschaften von Tensorprodukten (also der Kombination eines
Tensorproduktraumes und der zugehdrigen universellen bilinearen Abbildung) untersuchen
und auch das ,Rechnen® mit Tensoren einiiben. Dass wir noch gar keine Realisierung des
Tensorprodukts konstruiert haben, wird uns davon nicht abhalten, denn wir werden nur die
charakteristischen Eigenschaften des Tensorprodukts nutzen. Das ist in etwa vergleichbar
mit unserem gewohnten Umgang mit reellen Zahlen: Wir nutzen ihre Eigenschaften und
sRechenregeln® routiniert, ohne stindig an die konkrete Realisierung, etwa mit Dedekindschen
Schnitten (Anhang A) zu denken oder zu erinnern.

Um die Gestalt der Elemente in einem Tensorproduktraum U ® V besser verstehen zu kénnen,
zeigen wir jetzt, dass sich jeder Tensor als Linearkombination (und sogar als Summe) von
Elementartensoren schreiben lasst.

Lemma 23.12 (die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem).
Es seien U und V Vektorrdume tiber demselben Kérper und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von
U und V. Dann gilt: Die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem von U ® V. Es gilt
also

UeVs= <(u ® U)(u,v)EUXV>-

Folglich lasst sich jeder Tensor in U ®V als Linearkombination von Elementartensoren schreiben.

Fir jedes t € U ® V existieren also n € Ny, Vektoren uy,...,u, € Uund vy, ...,0, € V sowie
a, ..., 0, € K mit
n
t= Z a; i ® v;. (23.6)
i=1

Die Koeflizienten ¢; kénnen o.B. d. A. alle als 1 gewahlt werden.

Beweis. Wir definieren den durch die Elementartensoren aufgespannten Unterraum
W= <(u ® U)(u,v)eUxV> CUQ®YV.

Unser Ziel ist es, W = U ® V zu zeigen. Wir betrachten dazu den Faktorraum mit seiner
kanonischen Surjektion
UV > (UV)/W.

Wegenu®ov € W gilt 7(u ® v) = 0 fir alleu € U und v € V. Die Abbildung 70 ®: U XV —
(U ® V) /W ist also eine bilineare Abbildung von U X V in einen Vektorraum, die mit der
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bilinearen Nullabbildung 0o ®: UXV — (U®V) /W tbereinstimmt. Aufgrund der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts muss 7 = 0 gelten. Das heifit aber W = U ® V. (Quizfrage 23.2:
Klar?)

Jeder Tensor t € U ® V ist also darstellbar als Linearkombination von Elementartensoren wie
in (23.6). Wegen a; u; ® v; = (a; ;) ® v; konnen wir die Koeflizienten «; 0.B.d. A. alle als 1
wahlen. O

Wir zeigen nun noch, dass die aus Basisvektoren von U und V gebildeten Elementartensoren
eine Basis von U ® V ergeben:

Lemma 23.13 (Basis und Dimension des Tensorproduktraumes U ® V).

Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Kérper mit Basen By = (u;)ie; bzw. By = (v;) je;.
Weiter sei (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt:

(i) Bugv = (u;j®0;) (i j)erxy ist eine Basis von U ® V. Sie wird die von By und By induzierte
Basis (englisch: induced basis) oder die Tensorproduktbasis (englisch: tensor product
basis) zu By und By von U ® V genannt.

(if) dim(U ® V) = dim(U) - dim(V).
(Hierbei ist 0 - 00 = o0 - 0 = 0 zu verstehen, co - n = n-co = oo fur alle n € N und
00 - 00 = 0.)

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage (i).

Schritt 1: Bygy ist eine erzeugende Familie.

Aufgrund von Lemma 23.12 kénnen wir jeden Tensor t € U ® V in der Form

1= Y ueo
(u,0)eM

mit einer endlichen Teilmenge E C U X V darstellen. Wegen der Basiseigenschaft
von (u;);er konnen wir jedes u € U wiederum als Linearkombination der Form
U= erw ai(u)ui schreiben, wobei I®) C I endlich ist und al.(”) € K firallei e [®
gilt. Ganz analog erhalten wir auch v = )¢ ) ,Bj(.v)o ; fiir jedes v € V. Einsetzen
ergibt

= Y (D )oY 50

(u,v)€E jelw) jeJ@

=SS Y e,

(u,0)€E je]@) jej(v)

Somit haben wir t wie gewiinscht als Linearkombination der Elementartensoren
u; ® v; mit (i, j) € I x J dargestellt.
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Schritt 2: Bygy ist linear unabhéngig.

Dazu sei M C I X ] eine endliche Teilmenge und «;; € K fiir alle (i, j) € M sowie

Za,jui@vj =0e€UQ®V
(i.j)eM

der Nulltensor. Wir zeigen, dass alle Koeffizienten a;; gleich 0 sein miissen.

Wir fixieren dazu ein Indexpaar (i, jo) € M und definieren eine bestimmte Linear-
form auf U ® V, die den Term u;, ® v, in der obigen Linearkombination isoliert.
Dazu definieren wir zunichst eine Linearform u* auf U, indem wir ihre Bilder auf
der Basis (u;)ier von U durch (u*,u;) = &;;, fiir alle i € I festlegen. Aufierdem
definieren wir eine Linearform v* auf V durch (v*,0;) = §;;, fiir alle j € J.

Wir kombinieren diese beiden Linearformen zu einer Bilinearform
UXV >3 (u0) - {u",u){v",0) € K.

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert dann eine ein-
deutig bestimmte Linearform f € Homo(U ® V, K) mit der Eigenschaft f(u ® v) =
(u*,u) (v*,v) fur alleu € U und v € V. Es folgt

0= f(z aiju; ® vj) wegen der Linearitat von f
(i.j)eM

= Z aij f(u; ® ;) wegen der Linearitat von f
(i.j)eM

= Z a;j (u”,u;) (v*,vj) nach Definition von f
(i.j)eM

= Z ij iy Oy nach Definition von u* und v*
(i.j)eM

= iy jo -

Da das Indexpaar (i, jo) € M beliebig war, ist B in der Tat linear unabhingig und damit eine
BasisvonU ® V.

Die Aussage (ii) folgt sofort aus Aussage (i) und der Tatsache, dass die Anzahl der Elemente
von B gleich #(I X J) = #I - #] = dim(U) - dim(V) ist. O

Wir haben nun geniigend Informationen, um ein erstes Beispiel eines Tensorproduktraumes
anzugeben. Wir wihlen dazu einen endlichen Korper und Vektorrdume U und V endlicher
Dimension, sodass auch U ® V endliche Dimension und damit nur endlich viele Elemente besitzt,
die wir explizit aufzahlen kénnen.

Beispiel 23.14 (Tensorproduktraum).

Wir betrachten den Kérper K = Z, und das Tensorprodukt U ® V der Vektorraume U = V = K2
Dieser Vektorraum hat nach Lemma 23.13 die Dimension 4, also 2* = 16 Elemente, die wir nun
alle angeben. Insbesondere stellen wir jeden Tensor auf zwei Arten dar: einmal als die eindeutige
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Linearkombination der Tensoren der (aus der Standardbasis gebildeten) Tensorproduktbasis
()@ (8). (3)®(9). (%) ®(§)und (¢) ® (%) und nochmal in Form einer Linearkombination
von Elementartensoren mit méglichst wenigen Summanden.

Neben dem

O
~
+
o
—_
=]
~
—_
_o
~

Nulltensor =0 () ® (§) +0 () ® (9)+0(9) ® (

gibt es die vier Basistensoren

tg)e(s)+o(s)e(t)+o(t)e(s)+o(t)e(t)=(5)e(s)
0(g)@()+1()e(i)+o(i)e(s)+o(R)e(i)=(s)e (1)
0(g)@()+o()e()+1()e(p)+o(i)e(i)=(1)e(s)
0(g)@()+o(s)e()+o()e(p)+1(1)e(i)=(1)e(1)

sowie die fiinf weiteren Elementartensoren

1(g)e(p)+1(s)e(t)+o(d)e(s)+o(f)e(f)=(s)e(i)
0(s)@(s)+0(s)e(P)+1()e()+1(})e(})=(1)e(i)

1)@ (p)+o(s)e(t)+1()e()+o(f)e(f)=(1)e(s)
o(s)e(g)+1(g)e(f)+o(i)e(s)+1(})e(F)=(1)e(f)
tp)e()+1(s)e () +1(Y)e(g)+1(I) e (i) =(1)e(i)

und schlieB3lich die sechs nicht-einfachen Tensoren

L)@ () +o(s)e(P)+o()e(g)+1(P)e(])=(s)®(5)+(}) ()
o(s)e(g)+1(g)e(f)+1()e(s)+o(P)e(f)=(5)e(f)+(1)e(s)
1)e()+1(s)e () +1(Y)e(g)+o(f)e (i) =(s)e () +(})e()
1)e()+1(s)e(t)+o(f)e(g)+1(I)e (i) =(s)e (i) +(})e(})
t)e()+o(s)e(t)+1(Y)e(g)+1(I)e () =()e()+(})e(})
o(g)e(s)+1(g)e()+1()e(s)+1(Y)e(f)=>0G)e(f)+()e(5). »

Bemerkung 23.15 (zu Tensorprodukten).

(i) Die Darstellung eines Tensors wie in (23.6) ist nicht eindeutig. Beispielsweise gilt

(e +@)es)=()e)+(E)e()+(1)e ()

=)@ () +(5)e(h)

(ii) Das Symbol ® (,Tensorprodukt®) tritt in zwei Bedeutungen auf. Erstens dient es zur
Bezeichnung des Vektorraumes U ® V und zweitens als Name fiir die universelle bilineare
Abbildung ®: U XV — U ® V, also die Verkniipfung von zwei Vektoren zu einem
Tensor. Um Missverstindnisse zu vermeiden, werden wir darauf verzichten, ® im Sinne
der Bemerkung 7.20 fiir die Verkniipfung von Mengen von Tensoren zu verwenden.
Andernfalls konnte U ® V auch als

{u®v|uelU, veV}

verstanden werden, was i. A. aber eine echte Teilmenge des Vektorraumes U ® V ist, denn
i. A. ist nicht jeder Tensor in U ® V einfach. A
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Wie das Beispiel 23.14 bereits zeigt, sind i. A. nicht alle Tensoren eines Tensorproduktraumes U ®
V einfache Tensoren.'® Manche benétigen also mehr als einen Summanden in der Darstellung
(23.6)." Das fihrt uns auf die folgende Definition:

Definition 23.16 (Rang eines Tensors).

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Kérper und (U ® V,®) ein Tensorprodukt
von U und V. Der Rang eines Tensors (englisch: rank of a tensor) t € U ® V, geschrieben
Rang(t) € Ny, ist die minimale Anzahl von Summanden, mit denen eine Darstellung der Form
(23.6) moglich ist. A

Bemerkung 23.17 (Rang eines Tensors).

(i) Da die Elementartensoren ein Erzeugendensystem von U ® V bilden (Lemma 23.12), kann
jeder Tensor t € U ® V als Linearkombination von Elementartensoren dargestellt werden.
Daher ist der Rang eines Tensors tatsdchlich immer endlich.

(ii) In der Quantenmechanik bezeichnet man Tensoren vom Rang > 2 als verschrinkte
Tensoren (englisch: entangled tensor). A

Wir werden in § 23.6 sehen, wie wir den Rang eines Tensors bestimmen kénnen. Zunichst geht
es nur um den Rang von Elementartensoren:

Lemma 23.18 (Rang von Elementartensoren).
Es seien U und V Vektorraume mit Basen tiber demselben Koérper und (U ® V, ®) ein Tensor-
produkt von U und V. Dann gilt:

(i) Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.

(ii) Firu € U und v € V gilt

u®ov=0 (Nulltensor)y <& wu=0o0derov=0 (Nullvektor). (23.7)

(iii) Jeder Elementartensor u ® v mit u,v # 0 ist vom Rang 1.

Beweis. Aussage (i): Der Nulltensor kann durch die leere Summe in (23.6) dargestellt werden,
die ja per Definition immer das neutrale Element — hier in der abelschen Gruppe (U ® V,+) —
ergibt. Damit ist Rang(0) = 0 bestétigt und auch gezeigt, dass alle anderen Tensoren mindestens
Rang 1 haben.

Aussage (ii): Wennu = 0 oder v = 0 gilt, dann folgt u®v = 0 aus der Bilinearitat der universellen
bilinearen Abbildung. (Quizfrage 23.3: Wie ndmlich?)

Es seien nun u # 0 sowie v # 0. Wir bendétigen jetzt Basen von U und V, die wir mit (;);er
bzw. (v;) je; bezeichnen und deren Existenz wir angenommen haben. Wir stellen u und v als
Linearkombinationen der Basisvektoren dar:

u=Zal~u,- und D:Zﬂjvj.

i€l j<€h

°Mit anderen Worten, die universelle bilineare Abbildung ®: U X V. — U ® V ist i. A. nicht surjektiv.
MTatsachlich sind i. A. sogar ,die meisten® Tensoren vom Rang > 2.
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Aufgrund der Bilinearitat des Tensorprodukts folgt

UV = Zaiﬁjuiéavj.
(i.j)eloxJo
Mindestens ein Koeflizient a; f8; ist dabei ungleich Null, da u # 0 und v # 0 gilt. Da die Familie
der Elementartensoren (u; ® v;)(; j)erxy eine Basis von U ® V bildet (Lemma 23.13), ist u ® v
nicht der Nulltensor.

Wir beweisen schliefllich Aussage (iii): Fiir u,v # 0 ist u ® v nach Aussage (ii) nicht der
Nulltensor. Nach Aussage (i) besitzt er also mindestens Rang 1. Andererseits besitzt u ® v
offenbar eine Darstellung von der Form (23.6) mit einem Summanden, hat also hochstens
Rang 1. |

Beispiel 23.19 (Rang eines Tensors, vgl. Beispiel 23.14).
Wir betrachten wie in Beispiel 23.14 das Tensorprodukt Z2 ® Z2.

(6)@(a)+(s)@ () =(s)®(i) hatRang1
(s)e(o)+(1)e(t) hat Rang 2.
Insgesamt hat der Tensorproduktraum Z2 ® Z2 einen Tensor vom Rang 0, neun Tensoren vom

Rang 1 und sechs Tensoren vom Rang 2. Tensoren von einem héheren Rang als 2 gibt es im
Tensorproduktraum Z: ® Z2 nicht. A

1
0
1
0

Die Frage, wie grof3 der Rang eines Tensors in U ® V i. A. maximal sein kann, beantworten wir
in Folgerung 23.39.

Wir kommen noch einmal zu sprechen auf die Isomorphie von Tensorprodukten. Wie Satz 23.11
besagt, kann in einem Tensorprodukt der Tensorproduktraum immer ausgetauscht werden
durch einen isomorphen Vektorraum, also einen Vektorraum derselben Dimension. Dabei ist
auch die universelle bilineare Abbildung entsprechend auszutauschen.

Beispiel 23.20 (isomorphe Tensorprodukte).

(i) Es seiK ein Korper (K ® K, ®) ein Tensorprodukt von K mit sich selbst. Der Vektorraum
K ® K besitzt nach Lemma 23.13 die Dimension 1, er ist also isomorph zu K.

Jeder Isomorphismus ist nach Bemerkung 23.9 eindeutig festgelegt durch die Bilder
auf den Elementartensoren, sofern die Abbildungsvorschrift bilinear ist. Ein moglicher
Isomorphismus ist also @ ®  +— « . Dieser wird als kanonisch bezeichnet, weil keine
weitere Wahl von Daten getroffen werden muss. (Quizfrage 23.4: Gibt es noch weitere
Isomorphismen?)

(if) Allgemeiner gibt es fiir jeden K-Vektorraum U einen kanonischen Isomorphismus KQU =
U. (Quizfrage 23.5: Wie lautet die Abbildungsvorschrift fiir diesen Isomorphismus?)

(iii) Fur je zwei K-Vektorrdaume U und V gibt es einen kanonischen Isomorphismus U @ V' =
V ® U. (Quizfrage 23.6: Wie ist der definiert?) A

Wir geben als ein weiteres Beispiel noch an, wie man mit Hilfe des Tensorprodukts einen
Vektorraum tiber dem Korper R zu einem Vektorraum iiber dem Kérper C erweitern kann.
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Beispiel 23.21 (Komplexifizierung eines R-Vektorraumes).

Es sei V ein beliebiger Vektorraum iiber dem Kérper R mit der Basis (v;) je 7. Weiter sei U = C,
aufgefasst als zweidimensionaler Vektorraum tiber R mit der Basis (1,i). Dann bildet nach
Lemma 23.13 die Familie (1® v;)e; || (i ® vj);e; eine Basis des R-Vektorraumes C® V.

Jedes Element von C ® V hat eine (bis auf Nullkoeffizienten eindeutige) Darstellung

E:Zaj(l®vj)+Zﬁj(i®vj):Zaj®vj+2(ﬂji)®vj

J€h J€h J€h J€h
= (Z((Xj +ﬁj l)) ®Uj = Z Yi ®Uj
J€h J€h

mit einer endlichen Indexmenge J; sowie Koeffizienten aj, f; € Rbzw. y; = a;+ ;i € C.

Wir kénnen nun im R-Vektorraum C ® V die S-Multiplikation mit Skalaren in R auf Skalare
in C erweitern, indem wir fiir 0 mit obiger Darstellung und p € C definieren:

po = Z(M;) ® vj.

Jj€h

Wir kénnen mit dieser Definition nun nachpriifen, dass C ® V nicht nur ein Vektorraum tiber R,
sondern auch ein Vektorraum iiber C ist und als solcher die Basis (1 ® v;) < besitzt. Es gilt also
dimc(C ® V) = dimg (V).

Dieser C-Vektorraum C ® V heifit die Komplexifizierung (englisch: complexification) des
R-Vektorraumes V. Der urspriingliche Raum V wird in seiner isomorphen Gestalt 1 ® V zu
einem R-Unterraum von C ® V. A

§ 23.4 KONSTRUKTION EINES TENSORPRODUKTS

Wir wollen uns in diesem Abschnitt davon iiberzeugen, dass es Tensorprodukte mit den in
Definition 23.6 festgelegten Eigenschaften tatsachlich gibt. Dazu werden wir, gegeben zwei
beliebige K-Vektorraume U und V, einen konkreten K-Vektorraum U ®, V und die zugehorige
universelle bilineare Abbildung ®,: UXV — U®,V konstruieren, also eine konkrete Realisierung
des abstrakten Konzepts ,Tensorprodukt®. Wir wissen nach Satz 23.11 bereits, dass auch andere
(isomorphe) Konstruktionen moglich sind.

Wir erinnern daran, dass wir im Tensorprodukt zwar die Vektorraumstruktur von U und V
einzeln nutzen, dass die Vektorraum-Eigenschaft des Produktraumes U X V jedoch inkompatibel
mit der Bilinearitét ist und wir U XV deshalb nur als Menge betrachten kénnen (Bemerkung 23.5).
Daher wird es bei der Konstruktion des Tensorproduktraumes notwendig sein, zunéchst einen
Vektorraum zu konstruieren, der die Elemente von U X V als Vektoren enthilt. Das ist fiir jede
Menge X moglich und fithrt auf das Konzept des freien Vektorraumes.
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DER FREIE VEKTORRAUM UBER EINER MENGE

Der Gedanke hinter der Konstruktion eines freien Vektorraumes ist, dass wir eine beliebige
Menge X in einen Vektorraum einbetten wollen, sodass die Elemente der Menge als Vektoren
interpretiert werden kénnen.

Definition 23.22 (freier Vektorraum iiber einer Menge).
Es sei X eine Menge und K ein Korper. Der freie K-Vektorraum iiber der Menge X (englisch:
free K-vector space) ist der K-Vektorraum

(KX)o = {f: X — K| supp f ist endlich} (23.8)

der endlich getragenen Funktionen X — K. A

Die Familie der charakteristischen Funktionen (Beispiel 12.2) (ey)yex bildet eine Basis von
(KX)g0. Es gilt somit dim((KX)g) = #X. Zur Erinnerung: Die charakteristische Funktion
ey: X — K ist durch die Werte

(x) 1, fallsx =y,
e, (x) =
Y 0, fallsx#y

definiert.

Beachte: Die Abbildung e,: X 5 y > e, € (KX)o ist eine Einbettung (also eine injektive
Funktion) von X in (K%X)go. Dadurch gelingt es, die Elemente einer beliebigen Menge X mit
Vektoren in einem Vektorraum zu identifizieren. Jedes Element von X steht dabei fiir eine
Dimension im Vektorraum (KX)go.

Beispiel 23.23 (freier Vektorraum).

(i) Der freie Vektorraum (K?)y, iiber der leeren Menge 0 ist der Nullvektorraum, denn er
hat nur ein Element (die leere Funktion () — K).

(ii) Fiir jede einelementige Menge {x} ist der freie Vektorraum (K{*})o, iiber {x} isomorph
zum Korper K.

(iii) Fur jede endliche Menge X = {x,...,x,} mit n € Ny Elementen ist der freie Vektorraum
00 iiber X isomorph zum Produktraum X}, K sowie zum Standardvektorraum K".

KX)o iiber X i ph zum Produk X K sowi Standardvek K"

A

Mit Hilfe des freien Vektorraumes (KX)o iiber der Menge X konnen wir nun beliebige Funktio-
nen X — W in einen K-Vektorraum W als lineare Abbildungen (KX)gy — W verstehen:

Satz 23.24 (universelle Eigenschaft des freien Vektorraumes).
Es sei X eine Menge, K ein Korper und W ein Vektorraum iiber K.

(i) Zu jeder Funktion f: X — W existiert genau eine lineare Abbildung g: (KX)pg — W
mit der Eigenschaft f = g o e,, also f(x) = g(ex) fir alle x € X. Mit anderen Worten, das
folgende Diagramm kommutiert:
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Man sagt auch: Die Funktion f faktorisiert durch (englisch: factors through) die Einbet-
tung es: X — (KX)g0. Die Funktion g: (KX)po — W wird auch die lineare Fortsetzung
(englisch: linear extension) von f: X — W genannt.
(ii) Umgekehrt wird fiir jede lineare Abbildung g: (KX)o — W durch f(x) = g(e,) fiir alle
x € X eine Funktion f: X — W definiert.
(iii) Die Zuordnung
WX > f = g€ HOIHO((KX)()(), W)

ist ein kanonischer Isomorphismus von Vektorraumen.

Beachte: Wir konnen also in der Tat beliebige Funktionen X — W mit Werten in beliebigen
K-Vektorraumen W mit linearen Abbildungen von (KX)oo in W im Sinne von Vektorrdumen
identifizieren!

Beweis. Aussage (i): Es sei f: X — W eine beliebige Funktion. Wir definieren die lineare
Abbildung g: (KX)o — W durch Festlegung der Bilder auf der Basis (ey)xecx (Satz 17.10) und
setzen

glex) = f(x) furallex e X.

Dann gilt f = g o e., und diese Wahl von g ist die einzig mogliche.
Die Aussage (ii) ist offensichtlich.
Aussage (iii):

Schritt 1: Wir miissen zunédchst beweisen, dass die Zuordnung f + g bijektiv ist. Dazu zeigen
wir, dass f +— g — f’ die Identitit auf WX und dass g — f + ¢’ die Identitit auf
Homo((KX)g, W) ist (vgl. Definition 6.22 und Lemma 6.24).

Es sei zuerst g € Homo((K%X)go, W) die zu f € WX gehorige lineare Abbildung,
definiert durch g(ey) = f(x) fir alle x € X. Dann ist f'(x) = g(ex) = f(x) fiir alle
x € X, also f’ = f. Umgekehrt sei f € WX die zu g € Homo((K*X)o, W) gehorige
Funktion, definiert durch f(x) = g(ey) fiir alle x € X. Dann gilt ¢’(ex) = f(x) =
g(ey) fir alle x € X.

Schritt 2: Es bleibt noch die Linearitat zu zeigen. Es seien also fi, f,: X — W Funktionen.
Weiter seien gy, g, € Homo((KX)go, W) die zugehérigen linearen Abbildungen. Dann
gilt

(fi+ f2)(x)
= fi(x) + f(x) wegen der Def. der Addition in WX

=gi(ex) + g2(ex) dag; zu f; gehort, also f;(x) = g;(ey) gilt
= (g1 +9g2)(ex) wegen der Def. der Addition in Homo((K*)go, W)
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fiir alle x € X.Fiir f: X — W und die zugehdrige lineare Abbildung g € Homo ((KX)go, W)
sowie a € K gilt auflerdem

(a f)(x)
=a f(x) wegen der Def. der S-Multiplikation in WX
=ag(ey) da g zu f gehort
= (ag)(ex) wegen der Def. der S-Multiplikation in Homo((K*)go, W)

fiir alle x € X. Das zeigt, dass g; + g2 die zu f; + f, gehorige lineare Abbildung und
dass a g die zu « f gehorige lineare Abbildung ist. O

Beispiel 23.25 (universelle Eigenschaft des freien Vektorraumes).
Es sei beispielsweise X = {rot, griin, blau}, und wir betrachten die Funktion f: X — W = Q?
mit den Funktionswerten

f(rot) =(3), f(grin)= (i) und f(blau)= (7).

Fiir den freien Q-Vektorraum iiber X gilt (QX)o = QX, da X endlich ist. QX sei mit der Basis
B = (erot» €griin» €blau) ausgestattet, wobei beispielsweise eot: X — Q durch die Werte

erot(rot) =1, ey (grin) =0, er(blau) =0

festgelegt ist. Wir definieren die lineare Abbildung g: QX — W = Q? durch folgende Bilder auf
der Basis B:

g(erot) = (_32 )’ g(egrﬁn) = (411) und g(eblau) = (_01)
Dann gilt f = g o e,, und wir konnen die Funktion f mit der linearen Abbildung g identifizieren.

Da g auf einem Vektorraum definiert ist, konnen wir g auch an anderen Vektoren als den
Basisvektoren eyot, €griin, €blau aUswerten, beispielsweise

9(2 erot + 4 eplan) = 2 g(eror) + 4 g(eplan) = ( 24).

Die Funktion f kann dagegen nur auf den drei Elementen von X ausgewertet werden. A

Bei der Konstruktion des Tensorproduktraumes werden wir gleich nicht beliebige Funktionen
X — W betrachten (mit X = U X V), sondern nur solche aus einem bestimmten Unterraum
(ndmlich dem Unterraum der bilinearen Funktionen). Diese zusatzliche Eigenschaft kénnen wir
dadurch kodieren, dass wir nicht den gesamten freien Vektorraum (KX)o, verwenden, sondern
nur einen geeigneten Faktorraum.

Ist also S ein Unterraum des Vektorraumes der Funktionen X — W, dann konnen wir einen
passenden Unterraum N von (K%)y, finden, sodass jedes f € S nicht nur durch (KX)g,, son-
dern sogar durch den kleineren Faktorraum (KX)yo /N faktorisiert. Das bedeutet, dass das
obenstehende kommutative Diagramm wie folgt erweitert werden kann:

X 2 (K90 —Z— (KX)o /N

NN
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Wir wollen nun begriinden, wie man ausgehend vom Unterraum S einen passenden Unter-
raum N von (K%X)go bestimmen kann. Dabei sind wir an einem méglichst grofen Unterraum N
interessiert, sodass der ,Flaschenhals® der Faktorisierung — der Faktorraum (KX)y /N —
moglichst klein wird. Das ist auch erforderlich dafiir, dass die Zuordnung f +— g von S in
Homo((K*X)go /N, W) wieder bijektiv wird und nicht etwa mehrere Funktionen g dieselbe
Funktion f ergeben.

Eine lineare Abbildung g € Homo((K*)o, W) faktorisiert genau dann durch den Faktorraum
(KX)o / N, wenn der Unterraum N C Kern(g) erfiillt.’> Wir benétigen diese Eigenschaft nun
aber nicht nur fiir eine bestimmte Abbildung g, sondern fiir alle diejenigen g, die zu Funktionen
f € S gehoren (die also f = g o e, fiir ein f € S erfiillen). Da wir an einem moglichst grof3en
Unterraum N interessiert sind, setzen wir

N = ﬂ{Kern(g) |g € Homo((K¥)go, W), go e, € S}.

Wie das obenstehende Diagramm andeutet, konnen wir dann f nicht nur durch (KX )oo, sondern
sogar durch den kleineren Faktorraum (KX)o / N faktorisieren. Fiir jedes f € S existiert ein
eindeutig bestimmtes g € Homo((KX)o/ N, W) mit der Eigenschaft f = go 7 o e..

Beispiel 23.26 (Faktorraume des freien Vektorraumes kodieren zusétzliche Eigenschaften, vgl.
Beispiel 23.25).

Es sei K und Korper und W ein beliebiger K-Vektorraum. Wir betrachten die dreielementige
Menge X = {rot, griin,blau}. Anstelle beliebiger Funktionen X — W betrachten wir den
Unterraum

S={f: X > W| f(rot) + f(grin) — f(blau) = 0}.

Nach Satz 23.24 existiert zu jedem f € WX und insbesondere zu jedem f € S eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung g: (KX)go — W mit f = g o e,, wie in Beispiel 23.25 illustiert.

Wenn wir uns jedoch auf Funktionen f € S beschranken, so kénnen wir die zusitzlichen
Eigenschaften von f dadurch kodieren, dass wir einen geeigneten Faktorraum (KX)o / N nach
einem passenden Unterraum N verwenden. Der grof3tmogliche Unterraum ist gegeben durch

N = ﬂ{Kern(g) |g € Homo((KX)go, W), go e, € S}.
Die Bedingung g o e, € S bedeutet hier
g(erot) + g(egrﬁn) - g(eblau) = g(erot + €oriin — eplau) = 0.

Das heifit, dass jedes solche g notwendigerweise (erot + €griin — €plau) im Kern hat. Also gilt
(erot + €griin — eplau) S N. Andererseits kénnen wir ein g mit der Eigenschaft Kern(g) = (erot +
€griin — €blau) angeben.' Wir haben damit

N = (erot + €oriin — €blau)

?Diese Aussage ist eine Konsequenz der universellen Eigenschaft von Faktorrdumen, die im Expertenblock am
Ende von § 17 behandelt wurde. Zumindest die eine Richtung sehen wir leicht, denn der Kern vong = go x
enthélt notwendigerweise den Kern von 7, also N.

BBDazu konnen wir beispielsweise g durch die Bilder auf der Basis (erot + €gritn — €blaus €rot» €griin) VON (K%)00
festlegen, etwa durch g(erot + €griin — eplau) = 0 sowie g(erot) = g(egrin) = w fiir einen beliebigen Vektor
we W\ {0}.
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bestimmt. Es gilt nun: Fiir jedes f € S existiert ein eindeutig bestimmtes g € Homo((K*X)go /N, W)
mit der Eigenschaft f = go 7 o e,, wobei 7: (KX)gg — (KX)o /N die kanonische Surjektion
ist.

Die zusatzliche Eigenschaft von f € S bewirkt also, dass f nicht nur durch den 3-dimensionalen
Vektorraum (KX)o, sondern sogar durch den 2-dimensionalen Faktorraum (K*X)qo /N fak-
torisiert werden kann. Das ist auch erforderlich dafiir, dass die Zuordnung f — g von S in
Homo((KX)go / N, W) wieder bijektiv wird. A

KONSTRUKTION EINES TENSORPRODUKTS

Wir kénnen nun eine konkrete Realisierung des abstrakten Konzepts Tensorprodukt aus Defi-
nition 23.6 konstruieren. Dazu beginnen wir mit dem freien K-Vektorraum' iiber der Menge
U x V, also

(KVV)g0 = {f: UxV — K| supp f ist endlich}.

Mit Hilfe von Satz 23.24 konnen wir jetzt beliebige Abbildungen U X V. — W in irgendeinen
K-Vektorraum W mit linearen Abbildungen (KY*V)y, — W identifizieren. Wir sind aber nur
an bilinearen Abbildungen U X V' — W interessiert, also am Unterraum S = Bil(U, V; W) von
WU*V Dieser Unterraum kann fiir beliebiges W wie folgt durch Bedingungen beschrieben
werden, vgl. (23.2):

b(u + uz,0) — b(u,v) — b(ug,v) =0 furalleu,u, eU, v eV

b(u,v1 +vy) —b(u,v1) —b(u,v,) =0 furalleu e U, vy,0, €V
s b U | P+ 00 = b o) — b ) bos

b(au,0) —ab(u,0) =0 firalleu e U, veV, a €K
b(u,av) —ab(u,0) =0 furalleu e U, v eV, a €K
(23.9)

Analog zu Beispiel 23.26 erwarten wir (und werden das in Satz 23.8 auch bestétigen), dass der
(maximale) auszufaktorisierende Unterraum N = (E) als die lineare Hiille der Funktionen
E:= {e(u1+u2,v) ~ €(u,0) ~ €(uy,0) |u1’ uy €U, v e V}
U {e(u,vﬁuz) ~ €(uv) ~ €(u,uy) |u eU, v,0y € V}
U {e(au,a) — & €(y0) |u eU,veV, ac K}
U {e(uﬁv) — Bewo) |u eU,veV, fe K} c (KV)00 (23.10)
geschrieben werden kann.
Wir definieren jetzt durch
U V= (KUY /(E) (23.11a)
und u ® v = [e(0)] = o) +(E) firalleueU,veV (23.11b)
unseren Kandidaten fiir das Tensorprodukt der K-Vektorraume U und V. Um zu bestitigen, dass

(U ®, V, ®) tatsiachlich die gewiinschten Eigenschaften eines Tensorprodukts (Definition 23.6)
erfiillt, benotigen wir zunéchst die Bilinearitit von ®,.

YDer freie Vektorraum (KY>V)go hat eine gewaltige Dimension, namlich dim((KY*V)o) = #(U x V). Ist beispiels-
weise K = Z3 und gilt dim(U) = 2 und dim(V) = 3, so gilt dim (KY*")go = #(U x V) = 4 - 8 = 32. Der Raum
(KY*V)g0 hat also 232 (iiber 4 Milliarden) Elemente, wihrend U nur 22 = 4 und V nur 23 = 8 Elemente hat.
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Lemma 23.27 (®, ist bilinear).
Es seien U und V Vektorraume tiber demselben Korper. Dann gilt

W v+ uQuv=(u+u) ®0v (23.12a)
U v + U vy =u® (v +0y) (23.12b)
(au) ® v=a(u® ) (23.12¢)
u e (Bo) = f(u @ 0) (23.12d)

fir alle u, ug, up € U und v,01,0; € V sowie a, f € K.

Beweis. Wir erinnern daran, dass u ® v nicht anderes ist als die Nebenklasse von e, ,) bzgl.
(E), also u ® v = [e(y,0)] = €(u0) + (E) mit E aus (23.10).

Wir zeigen zunichst (23.12a). Die Funktion e(,, ,) ist ein Reprasentant von u; ®, v, und die
Funktion ey, ) ist ein Reprasentant von u, ® v. Nach Definition der Addition in Faktorraumen
(Satz17.17) ist also e(y, o) +€(u,,0) €in Reprasentant von u; ®v+u; ®,0. Da €y, 4u,,0) =€ (u,0) —€(up,0) €
E gilt, ist

€(u1,0) ¥ €(uz,0) T €(urtup,0) = €(wr,0) T E(up0) = E(urtup,0)
ein weiterer Reprasentant der Nebenklasse u; ® v + uz ®, v, aber offenbar gleichzeitig auch ein
Reprasentant der Nebenklasse (u; + u2) ®; v. Damit sind beide Nebenklassen identisch.

Der Beweis von (23.12b) lauft analog.

Wir zeigen noch (23.12¢). Die Funktion e, ,) ist ein Reprasentant von u ®, v. Nach Definition
der S-Multiplikation in Faktorraumen (Satz 17.17) ist also & e(,, ) ein Reprasentant von a (u ®, v).
Da e(quo) — @ €(uy) € E gilt, ist

X e(yo) te(quo) — AC(uo) = €(auo)

ein weiterer Reprasentant der Nebenklasse « (u ®, v), aber offenbar gleichzeitig auch ein
Reprasentant der Nebenklasse (@ «) ® v. Damit sind beide Nebenklassen identisch.

Der Beweis von (23.12d) lduft wieder analog. O

Satz 23.28 ((U ®, V, ®) ist ein Tensorprodukt).
Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Korper K. Dann ist (23.11) ein Tensorprodukt
von U und V.

Beweis. Wir miissen nur noch die universelle Eigenschaft von (U ®, V, ®) bestatigen (vgl.
Definition 23.6). Dazu sei W ein beliebiger K-Vektorraum und b: U X V' — W eine bilineare
Abbildung. Wir miissen also zeigen, dass es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f €
Homo(U ®, V, W) mit der Eigenschaft b(u,v) = f(u ® v) gibt.

Schritt 1: Wir definieren zunichst eine lineare Abbildung ¢: (KY*V)o, — W durch Angabe
der Bilder auf der Basis (e(y,0)) (u,0)cUxv:

¢(e(uo)) = b(u,v) fiiralle (u,0) e UX V.
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Schritt 2: Wir zeigen, dass ¢ auf (E) verschwindet.

Beispielsweise gilt fir alle uj,u; € Uundo € V

(p(e(u1+u2,v) — €(u,0) ~ e(uz,v))
= @(e(u+us0)) — ©(€(u,0)) — @(e(u,0)) Wegen der Linearitit von ¢
=b(uy +uy,0) — b(uy, v) — b(uy,v) nach Definition von ¢

=0 wegen der Bilinearitat von b.

Analog konnen wir auch @(e(y,o,40,) — €(wo) — €(we,)) = 0 zeigen sowie @(€(qu,0) —
aeyy)) = 0und ¢(ewpo) = fe(wo)) = 0.

Damit verschwindet ¢ auf allen Elementen der erzeugenden Menge E und damit auf
der gesamten linearen Hiille (E).

Schritt 3: Wir konstruieren eine lineare Abbildung f € Homo(U ®, V, W) mit der Eigenschaft
b=fo®.

Esseit € U®V = (KYXV)y, / (E) beliebig und s € (KY*V), irgendein Reprisentant
der Nebenklasse von T, also T = [s] = s + (E). Dann gilt

s = Z s(u,0) e(y,0)-

(u,0) €supp(s)

Wir setzen

F(D) = () = D s(w,0) p(equo) = Y, s(u,0) b(u,v).

(u,0) esupp(s) (u,0) €supp(s)

Diese Vorschrift ist wohldefiniert, denn ist s € (KV*V), ein weiterer Reprisentant
von T, dann gilt s — s € (E). Wegen Schritt 2 ist aber ¢(s —s) = 0 und damit

@(s) = p(s).

Insbesondere gilt

f(u ® v) = f( [e(u,v)]) = ‘P(e(u,v)) = b(u,0),

also b = f o ®,.
Schritt 4: Wir zeigen, dass f eindeutig bestimmt ist.

Nehmen wir an, fi, o € Homo(U ®, V, W) seien zwei Abbildungen mit der Eigen-
schaft b(u,v) = fi(u®v) = fL(u® v) firalleu e Uundov € V.Istt e UQ®, V
beliebig, so gilt T = [s] fiir ein s € (KY*V)g, und damit wie oben

A(T) = A([sD
= fl([z s(u, v) e(u,z;)])
(u,0) €supp(s)

= Z s(u,v) fi(le(w,0)]) Wegen der Linearitat von f;
(u,0) €supp(s)

= Z s(u,0) ilu®/v)  wegen e ] =u® v
(u,v) esupp(s)
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= Z s(u,0) b(u,v) nach Voraussetzung.
(u,v) esupp(s)

Dasselbe gilt aber fiir f;, und damit gilt fi(T) = £(T) farallet e U ®, V. O

Es gibt noch andere gingige Konstruktionen eines Tensorprodukts. Zwei davon werden im
folgenden Beispiel genannt.

Beispiel 23.29 (alternative Konstruktionen eines Tensorprodukts).

(i) Sind U und V Vektorrdume tiber demselben Koérper K mit Basen By = (u;);e; bzw.
By = (vj) ey, so kann ein Tensorproduktraum durch

U®pV = (K)o = {f: Ix ] — K|supp(f) endlich}
definiert werden. Die zugehdrige universelle bilineare Abbildung wird durch die Werte
u; ®povj =e(; firallei€elundje]

eindeutig festgelegt (Satz 23.4).

(ii) Sind U und V endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben Kérper K, so kann ein
Tensorproduktraum durch

U Qqual V = Bil(U*, V*; K)
definiert werden. Die zugehorige universelle bilineare Abbildung wird als
UBdual 0: U XV 3 (u',0%) = (U ®guar 0) (u,0%) = (u",u) (v*,0) €K

definiert. A

§ 23.5 DAs TENSORPRODUKT LINEARER ABBILDUNGEN

Es wird im Folgenden niitzlich sein, zwei lineare Abbildungen zu einer linearen Abbildungen
zwischen den betreffenden Tensorproduktraumen zu kombinieren.

Definition 23.30 (Tensorprodukt linearer Abbildungen).

Es seien Uy, U,, V1 und V;, Vektorrdume tiber demselben Kérper und (U;®U,, ®) ein Tensorprodukt
von U; und U, sowie (V;®V;, ®) ein Tensorprodukt von V; und V,. Weiter seien f; € Homo(Uy, V)
und f, € Homo(U,, V;). Dann heifit die fir v; € U; und u; € U, durch

_ UeU, - ViV
frefe: { Bz > fiw) ® f(ur) (2313

eindeutig bestimmte lineare Abbildung das Tensorprodukt der Abbildungen f; und f,. A
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Beachte: Wir machen in (23.13) Gebrauch von Bemerkung 23.9 und nutzen, dass eine lineare
Abbildung auf einem Tensorproduktraum durch ihre Bilder auf Elementartensoren eindeutig
bestimmt ist, sofern diese durch eine bilineare Abbildungsvorschrift gegeben sind. Das ist aber
der Fall; beispielsweise gilt

(w+u) @uy > filug +uy) ® fo(uz) nach Definition der Abbildungsvorschrift
= (filwm) + fi(u))) ® fa(uz) wegen der Linearitét von f;
= fi(w) ® fouz) + fi(u;) ® fo(uz) wegen der Bilinearitit von ®.

Analog zeigt man auch (au;) ® u; — a (fi(u1) ® fo(uy)) sowie die Linearitit im zweiten
Argument.

Beachte: Viele Autoren bezeichnen die Abbildung fi ® f; auch mit f; ® f;. Das wére aber bereits
die dritte Bedeutung fiir das Symbol ®.

Beispiel 23.31 (Tensorprodukt linearer Abbildungen).

(i) Sind U und V Vektorrdume iiber demselben Korper, dann gilt idy ® idy = idygy.

(ii) Es seien Uy, U,, V4, Vo, Wi, W, Vektorrdume tiber demselben Korper. Weiter seien f; €
Homo(V4, W3), f, € Homo(Uy, Vi), g1 € Homo(V,, W,) und g, € Homo(U,, V;). Dann gilt

(ficf)®(grog2) = (fiRg1) o (2R 72). A

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Darstellungsmatrix des Tensorprodukts f; R f;
zweier linearer Abbildungen zusammensetzt aus den Darstellungsmatrizen der beiden einzelnen
Abbildungen.

Lemma 23.32 (Darstellungsmatrix des Tensorprodukts linearer Abbildungen).
Es seien Uy, Uy, V] und V; endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben Kérper K mit Basen
By, = (ul(l), e, u,(,ll)), By, = (ulm, .. .,u,(,i)), By, = (01(1), .. .,v,(,})) und By, = (01(2), .. .,v,(l?).
Weiter seien

fi € Homo(Uy, V) mit Darstellungsmatrix A = MBV1<_BU1 (f)

f € Homo(U,, V) mit Darstellungsmatrix B = Mg, 5, (f2)-

Ordnen wir die Basis By,gu, = (ul.(l) ®uj(.2))(,~,j) e[Lm]x[Lm,] von Ui®Us in der lexikographischen
Reihenfolge, also

BU1®U2
= (u1(1)®u1(2),...,u1(1)®u,(,32), ué”@uf”,...,ué”@ufjﬁ, ey uﬁ?@uf”,...,uﬁ@uﬁ?),

1

und verfahren mit der Basis By, gy, analog, dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von fi ® f;:

MBV1®VZ(_BU1®U2 (irf;) =ARBE€ K (mn2)x(mimz) (23.14)
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Dabei heif3t die Matrix

an B [257) B alml B
as B aszo B A2my B

ARB = ‘ ‘ \ ‘ (23.15)

ani1 B an,2 B—— Animy B

das Kroneckerprodukt (englisch: Kronecker product) der Matrizen A und B."

Beweis. Da A und B die Darstellungsmatrizen von f; und f; bzgl. Basen By, und By, bzw. By,
und By, sind, konnen wir die Bilder der Basisvektoren und f; bzw. f; nach Satz 19.3 schreiben als

ni

ny
fiw) = Z axo und fw?) = Z bjeo'”
j=1

i=1

fir alle k € [[1, m;]] und ¢ € [1, m;]. Nach Definition des Tensorprodukts der linearen Abbildun-
gen f; und f gilt damit

(fimf)w” @ u”)
= fl(u](:)) ®fg(u£2)) nach Definition von fi ® f,

ny nz

(S (S

i=1 j=1
np ny

= Z Z aix bje (vl.(l) ® v](.z)) wegen der Bilinearitit des Tensorprodukts.
i=1 j=1

Die Spalte in der Darstellungsmatrix von fi® f;, die zum Indexpaar (k, £) bzw. zum linearen Index
ma(k — 1) + £ gehort, besteht also aus den Eintragen a b, fur alle i € [1,n]] und j € [ 1, nz].
Dabei wird der Eintrag zum Indexpaar (i, j) in der Zeile n,(i — 1) + j stehen.

Beispielsweise enthilt die erste Spalte (k = 1 und ¢ = 1) der Darstellungsmatrix zuoberst die
Eintrige aj; be; (zui = 1und j = 1,...,n,), darunter (i = 2und j = 1,...,n,) die Eintrdge
a1 bey usw. bis zu den letzten Eintrdgen (i = ny und j = 1,..., ny) a,,1 ber. In der zweiten Spalte
wiederholt sich dieses Muster, aber mit k = 1 und £ = 2 usw.:

anber  anbey

az1ber  G21ber

an1 be1 ani1 be2
Das sind aber genau die Eintrage von A ® B. O
Wir geben abschlieBend noch einige Eigenschaften des Kronecker-Produkts von Matrizen an,

die jeweils Entsprechungen in Eigenschaften des Tensorprodukts linearer Abbildungen haben.
(Quizfrage 23.7: Wie sehen die Zusammenhénge aus?)

’5Das Kronecker-Produkt von Matrizen wird meistens als A ® B geschrieben.
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Lemma 23.33 (Eigenschaften des Kronecker-Produkts von Matrizen).

Es sei K ein Korper. Fiir das Kronecker-Produkt gelten folgende Eigenschaften jeweils fiir
Matrizen passender Dimension iiber K:

(i) Das Kronecker-Produkt ist bilinear:

(Aj+A)"RB=A ®RB+A, R B
Ag(B1+Bz):A®B1+A®B2
a(ARB) = (¢A)®B=AR (aB).

(ii) Das Kronecker-Produkt ist assoziativ:

(ARB)RC=AR(BRC).

(iii) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit der Matrixmultiplikation:

(A1 Az) ® (B By) = (A1 ® By) (A2 ® By).

(iv) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit der Transposition:
(ARB)' =A"mB".

(v) Das Kronecker-Produkt ist vertriglich mit der Invertierung: Sind A und B invertierbar,
dann auch A ® B, und es gilt

(ARB)'=A"'r B

(vi) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit dem Rang:

Rang(A ® B) = Rang(A) Rang(B).

Beweis. O

§ 23.6 DARSTELLUNG VON TENSOREN

Unser Ziel ist es nun, Elemente eines Tensorproduktraumes U ® V fiir K-Vektorraume U und V
in eine Standarddarstellung zu bringen, die unabhéngig von den konkreten Vektorrdumen U
und V ist. Ab sofort sind bis zum Ende von § 23 alle Vektorraume endlich-dimensional.

Ist dim(U) = n und dim(V) = m mit n, m € Ny, dann gilt nach Lemma 23.13 dim(U ® V) = mn.
Es bietet sich also an, die Elemente von U ® V in Form von Matrizen in K™ darzustellen.
Ahnlich wie bei der Koordinatendarstellung von Vektoren in einem Vektorraum bzgl. einer
gewihlten Basis (§ 19.1) wird auch diese Darstellung abhéngig sein von der Wahl von Basen in
Uund V.
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Satz 23.34 (Komponentenmatrix, Syntheseabbildung, Analyseabbildung, vgl. Satz 19.1).

Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Kérper K mit dim(U) = n € Ny und dim(V) =
m € Ny. Weiter seien die Familien By = (uy,...,u,) bzw. By = (vy,...,0,) Basen von U
bzw. V und Bygv = (u;i ® 0j)(i j)e[1n]x[1Lm] die zugehdrige Tensorproduktbasis von U ® V
(Lemma 23.13). Dann gilt:

(i) Die Abbildung

n m
KM s A b= Zaij (u,-®vj) ceURV (23.16)
=1 j=1

)

Buev

ist ein linearer Isomorphismus K™*™ — U ® V. Diese erzeugt aus einer Komponen-
tenmatrix (englisch: component matrix) A € K™ die zugehorige Linearkombination
der Basistensoren u; ® v;. Wir bezeichnen die Abbildung ¢,  daher auch als die
Syntheseabbildung (englisch: synthesis map) bzgl. der Basis Bygy.

(ii) Der zu @,  inverse Isomorphismus ist die Abbildung
UeVv

3=

Bugv *

:U®Vot— Ae K™, (23.17)

die jedem Tensor t € U ® V seine eindeutige Komponentenmatrix A € K™ bzgl.
der Basis Bygy zuordnet. Wir nennen daher ®;'  auch die Komponentenabbildung
(englisch: component map) oder die Analyseabblldung (englisch: analysis map) bzgl. der
Basis Bygy. Der Eintrag a;; € K heifit die (i, j)-te Komponente (englisch: component)
des Tensors t € U ® V bzgl. der Basis Bygy.

Beweis. Die Abbildung @, Buov ist linear und bildet die Standardbasis (Ei;)(; j)c[n]x[1Lm] VOR
K™ ™ (Satz 15.3) bijektiv auf die Basis Bygy = (4i ® 0;)(;j)e[Ln]x[1m] VOR U ® V ab. Nach
Satz 17.10 ist @y Buoy damit ein Isomorphismus. m|

Beispiel 23.35 (Komponentenmatrix).
Wir betrachten ein Tensorprodukt von K" und K™ tiber einem Korper K. Der Satz 23.34 etabliert
einen (basisabhéngigen) Isomorphismus zwischen K" ® K™ und K™*™.

Wir wihlen hier in beiden Raumen die Standardbasis (e;, ..., e,) bzw. (e, ..., ;). Dann ist die
Komponentenmatrix des Basistensors e; ® e; gerade

0 0 0 O

0 0 1 O]i-teZeile
Benorm (€61 @ €)) = €1 €] = 0000

0 0 0 O

Tj-te Spalte

Allgemeiner hat der Elementartensor x ® y die Komponentenmatrix xy', denn es gilt

(D];;(n@Km (x ® _V) = @E;{n@Km (Z Z Xi Yj (e,- ® ej))

i=1 j=1
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m
Z Xiy BK%KM (e ®ej)

]:

(S <z>

i

M:

—_

i

Il
3 =

"~

=xy.
Ist

.
A=BC= Zb'kck'
k=1
irgendeine Faktorisierung von A € K™ mit B € K™, C € K"™™ und r € Ny, dann ist A die
Komponentenmatrix des Tensors

.
Op, o (A) = Z bek ® cf.,.
k=1

Insbesondere ergibt sich (durch die Wahl von B = I, und C = A bzw. durch die Wahl von B = A
und C = I, dass A die Komponentenmatrix von

n

_ T
BKn®Km( )—Zd.j@ej‘ —Zei®ai,

j=1 i=1

ist. (Quizfrage 23.8: Wie kann das sein, dass A offenbar die Komponentenmatrix mehrerer
Tensoren ist, wo doch <I>BKH®Km als Isomorphismus bijektiv ist?) A

Bemerkung 23.36 (Tensoren und Komponentenmatrizen).

Obwohl Satz 23.34 einen Isomorphismus zwischen Tensoren und ihren Komponentenmatrizen
herstellt, sollten die beiden Konzepte nicht gleichgesetzt werden. Wir sollten also einen Tensor
nicht mit seiner Komponentenmatrix (bzgl. einer bestimmten Basis) verwechseln, sondern die
Komponentenmatrix als eine Darstellung des Tensors verstehen. A

Im Beispiel 23.35 konnten wir aufgrund der Wahl der Standardbasen leicht zwischen Tensoren
in K" ® K™ und ihren Komponentenmatrizen in K"*™ hin- und herwechseln. Es stellt sich aber
die Frage, wie wir auch in allgemeinen Vektorraumen U, V und bei beliebigen Basen By, By
die Komponenten eines Tensors t bzgl. der Tensorproduktbasis Bygy bestimmen kdnnen. Wie
wir aus Bemerkung 20.12 wissen, konnen die Koeffizienten in einer Linearkombination von
Basisvektoren in beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraumen mit Hilfe der dualen Basis
ermittelt werden. Hier geht es um die zu Bygy duale Basis, also um eine Familie von Elementen
des Dualraumes (U ® V)*.

Das folgende Resultat untersucht die Gestalt des Dualraumes (U ® V) und einer dualen Basis,
wenn U und V endlich-dimensional sind.

Lemma 23.37 (Dualraum des Tensorprodukts und duale Basis).

Es seien U und V endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben Kérper, (U ® V, ®) ein
Tensorprodukt von U und V sowie (U* ® V*, ®) ein Tensorprodukt der Dualrdume U* und V*.
Dann gilt:
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(i) Die Abbildung
U@V > (U V)"
* * * * * * (23.183)
v - u R =W, ) (@,

definiert einen kanonischen linearen Isomorphismus. Dabei ist u*®o* € (U®V)* gegeben
durch die Bilder auf den Elementartensoren, nimlich durch®

("' B0")(u®0v) = (u",u) (v*,0) (23.18b)

furalleu e Uundo e V.
(ii) Es seien By = (uy,...,u,) bzw. By = (vy,...,0,) mit n,m € Ny Basen von U bzw. von V.
Weiter seien By = (uj,...,uy) bzw. By~ = (v],...,0y,) die zugehorigen dualen Basen

von U* bzw. von V*. Dann ist

(4 ®07)(ij)e[Ln]x[Lm] (23.19)

die zu Bugv = (4;i ® 0;) (i j)c[1Ln]x[Lm] duale Basis von (U ® V)".

Beweis. Wir beweisen die Aussagen (i) und (ii) gemeinsam.

Schritt 1: Wir halten zunéchst fest, dass (23.18) iiberhaupt eindeutig eine lineare Abbildung
U*®V* — (U ® V)" definiert. Dabei machen wir Gebrauch von Bemerkung 23.9:
Die fur Elementartensoren u ® v durch (23.18b) erklarte Abbildung u* ® 0™ besitzt
eine eindeutige Fortsetzung zu einer linearen Abbildung U ® V — K, da die Abbil-
dungsvorschrift auf der rechten Seite von (23.18b) bilinear in (u, v), also linear in u
und linear in v ist.

Weiter ist die Abbildung U*®V™* — (U®V)* durch (23.18a), also durch ihre Bilder auf
den Elementartensoren eindeutig bestimmt, da die Abbildungsvorschrift wiederum
bilinear in (u*, v*) ist.

Schritt 2: Um zu zeigen, dass (23.18) tatsichlich ein Isomorphismus ist, betrachten wir Basen

By = (uy,...,u,) und By = (vy,...,0,) von U und V sowie deren duale Basen
By+ = (uj,...,u,) und By« = (v}, ...,0;,). Desweiteren benétigen wir

die induzierte Basis Buev = (uk ® ) (ke)e[Ln] x[1m]

die induzierte Basis Bu-ev+ = (4 ® 07)(ij)e[Ln]x[Lm]

sowie die zu Bygy duale Basis  Byev): = ((4i ® v;)°) (i jye[La]x[Lm]-

Wir zeigen jetzt, dass die Abbildung (23.18) die Basis By+gy+ von U* ® V* bijektiv
auf die Basis B(ygy)* von (U ® V)* abbildet. Aus Satz 17.10 folgt dann, dass (23.18)
ein Isomorphismus ist.

In der Tat gilt

(u; ®0})(ur ®0p) = (u; , ug) (v}, 0¢) wegen der Abbildungsvorschrift (23.18)

Nach Definition 23.30 ist das Tensorprodukt u* ® v* der linearen Abbildungen u* € U* = Homo(U, K) und
v* € V* = Homo(V,K) eigentlich eine lineare Abbildung U ® V' — K ® K. Wir kénnen aber K ® K = K
identifizieren (Beispiel 23.20). Dabei wird das Tensorprodukt a ® § zur Multiplikation « § in K.
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=ik bj¢ wegen der Dualitdt der Basen

= (u; ®v;)"(u ® v,) wegen der Dualitit der Basen.

Das bedeutet aber gerade, dass wie behauptet u; ® 0; = (u; ® v;)* fuir alle i und j
gilt. Auflerdem zeigt die Rechnung, dass (u; ® U;‘f)(,-’ Je[un]x[Lm] die zu Bygy duale
Basis ist. m|

Nachdem wir jetzt die zu einer Basis Bygy duale Basis — also die ,Komponentenermittler®
— kennen (vgl. Bemerkung 20.12), kénnen wir die Eintrige der Komponentenmatrix A eines
Tensors T angeben. Mit den Bezeichnungen aus Satz 23.34 gilt

aij = (u; ® v;f)(t). (23.20)

Die Komponentendarstellung eines Tensors ermdglicht es uns iibrigens, insbesondere den Rang
des Tensors zu bestimmen:

Satz 23.38 (Rang eines Tensors ist Rang seiner Komponentenmatrizen'?).
Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Kérper K mit dim(U) = n € Ny und dim(V) =
m € Ny sowie (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V. Weiter seien die Familien By und
By Basen von U bzw. V und Bygy die induzierte Basis von U ® V. Schliefilichseit e U®V
ein Tensor und A € K"*™ seine Komponentenmatrix bzgl. der Basis Bygy, also A = @B;@V (1).
Dann gilt:

Rang(t) = Rang(A).

Beweis. Wir bezeichnen die Basisfamilien von U bzw. V mit By = (u,...,u,) bzw. By =
(v, . ..,0m). Wir filhren den Beweis in zwei Schritten:

Schritt 1: Wir zeigen Rang(t) < Rang(A).

Es sei r = Rang(A) und A = BC eine Rangfaktorisierung (Folgerung 15.16) von A
mit B € K™ und C € K™™. Dann gilt a;; = 3} _ birck; fiir alle1 < i < nund
1< j < mund daher

n

i denn A ist die Komponentenmatrix von T
t Z ajj (u,- ® Uj)
j=1

bzgl. der Basis Bygy

S

M=

-
Zbikckj (ui®v;) wegenA=BC
i=1 j=1 k=1
m

~
[
I

M-

H
< I

bik ckj (ui ® v;)
1

=

R

J

( bikui) ® (Z ckjvj) wegen der Bilinearitat von ®, vgl. (23.5).
1 j=1

>
—_

1

7Anders ausgedriickt besagt dieser Satz, dass der Rang eines Tensors unter einem Isomorphismus (insbesondere
dem von der Tensorproduktbasis induzierten Synthese-/Analyse-Isomorphismus von U ® V und K"*™) invariant
ist. Das gilt auch allgemeiner fiir Tensorprodukte unendlich-dimensionaler Vektorrdume.

https://tinyurl.com/scoop-la 341


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Das zeigt, dass t geschrieben werden kann als eine Summe von r Elementartensoren.
Dabher gilt Rang(t) < r.

Schritt 2: Wir zeigen Rang(A) < Rang(t).
Es sei r = Rang(t) und ¢t = ¥ _, u; ® v; eine Darstellung von ¢ als Summe von

r Elementartensoren. Dann gilt

r

_ ’ ’
t= > u @0
k=1

r n

i mit geeigneten Koeffizienten b;; und cy;,
( bik ui) ® (Z ij Uj) .
da By und By Basen von U und V sind

kol
l
—_

1

~.

J=1
r

bik cxj (ui ® v;) wegen der Bilinearitit von ®, vgl. (23.5)

M-
M=

I

1 j=1 k=1

S |l

r
aijj (ui®vj) mita,-j = Zbikaj.
k=1

—_

.MS

1l
—_

i=1 j

Das zeigt, dass A geschrieben werden kann als das Produkt der Matrizen B € K™*"
und C € K™™. Nach Satz 15.17 iber den Rang des Produkts von Matrizen gilt
Rang(A) < r. O

Mithilfe von Satz 23.38 kénnen nun auch die noch offene Frage beantworten, wie grofl der Rang
eines Tensors sein kann:

Folgerung 23.39 (maximaler Rang eines Tensors).

Es seien U und V Vektorrdume mit Basen iiber demselben Kérper und (U ® V, ®) ein Tensor-
produkt von U und V. Dann gilt:

(i) Furallet € U ® V gilt Rang(t) € Ny.

(ii) Hat mindestens einer der Rdume U und V endliche Dimension, so gilt fir allet e U  V
Rang(t) < min{dim(U), dim(V)}. (23.21)

Fir jedes r € Ny mit r € min{dim(U), dim(V)} existiert ein Tensor t € U ® V mit
Rang(t) =r.

(iii) Haben U und V beide unendliche Dimension, dann existiert fiir jedes r € Ny ein Tensor t €
U ® V mit Rang(t) =r.

Beweis. O
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§ 23.7 TRANSFORMATION VON KOMPONENTENMATRIZEN BEI BASISWECHSEL

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Komponentenmatrix eines Tensors t dndert,
wenn wir die Basen der endlich-dimensionalen Vektorraume U und V dndern. Wir benutzen
daftir analoge Bezeichnungen wie in § 19.4 und § 20.2. Es seien also

By = (uy,...,uy) und By = (uy,...,u,) die ,alte“ bzw. ,neue” Basis von U
By =(vy,...,0,) und By =(0y,...,0,) die ,alte”bzw. ,neue” Basis von V.
Auflerdem seien S = ‘71'3(”_&/ e K"™"und T = ‘71'3V(_§V € K™*™ die Transformationsmatrizen

des Basiswechsels von By, zu By bzw. von By zu By. Es gilt also

n n
il\j = Z Sij Ui bzw. u; = Z(S_l)ki il\k
i=1 k=1
m m
und Ej = Z tij U; bzw. U; = Z(T_I)t’i 5{).
i=1 £=1
Setzen wir diese Beziehungen in die Syntheseabbildung ein, so erhalten wir fiir die Komponen-

tenmatrix eines Tensors t € U ® V die Beziehung

n

m
= Zaij (u,’@Uj)
im1 j=1
n m n m
= Z aij (Z(S_l)ki ak) ® (Z(T_l)t’j 5()
im1 j=1 k=1 =1

n m
Z(S_l)ki (A)ij (T"")jeur ®0;  wegen der Bilinearitit von ®
=1 j=1

=S EMS
D= 2D

(STTATT),, (ur ® V).

>~
~
Il

=1 1

Das zeigt, dass die Komponentenmatrix von ¢ bzgl. der neuen Basen By und By gerade gegeben
ist durch
A=STIATT. (23.22)

Ein Vergleich mit (20.10) zeigt: Die bei der Transformation der Komponentenmatrix eines
Tensors vorkommenden Matrizen sind

S =17; und T =7,

By By Bys«B},"

Die Komponentenmatrix A eines Tensors in U ® V transformiert sich also nach denselben
Regeln, wie es die Darstellungsmatrix A einer Abbildung f € Homo(V*, U) tun wiirde, ndmlich
gemaf

ME(/(—EV (f) = TE(M—BU MBU(_BV* (f) ‘7;‘/44—1?‘/

23.23
A = §! A T ( )

Dieser Beobachtung werden wir im folgenden Abschnitt nachgehen.
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§ 23.8 TENSOREN ALS LINEARE ABBILDUNGEN

Wie wir gerade in (23.23) gesehen haben, transformiert sich die Komponentenmatrix eines
Tensors in U ® V beim Wechsel der Basen von U und V nach denselben Regeln wie die Darstel-
lungsmatrix einer Abbildung f € Homo(V*, U). Das liegt daran, dass Tensoren tiber endlich-
dimensionalen Vektorrdumen tatsiachlich i. W. dasselbe sind wie lineare Abbildungen. Genauer:
Es gibt einen kanonischen Isomorphismus zwischen U ® V und Homo(V*, U):

Satz 23.40 (Tensoren ,sind“ lineare Abbildungen).

Es seien U und V endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben Korper K und (U ® V, ®)
ein Tensorprodukt von U und V. Dann besteht der folgende kanonische Isomorphismus, der
durch seine Bilder auf den Elementartensoren eindeutig bestimmt ist:

I:U®V>3u®ut (-,0)u € Homo(V*,U). (23.24)

Sind By bzw. By Basen von U bzw. von V mit den zugehdrigen dualen Basen By« bzw. By+, so
stimmt die Komponentenmatrix eines Tensors t € U ® V mit der Darstellungsmatrix der ihm
zugeordneten Abbildung I(t) € Homo(V*, U) iiberein:

@0, (1) = Mp, gy, (1(1)). (23.25)

Beweis. Die Abbildungsvorschrift
UXV >3 (u,0) > {,0)u € Homo(V*,U)
ist bilinear. Also ist I nach Bemerkung 23.9 wohldefiniert.

Schritt 1: I ist ein Isomorphismus.
Die Riume U®V und Homo(V*, U) haben dieselbe Dimension. Wir zeigen: Kern(I) =
{0} (der Nulltensor in U®V). In der Tat ist (-, v) u die Nullabbildung in Homo(V*,U)
genau dann, wenn u = 0 oder v = 0 ist. (Quizfrage 23.9: Klar?) Daher ist I injektiv
und wegen Folgerung 18.9 auch surjektiv, also ein Isomorphismus.

Schritt 2: Wir zeigen die Gleichheit der Komponenten- und der Darstellungsmatrix (23.25).

Dazu sei By bzw. By Basen von U bzw. von V mit den zugehorigen dualen Basen
BU* bzw. Bv*.

Esseit € U® V ein Tensor und A seine Komponentenmatrix bzgl. der Tensorpro-
duktbasis (u; ® v}) (i j)e[Ln]x[Lm] VOR U ® V, also

t=op (A)= Zn: i ae (ux ® vy).

k=1 t=1

Wir betrachten die Darstellungsmatrix B == Mp,p,.(I(t)). Deren j-te Spalte
enthilt die Koeflizienten des Bildes I(t) (Uj) bzgl. der Basis By. Der Eintrag B;; ist
also gerade

denn u; ist der i-te Koordinatenermittler

Bi i = * 5 I t *
g = i 10 @) des Bildes von o} unter I(t)
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M=
M=

u;, I( axe (U ® U[)) (v;)> wegen der Darstellung von ¢

~
Il

k=1 1

<
(v (35
<
<

axe I(ug ® U[)) (v;)> aufgrund der Linearitat von I

n
*
i°
k=1
*
i°

MB
R

u age -, ve) uk) (U;f)> wegen der Definition von T

~
I

k=1 1
n

m
* *
ui ,Zzakf <Uj30f> uk>

k=1 =1
n m
= ake (07, vr) (u;  uk) wegen der Linearitat der dualen Paarung
k=1 =1 = ———————
=0j¢ =5ik
= aij.
Damit ist (23.25) gezeigt. O

Beachte: Wir konnten einen Tensor analog auch als eine lineare Abbildung in Homo(U*, V)
auffassen, indem wir den Isomorphismus

U®Vou®ur (-,u)v € Homo(U", V)

verwenden, bei den gegeniiber (23.24) die Rollen von U und V vertauscht werden.
(Quizfrage 23.10: Wie wird die Darstellungsmatrix dieser Abbildung aussehen?)

Was sagt uns die Erkenntnis aus Satz 23.40, dass Tensoren in U ® V dasselbe (in anderer
Gestalt) sind wie lineare Abbildungen in Homo(V*, U) und auch wie lineare Abbildungen in
Homo(U, V*)?

Wir konnen uns einen Tensor in U ® V vorstellen als eine flexibel verwendbare ,Maschine® mit
zwei Eingingen. Der erste Eingang akzeptiert Vektoren aus U*. Wird dieser Eingang mit einem
Vektor aus U* belegt, so wird er vom Tensor ,konsumiert®, und wir erhalten als Ergebnis einen
Vektor aus V. Der Faktor U im Tensorproduktraum U ® V wird dabei ,verbraucht®. Hier wirkt
der Tensor als lineare Abbildung U* — V.

Wird dagegen der zweite Eingang mit einem Vektor aus V* belegt, so erhalten wir als Ergebnis
einen Vektor aus U. Der Tensor wirkt dann als lineare Abbildung V* — U. Werden sogar beide
Eingéange gleichzeitig belegt, so ergibt sich als Ergebnis ein Skalar aus dem Korper K. Der Tensor
wirkt dann als lineare Abbildung U* @ V* — K.

Diese Funktionsweisen kdnnen wir am besten anhand der Komponentenmatrix eines Tensors

erlautern (Abbildung 23.1). Es seien dazu (uy, ..., u,) und (0, ...,0,,) Basen von U und V mit
den zugehorigen dualen Basen (u;, ..., u;,) und (v}, ..., v:i).18 Der Tensor habe die Komponen-
tendarstellung
n m
t= Zaij (u; ®vj).
i=1 j=1

BWir kennzeichnen hier Vektoren aus den primalen Raumen U und V und Vektoren aus den Dualraumen U* und
V* farbig, sodass leicht zu erkennen ist, wo sich ein dualer und ein primaler Vektor treffen und aus ihnen ein
Skalar entsteht. Alle anderen Grofien sind Skalare.
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Setzen wir jetzt einen Vektor u* = i, & u; € U” in den ersten Eingang ein, so ergibt sich als
Resultat der Vektor

n m

ZZaU(u JUH V) = ZZausﬂv, eV

i=1l j=1 i=1l j=1
=&

mit dem Koordinaten(zeilen)vektor )., & a;e € K;,. Hier wirkt der Tensor ¢ also als Element
von Homo(U*, V).

Setzen wir dagegen einen Vektor 0™ = 3.7, ; v; € V" in den zweiten Eingang ein, so erhalten

Wir
n m

ZZaUul(U UJ>‘ZZ“U’71“16U
J

i=1 j=1 i=1 j=1
=n;
mit dem Koordinaten(spalten)vektor Z;-"zl 1j ae; € K". Hier wirkt der Tensor ¢ jetzt als Element
von Homo(V*,U).

Wir kénnen auch beide Einginge gleichzeitig belegen und erhalten dann

ZZW ) (o o»—ZZaU;meK

i=1 j=1 i=1 j=1
=& =nj

Hier agiert der Tensor t als Bilinearform, also als ein Element von Bil(U, V; K) bzw. als Element

von Homo(U™* ® V*, K).

Diese flexible Verwendbarkeit eines Tensors in U ® V duflert sich mathematisch darin, dass es —
bei endlich-dimensionalen Vektorrdumen U und V — die folgenden kanonischen Isomorphismen
gibt:

Bemerkung 23.41 (Umgang mit Komponentenmatrizen).

(i) In der Sprache der Komponentenmatrizen bedeutet das Einsetzen eines Vektors, dass —
wie bei der Matrix-Vektor-Multiplikation — entlang der betreffenden Achse eine mit den
Eintragen des Koeffizientenvektors gewichtete Summe gebildet wird. Dabei verschwindet
die betreffende Achse, und aus der Komponentenmatrix wird ein Koordinatenvektor, vgl.
Abbildung 23.1.
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Eingang V* Koordinaten
5 g
a0 g !
g .- = -
g teU®V = A=y ()
£ g
= M
* < ain -0 Aim
)
w teti®V ﬁ
* N
: anl ... anm
n
Das Resultat Z &i aje € Ky, reprasentiert einen Vektor aus V.
i=1
v eV nekK™
an - Aim
teU®V
an1 *°° Anm
m
Das Resultat Z nja.; € K" reprasentiert einen Vektor aus U.
=
vt eV nekKm”
“ < an - Aim
)
w tetU®V ﬁ
%: N
an1 *°* Qnm

n

m
Das Resultat Z &injaij € K ist eine Zahl.
i=1 j=1

Abbildung 23.1.: Verschiedene Nutzungsmoglichkeiten eines Tensors t € U®V (linke Spalte) und
deren Realisierung mittels Komponentenmatrix A (rechte Spalte). In der zweiten
Zeile ,konsumiert“ der Tensor einen Vektor aus U* und liefert als Ergebnis einen
Vektor aus V. Hier agiert der Tensor also als ein Element von Homo(U", V).
In der dritten Zeile ,konsumiert® der Tensor einen Vektor aus V* und liefert
als Ergebnis einen Vektor aus U. Hier agiert der Tensor als ein Element von
Homo(V*,U). In der vierten Zeile ,konsumiert” der Tensor gleichzeitig einen
Vektor aus U* und einen Vektor aus V* und liefert als Ergebnis einen Skalar
aus K. Hier agiert der Tensor als eine Bilinearform auf U* X V* bzw. als Element
von Homo(U* ® V*, K).
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(ii) Die eingesetzten Koordinatenvektoren & bzw. n haben zwar die feste Dimension n bzw. m,
aber die Frage, ob sie als Zeilen- oder Spaltenvektoren anzusehen sind, ist vollkommen
unerheblich. Letztlich ist ja auch die Anordnung der Achsen des Tensors (erste Achse =
U-Achse: vertikal, zweite Achse = V-Achse: horizontal) willkiirlich gew#hlt. A

Ende der Woche 3

§ 24 MULTILINEARE ABBILDUNGEN UND DAS MEHRFACHE TENSORPRODUKT
VON VEKTORRAUMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 7.3-7.4; Hackbusch, 2019, Chapter 3

Bisher haben wir Tensorprodukte von zwei Vektorraumen betrachtet, mit deren Hilfe wir
bilineare Abbildungen als lineare Abbildungen darstellen konnten. Allgemeiner kénnen wir
auch multilineare Abbildungen und mehrfache Tensorprodukte zulassen. Da die Argumente
dieselben sind wie bei Tensorprodukten von zwei Vektorraumen, geben wir in diesem Abschnitt
alle Resultate ohne Beweise an.

Definition 24.1 (multilineare Abbildung, Multilinearform, vgl. Definition 23.1).
Es seien N € Ny und V;, ..., Vi sowie W Vektorraume tiber demselben Korper K.

(i) Eine Abbildung

N
m: ><Vk:Vl><---><VN—>W
k=1

heifit multilinear (englisch: multilinear map) oder genauer N-linear (englisch: N-linear
map), wenn fir jedes i € [1, N] und alle fest gewéhlten v; € V;, j € [LN] \ {i}, die
Abbildung

m(vy,...,0-1,",0i+1,...,0N): Vi D 0; > m(vy,...,0;_1,0;,0i41,...,0N) EW (24.1)

linear ist.

(ii) Die Menge aller multilinearen Abbildungen V; X - - - X Vy — W bezeichnen wir mit dem
Symbol Mult(V4, ..., VN; W).

(iii) Eine multilineare Abbildung in den Vektorraum W = K nennen wir eine Multilinear-
form (englisch: multilinear form) oder genauer N-Linearform (englisch: N-linear form)
auf Vi X -+ - X V.

(iv) Die Menge aller Multilinearformen Vi x- - -xVy — K bezeichnen wir mit Mult(V, . .., Vx; K)
oder kurz mit Mult(V;, ..., Vy). A

Bemerkung 24.2 (multilineare Abbildungen).

(i) Im Fall N = 0 ist das kartesische Produkt V] X - - - X Vy die Menge, die nur aus dem leeren
Tupel () besteht, vgl. Definitionen 4.8 und 6.42. Jede Abbildung {()} — W ist multilinear.
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(ii) Im Fall N = 1 sind die multilinearen Abbildungen V; — W gerade die linearen Abbildun-
gen, es gilt also Mult(V;; W) = Homo(V;, W).

(iii) Der Fall N = 2 entspricht den bilinearen Abbildungen V; X V, — W aus § 23, es gilt also
Mult(V3, Vo; W) = Bil(Vy, Vo3 W). A

Es gelten die Analoga von Satz 23.3 und Satz 23.4:

Satz 24.3 (multilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum, vgl. Satz 23.3).

Es seien N € Ny und Vj,...,Vy sowie W Vektorraume tiber demselben Korper. Dann ist
Mult(V;, ..., Vy; W) ein Unterraum des Vektorraumes WV XN = {f: V; x ... x Viy — W}
aller Abbildungen V; X --- X Vy — W.

Satz 24.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir multilineare Abbildungen, vgl. Satz 23.4).

Es seien N € Ny und V3. .., VN sowie W Vektorraume iber demselben Korper. Weiter seien
(ki )iger, Basen von Vi fir k =1,..., N. Auflerdem sei (Wi, ___in)(iy,...in) el x---xIy €ine Familie
von Vektoren in W. Dann gibt es genau eine N-ltilineare Abbildung m: V; X - -+ X Vy — W mit
der Eigenschaft m(vy;,,...,oN,iy) = Wi,,.iy furalle (i,...,in) € [ X -+ X IN.

In Erweiterung von Definition 23.6 konnen wir angeben:

Definition 24.5 (Tensorprodukt, Tensorproduktraum, universelle multilineare Abbildung, vgl.
Definition 23.6).

Es seien N € Ny und V, ..., VN Vektorraume iiber demselben Korper K. Weiter seien (X),Ij:1 Vi
ein weiterer K-Vektorraum' und ®: Xi\’: Vi — ®§<V=1 Vi eine N-lineare Abbildung.>®

(i) Das Paar ((X)kN:1 Vk, ®) heifit ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy, wenn die folgende
universelle Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir jede N-lineare Abbildung m: X;CV: . Vi — W in irgendeinen K-Vektorraum W gibt es
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f € Homo((@ilz1 Vi, W) mit der Eigenschaft
m=fo®,alsom(vy,...,on) = f(0,®---Quy) furallevg € Vi, k=1,...,N.

(ii) Dabei heif3t ®§j:1 Vi der Tensorproduktraum des Tensorprodukts ((gsz1 Vk, ®). Die

Elemente von ®kN:1 Vi heiflen Tensoren der Stufe (englisch: degree) oder Ordnung
(englisch: order) N oder auch N-achsige Tensoren (englisch: N-axis tensors) oder kurz
N-Tensoren (englisch: N-tensors).** Der Nullvektor in ®,Ij:1 Vi heifdt der Nulltensor.

YGenau wie U ® V ist auch ®kN:1 Vi nur ein Name fiir den im Tensorprodukt auftauchenden Vektorraum. Als
alternative Bezeichnung werden wir auch das Symbol V; ® - - - ® Vjy benutzen.

*OFur die Bilder dieser dufleren Verkniipfung von N Elementen schreiben wir v; ® --- ® vy an Stelle von
(v, ..., oN). Ausnahme: Im Fall N = 1 schreiben wir ®(v1) fiir v; € V3, und im Fall N = 0 schreiben wir ®(())
fir das einzige Element () von Xlkvzl Vi (vgl. Definitionen 4.8 und 6.42).

2!Manche Autoren verwenden auch den Begriff Rang anstelle von Stufe bzw.Ordnung. Das ist aber missverstind-
lich, siehe Definition 24.12.
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(iii) ®: XkN: Ve — (X)kN:1 Vi heiflt die universelle multilineare Abbildung des Tensorpro-
dukts (®§CV:1 Vi, ®). Tensoren der Formv; ® - - - @ uy mit vy € Vi firallek=1,...,N —
also die Bilder der universellen multilinearen Abbildung — heiflen Elementartensoren
oder einfache Tensoren. v; ® - - - ® vy heifit auch das Tensorprodukt der Vektoren
vy, . ..on oder kurz: ,u; Tensor - - - Tensor oy . A

In Analogie zu Satz 23.8 gilt, dass wir jede multilineare Abbildung durch die universelle multili-
neare Abbildung eines Tensorprodukts faktorisieren konnen. Die Eigenschaft der Multilinearitat
wird also ,abgetrennt®, und wir konnen multilineare Abbildungen mit linearen Abbildungen
auf dem Tensorproduktraum identifizieren:

Satz 24.6 (universelle Eigenschaft des Tensorprodukts (®§j:1 Vi, ®), vgl. Satz 23.8).

Es seien N € Ny und Vj, . .., Vy Vektorrdume tiber demselben Kérper K und (®g:1 Vi, ®) ein
Tensorprodukt von V;, ..., Vy. Auflerdem sei auch W ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) Zujeder N-linearen Abbildung m: ><lkV: , Vi — W existiert genau eine lineare Abbildung
f: ®,1€V:1 Vi — W mit der Eigenschaft m = f o ®, also m(vy,...,on) = f(01 ® - - - @ UN)
fur alle vx € Vi, k =1,..., N. Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

N
><sz1 Vi — ®k=1 Vi

xlf

w

(ii) Umgekehrt wird fiir jede lineare Abbildung f: ®;j:1 Vi — W durch die Komposition

mit der universellen N-linearen Abbildung ®: XkN: Ve — ®kN:1 Vi eine N-lineare
Abbildung fo®: X3, Vi 3 (0,...,0n) > f(01® - ® o) € W definiert.

(iii) Die Zuordnung
Mult(Vy,...,V\;W) o5 m— f e Homo(V; ® --- ® Vy, W)

ist ein kanonischer Isomorphismus von Vektorraumen.

Bemerkung 24.7 (Angabe linearer Abbildungen auf Tensorproduktraumen, vgl. Bemerkung 23.9).

Wie in Bemerkung 23.9 kénnen wir mit Hilfe von Satz 24.6 lineare Abbildungen f: ®kN=1 Vi —
W durch ihre Bilder auf den Elementartensoren v; ® - - - ® vy festlegen, sofern die zugehorige
Abbildungsvorschrift N-linear ist. A

Satz 24.8 (Eindeutigkeit des Tensorprodukts, vgl. Satz 23.11).
Es seien N € Ny und V4, ..., Vy Vektorraume iiber demselben Korper K.

—~N
(i) Sind ((X),Ij:1 Vi, ®) und (@), Vi, ®) zwei Tensorprodukte von V;, .. ., Vy, dann gibt es

. . N =N . ) ~
einen Isomorphismus I € Iso(X);_; Vi, X),_, Vi) mit der Eigenschaft ® = I o ®, also
I(0;® - Qun) =0, ® -~ @ oy fir alle vx € Vi, k =1,..., N. Mit anderen Worten, das
folgende Diagramm kommutiert:
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><sz1 Vk
N —~N
et Vi T et Vi

—~N
(ii) Ist (®g:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von V4, ..., Vy undist I € Iso((X)],:]:1 Vi, )1, Vi) ein

—~N —~N _
Isomorphismus mit einem weiteren K-Vektorraum (X), _, Vi, dann ist auch (), _, Vi, ®)

— —N
ein Tensorprodukt von V;,...,Vy mit ® =1 o0 ®: Xi\il Vi — ®k:1Vk.

Beispiel 24.9 (mehrfaches Tensorprodukt).
(i) Ein 0-faches Tensorprodukt (N = 0) von K-Vektorrdumen ist isomorph zum Koérper K,
d.h., es gilt ®2:1 Vi 2 K,und ®: {()} = Kmit®(()) = 1ist eine zugehorige universelle
0-lineare Abbildung.

Um diese Behauptung zu bestétigen, priifen wir die universelle Eigenschaft von (K, ®)
nach. Zunichst besteht das kartesische Produkt X2:1 Vi = {()} nur aus dem leeren Tupel
() (vgl. Bemerkung 24.2). Es sei nun m: {()} — W eine beliebige (automatisch 0-lineare)
Abbildung in irgendeinen K-Vektorraum W. Eine solche Abbildung m ist eindeutig durch
ihren einzigen Funktionswert m(()) bestimmt. Die universelle Eigenschaft von (K, ®)
verlangt die Existenz und Eindeutigkeit einer linearen Abbildung f: K — W, sodass
m = f o ® gilt, also m(()) = f(®(())) = f(1). Durch diese Beziehung ist f tatsachlich
eindeutig bestimmt.

(ii) Ein 1-faches Tensorprodukt (N = 1) eines K-Vektorraumes V ist isomorph zum Vektor-
raum V selbst, und ®: V. — V mit ®(v) = o fiir alle v € V ist eine zugehorige universelle
1-lineare Abbildung. (Quizfrage 24.1: Klar?)

(iii) Die 2-fachen Tensorprodukte V; ® V, von K-Vektorraumen V; und V, wurden in § 23
besprochen. A

Auch beim mehrfachen Tensorprodukt gilt, dass die Elementartensoren eines Tensorprodukt-
raumes den gesamten Vektorraum aufspannen:

Lemma 24.10 (die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem, vgl. Lemma 23.12).

Es seien N € Ny und Vj,. .., Vi Vektorrdume tiber demselben Kérper und ((X)g:l Vi, ®) ein
Tensorprodukt von V4, . .., V. Dann gilt: Die Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem
von ®],:]:1 Vi. Es gilt also

N
® Vi=(o® e UN)(Ul’---’UN)EXszl Vk>'
k=1

Folglich lasst sich jeder Tensor in ®§<\I:1 Vi als Linearkombination von Elementartensoren

schreiben. Fiir jedes t € (X) k=1 Vk existieren also n € Ny, Vektoren vgy,...,0r, € Vi sowie
o, ..., 0, € K mit
n
t = Z QU - Q UN,i- (24,2)
i=1

Die Koeflizienten ¢; kénnen o.B. d. A. alle als 1 gew&hlt werden.
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In Analogie zu Lemma 23.13 kénnen wir aus Basen der Vektorraume V3, ..., Vy eine Basis von
N
X s Vi zusammenstellen:

Lemma 24.11 (Basis und Dimension des Tensorproduktraumes ®kN:1 Vk, vgl. Lemma 23.13).

Esseien N € Nound V4. .., Vi Vektorrdume tiber demselben Kérper mit Basen By, = (vg;, )icer,
firk=1,..., N. Weiter sei (®kN:1 Vk, ®) ein Tensorprodukt von Vj, .. ., Vy. Dann gilt:

(i) Byg--ovy = (013 ® -+ ® UNix ) (ir,...in ) el x---xIy 1St €ine Basis von (X),_, Vi. Sie wird die
von By, ..., By, induzierte Basis oder die Tensorproduktbasis zu By, ..., By, von
®;<V=1 Vi genannt.

N 1 N .

(i) dim(@),_, Vi) = HkN:1 dim(Vj).
(Im Fall N = 0 ist das leere Produkt als 1 € N zu verstehen. Im Fall N > 1ist das Produkt

als 0 zu verstehen, sobald dim(Vi) = 0 fiir mindestens ein k € [[1, N] gilt. Ist das nicht
der Fall und ist eine der Dimensionen gleich co, dann ist das Produkt als co zu verstehen.)

Definition 24.12 (Rang eines Tensors, vgl. Definition 23.16).
Es seien N € Ny und Vj, ..., Viy Vektorrdume tiber demselben Kérper und (®£[:1 Vi, ®) ein

Tensorprodukt von V4, . .., V. Der Rang eines Tensors (englisch: rank of a tensor) t € (X)],:]:1 Vi
ist die minimale Anzahl von Summanden, mit denen eine Darstellung der Form (24.2) méoglich
ist. A

Bemerkung 24.13 (Rang eines Tensors).

(i) Im Fall N = 0 haben alle Tensoren in ®Z:l Vi = K bis auf den Nulltensor (die Null in K)
den Rang 1.

(ii) Im Fall N = 1 haben ebenfalls alle Tensoren in ®}<21 Vi = V; bis auf den Nulltensor (der
Nullvektor in V;) den Rang 1.

(iii) Im Fall N = 2 gibt es Tensoren ¢ € ®,2C:1 Vk = V1 ® V, mit Rang(¢) = r fur alle r € Nj
mit r < min{dim(V;), dim(V3)}, siehe Folgerung 23.39. Sind beide Dimensionen endlich,
dann kann der Rang tiber den Rang einer Komponentenmatrix von ¢ bestimmt werden
(Satz 23.38).

(iv) Im Fall N > 3 ist die Bestimmung des Ranges eines N-stufigen Tensors iiber vielen
Korpern K ein NP-schweres Problem und tiber endlichen Kérpern K ein NP-vollstandiges
Problem im Sinne der Komplexititstheorie, siehe Hastad, 1990.

(v) Selbst der maximal auftretende Rank eines N-stufigen Tensors in ®kN:1 Vi ist im Fall
N > 31i. A. nicht bekannt, nicht einmal dann, wenn alle V. dieselbe endliche Dimension
besitzen. Bekannt sind im Fall N = 3 zur Zeit (Anfang 2026):

dim(V}) = dim(V,) =dim(V3) =2 = max{Rang(t)|[t € V@V, ®V3} =3
dim(V}) = dim(V,) =dim(V3) =3 = max{Rang(t)|t € ViV, ® V3} =5.

Die Bestimmung weiterer scharfer Schranken fiir den maximalen Rang eines N-stufigen
Tensors (N > 3) ist ein aktives Forschungsgebiet. A
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Lemma 24.14 (Rang von Elementartensoren, vgl. Lemma 23.18).
Esseien N € Ngund Vj,. .., Vi Vektorraume mit Basen tiber demselben Kérper und (®§:le Vi, ®)
ein Tensorprodukt von Vj,. .., V. Dann gilt:

(i) Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.

(ii) Firog € Vi mitk=1,...,N gilt

01®---Quy =0 (Nulltensor) < mindestens ein v ist der Nullvektor. (24.3)

(iii) Jeder Elementartensor v; ® - - - ® vy, wobei alle vy € Vi fiir k = 1,..., N ungleich dem
Nullvektor sind, hat Rang 1.

Analog zu Definition 23.30 konnen wir das Tensorprodukt von N € N linearen Abbildungen

bilden:

Definition 24.15 (Tensorprodukt linearer Abbildungen, vgl. Definition 23.30).

Es seien N € Ny und Uy, ..., Uy sowie Vj,. .., V5 Vektorraume iiber demselben K6rper und
(®§CV:1 Uk, ®) ein Tensorprodukt von U, ..., Uy sowie (®,]:]:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von
Vi, ..., Vn. Dann heif3t die fiur ux € Ux, k =1,..., N durch

U1®"‘®UN—>V1®"‘®VN
fl'Z'“"Z'fNi{ (24.4)

W - @unt— fi(u) ®--- @ fy(un)

eindeutig bestimmte lineare Abbildung das Tensorprodukt der Abbildungen f;,..., fy. 4

Ahnlich wie in § 23.6 geht es nun um eine Standarddarstellung von N-achsigen Tensoren in
einem Tensorproduktraum der endlich-dimensionalen Vektorrdume Vj, .. ., Vy. Gilt dim(Vg) =
nr € No furk =1,..., N, dann ist nach Lemma 24.11 dim((gsz1 Vi) = H;CV:] ng. Zur Darstellung
von N-Tensoren bieten sich demnach N-achsige Verallgemeinerungen von Matrizen an, die
Hypermatrizen genannt werden.

Definition 24.16 (Hypermatrix, vgl. Definition 15.1).
Es seien K ein Korper, N € N, sowie ny,...,ny € Nj.

(i) Eine N-fach indizierte Familie in K mit der Indexmenge [[1, n;]] X - - - X [1, ny ]| heifit eine
Hypermatrix (englisch: hypermatrix) der Stufe (englisch: degree) oder Ordnung (eng-
lisch: order) N oder auch eine N-achsige Hypermatrix (englisch: N-axis hypermatrix)
der Dimension n; X - - - X ny iiber dem Koérper K.?> Wir schreiben eine Hypermatrix
in der Form

A= (ai1 ..... iN)(il,A..,iN)e[[l,nl]]x~~~><|[1,nN]]' (24-5)

(ii) Die Menge aller Hypermatrizen der Dimension n; X - - - X ny wird mit K™ "*"N bezeich-
net.”3

22Wir kénnen eine Hypermatrix also als eine Abbildung [1,n1]] X - -+ X [1,ny] — K auffassen.
*3Alternative Bezeichnungen sind K"™~"N oder Mp, . n,,(K).

https://tinyurl.com/scoop-la 353


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

(iii) Sind x; € K™, ..., xy € K™ Spaltenvektoren, so heif3t diejenige N-achsige Hyperma-
trix A der Dimension n; X - - - X ny, deren Eintrdge durch die Produkte

Qi,..in = X1i, *°° XN,in (24.6)
= _
i1-Koordinate von x; in-Koordinate von xpn
gegeben sind, das duflere Produkt (englisch: outer product) der Vektoren x;,. .., xn,

kurzzA=x R - Rxn.*

(iv) Der Rang? einer Hypermatrix A € K™* " *"~N jst die minimale Anzahl von Summanden,
mit denen eine Darstellung der Form

n
A= le(l) K- X xj(\;) (24.7)
i=1
mit Vektoren xlgi) eK* firk=1...,Nundi=1,...,nmoglich ist. A

Bemerkung 24.17 (zu Hypermatrizen).

(i) Die Hypermatrizen der Dimension ny X --- X ny tiber einem Korper K bilden einen
Vektorraum iiber K beziiglich der komponentenweisen Addition und S-Multiplikation.

(ii) Die Dimension dieses Vektorraumes K™ ist [T, ny.

(iii) Die Matrizen E;,_;,, mit i € [1,ng] fir k = 1,..., N bilden eine Basis von K™*" "N,
die die Standardbasis genannt wird. Dabei ist E;, __;,, die Hypermatrix, deren einziges
von Null verschiedenes Element an der Stelle (iy, ..., ix) den Wert 1 besitzt. Es gilt

E;

bewin = €ip B K€y

mit den Standardbasisvektoren e; € K™ firk =1,...,N.

(iv) Eine 0-achsige Hypermatrix ist eine Abbildung {()} — K, kann also als ein Skalar aus K
aufgefasst werden.

(v) Eine 1-achsige Hypermatrix kann als Spaltenvektor in K™ (oder als Zeilenvektor in Kp,,)
aufgefasst werden.

(vi) Eine 2-achsige Hypermatrix kann als Matrix in K™*" aufgefasst werden. Der Rang-
Begriff aus Definition 24.16 stimmt mit dem bekannten Rang-Begriff fiir Matrizen aus
Definition 15.14 iberein.

(vii) Allgemein kann eine N-achsige Hypermatrix als ein N-dimensionales Array von Ele-
menten des Korpers K verstanden werden. A

Wir kénnen nun die Tensoren in einem Tensorproduktraum endlich-dimensionaler Vektorraume
durch Hypermatrizen darstellen:

24Im Fall N = 2 ist das duflere Produkt der Vektoren x; und x; gerade die Matrix X, x;.

25Zur Unterscheidung von anderen Rangbegriffen wird dieser Rangbegriff auch als Tensor-Rang (englisch: tensor
rank) oder CP-Rang (englisch: canonical polyadic rank) der Hypermatrix bezeichnet. Wir werden jedoch in
dieser Lehrveranstaltung keine anderen Rangbegriffe fir Hypermatrizen bzw. Tensoren bendtigen.
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Satz 24.18 (Komponentenhypermatrix, Syntheseabbildung, Analyseabbildung, vgl. Satz 23.34).

Esseien N € Ngund V3, . .., Viy Vektorrdume iiber demselben Kérper mit dim(Vy) = ny € N fiir

k=1,...,N. Weiter seien die Familien By, = (vk, )i,er, furk =1,...,N Basenvon V;,..., Vy

und By,g...evy = (U1 ® <+ ® UN,in ) (iy....in ) elx---xIy die zugehorige Tensorproduktbasis von
N .

Xy Vi (Lemma 24.11). Dann gilt:

(i) Die Abbildung

n nN N

Dpyiy oyt KNS A b= Y Y iy (0048 Bonay) € () Vi (24.8)

=1 in=1 k=1

ist ein linearer Isomorphismus K™ *"N — ®Jk\r:1 Vi Diese erzeugt aus einer Kompo-
nentenhypermatrix (englisch: component hypermatrix) A € K™ "N die zugehorige
Linearkombination der Basistensoren vy, ® - - - ® un ;5. Wir bezeichnen die Abbildung
daher auch als die Syntheseabbildung bzgl. der Basis By,g...qvy -

Bvis...avy
(ii) Derzu @ inverse Isomorphismus ist die Abbildung
N
q)BT‘l’m---@VN : ® Vi 3t Ae KM, (24.9)
k=1

die jedem Tensor t € ®sz1 Vi seine eindeutige Komponentenhypermatrix A €

K™ XN hzgl. der Basis By,g...9vy zuordnet. Wir nennen daher @gé@ oy, Auch die
19O VN

Komponentenabbildung oder die Analyseabbildung bzgl. der Basis By,g...gv,,. Der

Eintrag a;, _;, € K heif8t die (i, ..., in)-te Komponente des Tensors ¢ € (X)f:r:1 Vi bzgl.

der Basis By,g...gVvy -

Beispiel 24.19 (Komponentenhypermatrizen fiir Tensoren verschiedener Stufe).

(i) 0-achsige Tensoren werden durch 0-achsige Hypermatrizen (Skalare) dargestellt.
(ii) 1-achsige Tensoren werden durch 1-achsige Hypermatrizen (Spaltenvektoren) dargestellt.

(iii) 2-achsige Tensoren werden durch 2-achsige Hypermatrizen (gewohnliche Matrizen)
dargestellt.

(iv) N-achsige Tensoren mit N > 3 werden durch N-achsige Hypermatrizen (N-dimensionale
Arrays) dargestellt. A

Auch fiir mehrfache Tensorprodukte kénnen wir die Gestalt des Dualraumes ((@,CN:1 Vi)* unter-
suchen und die zu einer Tensorproduktbasis duale Basis angeben:

Lemma 24.20 (Dualraum des Tensorprodukts und duale Basis, vgl. Lemma 23.37).

Es seien N € Ny und Vj,. .., Vy endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Korper,
(®£le Vk, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy sowie ((X);:f:1 V7, ®) ein Tensorprodukt der
Dualrdume V', . . ., Vy- Dann gilt:
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(i) Die Abbildung

N N
X v = (X vio
k=1 k=1

*

vf@...@uNHUT&...&()I*V:<UT’.>...<OTV’.>

(24.10a)

definiert einen kanonischen linearen Isomorphismus. Dabei ist 0] ®- - - Koy, € (®,]:[:1 Vi)*
gegeben durch die Bilder auf den Elementartensoren, nimlich durch?®

(iR Roy)(01® - Qoy) = (0], 01) -~ (U, UN) (24.10b)

fir allevy € Vo undk=1,...,N.

(ii) E§ seien By, = (Vksips - Ok ) firk =1, NBasen V.Ol’l Vi,...,Vyund Bj{,k = (U;:,l, ey U;;nk)
die zugehorigen dualen Basen von V7, .. ., Vy- Dann ist
* *
(01 B RON ;) (ienin) €[ L] X[ Lan ] (24.11)

die zu By,g.-ovy = (U014 ® *** ® UN,in ) (iy,....in ) e[ L ] x---x[1nn] duale Basis von (Vi ® - - ®
Vn)*.

Die Elemente der dualen Basis dienen wieder als ,Komponentenermittler” eines Tensors. Mit
den Bezeichnungen aus Satz 24.18 gilt

Aiy,...in = (Uiil X--- R U}k\[,iN)(t)~ (24.12)

Auch bei mehrfachen Tensorprodukten gilt wieder, dass der Rang eines Tensors mit dem Rang
seiner Komponentenhypermatrix ibereinstimmt:*”

Satz 24.21 (Rang eines Tensors ist Rang seiner Komponentenhypermatrizen, vgl. Satz 23.38).
Esseien N € Ngund Vj, . .., Viy Vektorrdume iiber demselben Kérper mit dim(Vy) = ny € N fiir
k=1,...,N sowie (@;le Vk, ®) ein Tensorprodukt von Vi, ..., V. Weiter seien die Familien
By, fur k = 1,...,N Basen von V;,...,Vy und By,s...gv, die induzierte Basis von ®kN:1 Vi.
Schlief3lich sei t € ®£le Vi ein Tensor und A € K™*"*"N seine Komponentenhypermatrix
bzgl. der Basis By.g...ovy, also A = @71 (t). Dann gilt:

BV1®'“®VN

Rang(t) = Rang(A).

Wir kénnten jetzt wie in § 23.7 das Transformationsverhalten beliebiger Tensoren in ®],:I:1 Vi
bei einem Wechsel der Basen By, fiir Vi fir k = 1,..., N untersuchen. Wir werden das aber
auf § 25 verschieben und dort nur den praktisch besonders relevanten Fall betrachten, dass

26Nach Definition 24.15 ist das Tensorprodukt o] ® o}, der linearen Abbildungen o] € V}* = Homo(V3,K) usw.

bis v}, € Vy; = Homo(Vy, K) eigentlich eine lineare Abbildung ®]IC\I:1 Vi = K ® --- ® K. Wir konnen aber
K ® --- ® K = K identifizieren. Dabei wird das Tensorprodukt a1 ® - - - ® an zur Multiplikation a1 - - - an in K.

?7Das andert aber nichts an der Tatsache, dass die Bestimmung des Ranges fiir N > 3 schwierig ist, siche Bemer-
kung 24.13.
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jeder Faktor Vi entweder derselbe Vektorraum V ist oder sein Dualraum V*. Vorher kdnnen wir

jedoch wie in § 23.8 noch untersuchen, wie flexibel Tensoren als lineare Abbildungen genutzt
werden kénnen.

Zur Einstimmung betrachten wir ein Tensorprodukt von drei Vektorrdumen U, V, W tiber
demselben Korper. Ein Tensor in U®V @ W besitzt drei Eingénge, die Vektoren aus den jeweiligen
Dualrdumen U*, V*, W* akzeptieren. Wird ein Eingang mit einem solchen Vektor belegt, so wird
der Vektor vom Tensor ,konsumiert®. Der entsprechende Faktor aus dem Tensorproduktraum
U ® V ® W wird dabei ,,verbraucht” und verschwindet. Dieser Prozess kann auch mit mehreren

Eingangen gleichzeitig geschehen. Das Ergebnis ist ein Tensor im Tensorproduktraum der nicht
belegten Eingénge.

Durch die Belegung bzw. Nicht-Belegung der drei Einginge gibt es acht verschiedene Mog-
lichkeiten, einen Tensor in U ® V ® W als lineare Abbildung zu nutzen. Wir sortieren diese
Moglichkeiten nach der Auswahl und Anzahl der belegten Eingénge:

Homo(K,UQ®V ® W)

Homo(U*,V @ W) Homo(V*,U ® W) Homo(W*,U ® V)
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
Homo(U* ® V*, W) Homo(U* ® W*,V) Homo(V* @ W*,U)

Homo(U* ® V* ® W*,K)

Wir geben nun einige Beispiele dafiir, wie der Isomorphismus jeweils aussieht, der die jeweilige
Interpretation bzw. Nutzung eines Tensors in U ® V ® W als lineare Abbildung realisiert.
Insbesondere geben wir an, wie wir die Bilder der jeweiligen linearen Abbildung mit Hilfe der
Komponentenhypermatrix bestimmen kénnen. Kurz gesagt wihlen wir diejenigen Achsen aus,
die als Fingénge (Definitionsraum) fungieren sollen, und kontrahieren (lateinisch: contrahere:
zusammenziehen) sie mit den Komponentenvektoren der einzusetzenden Elementartensoren.

Wir erinnern dazu an die Verwendung von Darstellungsmatrizen A linearer Abbildungen. Die
Matrix-Vektor-Multiplikation y = A x mit dem Koordinatenvektor x ergibt den Koordinatenvek-
tor y des Bildes. Durch die Matrix-Vektor-Multiplikation wird die 2-achsige Matrix A entlang der

zweiten Achse (den Spalten) mit den Koeffizienten des Koordinatenvektors x linearkombiniert,
also kontrahiert.

Beispiel 24.22 (Nutzung von Tensoren als lineare Abbildung, vgl. Abbildung 23.1).
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Es seien U, V, W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben Korper K mit Basen By,
By bzw. By und zugehorigen dualen Basen By, By« bzw. Byy+. Wir betrachten einen Tensor in
U ®V ® W und dessen (3-achsige) Komponentenhypermatrix A bzgl. der Tensorproduktbasis

Bugvew-

(0)

(if)

(iii)

(iv)

Wird kein Eingang belegt (oberste Zeile im obigen Diagramm), so kénnen wir den Tensor
dennoch als lineare Abbildung vom Korper K in den Tensorproduktraum U @ V ® W
auffassen (vgl. Bemerkung 20.5):

U®V®W — Homo(K,UQV ® W) V@ V@
U U

UUwr - (U®uw).
Fir a € K besitzt das Bild @ (z ® v ® w) die 3-achsige Komponentenhypermatrix o A.

Wird nur der erste Eingang belegt (zweite Zeile links), so agiert der Tensor als lineare
Abbildung von U nach V ® W:

U®V®W — Homo(U*,V ® W) 14 VQW
|y

Uvw > (-,u) (v ®w). U*

Enthalt & die Koordinaten eines Vektors u™ € U* bzgl. der Basis B+, dann besitzt das
Bild (u*,u) (v ® w) von u”* die 2-achsige Komponentenhypermatrix }; & Gjee-

Werden die ersten beiden Eingénge belegt (dritte Zeile links), so nimmt der Tensor die
Funktion als lineare Abbildung von U* ® V* in W ein:

U®V®W — Homo(U" ® V', W)

URVW i (-, u®v)w.

\

Der Ausdruck {-,u ® v) € Homo(U* ® V*, K) ist dabei durch die folgende bilineare Ab-
bildungsvorschrift auf Elementartensoren v* ® w* € V* ® W* eindeutig bestimmt:

(,u®uv) = [u*®0* — (U, u) <U*,v)].

Enthalten £ und 5 die Koordinaten von Vektoren u* € U* bzw. v™ € V* bzgl. der Basis By~
bzw. By+, dann besitzt das Bild (u*, u) (v*, v) w des Elementartensors u* ®v™ die 1-achsige
Komponentenhypermatrix 3; 3. ; & 7 @ije-

Werden schliefilich alle drei Fingénge belegt (untere Zeile), so agiert der Tensor als lineare
Abbildung von U* @ V* ® W* in K:

U®V®W — Homo(U' @ V'@ W' K) "

UV WP (-, u®v®Ww). /{]*U " K

Enthalten nun &, n und p die Koordinaten von Vektoren u* € U*, v* € V* bzw. w* € W*
bzgl. der Basis By-, By+ bzw. By~, dann besitzt das Bild (u", u) (v*,v) (w*, w) des Ele-
mentartensors u”*®v*®@w" die 0-achsige Komponentenhypermatrix >; 3. ; 2. & n;j pik aijk €
K. A
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Beachte: Alle in Beispiel 24.22 genannten Abbildungsvorschriften sind 3-linear, sodass sie
tatsachlich eindeutig lineare Abbildungen auf U ® V ® W festlegen.

Die in Beispiel 24.22 gezeigten Operationen bezeichnet man als das Einsetzen von Vekto-
ren in einen Tensor (englisch: inserting vectors into a tensor) oder auch als Kontraktion
(englisch: contraction) eines Tensors mit einem oder mehreren Vektoren. Auf Ebene der
Hypermatrix von Komponenten spricht man auch von der Tensor-Vektor-Multiplikation
(englisch: tensor-vector multiplication) oder genauer: Hypermatrix-Vektor-Multiplikation
(englisch: hypermatrix-vector multiplication).

Wir werden fiir das Einsetzen von Vektoren in Tensoren in Zukunft gelegentlich die Notation
t(-,---,-) verwenden. Beispielsweise ist fiir einen Elementartensort =u 0 Q@w e UV Q@ W
das Einsetzen von zwei Vektoren u* € U” und v* € V* in die ersten beiden Eingénge von t
erklart durch

t(u' 0% ) =W u) (v, 0)w,

siehe Beispiel 24.22. Diese Schreibweise vermeidet, dass wir fiir jede Verwendungsart eines
Tensors einen neuen Namen fiir die zugehérige lineare Abbildung einfithren miissen.

Die obigen Voriiberlegungen fiithren zu der folgenden allgemeinen Aussage:

Satz 24.23 (Tensoren ,sind” lineare Abbildungen, vgl. Satz 23.40).

Es seien N € Ny und Vj,. . ., Vy endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Korper K.
Weiter sei s € [0, N]] und 7 eine Permutation der Menge [[1, N || mit der Eigenschaft 7(1) <
o< m(s)und 7(s+1) < -+ < 7(N).?8. Dann gilt:

(i) Es besteht der folgende kanonische Isomorphismus, der durch seine Bilder auf den
Elementartensoren eindeutig bestimmt ist:*?

N N
® Vi — Homo(® Vi k) ® V;r(k))
k=1 k=1

ket (24.13)
V1@ ®ON > (,0r(1) ® - ®Un(s)) (Un(s41) ®+* ® V()

(ii) Esseien By, fiurk =1,...,N Basenvon V;, ..., Vy und B*Vk die zugehorigen dualen Basen

von V', ..., V. Weiter seien A die Komponentenhypermatrix eines Tensors ¢ € ®,Ij:1 Vi
bzgl. der Tensorproduktbasis By,g...gv, und &, (k) der Koordinatenvektor eines Vektors
aus V;( K bzgl. der Basis BV;(k fir k =1,...,s. Dann ist das Bild des Elementartensors
V) ®: - ®uv_  unter der linearen Abbildung auf der rechten Seite von (24.13) gegeben
durch die Komponentenhypermatrix3°

(Z - Z ExWainy " En()ins) ailgm;iN) _ _ . (24.14)
4 p (i (s41)sembr(N))
bz (1) Lz (s)
28Dje Indizes 7(1), ..., 7(s) bezeichnen die belegten Einginge (sortiert in aufsteigender Reihenfolge), wihrend
die iibrigen Indizes 7 (s + 1), ..., 7N die unbelegten Eingénge (in aufsteigender Reihenfolge) angeben. In Bei-

spiel 24.22 (iii) haben wir beispielweise 7 = id auf {1,2,3} und s = 2.

29Zur Erinnerung: Ein leeres Tensorprodukt kann als der Korper K aufgefasst werden (Beispiel 24.9).

3°Aus Griinden der Lesbarkeit geben wir hier die Laufbereiche der Indizes i, (i) fiir k = 1,...,s nicht an. Diese
ergeben sich aus den Dimensionen der Vektorrdume Vy ().
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Wir konnten uns jetzt auch noch fragen, wie die Darstellungsmatrix der einem Tensor zu-
geordneten linearen Abbildung X);_, v: " = ®ka:$ +1 V() aus (24.13) aussieht. Diese wird
(vgl. Satz 23.40) aus den Eintrdgen der Komponententypermatrix des Tensors bestehen, wobei
die Eingangsachsen (Spaltenindizes) in der Reihenfolge 7(1), ..., 7(s) abgezahlt werden und
die Ausgangsachsen (Zeilenindizes) in der Reihenfolge 7 (s + 1),..., 7(N). Allerdings ist es
praktischer und natiirlicher, die Darstellungsmatrix nicht zu verwenden und bei der Kompo-
nentenhypermatrix zu bleiben, die dieselben Informationen enthalt und keiner Abzdhlung
bedarf.

Insbesondere haben die Achsen einer Komponentenhypermatrix zwar eine bestimmte Reihen-
folge, aber keine bestimmte grafische Anordnung. Daher gibt es bei den Koordinatenvektoren,
die an den Eingéngen anliegen konnen, ebenfalls keine Anordnung; es gibt also kein Konzept
von Zeilen- und Spaltenvektoren.

AbschlieBfend geben zur Ubung noch einige lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen von
Matrizen in Form von Tensoren an.

Beispiel 24.24 (Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Vektorrdumen von Matrizen).

(i) Wir betrachten zunichst die identische Abbildung id: K™ — K™*™ mit n,m € N,. Wir
identifizieren K™*™ dabei mit K" ® K™ iiber den von den Standardbasen induzierten
Isomorphismus (siehe Beispiel 23.35). Wir sind also interessiert an der identischen Abbil-
dung id: K" ® K™ — K" ® K™. Diese konnen wir nach Satz 24.23 als einen Tensor in
(K™)* ® (K™)* @ K" ® K™ auffassen, von dem dann die ersten beiden Eingénge belegt
werden.

Wir betrachten die Komponentenhypermatrix A dieses Tensors bzgl. der Tensorpro-
duktbasis B(kn):g(km)*ekngkm, wobei in K" und K™ die Standardbasen verwendet wer-
den. Um die Eintrage a;;x, zu ermitteln, setzen wir die Elemente der dualen Basis als
,Komponentenermittler ein, siche (24.12). Mit anderen Worten: Wir setzen e; ® e; (was
der Standardbasismatrix E;; entspricht) in die identische Abbildung ein und ermitteln
die Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis 7; ® 7. Es gilt
(mx ® e, e; ® ej) = 1genau dann, wenn i = k und j = ¢ ist. Andernfalls ergibt sich der
Wert 0. Die gesuchte Komponentenhypermatrix hat also die Eintrage

aijke = Oik Oje
mit i,k € [1,n] und j, ¢ € [1, m]. (Quizfrage 24.2: Wieviele Eintréige sind also gleich 1?)

(i) Die Transpositionsabbildung K"*™ 3 X + X' — K™*" kénnen wir als einen Tensor in
(K™)*®(K™)*®K™®K" auffassen, von dem die ersten beiden Eingénge belegt werden. Mit
den gleichen Uberlegungen wie oben erhalten wir, dass die Komponentenhypermatrix A
dieses Tensors die Darstellung

aijke = Oie Ok
mit i, £ € [1, n] und j, k € [[1, m] besitzt.

(iii) Die Matrix-Matrix-Multiplikation K™ x K™<¢ 5 (X,Y) — XY € K" mit n,m, £ € N,
konnen wir als einen Tensor in (K")* ® (K™)* ® (K™)* ® (K%)* ® K" ® K’ auffas-
sen, von dem die ersten vier Eingénge belegt werden. Das Bild der Matrix-Matrix-
Multiplikationsabbildung der Basismatrizen E,;, und Eq4 ist die Matrix 8y Eq. Die ,,Ko-
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ordinatenermittler” 7, ® 7y liefern — angewendet auf e, ® e; — genau dann den Wert 1,
wenn e = a und f = d gilt. Daraus ergibt sich die Darstellung

Aabedef = Obe Sae 5df

der Komponentenhypermatrix des Matrix-Matrix-Multiplikationstensors mit a, e € [[1, n],

b,c € [[Lm] undd, f € [1,¢]. A

Ende der Vorlesung 8

§ 25 TENSOREN UBER EINEM VEKTORRAUM

In diesem Abschnitt betrachten wir eine fir die Praxis besonders relevante Klasse von Tensor-
produkten noch genauer. Bei diesen treten als Faktoren anstelle verschiedener Vektorraume
Vi, ..., VN nur ein einziger Vektorraum V und sein Dualraum V* auf.

Definition 25.1 (Tensoren iiber einem Vektorraum).
Es seien V ein Vektorraum tiber einem Kérper K und V* sein Dualraum. Fiir (r,s) € No X Nj

heif3t
TEOWV)=Ve - aVeV e oV (25.1)

r-mal s-mal

der Tensorproduktraum vom Typ (7, s) (englisch: tensor product space of type (r,s)) itber
dem Vektorraum V.3' Die Elemente dieses Tensorproduktraumes heiflen Tensoren vom Typ
(r,s) iiber dem Vektorraum V .32 A

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall beschranken, dass V endlich-dimensional ist. Es
gelte also dim(V) = dim(V*) = n € N,.
Wir fithren nun die fiir den Umgang mit solchen Tensoren tibliche Notation ein:33
« Die Vektoren einer Basis des ,primalen® Raumes V werden mit unteren Indizes numme-
riert. Wir bezeichnen diese typischerweise mit By = (vy,...,0,).
Die Koordinaten von Vektoren v € V bzgl. dieser Basis werden mit oberen Indizes notiert,
alsov = Y7 x'v;.
« Die Covektoren der zu By dualen Basis von V* werden mit oberen Indizes nummeriert.
Wir bezeichnen diese typischerweise mit By« = (¢v',...,0"). Es gilt also (v', v;) = &;;.

Die Koordinaten von Covektoren in V* bzgl. dieser Basis werden mit unteren Indizes
notiert, also 0™ = X', x; 0.

3'Die Notation fiir diese Tensorproduktraume ist in der Literatur leider nicht einheitlich. Manchmal ist die Bedeutung
von r und s gerade vertauscht.

3%Historisch spricht man auch von r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensoren, vgl. Bemerkung 20.19
und Satz 25.4.

33Wir kennzeichnen Vektoren aus dem primalen Raum V und dem dualen Raum V* hier wieder farbig.

https://tinyurl.com/scoop-la 361


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Jeder Tensor in 7"%) (V) ist eine Linearkombination der Elemente der Tensorproduktbasis
Byg...evev+...gv+ (Lemma 24.11)

0, @00, ®0'®---®vF mit1<iy,...,i, <nund1< j,...,Jjs < n (25.2)

Er kann also dargestellt werden in der Form

t—Z ZZ Dditu o6 800 60k (259

ir=1 ji= Js=1

siehe Satz 24.18. Die Hypermatrix der Komponenten besitzt r + s Achsen und damit n™**
Eintrdge. Im Einklang mit der oben eingefiithrten Konvention werden in der Hypermatrix der
Komponenten die ersten r Indizes (iy, . . ., iy ), die zu den primalen Faktoren gehoren, als obere
Indizes notiert, wihrend die letzten s Indizes (j, . . ., js), die zu den dualen Faktoren gehoren,
als untere Indizes geschrieben werden.

Es ist au3erdem tiblich, die Summenzeichen in (25.3) nicht zu notieren, sondern sich diese
implizit dazuzudenken. Das nennt sich die Einsteinsche Summenkonvention (englisch:
Einstein summation convention): ,Uber jeden Index, der in einem Ausdruck zweifach (und zwar
notwendigerweise einmal oben und einmal unten) auftritt, wird summiert.*3* Wir werden die
Einsteinsche Summenkonvention aber nicht verwenden.

Nach Satz 24.18 ist die Zuordnung

(V s) — — Ifyeensly nx---Xn
(V) S (DBV® QVEV*.. ®V*( ) ( Jis-- ,Js) €K
eines Tensors t zu seiner Komponentenhypermatrix A bzgl. der durch (vy,...,v,) und die

dazugehorige duale Basis festgelegten Tensorproduktbasis von 7% (V) ein Isomorphismus
von Vektorrdumen.

Bemerkung 25.2 (Tensoren und ihre Komponenten).

Oft begegnet man der Aussage, das Zahlenschema der Komponenten a;l]’s sei der eigentliche
Tensor t.3> Dieser Sichtweise schliefen wir uns hier nicht an. Jedoch kann man — wegen des
obigen Isomorphismus! — mit einem Tensor ,arbeiten® (z. B. den Typ und die Anzahl der Achsen
ablesen oder den Rang bestimmen, Vektoren und Covektoren in den Tensor einsetzen etc.),

indem man die entsprechenden Aktionen an der Komponentenhypermatrix ausfiihrt. A

Aus Satz 24.23 folgt, dass wir die Tensoren vom Typ (r,s) Giber einem endlich-dimensionalen
Vektorraum V durch Einsetzen einiger oder aller Argumente wie folgt verwenden kénnen:3¢

1

70y =K =~ Homo(K, K) (25.42)
T(O’l)(V) -V Homo(K, V*) = Homo(V,K) (25.4b)

IR

34Ein hiufigeres als zweifaches Auftreten eines Index ist nicht zulassig.

35Diese Aussage steht auf einer Stufe mit ,Der Koordinatenvektor eines Vektors ist der Vektor" oder ,Die Darstel-
lungsmatrix einer linearen Abbildung ist die Abbildung®.

3%Die hier angegebenen Isomorphismen sind diejenigen, die sich durch das Einsetzen von Argumenten in den
Tensor von hinten nach vorne ergeben.
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1R
IR

Ty = v Homo(K, V) Homo(V*,K) (25.4¢)
702 (V) =V* @ V* = Homo(K,V* ® V*) = Homo(V,V*) = Homo(V®V,K) (25.4d)
)
)

1R
IR
1R

1
10
10

T (V) =V ®V* = Homo(K,V®V*) = Homo(V,V) = Homo(V*®V,K) (254e
7OV =VveV Homo(K,V ® V) Homo(V*, V)

IR
Il
IR

Homo(V* ® V*,K) (25.4f

und so weiter. Dabei haben wir den Dualraum V** von V* mit V identifiziert (Satz 22.2), also
die endliche Dimension von V ausgenutzt. Insbesondere gilt also:

Tensoren vom Typ ... sind

(0,0) Skalare in K

(1,0) Vektoren in V

(0,1) Covektoren in V*

(1,1) Endomorphismen in Endo(V)
(0,2) Bilinearformen in Bil(V, V; K)

Anhand eines Tensors vom Typ (1, 2) illustrieren wir die verschiedenen Nutzungsformen und
deren Realisierung anhand der Komponentenhypermatrix im folgenden Beispiel.

Beispiel 25.3 (Nutzung von Tensoren iiber einem Vektorraum als lineare Abbildung, vgl.
Beispiel 24.22).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K mit der Basis By und V*
sein Dualraum mit der zu By dualen Basis By-. Wir betrachten einen Tensor in 72 (V) und
dessen 3-achsige Komponentenhypermatrix A bzgl. der Tensorproduktbasis Bygy+gy+. Die Vek-
toren vy, 05, 03 € V und v',0%, 0> € V* sind hier irgendwelche Vektoren (nicht notwendigerweise
aus der jeweiligen Basis).

(i) Wird kein Eingang belegt, so konnen wir den Tensor als lineare Abbildung vom Koérper K
in den Tensorproduktraum V ® V* ® V* auffassen (vgl. Bemerkung 20.5):

VeV ®@V" - Homo(K, V@V ®V")

1 ®0°®0° - - (v, ® v’ ®0%).

Fiir a € K besitzt das Bild « (v; ® v” ® v°) die 3-achsige Komponentenhypermatrix a A.

(ii) Wird nur der erste Eingang belegt, so agiert der Tensor als lineare Abbildung von V*

nach V'@ V*:
VeV ® V" — Homo(V', V' ® V") - V*
0, ®0*®0° - (-, 01) (v ®0%).
Sind (xy, ..., x,) die Koordinaten eines Vektors o' € V* bzgl. der Basis By+, dann besitzt

das Bild (¢v',0;) (v* ® v*) von v' die 2-achsige Komponentenhypermatrix }); x; dee.
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(iii) Wird dagegen nur der zweite Eingang belegt, so agiert der Tensor als lineare Abbildung
von Vnach V@ V*:

VeV ® V" — Homo(V,V®V")
0 ®0° ®0v° > (0?,) (v, ®0%).

Sind (y', ..., y") die Koordinaten eines Vektors v, € V bzgl. der Basis By, dann besitzt
das Bild (v*,0,) (v; ® v°) von v, die 2-achsige Komponentenhypermatrix ' ; y/ aoje.

(iv) Werden die letzten beiden Eingédnge belegt, so nimmt der Tensor die Funktion als lineare
Abbildung von V ® V in V ein:

VeV ® V" — Homo(V®V,V)

0 ®0°®0° - (X ®0°, ).

— V
Der Ausdruck (v” ® v*,-) € Homo(V ® V, V) ist dabei durch die folgende bilineare Ab-
bildungsvorschrift auf Elementartensoren v, ® v3 € V ® V eindeutig bestimmt:

(W &0’y = [Uz ® v > (0%, 05) (US,U3>]-

Sind (y',...,y") und (z',...,z") die Koordinaten von Vektoren v,,v; € V bzgl. der
Basis By, dann besitzt das Bild (v?,0,) (v*,v3) v; des Elementartensors v, ® 05 die 1-
achsige Komponentenhypermatrix 3} ; > v/ Z2* a, k- A

Wie angekiindigt untersuchen wir jetzt noch das Transformationsverhalten der Komponenten-
hypermatrix eines Tensors vom Typ (r, s) tiber einem endlich-dimensionalen Vektorraum V.

Satz 25.4 (Transformation der Komponentenhypermatrix eines Tensors vom Typ (7, s) beim
Wechsel der Basen, vgl. (23.23)).

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K. Weiter seien By und
By Basen von V und By+ und By- die dazu gehorigen dualen Basen. Schlief3lich sei T =

Tsy B, die Transformationsmatrix fiir den Wechsel von By zu By, siehe (19.11). Dann gilt fur
. . _ -1 1T -1 .
die Komponentenhypermatrizen A = <DBV®M®V®V*W®V*(t) und A = CI>ﬁ (t) eines

Ve @VeV*. @V’
Tensors t vom Typ (r, s) tiber V die folgende Transformationsvorschrift:

n n n n
i1yeely - - ki,...kyr
i = 3 S S S (T g (T Dk (T (T, a7 (259)
k=1 =

k=1 =1

kontravariante Achsen kovariante Achsen

Beweis. Essei T = 7;3‘/(_[;‘/ € K™ die Transformationsmatrix von EV zu By, es gilt also nach
(19.12)

m n
'sz = Z;(T)U (] bzw. 0; = Zl(T_l)ji E)\j.
i= Jj=
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Fiir die duale Basis gilt wegen (20.10)
o = Z(T—T),-j o' baw. o' = (T );i0) bzw. o = Z(TT),]
i=1 Jj=

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit betrachten wir hier nur den Fall r = s = 1. Der Tensor ¢
besitzt also die Darstellung

1 durch Einsetzen
- Z Z (Z(T e Uk) ® (Z::(TT)U 5") der Transformationsvorschriften

i=1 j=1

n n

= Z Z Z(T i (TN j a ; 0 @0 wegen der Bilinearitat des Tensorprodukts
i=1 j=1 =1
n n n n

(T ki (TT)e; aj-] 0 ®0" durch Umsortieren.

Il
—

Das zeigt, dass die transformierte Hypermatrix der Komponenten von ¢ bzgl der neuen Basen

BV und BV die Gestalt
n n
5]; = Z Z(T_l)ki (TT)e; a;
i=1 j=1

besitzt oder aber — nach Umbenennung der Indizes k <> iund £ < j —

= Zn: ZH:(T_l)ik (T")je af .

k=1 ¢=1

Die Verallgemeinerung auf beliebige r, s € Ny erfolgt durch entsprechend hiufige Anwendung
der obigen Transformationen. O

Bemerkung 25.5 (zur Sprechweise bei der Transformation von Komponenten eines Tensors).

Der Satz 25.4 macht eine Aussage dazu, wie sich die Hypermatrix der Komponenten eines
Tensors t € 7 *) (V) transformiert, wenn wir die Basis von V (und damit auch die dazu gehérige
duale Basis) von V* wechseln. Die weit verbreitete Sprechweise, Tensoren vom Typ (r,s)
Jtransformieren sich r-fach kontraviant und s-fach kovariant®, ist irrefithrend. Der Tensor ¢
selbst bleibt vom Wechsel der Basen unberiihrt, es 4ndert sich lediglich seine basisabhiangige
Darstellung! A

§ 26  SYMMETRISCHE, SCHIEFSYMMETRISCHE UND ALTERNIERENDE TENSOREN

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Tensoren vom Typ (r, 0) mit r € N tiber einem Vektor-
raum V. Dennoch werden auch weiterhin duale Groflen auftauchen, sodass wir auch hier primale
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und duale Vektorraume und Vektoren farblich unterscheiden wollen.3” Zur Vereinfachung der
Notation schreiben wir fiir diesen Raum auch einfach

,
ver =70 w) =XV
k=1

Wir interessieren uns dabei insbesondere fiir solche Tensoren, die gewisse Symmetrieeigen-
schaften erfiillen.

Wir werden uns wieder auf den Fall beschrianken, dass V endlich-dimensional ist. Weil dann
Tensoren in V®" kanonisch mit Multilinearformen V* x - - - x V* identifiziert werden kénnen
(Satz 24.23), sprechen wir gleichzeitig auch immer tber entsprechende Eigenschaften von
Multilinearformen.

Wir erinnern uns an die symmetrische Gruppe vom Grad r € Ny, bestehend aus den Permuta-
tionen auf [ 1, 7]}, also den bijektiven Abbildungen [[1,r]] — [1,r], siehe Definition 7.30.

Definition 26.1 (Permutation eines Tensors vom Typ (r, 0)).
Es seien V ein Vektorraum, r € Ny und o € S, eine Permutation auf [[1, 7]. Dann heift die durch

V®r N V®r
P,: (26.1)
11Q--- QU U5-1(1) ®--- ®Urr’1(r)

eindeutig definierte lineare Abbildung die durch ¢ induzierte Permutationsabbildung
(englisch: induced permutation map) auf V. A

I verwendet.

Beachte: In der Definition (26.1) wird die inverse Permutation ¢~
Lemma 26.2 (Permutationen eines Tensors vom Typ (r, 0)).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € N, iiber dem Koérper K
und r € Ny. Dann gilt:

(i) Fiir jedes o € S, definiert die Abbildung P, aus (26.1) einen Automorphismus von V®”.
(ii) Es gilt

P0'1 © PO'Q = P0'100'2 (26.2)

fur alle o1, 03 € S,
(Die Abbildung o — P, ist also ein Gruppenhomomorphismus von S, in die Automor-
phismengruppe von V®, sieche Definition 17.16.)

1ii) Ist By eine Basisvon V, t € ein Tensor un =o, t) seine Komponentenhy-
(iii) Ist By eine Basi V Ve ein T dA CDB‘l,-@.,.@V( ) seine K p hy
permatrix bzgl. der Tensorproduktbasis Byg...ev, dann gilt fiir jedes o € S,

Ao' ----- .o' r — -1
(al (@)oot ())(il ir)e[Ln]x---x[Ln] — CI)BV®.,.®V (Pd(t)) (26'3)

.....

ist die Komponentenhypermatrix von P, (t).
(Eine Permutation der Achsen eines Tensors entspricht also einer Permutation der Achsen
der Komponentenhypermatrix.)

37Wir verwenden auch weiterhin die Konventionen aus § 25, sodass typische primale Vektoren v; und typische
duale Vektoren v/ heiflen.
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(iv) Betrachten wir den Tensor ¢t € V® als Multilinearform in Mult(V*, ..., V*;K), dann gilt
fur jedes o € S,
Py(t)(0,...,0") = t(® Y, ..., 07")). (26.4)

Beweis. O

Definition 26.3 (symmetrische, schiefsymmetrische und alternierende Tensoren, vgl. Definiti-
on 15.30).
Es seien V ein Vektorraum und r € Nj.

(i) Ein Tensor ¢t € V® heif3t (total) symmetrisch (englisch: (totally) symmetric tensor),
wenn fiir jede Permutation o € S, gilt:

P,(t) =t. (26.5)
Die Menge aller symmetrischen Tensoren in V®" bezeichnen wir mit ngn

(i) EinTensor t € V®" heifit (total) schiefsymmetrisch (englisch: (totally) skew-symmetric
tensor), wenn fiir jede Permutation ¢ € S, gilt:

P,(t) = sgn(o)t. (26.6)
Die Menge aller schiefsymmetrischen Tensoren in V" bezeichnen wir mit V3’ .

(iii) Ein Tensor t € V®" heif3t (total) alternierend (englisch: (totally) alternating tensor),
wenn fiir alle v,...,0" € V* gilt:

o' =0/ fireini#j = t(,...,0")=0. (26.7)

Die Menge aller alternierenden Tensoren in V®" bezeichnen wir mit Va‘ﬁr. A

Beachte: Das Attribut total steht zur Unterscheidung von Tensoren mit partiellen Symmetrie-,
Schiefsymmetrie- oder alternierenden Eigenschaften, die wir nicht betrachten. Wir werden das
Attribut total daher in Zukunft weglassen.

Wir verwenden die Begriffe symmetrisch, schiefsymmetrisch und alternierend analog
auch fir Multilinearformen in Mult(V* X - - - X V*; K). Die Symmetrie von bedeutet gerade, dass
die Reihenfolge der eingesetzten r Argumente unerheblich ist. Die Schiefsymmetrie bedeutet
dagegen, dass jedes Mal das Vorzeichen wechselt, wenn zwei Argumente vertauscht werden. Die
alternierende Eigenschaft bedeutet schlief3lich, dass das Bild gleich 0 ist, sobald zwei Argumente
identisch sind. Die alternierende Eigenschaft hat wegen der Multilinearitat aber eine noch
weitreichendere Bedeutung, wie die folgende Charakterisierung zeigt:

Lemma 26.4 (Alternierende Tensoren erkennen lineare Abhangigkeit).
Es seien V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und r € Ny. Weiter sei t € V®". Dann sind
aquivalent:

(i) Der Tensor ¢ ist alternierend.

(ii) Fiir linear abhiingige Familien (v, ..., ") von Vektoren in V* gilt t(¢',...,0") = 0.

https://tinyurl.com/scoop-la 367


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Im Fall » = 0 ist nichts zu zeigen, denn es gibt keine linear
abhangigen Familien von r = 0 Vektoren (Bemerkung 12.3). Im Fall » = 1 ist ebenfalls nichts zu
zeigen, denn die lineare Abhingigkeit der Familie (v') bedeutet gerade v' = 0, und damit gilt
t(v}) = t(0) = 0.

Es sei also r > 2 und (v',...,0") linear abhingig, dann gibt es einen Index 1 < i < r und
Koeffizienten o € K, sodass
-
ol = Z a; o’
j=1

J#i

gilt (Lemma 12.5). Wir erhalten
-
t(',...,0") = t(vl, ) ..,U“l,Z(xJ- UJ,U’“,...,vr)
J=1
j#i

= Z a; t(vl, N L U A .,’(’)r) wegen der Multilinearitat

=0 wegen der alternierenden Eigenschaft.

Aussage (ii) = Aussage (i): Im Fall r = 0 und r = 1 ist nichts zu zeigen, denn dann ist jeder

Tensor alternierend. (Quizfrage 26.1: Klar?) Es sei also r > 2. Wir betrachten (v/,...,0"),
wobei zwei der Vektoren identisch sind. Dann ist (v/,...,0") linear abhiingig, also gilt nach
Voraussetzung t(v',...,0") = 0. Damit ist ¢ alternierend. m]

Lemma 26.5 (Zusammenhang zwischen schiefsymmetrischen und alternierenden Tensoren,
vgl. Lemma 15.32).

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Ny. Dann gilt:

(i) ImFallr =0und r = 1 gilt V), = Vi =V = V&
(Skalare und Vektoren gelten also sowohl als symmetrische als auch als schiefsymmetri-

sche und alternierende Tensoren.)

(”) V®r C V®r

alt = "skew’

(iii) Im Fall char(K) # 2 gilt sogar V3" = V2T .
(iv) Im Fall char(K) = 2 gilt V& = V&

sym skew"

(0) Vagms Vigr, und V" sind Unterrdume von V.

Beweis. Aussage (i): Die einzige Permutation in S ist die leere Permutation, und die einzige
Permutation in S ist die Identitat. Daher sind die Bedingungen (26.5) und (26.6) im Fall » = 0
und r = 1 fiir jede Permutation in S, und jeden Tensor in V" erfiillt. Auflerdem ist im Fall r = 0
und r = 1 jeder Tensor alternierend, da es nicht méglich ist, die Pramisse von (26.7) zu erfillen.
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Aussage (ii): Wegen Aussage (i) miissen wir nur den Fall r > 2 betrachten. Es seien 0, ...,0" €
V*und i, j € [1,r] miti < j. Wir setzen 0',...,0" in den Tensor t € Vﬁr ein; an die Positionen

i und j schreiben wir allerdings v’ + v/:

0=t ....0" +o/,..., 0" +0/,...,0") wegen der alternierenden Eigenschaft von ¢
=t(o),...,0% ..., 0, ..., 0")
+t(, .. 0, 000"
+l’(Ul,...,Uj,...,Ui,...,Ur)
+t(, . 00, 00" wegen der Multilinearitit
=t(0},...,0% ... 00, 0"
+1(0,. .., o, .0l 5 0") wegen der alternierenden Eigenschaft von t.

Das heifit aber, dass das Vertauschen der Eintrége an den Positionen i und j das Vorzeichen von

t(v',...,0") andert. Fiir jede Transposition 7 := 7(i, j) haben wir also
t(o, .. o) =t ..., 0. 00, 00
=—t(o',...,0/,...,0',...,0")

sgn(7) t(UT(U, ot T vf(r))
sgn(7) P.(t) (0, ...,0")
fiir alle o', ...,0" € V*. Das heif3t aber P,(t) = sgn(r) t fiir jede Transposition 7.

Da jede Permutation ¢ € S, als Produkt von Transpositionen geschrieben werden kann
(Satz 7.33), folgt daraus mit Lemma 26.2 aber auch, dass P,(t) = sgn(o)t fir alle ¢ € S,
gilt. (Quizfrage 26.2: Klar?) Jede alternierende Permutation ist also schiefsymmetrisch.

Aussage (iii): Es seien char(K) # 2und t € stgw. Auch hier miissen wir wegen Aussage (i) nur

den Fall r > 2 betrachten. Es seien 0, ...,0" € V*, und es gelte v’ =0/ fir ein i < j. Dann ist
t(ol, ... 0.0, 0"
= —t(vl, U A L o") wegen der Schiefsymmetrie von ¢
=—t(0,...,0,...,0/,...,0") wegenvi=vj.

Das heif3t aber 2¢(0',...,0") = 0, und wegen char(K) # 2 folgt t(v',...,0") = 0. Damit ist

Qr
te Valt .

Aussage (iv): Im Fall char(K) = 2 gilt —1 = 1, also ist (26.6) d4quivalent zu (26.5).
Aussage (v): Nach der definierenden Bedingung (26.5) ist
V3" = Kern(Py — idyer).

sym

Aus Lemma 17.8 folgt damit die Unterraumeigenschaft von Vf}?fn. Analog ist

VY =Kern(P, - sgn(o) idyer),

also ist auch Vs‘igw ein Unterraum von V®’.

Fir die Unterraumeigenschaft von Vﬁr verwenden wir das Unterraumkriterium. Da der Null-
tensor zu V" gehort, ist VI # 0. Sind t;,t; € V3" und a € K, so sind aber at; € V" und
h+t € Vair klar. m}
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Als néchstes untersuchen wir, wie die Symmetrieeigenschaften eines Tensors anhand einer
Komponentenhypermatrix erkannt werden kénnen.

Lemma 26.6 (Symmetrie, Schiefsymmetrie und alternierende Eigenschaft von Tensoren und
Komponenten).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € N tiber dem Korper K
und By eine Basis von V. Weiter sei r € Ny. Wir betrachten einen Tensor t € V® und seine
Komponentenhypermatrix A = ®7! ().

Byg...ev
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) tist symmetrisch, also t € V!

sym*

(ii) Aist symmetrisch, d.h., A erfullt
aia(l),...,ig(r) — ail,...,ir (268)
fiir alle iy, ..., i € [1, n] und alle Permutationen o € S,.
Weiter sind dquivalent:
(iii) t ist schiefsymmetrisch, also t € V?’ .
sKew
(iv) A ist schiefsymmetrisch, d.h., A erfillt

ale-lo(r) = (sgn o) "' (26.9)

fiir alle iy, .. ., i, € [1, n] und alle Permutationen o € S,.
Auflerdem sind dquivalent:
(v) tist alternierend, also t € V;ﬁr )
(vi) Aist alternierend, d.h., A erfiillt

avor = 0 fiir alle iy, . . ., i, € [1 ] mit ij =i fireinj#k (26.10)

und zusitzlich die Bedingungen aus (26.9).3°

Beachte: Die oben genannten Eigenschaften der Komponentenhypermatrix sind entweder fiir
alle Tensorproduktbasen oder fiir keine erfiillt. (Quizfrage 26.3: Woran liegt das?)

Beweis. Nach Lemma 26.2 gilt fiir die Komponentenhypermatrix eines Tensors t € V® beziiglich
der Tensorproduktbasis Byg...gv und jede Permutation o € S,:

(aid_l(l) ..... ic‘l(r

.....

Daher gilt

tever

sym

33Im Fall char(K) # 2 impliziert die Bedingung der Schiefsymmetrie (26.9) bereits (26.10), sodass die alternierende
Eigenschaft nicht stérker ist als die Schiefsymmetrie.
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o Py(t)=tfuralle o €S,
& <I>I_3‘1/®_”®V (P,(t)) = CDE‘I/&_'@V(t) fir alle o € S, denn (DI;\I/@»-@v ist bijektiv
& glowlon = gt figralle iy, ..., i, € [Ln] und o € S,  wegen Lemma 26.2.

Das zeigt die Aquivalenz der Aussage (i) und Aussage (ii). Ganz analog lsst sich die Aquivalenz
von Aussage (iii) und Aussage (iv) zeigen.

Aussage (v) = Aussage (vi): Wenn t € Vaﬁr ist, so ist t insbesondere schiefsymmetrisch, also
gilt (26.9). Um die Bedingung (26.10) zu sehen, setzen wir Vektoren 0™, ..., 0" aus der Basis By
in den Tensor ein, die dual zur Basis By ist. Dann gilt gerade

t(o", ..., 0") =avt,
wir isolieren also einen bestimmten Eintrag aus der Hypermatrix der Komponenten. Bei Wie-

derholung von Indizes ergibt sich nach Voraussetzung a’ = 0, also (26.10).

Aussage (vi) = Aussage (v): Wir zeigen zunédchst: Wenn wir in die Eingénge k < £ des Tensors ¢
beide Male denselben beliebigen Vektor v € V* einsetzen und ansonsten nur Basisvektoren, so
ergibt sich als Wert die Null. Wir stellen dazu v = 3, @; v’ als Linearkombination der dualen
Basisvektoren dar und erhalten

t(0", .. 0% o, 0 L0t o, 0t L of)
n n
:t(v“,...,v”‘*l, E a; o', ok ot E ajvj,v””,...,v”)
i=1 7=1
n n

= apaj (o, .. 0o otk ot o) ot o).

i=1 j=1

Wir teilen jetzt die Doppelsumme auf in die Félle i = j und i # j. Im letzteren Fall kénnen wir
die Summanden mit i < jund i > j jeweils paarweise zusammenfassen:

n

2,0 i ey 0 ip feoy 0 i

= E a; t(o", .. 0" L0l otk Lot ot ot o'
=1

n-1 n
+§ E [a,-ajt(v“,...,0"‘*1,0’,0”(”,...,0"*‘,0’,0”*‘,...,v”)

i=1 j=i+l
+oaja (o, 0o otk ot ot ot .,v”)]
n
_ Z 0‘12 JFRURSIN SEN A PSRN ZRSN K e

i=1
n-1 n

+ Z Z a a,j[ail,,..,ik,l,i,ikﬂ,...,i(_l,j,iﬁl,...,ir +ail,...,ik,l,j,ikﬂ,...,ip_l,i,im.l,...,ir]'
i=1 j=i+l

Die erste Summe ist gleich Null wegen (26.10). Die zweite Summe ist gleich Null wegen der
Schiefsymmetrie (26.9) von A. Das gilt auch im Fall char(K) = 2. (Quizfrage 26.4: Klar?) Wir
erhalten also insgesamt den Wert Null.

Die Multilinearitat von t zeigt, dass das auch dann noch richtig ist, wenn wir an den Stellen
ungleich k und ¢ nicht nur Basisvektoren, sondern beliebige Vektoren einsetzen. ]
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Beispiel 26.7 (symmetrische, schiefsymmetrische und alternierende Tensoren).

Wir betrachten in diesem Beispiel Tensoren in V®* (also mit r = 3 Achsen) iiber einem K-
Vektorraum V der Dimension n = 3 bzw. n = 4. Wir stellen jeden Tensor als Hypermatrix
K™mX1 (beziglich irgendeiner Tensorproduktbasis, die hier nichts zur Sache tut) dar und geben

diese in Scheiben (englisch: slices) in Form der Matrizen a

ee3

an.

Y Y4

a**“und a

ool
3

Da alternierende bzw. schiefsymmetrische Tensoren viele Nulleintrage aufweisen, schreiben
wir diese der besseren Lesbarkeit wegen als - und nicht als 0.

(0)

(if)

In diesem Beispiel ist K = Q und n = dim(V') = 3. Der durch die Komponenten

1 2 3 2 4 5 3 5 6
a**'=12 4 5|, a*?=|4 7 8|, a=|5 8 9
3 56 5 8 9 6 9 10

reprasentierte Tensor ist symmetrisch. Die Komponentenhypermatrix ist durch die zehn
markierten Eintrdge an den Positionen (1,1,1), (1,1, 2), (1,1,3), (1, 2,2), (1,2,3), (1,3, 3),
(2,2,2), (2,2,3), (2,3,3) und (3, 3, 3) eindeutig bestimmt, die unabhéngig voneinander
gewihlt werden konnen. Es gilt hier also offenbar dim(V23)) = 10.

sym
In diesem Beispiel ist wieder K = Q und n = dim(V') = 3. Der durch die Komponenten

-1 -1

reprasentierte Tensor ist schiefsymmetrisch und wegen Lemma 26.5 auch alternierend.
Er ist durch den einzigen markierten Eintrag an der Position (1, 2, 3) bereits eindeutig
bestimmt. Alle Positionen mit wiederholten Indizes sind Null.

Alle weiteren schiefsymmetrischen Tensoren in stgw sind Vielfache dieses Tensors! Es
gilt hier also offenbar dim(V$? ) = 1.

(iii) In diesem Beispiel ist K = Q und n = dim(V) = 4. Der durch die Komponenten
-1 -2]
)
ool _ 02 _
E P 31 4 T 4|
-2 -3 2 —4
1 -3 2 3
-1 —4 -2
ee3 _ eed
a*® = , a 3 _4
3 4
reprasentierte Tensor ist schiefsymmetrisch und wegen Lemma 26.5 auch alternierend.
Er ist durch die vier markierten Eintrége an den Positionen (1, 2, 3), (1,2,4), (1,3,4) und
(2,3,4) eindeutig bestimmt, die unabhéngig voneinander gewahlt werden koénnen. Es
gilt hier also offenbar dim(VS%gw) =4,
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(iv) Im abschliefenden Beispiel ist K = Z, und n = dim(V') = 4. Der durch die Komponenten

1 1]
o101
ool __ 0ol _
e | R 1 1]’
1 1 11 1
1 1 1 1
1 1 1
ee3 eed
a = , a =
1 1
1 1

gegebene Tensor ist alternierend und wegen Lemma 26.5 auch schiefsymmetrisch. Er ist
durch die vier Gruppen verschiedenfarbig markierter Eintrédge an den Positionen (1, 2, 3),
(1,2,4), (1,3,4) und (2, 3,4) eindeutig bestimmt.

In jeder dieser vier Gruppen kénnen wir die Eintrdge unabhéngig voneinander als 0 oder
1 wihlen und erhalten so alle 2* = 16 verschiedenen Tensoren in Vfg. Es gilt hier also
offenbar dim(V$?) = 4.

Indem wir beispielsweise a! von 0 auf 1 dndern, erhalten wir einen Tensor, der zwar
schiefsymmetrisch, aber nicht alternierend ist. Das ist nur im Fall char(K) = 2 moglich
(Lemma 26.5). A

Wir untersuchen jetzt die Dimensionen der Unterrdume Vf}?{n, V¥ und VS’ genauer.

Satz 26.8 (Dimension der Unterriume VS{H, Vs‘i’gw und Vﬁ’ , vgl. Lemma 15.32).

Es seien V ein Vektorraum tiber einem Korper K und dim(V) = n € N, sowie r € Nj.

(i) Es gilt:3°

(n+r—1)!
n+r-—1 fallsn > 1
dim(V®") = = rt(n-1)! 26.11a
( Sym) ( r ) {0 fallsn=0 ( )
|
dim(very = () = | oo fallsn > (26.11b)
alt r 0 fallsn < r.

(if) Insbesondere gilt dim(V$") = 1fir n = r und dim(V3") = 0 firn < r.
(iit) Im Fall char(K) # 2 gilt dim(V$" ) = dim(V3").
(iv) Im Fall char(K) = 2 gilt dim(V®" ) = dim(VE").

skew sym

Beweis. Aussage (i): Nach Satz 23.34 ist der Tensorproduktraum V®" isomorph zum Vektorraum
K™ X" der Hypermatrizen. Der Unterraum st,’{n ist dabei nach Lemma 26.6 isomorph zum
Unterraum der symmetrischen Hypermatrizen. Diese Hypermatrizen sind durch die Eintrage

an den Positionen

Lym = {(i....ir) € [Ln] [1< i1 < ip <+ < ip < n}

39In (26.11) ist ('rl) der Binomialkoeffizient (englisch: binomial coefficient) ,n iiber r. Zu beachten ist (':) =0 fur
r>n.
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eindeutig bestimmt; genauer: Es besteht eine Bijektion zwischen den symmetrischen Hyper-
matrizen und ihren Eintrigen mit Indizes in Iy, also gilt dim(VS%rrn) = #lym. (Quizfrage 26.5:
Wie bestimmen sich die anderen Eintrige?)

Zur Bestitigung der Kardinalitit #I;,,, = ("*" ") fiihren wir einen Induktionsbeweis nach der
Dimension dim(V) = n € No.ImFall n = 0 ist Iy, = 0, also ist #[gy, = 0 = (r;l). Beim Ubergang
von n € Ny nach n + 1 vergréfiert sich die Menge Iy, um die Tupel, die nach einem gewissen
Index k € [[1,r] alle den Wert n + 1 annehmen: ixy; = -+ = i, = n + 1. Die ersten k Indizes
konnen dabei beliebige monoton aufsteigende Werte aus [ 1, n]| annehmen.*° Die Anzahl der
Moglichkeiten dafiir betragt nach Induktionsvoraussetzung ("+,’§_1). Fir die Kardinalitét der
Menge Isy, mit n + 1 anstelle von n gilt also

Z’: n+k-1\ ((n+1)+r-1
[

k=0

Diese Gleichheit ist eine bekannte Identitit der Binomialkoeffizienten, siehe Hockey-Stick-
Identity. Das zeigt (26.11a).

Nun zur alternierenden Eigenschaft. Diese liegt nach Lemma 26.6 genau dann vor, wenn die
Komponentenhypermatrix alternierend ist. In diesem Fall ist diese bereits durch die Eintrége
mit den Indizes

Ialt = {(il,...,ir) E[[l,n]]r|1< i1<i2 <---<ir<n}

eindeutig bestimmt; genauer: Es besteht eine Bijektion zwischen den alternierenden Hyperma-
trizen und ihren Eintrdgen mit Indizes in Iy, also gilt dim(Vngw) = #L,y. (Quizfrage 26.6: Wie
bestimmen sich die anderen Eintrage?)

Die Behauptung #Ly = (1) ist leicht zu sehen, da () die Anzahl der Moglichkeiten angibt,
genau r verschiedene Indizes aus der Menge [[1, n] auszuwihlen, die dann aufsteigend sortiert
werden. O

Bemerkung 26.9 (Dimension der Unterraume Vgy,, Vo und V).

(i) Im Fall von Matrizen, die 2-achsige Tensoren aus V®? iiber endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen représentieren, konnten wir zeigen (Lemma 15.32), dass (zumindest im Fall
char(K) # 2)

Knxn — Kn><n @ Kan

sym skew

gilt, sodass jede n X n-Matrix eindeutig dargestellt werden kann als Summe ihres symme-
trischen und ihres schiefsymmetrischen Anteils. Das stimmt im Fall von V& mit r > 3
bereits fiir kleine Werte von n = dim(V') nicht mehr, wie die folgende Tabelle zeigt:

4°Der Wert k = r beschreibt den Fall, dass keiner der Indizes den neuen Wert n + 1 annimmt.
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r=2 r=3
n dim(V®?) dim(Vgs) dim(VEZ ) dim(V®®)  dim(Vea) dim(VE
0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 0
2 4 3 1 8 4 0
3 9 6 3 27 10 1
4 16 10 6 64 20 4

(ii) Aus Satz 26.8 folgt insbesondere, dass es in einem Vektorraum V mit dim(V) = n € Nj
bis auf Skalierung nur einen einzigen alternierenden Tensor in V3" gibt. Dasselbe gilt
natirlich auch fiir Tensoren Va"if’" iiber dem Dualraum V*. Das heifit nach Satz 24.23
aber gleichzeitig auch, dass es — bis auf Skalierung — nur eine einzige alternierende
Multilinearform V X - - - X V' — K gibt. Diese wird Gegenstand von § 27 sein. A

Wir zeigen jetzt abschliefend noch, wie wir einen beliebigen (7, 0)-Tensor symmetrisieren bzw.
sschiefsymmetrisieren® konnen.

Satz 26.10 (Symmetrisierung und Schiefsymmetrisierung von Tensoren).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0. Weiter sei r € Ny.

(i) Der Endomorphismus (genannt die Symmetrisierung, englisch: symmetrization)

1
Ve 5t Sym(t) = 3 Z P, (t) e V& C Ve (26.12)

sym =
' o€S,

bildet beliebige Tensoren in V®" auf symmetrische Tensoren in V2" ab. Fiir t € V" gilt

sym
Sym(t) = ¢ genau dann, wenn ¢ € V3, ist.

(ii) Der Endomorphismus (genannt die Schiefsymmetrisierung, englisch: skew-symmetri-
zation)

1
Ve 5 t 1 Skew(t) = = Z (sgno) Py(t) € VET C Ve (26.13)
r.

skew
o€S,

bildet beliebige Tensoren in V" auf schiefsymmetrische Tensoren in V3’ ab. Fiir t € V"

. _ ®r .
gilt Skew(t) =t genau dann, wenn t € V" ist.

Quizfrage 26.7: Was bedeutet % in einem beliebigen Korper, und warum fordern wir char(K) = 0?

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Quizfrage 26.8: Wie sehen die Komponenten eines symmetrisierten bzw. schiefsymmetrisierten
Tensors aus?

Expertenwissen: symmetrische Produkte

Wenn wir uns ausschlielich mit symmetrischen Multilinearformen auf X} _, V auf dem
K-Vektorraum V beschiftigen wollen, so konnten wir anstelle des Tensorprodukts V"
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auch einen darauf angepassten Vektorraum verwenden, der der symmetrische Pro-
duktraum (englisch: symmetric product space) von V genannt und oft als V°" notiert
wird. Dieser Vektorraum kommt mit einer universellen symmetrischen Abbildung
0: X}, V — V, sodass diese zusammen die Eigenschaft haben, dass jede symme-
trische multilineare Abbildung m: X} _, V — W in einen beliebigen K-Vektorraum W
eindeutig durch eine lineare Abbildung f: V" — W dargestellt werden kann, sodass
m = f o0 gilt, also m(vy,...,0,) = f(01©---Ou,) furallevy,...,v, € V.

Das symmetrische Produkt (V®”, ©) ist durch die genannte universelle Eigenschaft bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Eine Moglichkeit der Konstruktion ist als Faktorraum
V®" /S nach dem Unterraum S C V®", der von den Tensoren der Form ;®- - -®u, —Ug(1)®
-+ ® 04y fiir alle vy,...,0, € V und alle Permutationen o von [1r] aufgespannt wird;
das sind genau diejenigen Tensoren, die im Kern jeder linearen Abbildung f: VO — W
liegen, die zu einer symmetrischen multilinearen Abbildung m: X _, V — W gehort.
Das symmetrische Produkt © wird definiert als 7 o ® mit der kanonischen Surjektion
m: V® — V€ /S und der universellen multilinearen Abbildung ®: X|_, V — V& des
Tensorprodukts.

Eine andere Moglichkeit der Realisierung ist, den Unterraum Vg{n zu verwenden und

als universelle symmetrische Abbildung © = Sym o® zu wéhlen, alsov; © --- © v, =
Sym(v; ® - - - ® v).

Expertenwissen: aulere Produkte

Analog gibt es auch fiir alternierende Multilinearformen auf <;_, V einen angepass-
ten Vektorraum, der der duflere Produktraum (englisch: exterior product space), der
alternierende Produktraum (englisch: alternating product space) oder der Dach-
produktraum (englisch: wedge product space) von V genannt wird und oft als V"
notiert wird. Zu diesem Vektorraum gibt es eine universelle alternierende Abbildung
A: X5,V — V7, sodass diese zusammen die Eigenschaft haben, dass jede alternie-
rende multilineare Abbildung m: X} _, V — W in einen beliebigen K-Vektorraum W
eindeutig durch eine lineare Abbildung f: V" — W dargestellt werden kann, sodass
m = f o A gilt, also m(vy,...,0,) = f(oy A--- Avo,) furalleoy,...,0, € V.

Auch das alternierende Produkt (V*", A) ist durch die genannte universelle Eigenschaft
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Der duflere Produktraum kann als Faktorraum
V®" / A nach dem Unterraum A C V®" konstruiert werden, der von den Tensoren der
Bauart v; ® - - - ® v, mit v; = v; fiir i # j aufgespannt wird; das sind genau diejenigen
Tensoren, die im Kern jeder linearen Abbildung f: V" — W liegen, die zu einer
alternierenden multilinearen Abbildung m: X)_, V — W gehort. Das alternierende
Produkt A wird dann definiert als 70® mit der kanonischen Surjektion 7: V& — V®" /A
und der universellen multilinearen Abbildung ®: X}_, V — V®" des Tensorprodukts.

Solange char(K) # 2 gilt, konnen wir zur Realisierung alternativ auch den Unterraum
V:ﬁr verwenden und als universelle alternierende Abbildung A = Skew o® definieren,
alsouy A--- Av, ==Skew(0v; ® - - - Q vy).
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Ende der Vorlesung 9

Ende der Woche 4

§ 27 DETERMINANTEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 4; Bosch, 2014, Kapitel 4

In diesem Abschnitt ist V stets ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K
mit dim(V) = n € Nj. Die Determinante ist eine Maf3zahl fiir Endomorphismen f € Endo(V),
die gewisse Eigenschaften festhalt. Unser Vorgehen wird sein, zunéchst Determinantenformen
auf V zu definieren, eine bestimmte davon als die Determinante fiir Matrizen zu erklaren und
diesen Begriff dann mittels Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen zu tibertragen.

Definition 27.1 (Determinantenform auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit dim(V) = n € N,. Eine Multilinearform

A € Mult(V"; K),

die alternierend ist, heifit eine Determinantenform (englisch: determinant form) auf dem
Vektorraum V. Eine Determinantenform heiflt nicht-trivial (englisch: non-trivial), wenn sie
nicht die Nullform ist. A

Die folgende Bemerkung halt erste Eigenschaften von Determinantenformen fest, die sich
unmittelbar aus der Definition 27.1 ergeben.

Bemerkung 27.2 (zur Definition von Determinantenformen).

(i) Ist die Familie (vy,...,v,) von Vektoren in V linear abhéangig, so gilt A(vy,...,v,) =0
(Lemma 26.4).

(ii) Bei Skalierung eines der Argumente von A wird der Funktionswert entsprechend skaliert:
A(Ulr s 01, AV Vjggs v ey Ufl) = A(Ulﬁ <5 0i-1, 04,0415 - - -5 Un)-

Das folgt sofort aus der Multilinearitit von A.

(iii) Bei Addition des Vielfachen eines Arguments zu einem anderen Argument dndert sich
der Funktionswert nicht:

A(Ula <o 0i-1, 0 + ana Oitls -+ > Un) = A(Ul, <5 0i-1, 04, 04415 - - -5 Un)

fur i # j. Das folgt aus der Multilinearitat von A zusammen mit der alternierenden

Eigenschaft.
(iv) Beim Vertauschen von zwei Argumenten von A dndert sich das Vorzeichen des Funkti-
onswertes:
A(Ul, e 0i-1,05, 05415+« 5 01,055 Vg5 o 0y Un) = —A(Ul, .. -,Un)
fiir i # j. Das folgt aus der alternierenden Eigenschaft von A. A
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Als n-lineare Form auf V wird jede Determinantenform A wegen Mult(V"; K) = Homo(V®", K)
durch genau einen Tensor t € 7 (%™ (V) = V*®" reprisentiert. Da sie alternierend ist, gehort

dieser Tensor sogar zum Unterraum V;i?”.

Wegen dim(Va’i?”) = 1 (Satz 26.8) bilden die Determinantenformen einen eindimensionalen
Unterraum von Mult(V"; K). Das hat folgende Konsequenzen:

(1) Eine Determinantenform A wird bereits durch einen einzigen Funktionswert A(by, .. ., by,)
eindeutig festgelegt, wobei (by, ..., b,) eine beliebige Basis von V ist. (Fiir Nicht-Basen ist
A(by, ..., b,) wegen Lemma 26.4 gleich Null.)

(Quizfrage 27.1: Wieviele Funktionswerte miissten wir stattdessen angeben, um eine
allgemeine n-lineare Form auf V eindeutig festzulegen?)

(2) Fur zwei verschiedene Determinantenformen gilt, dass eine ein skalares Vielfaches der
anderen ist.

Das folgende Resultat klart die Gestalt von Determinantenformen und zeigt, wie man den
Funktionswert A(vy, ..., v,) fir beliebige Vektoren vy, ..., v, € V berechnen kann.

Satz 27.3 (Gestalt und Auswertung von Determinantenformen).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € N, tiber dem Korper K.
Weiter seien By = (by,...,b,) eine Basis von V und By- = (b}, ...,b},) die zugehorige duale
Basis. Dann gilt:

(i) Die Determinantenformen A auf V sind genau die Tensoren in V*®" der Gestalt*'

A=« Z (sgno) b;(l) ® - ® b:;(n) (27.1)
ceS,
=+1eK

mit @ € K. Die Zuordnung V®" 3 A = a € K ist ein Isomorphismus von (eindimensio-
nalen) Vektorrdumen.

(ii) Sind vy, ...,v, € V beliebig und haben diese Vektoren die Darstellung®* v; = 3.7, a;; b;,
dann gilt
A, o) = (D (5810) agya atma) Mby b)) (272)

o€S, Vv
Normierungswert o € K

Beweis. Aussage (i): Jeder Tensor der Gestalt (27.1) repréasentiert nach Satz 24.6 genau eine
multilineare Abbildung X}_, V — K.

Schritt 1: Wir zeigen: A ist alternierend.

Die Hypermatrix der Komponenten von A bzgl. der von By~ = (b7, ..., b},) induzier-
ten Tensorproduktbasis ist alternierend, denn die Hypermatrix zum Summanden
a (sgno) b;(l) Q-+ ® b;(n) weist nur einen einzigen Eintrag ungleich Null auf,

4Die Komponentenhypermatrix von A bzgl. der Tensorproduktbasis By ...y hat also nur Eintrage +« und Null
(an Positionen mit wiederholten Indizes), vgl. Beispiel 26.7.

4%In der j-ten Spalte von A stehen also die Koordinaten von vj bzgl. der Basis (by, ..., by). Falls die (vy,...,0p)
ebenfalls eine Basis bilden, so ist A die Transformationsmatrix A = 7(p, _p.)(o,,...0,) € K nxn_siehe Definiti-
on 19.15.
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namlich den an der Stelle (o(1),...,0(n)) mit dem Wert « (sgn o). Verschiedene
Summanden haben ihre Nicht-Nulleintrage an verschiedenen Positionen. Positionen
mit wiederholten Indizes kommen nicht vor und bleiben bei Null. Daraus ergibt
sich die alternierende Eigenschaft der Hypermatrix der Komponenten, und aus
Lemma 26.6 folgt, dass auch der Tensor A alternierend ist.

Schritt 2: Wir zeigen die Isomorphismuseigenschaft.
Wie in Schritt 1 gezeigt, erzeugt die rechte Seite von (27.1) fiir jedes a € K eine

Determinantenform A € V1*", und verschiedene a erzeugen verschiedene Determi-

nantenformen. Die Abbildung K 3 a — A € V;i?" ist also injektiv und offensichtlich

linear. Da dim(K) = dim(V;f’") = 1 gilt, ist sie auch surjektiv (Folgerung 18.9) und

damit ein Isomorphismus von Vektorraumen.
Damit ist Aussage (i) gezeigt.
Aussage (ii): Aufgrund der Multilinearitit der Determinantenform gilt

n n
A(Ul, ey Un) = A(Z a1 bil, ey Z ai,.n bin)

i1=1 inzl
n n n
= Z Z te E aj14i,2 " Qi,n A(bip biz, .. -,bin)-

=1 ip=1  ip=1

Da A als Determinantenform alternierend ist, gilt A(b;, b;,, ..., b;,) = 0, sobald zwei der Indi-
zes iibereinstimmen. Wir kénnen die Summation daher auf diejenigen Indextupel (iy, . . ., i)
beschrinken, deren Eintrige samtlich verschieden sind, also auf die Permutationen von [ 1, n]:

= Z A5(1),1 """ Ao(n),n A(ba(l), cees bo’(n))'

€S,
Da A als alternierende Multilinearform auch schiefsymmetrisch ist, folgt schliefilich
= ( Z (sgn O') ag(1),1° " ag(n)’n) A(bl, ey bn),
o€eS,

was zu beweisen war. m}

Beispiel 27.4 (Determinantenformen).

(i) Im Fall dim(V) = n = 0 ist jede Abbildung A: {()} > () = @ € K multilinear und
alternierend.

(ii) Im Fall dim(V) = n = 1 sind die multilinearen Abbildungen V' — K gerade die linea-
ren Abbildungen, also Mult(V;K) = Homo(V,K) = V*. Diese sind automatisch auch
alternierend. Jede Determinantenform A auf V hat die Gestalt

A(v) = a (b*,v)

mit irgendeinem (Basis-)Vektor b* € V* \ {0} und a € K.
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(iii) Im Fall dim(V) = n = 2 betrachten wir als Beispiel den Vektorraum V = K? iiber einem
Korper K mit der Standardbasis (e, ez). Dann hat jede Determinantenform A auf V' die
Gestalt

A=a(ef®e,—e,Qe)

mit einem Normierungswert @ € K. Fiir den Wert der Determinantenform auf beliebigen
Vektoren vy, v; € V mit der Darstellung

B oz]=[j; j;] e e,

also v = (Zn) und vy = (le), gilt dann nach (27.2)
21 22

A(vy,03) = a Z (sgno) As(1),146(2),2 = & (ay az; — az arz). A
O'ESZ
zuo=1id zuo=1(12)

Expertenwissen: Rang von Determinantentensoren

Die Darstellung (27.1) zeigt, dass Determinantentensoren maximal Rang n! haben. Tat-
sachlich kann aber zum Beispiel im Fall n = 3 der Determinantentensor bereits als
Summe von 5 einfachen Tensoren dargestellt werden:

A = (by +b3) ® (b +b3) ® (b +b3) — by ® by ® (by + b + b3)
— b3 ® (b +b;+b3) @b — (b + b5+ b3) ® b; ® by +b] ® b @ b3,

und die Anzahl 5 ist auch optimal. Bereits im Fall n = 4 ist der Rang von Determinanten-
tensoren nicht bekannt (Anfang 2026) und aktuelles Forschungsgebiet.

§ 27.1  DIE DETERMINANTE EINER MATRIX

Bei der Bestimmung des Funktionswertes einer Determinantenform A geméf (27.2), also

Aoy, ...,0,) = (Z (sgno) a1 ao(n),n) A(by, ..., by)

o€ES, NV
Normierungswert
det(A)
konnen wir zwei Einflisse unterscheiden: Der Normierungswert A(by, . . ., b,) unterscheidet

nur dariiber, welche Determinantenform aus dem eindimensionalen Vektorraum aller Determi-
nantenformen wir ausgewéhlt haben, also nur tiber die Skalierung. Der ,interessantere” Faktor
ist der erste, der von der Koeffizientenmatrix A der Argumente v; = 3,7, a;; b; abhéngt. Diese
Grofle heifit die Determinante der Matrix A € K™*":

Definition 27.5 (Determinante einer Matrix).
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Es seien K ein Korper und n € Ny. Die Determinante (englisch: determinant) einer Matrix
A € K™ ist definiert durch

det(A) = > (sgn o) ap(1*** g (mn- (27.3)
o€EeS,
Die Gleichung (27.3) heift die Leibniz-Formel (englisch: Leibniz formula). A

Bemerkung 27.6 (zur Determinante einer Matrix).

(0)

(if)

(i)

Wir konnen die Determinante einer Matrix als den Faktor verstehen, der zwischen dem
Normierungswert A(by, ..., b,) einer Determinantenform und ihrem Wert A(vy, ..., v,)
fir beliebige Argumente v;,...,v, € V steht mit v; = 3.7, a;; b;.

Wir konnen also die Aussage (27.2) auch formulieren als

Aoy, ...,v,) = det(A) A(by, ..., by).

Alternativ konnen wir die Determinante einer Matrix selbst auch als eine bestimmte De-
terminantenform (und zwar auf dem Vektorraum V = K") verstehen: Dazu identifizieren

wir ein Tupel (xj, ..., x,) von Vektoren in K" (also ein Element von K" X - - - X K™) mit
der Matrix X = [x1 xn] e Kmxn,
Fir diejenige Determinantenform A, die auf der Standardbasis (e, .. ., e,) von K" den

Normierungswert A(ey, ..., e,) = Lhat, gilt dann A(xy, . . ., x,) = det(X). (Quizfrage 27.2:
Klar?)

Manche Autoren schreiben statt det(A) auch |A|. Dieser Praxis folgen wir nicht. A

Beispiel 27.7 (Determinante einer Matrix).

(0)

(i)

(iii)

Im Fall n = 0 ist die Determinante der einzigen (leeren) n X n-Matrix det(A) = 1.
(Quizfrage 27.3: Wie folgt das aus (27.3)?)

Im Fall n = 1 gibt es nur die Permutation ¢ = id. Daher folgt fiir A = [a] aus (27.3) der
Zusammenhang det(A) = a. Die Determinante ist dann also gerade der einzige Eintrag
der Matrix.

Im Fall n = 2 gibt es zwei Permutationen, o = id und o = 7(1, 2). Daher folgt aus der
Leibniz-Formel (27.3):43

a a
det(A) =det [ " | = ay agy — ar az1.
daz d4zz

Grafisch konnen wir diese Regel wie folgt darstellen:
an_ ar
az1 4z

Das Produkt der Hauptdiagonalelemente geht also positiv in den Wert der Determinante
ein, wihrend das Produkt der Elemente der ,Gegendiagonale® negativ gewichtet wird.

an ap

43Das zweite Klammernpaar lassen wir bei Ausdriicken wie det ([ an an ]) hiufig weg und schreiben einfach

det(

an ap )
az az /-
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(iv) Im Fall n = 3 gibt es sechs Permutionen. Davon sind drei gerade Permutationen, ndmlich
o=id=({33),0=(;37) undo=(37]), und drei ungerade: 0 = (55 3),0= (3 13)
und o = ({3 3). Das Ausschreiben der Summe in (27.3) ergibt

ai dzp ass + dpzi1dsz di3 + as; a2 dzs
det(A):det az1 dzp d3 | =

— d431dzz di3 — dp1412d33 — dipdsz dzs.
asy dsz  As3

Grafisch kénnen wir diese sogenannte Regel von Sarrus (englisch: rule of Sarrus) wie
folgt darstellen:

an diz 413 dn ‘Cllz

az Az a4z;z a4 d

as; dsz a4sz ds  dsp
Dabei werden die ersten beiden Spalten der Matrix gedanklich nochmals rechts daneben
kopiert, d. h., beim Durchgehen der Diagonalen werden die Eintrdge in jeder Zeile zyklisch
fortgesetzt. Wieder werden die Produkte der Elemente der Haupt- und Nebendiagonalen

positiv gewertet, wahrend die Produkte der Elemente in Richtung der ,Gegendiagonale®
negativ gewichtet werden.

(v) Im Fall n = 4 gibt es bereits 24 Permutionen und keine einfache Merkregel mehr. A

Um die Determinante einer n X n-Matrix zu bestimmen, wird man im Normalfall nur firn < 3
gemaf} der Definition (27.3) vorgehen. Fir grofiere Matrizen betrachten wir in § 27.2 noch
effizientere Moglichkeiten.

Lemma 27.8 (Eigenschaften der Determinante von Matrizen).

Es seien K ein Korper und n € N,. Weiter seien A, B € K"*". Die Determinante det: K" — K
hat folgende Eigenschaften:

(i) det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den Spalten (day, - . ., den) Von A.
(ii) det(a A) = a" det(A) fur alle @ € K.
(iii) det(A B) = det(A) det(B).
(iv) det(]) =1

(v) det(A) # 0 & Aistregulir & Rang(A) = n & (Qey,- .-, dey) ist linear unabhingig.
(Die Determinante kann also als Test fiir die Invertierbarkeit einer Matrix verwendet
werden.)

(vi) det(A™!) =1/det(A), falls A invertierbar ist.
(vii) det(AT) = det(A).

Beachte: Die Aussagen (iii) und (iv) zeigen, dass die Determinante ein Monoidhomomorphis-
mus des Monoids (K™, -) in das Monoid (K, -) ist.
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Beweis. Aussage (i) folgt aus Bemerkung 27.6.
Aussage (ii) folgt sofort aus der Multilinearitdt der Determinante.
Aussage (iii): Wir schreiben die Matrix B spaltenweise als

n n
Dbiae o D bine,|,

i1:1 in:1

also als Linearkombination der Standardbasisvektoren von K”. Dann gilt nach Definition des
Matrix-Matrix-Produkts (vgl. Bemerkung 15.7)

n n .
denn die Spalten des rechten Faktors
Zbilleil Azbinneinl P

= erzeugen die Spalten des Produkts

wegen der Linearitét
des Matrix-Vektor-Produkts.

n
= Z bi1,1 (A ell Z bl,, n (A eln
i1:1

in=1

Dabher gilt fiir die Determinante

aufgrund der Multilinearitat

det(A B) = det (Z bi1(Aey) -+ Z bi,n(Ae;,)

i1=1 in=1
—Z Zb“l bi,ndet(Aey, --- Ae,).
in=1

Aus Lemma 26.4 folgt, dass die obige Determinante den Wert Null ergibt, sobald sich Indizes wie-

derholen. Wir konnen daher die Summation auf diejenigen Indextupel (iy, . .., i,) beschrinken,
deren Eintréage samtlich verschieden sind, also auf die Permutationen von [[1, n]:

= > boyibomndet (Aegny -+ Aeg(n)

oES,
wegen der alternierenden
- UEZS (5gn.0) bo(1-+-bo(mn det (A a Aen) Eigenschaft.
det(A)
det(B)

= det(A) det(B).

Aussage (iv): Die Eintrage der Einheitsmatrix I € K™*" sind 6;; fiir i, j = 1,. .., n. Also produziert

nur ¢ = id einen Nicht-Null-Beitrag in der Summe (27.3). Genauer:

det(I) = Z (sgn ) d5(1)1*** O (n),n = (sgnid) Sig(1y,1* "+ Sid(n)n = 1.

o€eS,

Aussagen (v) und (vi): Bei linearer Abhéngigkeit von (day, - - -, dep) ist det(A) = 0 nach Lem-
ma 26.4. Sind die Spalten von A dagegen linear unabhangig, dann ist A invertierbar, und nach
den Aussagen (iii) und (iv) gilt

1=det(I) = det(AA™Y) = det(A) det(A™),
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insbesondere ist det(A) # 0; vgl. auch Lemma 8.8. Wir haben also

det(A) #0
S (Qa, - - - ep) ist linear unabhingig wie gerade gezeigt
<  Rang(A) =n nach Satz 15.13
& Aist regular nach Satz 15.45.

Aussage (vii): Es gilt

det(A") = Z (sgno) aig(1) * ** Ano(n) nach der Leibniz-Formel (27.3)
o€eS,
= Z (sgno) ag-1(1)1 " dg-1(n),n durch Umsortieren der Faktoren

o€S,
1

Z (sgnz™!) Ar(1)1° " Az(n),n durch Ersetzen von 7 == 0~
TES,

Z (sgnt) as(y1- " Ar(n)n wegen sgn 7 = sgn7 ', siehe Folgerung 7.41

TES,

= det(A).

(Quizfrage 27.4: Warum durfte die Summation tiber ¢ € S,, durch die Summation iiber 7 € S,
ersetzt werden?) O

Ende der Vorlesung 10

§ 27.2 BERECHNUNG DER DETERMINANTE

Die Berechnung der Determinante nach der Leibniz-Formel (27.3) erfordert n! Produkte. Wir
geben daher in diesem Abschnitt Resultate an, die bei der effizienteren Berechnung der Deter-
minante helfen kénnen.

Lemma 27.9 (Determinante einer (Block-)Dreiecksmatrix).
Es seien K ein Korper und A € K™*" mit n € N,.

(i) Ist A € KI" oder A € K™, dann gilt

det(A) = ay - - ann. (27.4)
(ii) Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also A = ﬁ“ AO ] bzw. A = ’%“ ﬁlz ],
21 4122 22
dann gilt
det(A) = det(Ay;) det(Azs). (27.5)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O
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Aufgrund des vorherigen Lemmas ist es niitzlich, eine Matrix z.B. durch Zeilenumformungen
— also durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von links — auf Zeilenstufenform (also
insbesondere obere Dreiecksgestalt) zu bringen, um ihre Determinante zu berechnen. Aufgrund
von Lemma 27.8 multiplizieren sich dabei die Determinanten.

Lemma 27.10 (Determinante von Elementarmatrizen).

Es sei K ein Korper und n € Nj. Fiir die Determinanten der n X n-Elementarmatrizen aus § 15.3

gilt:

Typl  det(Di(a)) =« (27.6a)
TypIl  det(S;;(a)) =1 (27.6b)
TypIII  det(T;;) = -1 (27.6¢)

miti, j € [Ln],i# jund @ € K.

Bei der Berechnung einer Zeilenstufenform multiplizieren wir die betreffende Matrix A wieder-
holt von links mit Matrizen vom Typ II oder III. (Quizfrage 27.5: Wofiir braucht man nochmal
die Matrizen vom Typ I?) Bei jedem Zeilentausch (Typ III) &ndert sich dabei die Determinante um
den Faktor —1. Wir miissen uns also nur merken, ob wir eine gerade oder ungerade Anzahl von
Zeilentauschvorgangen durchgefithrt haben. Sobald bei der Umformung ein Diagonalelement
Null wird und damit ein Pivot-Element nicht auf der Diagonalen steht, konnen wir die Rechnung
beenden, weil die Determinante dann Null ist.

Beispiel 27.11 (Berechnung der Determinante durch elementare Zeilenumformungen).

. . . 002 . . R .
(i) Wir berechnen die Determinante von A = [ 130 ], die wir als Matrix tiber dem Korper Zs

auffassen, vgl. Beispiel 16.10. Wir bringen A dazu auf Zeilenstufenform:

C [0 0 2] <%3 0]
1 3 0] ~ |0 0 2| Tauschen der Zeilen1und 2
3 2 2 3 2 2
< 1 AV ]
ﬁk 30 %3 0 Erzeugen von Nullen
002 ~ [00 2 .
2\l3 2 o 0 3 2 unterhalb des Pivot-Elements
C 0 0 2 ~ |0 2| Tauschen der Zeilen 2 und 3
0 3 2 0 0 2
Vi 1 A ]
ﬁk 0 % 0 Erzeugen von Nullen
0 2 ~ 0 ]
00 2 0 0Xop unterhalb des Pivot-Elements

Die Determinante der letzten Matrix ist nach Lemma 27.9 das Produkt der Diagonalele-
mente, also 13 - 2 = 1in Zs. Da wir auf dem Weg dahin zweimal Zeilen getauscht haben,
gilt auch det(A) = 1.
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002
(if) Wir betrachten jetzt die modifizierte Matrix A = [ 13 g]:
C'o 0 2] <%3 0]
1 3 0f ~ [0 0 2| Tauschen der Zeilen1und 2
3 4 2 3 4 2
g ] <
ﬁk 30 %3 Erzeugen von Nullen
00 2] ~ [0 oN2p .
2 3 4 2 0 0 2] unterhalb des Pivot-Elements

An dieser Stelle konnen wir die Rechnung beenden, weil ein Pivot-Element nicht auf der

Diagonalen steht. Damit gilt Rang(A) < n = 3, also det(A) = 0 (Lemma 27.8).

Es folgen jetzt weitere Begriffe im Umfeld des Konzepts der Determinante.

Definition 27.12 (Streichungsmatrix, Minoren, Kofaktoren und Adjunkte).

Es seien K ein Korper und A € K™, n € N,. Weiter seien 1< i, j < n

A

(i) Die Streichungsmatrix von A bzgl. des Index (i, j) ist diejenige (n — 1) X (n — 1)-
Untermatrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht,

also ) )
a1 aij,j-1 ai,j+1 ai,n
ai-11 — Qi-1,j-1 4i-1,j+1 — Qi-1,n
(A)gizj=| - - e (27.7)
ai+1,1 Ai+1,j-1 Qi+, j+1 Ai+1,n
| 9n,1 an,j—1 an,j+1 Ann |

(ii) Die Unterdeterminante (englisch: subdeterminant) oder der Minor (englisch: minor)

von A bzgl. des Index (i, j) ist die Determinante der zugehorigen Streichungsmatrix,

also#4

aii aij-1 aij+1 ain

ai-11 ai-1,j-1 4i-1,j+1 Ai-1,n
Al;i = det((A)gj»;) =det| " J J ’ 27.8
ALy (( )#’#) ai+1,1 Ai+1,j-1 Qi+l j+1 Ai+l,n (27.8)

an1 Aan,j—1 an,j+1 An.n

(iii) Die Grofie

a;; = (1) [Aly; (27.9)

heifit der Kofaktor (englisch: cofactor) der Matrix A bzgl. des Index (i, j). Die Matrix
cof (A) = (aij)i<i j<n heilt die Kofaktormatrix (englisch: cofactor matrix) von A.

44Fiir Minoren gibt es in der Literatur keine einheitliche Notation.
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(iv) Die Adjunkte (englisch: adjugate matrix, adjunct matrix) von A oder die zu A komple-
mentire Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof (A)". (27.10)

(v) Im Fall n = 0 gibt es keine Streichungsmatrizen, also auch keine Minoren und keine
Kofaktoren. Die Kofaktormatrix und die Adjunkte sind dann wie A selbst die leere
Matrix. A

Fir die Kofaktoren a;; gibt es eine gleichwertige alternative Definition, bei der die Zeile i und
Spalte j (oder auch nur die Spalte j) ersetzt werden, statt sie zu streichen:

Lemma 27.13 (alternative Definition der Kofaktoren).

Es seien K ein Korper und A € K™, n € N,. Fur die Kofaktoren von A gilt

ag ——ayj-1 0 ayjy ——— adip
aji-11 —— Qi-1j-1 0 Gi—1js1 —— Gi—1n
ajj=det|] 0 ———0 1 0 ———— 0 [eiteZeile (27.112)
i1l — Qisj-1 0 ity jn Qisin
ap1 —— anj-1 0 An,j+1 — Qn,n
Tj-te Spalte
ai aij-1 0 ayjy1 ———— ain
ai-11 ai-1j-1 0 aj—1jn ai—1n
=det| a1 ——aij-1 1 aGjjy1 ——— Qip |—i-te Zeile (27.11b)
Ais11 Aiv1,j-1 0 Qiygjr Aisin
an1 an,j—-1 0 an,j+1 An.n
Tj-te Spalte
=det(det, ..., 0ej-1, €i, Aejists - - - don). (27.11¢)

Beweis. Durch i — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen (durch Multiplikation mit Element-
armatrizen vom Typ III von links) und j — 1 Vertauschungen benachbarter Spalten (durch
Multiplikation mit Elementarmatrizen vom Typ III von rechts) kann die Matrix in (27.11a) auf
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die Gestalt

1 0 0

0 ay ai,j-1 AQj41 — Ain
Ai-1,1 — 4i-1,j-1 Qi-1,j+1 — di-1,n
Ai+1,1 Ait1,j-1  Ait1,j+1 Ai+i,n

_0 Aap1 an,j-1 An,j+1 —— Qn,n |

gebracht werden, deren Determinante nach (27.5) gleich [A];; ist. Durch die Zeilen- und Spal-
tenvertauschungen kommt der Faktor (1) "D*U=1 = (—1)"*J hinzu. Also ist die Determinante
der Matrix in (27.11a) gleich (—1)"*! [A];;, was nach (27.9) die Definition des Kofaktors a;; bzgl.
des Index (i, j) ist.

Die Matrix in (27.11a) geht dadurch aus (27.11b) hervor, dass geeignete Vielfache der j-ten Spalte
zu den anderen Spalten addiert werden. Dadurch &ndert sich die Determinante nicht. ] Also gilt
die Gleichheit von (27.11b) und (27.11a).

Die Ubereinstimmung von (27.11¢) und (27.11b) ist klar. O
Beispiel 27.14 (Streichungsmatrix, Minoren, Kofaktoren und Adjunkte).
Die Matrix A = [} %] € Q¥ hat die Kofaktoren

an = (-1)"'[A]y =4  oder nach (27.11b) @y = det b2

(@]
o~

[
—_

S— T —  —
Il
|
w

o W
N O

a;, = (-1)?[A]}; = -3 oder nach (27.1b) @, = det (

s = (-1)?"'[A]s; = -2 oder nach (27.11b) @y = det 14

dy = (-1)***[A]s2 =1  oder nach (27.11b)  ay, = det (; 0) =1

Die Kofaktormatrix von A ist daher cof (A) = [ 4, 7|, und die Adjunkte von A ist adj(A) =

[ 472 A

Lemma 27.15 (Bedeutung der Adjunkten).
Es seien K ein Korper und A € K"*", n € Ny. Dann gilt

adj(A) A = A adj(A) = det(A) L. (27.12)

Beachte: Bis auf den Faktor det(A) ist die Adjunkte also die Inverse von A.
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Beweis. Wir betrachten den Eintrag (i, k) der Matrix B := adj(A) A. Es gilt

bie = ) adj(A)ij aji

Jj=1

nach Definition des

Matrix-Matrix-Produkts

n
= Z aji aj nach Definition der Adjunkte

= Z aji det(de1, . .., Goi—1, €j, deis1, - - -, Gon) Nach (27.11c)

& wegen der Multilinearitit
= det(aols oo Aei—15 Z Ajk €, Aejtls - - - » aon) .
= der Determinante
= det(auls vy Aej—1, Aeks Aejtls - - - » aon)'

Dieser Ausdruck ist gleich 0, wenn i # k ist, weil die Determinante alternierend ist und sich
dann einer der Vektoren wiederholt. Wenn jedoch i = k gilt, dann ist der Ausdruck gleich
det(A). Das bedeutet B = adj(A) A = det(A) I.

Die zweite Behauptung A adj(A) = det(A) I folgt, weil m adj(A) als Linksinverse von A
gleichzeitig notwendig auch Rechtsinverse von A ist, siehe Satz 15.47. O

Beispiel 27.16 (Inverse einer 2 X 2-Matrix).
Die Inverse einer invertierbaren 2 X 2-Matrix {iber einem Korper K

an a2
A=
az1 a2

ist nach Lemma 27.15 gegeben durch A™! = adj(A), also explizit durch

~ det (A)

Al 1 aypy —aiz| _ 1 azy —arp A
det(A) [—az an Ay Az — dz1 412 [—4d21  an

Neben der Transformation auf Zeilenstufenform (Beispiel 27.11) gibt es eine weitere Moglichkeit,
Determinanten zu berechnen. Diese bietet sich insbesondere dann an, wenn in einer Zeile oder
in einer Spalte der Matrix viele Nulleintrége stehen.

Satz 27.17 (Entwicklungssatz von Laplace®).
Es seien K ein Korper und A € K™, n € Nj. Dann gelten die folgenden Identititen:

det(A) = Z( )l+] dij det (A);&l #] Z( )l+] al] (27.132)

j=1

Diese wird auch mit dem Begriff ,Entwicklung nach der i-ten Zeile® (englisch: expansion by
the i-th row) bezeichnet. Weiter gilt

@M)Z(W%@wmw Z(W% " (27.13b)

i=1

4Senglisch: Laplace expansion theorem
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was als Entwicklung nach der j-ten Spalte (englisch: expansion by the j-th column) bezeich-
net wird.

Beachte: Der Entwicklungssatz ersetzt also die Berechnung der Determinante einer nxn-Matrix
durch die Berechnung der Determinanten von (n — 1) X (n — 1)-Untermatrizen.

Beweis. Wir zeigen (27.13b). Fiir festes 1 < j < n gilt

det(A) = det(aoly ) a.j—l’ a.j5 a.j+13 e ey a.n)

n

= Z a;j det(dey, ..., dej-1,€i, Gejs1, - - - den) Wegen der Multilinearitat
i=1
n

= Z a;j aij nach (27.11¢)
i=1
n

= Z(—l)”f aij [Alij nach Definition (27.9) des Kofaktors.
i=1

Damit ist (27.13b) gezeigt. Gleichung (27.13a) folgt analog. O

Beispiel 27.18 (Entwicklungssatz von Laplace).

Wir betrachten die Matrix A € Q33 mit

-2-2 3
A=|-1+1 1
—-4-0 1

Wir entwickeln wie oben bereits angedeutet die Determinante nach der zweiten Spalte (j = 2),
weil dort zumindest eine Null auftaucht:4®

det(A) = — agp det((A)s122) + a2z det((A)xz,22) — ass det((A)zs 22)

-1 1 -2 3 -2 3
—2det(_4 1)+1det(_4 1)—Odet(_1 1)
-2(-1+4)+1(-2+12)+0
-6 +10

=4. A

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Cramerschen Regel, die es erlaubt, einzelne Eintrage
des Losungsvektors eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen, was mit dem Gaufischen
Eliminationsverfahren aus § 16 nicht méglich ist.

46 Alternative: Entwicklung nach der dritten Zeile (i = 3)
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Satz 27.19 (Cramersche Regel?7).

Es seien K ein Korper und A € K", n € Ny. Weiter sei b € K". Ist A invertierbar, dann gilt fir
die Koordinaten der eindeutigen Losung x € K" des linearen Gleichungssystems Ax = b

= det(det, ..., Qei—1, b, Aeists - - - > Gon)
! det(A)

firi=1...,n. (27.14)

Beweis. Nach Voraussetzung ist A invertierbar, also det(A) # 0 (Lemma 27.8) und das Glei-
chungssystem Ax = b eindeutig l6sbar (Satz 16.3). Wir miissen nur nachweisen, dass die
behauptete Losung stimmt, dass also det(A) A x = det(A) b gilt mit dem Vektor x € K" und den
behaupteten Eintragen x;. Es gilt

det(A)Ax

nach Definition des
Matrix-Vektor-Produkts

= det(A) Z Qej X
i=1

n
= Z Qe det(dey, . .., Aei-1,D, Aeit1, - - -, Aen) nach Definition (27.14) von x;
i=1

n n
= Z Qei Z bjdet(aey, ..., Aei-1,€j, Aeit1, - - ., don) Wegen der Multilinearitat
i=1 =

i i P = nach Darstellung (27.11¢)
= > Qe i aji
— ! — I des Kofaktors
= ]_1
n n
= Z b; Z Qei Gji nach Umsortieren
=1 =
2 < nach Definition (27.10)
= b; > aei(adj(A));;
; ! ; ¢ (adi(4));; der Adjunkte

da nach (27.12)

= > bje; det(A
Z jej det(A) A adj(A) = det(A) I gilt

J=1

= det(A) b.

Beispiel 27.20 (Cramersche Regel).
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem A x = b mit
-2 2 3 1
A=|-1 1 1| und b=|2
-4 0 1 0

tiber dem Korper Q. Es gilt det(A) = 4, die Matrix A ist also regular, vgl. Beispiel 27.18.

47englisch: Cramer’s rule
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Wir bestimmen die Losung des Gleichungssystems mittels Cramerscher Regel:

1 1 2 3
X = det[2 1 1|=-(1-4)=—-
det(A) 0 0 1 4
1 AR 17
x2=th det| -1 2 1 =Z(—4—4+24+1)=Z
ety o 1
-2 2 1
! det|-1 1 2 ! (=16 +4) 3
X3 = — = —(— = —3.
det(A) 40 0 4
-3
Wir erhalten also die Lésung x = }1( R ) A

Die Cramersche Regel ist zur praktischen Losung linearer Gleichungssysteme (oder zur Be-
stimmung einzelner Koordinaten des Losungsvektors) nur fiir geringe Dimensionen geeignet
oder aber dann, wenn die Koeffizientenmatrix A in einer Zeile oder Spalte viele Nulleintrage
aufweist, sodass die benétigten Determinanten giinstig mit Hilfe des Laplaceschen Entwick-
lungssatzes 27.17 berechnet werden konnen. Abseits dieser Fille findet die Cramersche Regel
auch als Mittel in Beweisen weitere Anwendung.

§ 27.3 DIE DETERMINANTE EINES ENDOMORPHISMUS

Wir kommen zuriick zu der eingangs von § 27 angefithrten Motivation, die Determinante
als Maf3zahl fiir Endomorphismen f € Endo(V) auf endlich-dimensionalen Vektorraumen V
einzufithren.

Definition 27.21 (Determinante auf dem Raum Endo(V) der Endomorphismen).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit Basis By = (vy,...,0,), n € Ny. Die
Determinante eines Endomorphismus f € Endo(V) ist definiert als

det(f) = det(A) (27.15)
fiir die Darstellungsmatrix A = Mg, g, (f). A

Es stellt sich sofort die Frage, ob die Determinante eines Endomorphismus wohldefiniert ist,
also fiir jede Wahl der Basis By von V tibereinstimmt. Das ist aber der Fall: Ist By eine weitere
Basis von V, dann gilt mit der Transformationsmatrix T = 75 _ 5

A= Mz, 5, () =75, 5, Mg, p,(f) T3, 5, mnachSatz19.20
=TAT™! nach Lemma 19.16.
Aus Lemma 27.8 folgt jetzt
det(A) = det(TAT™Y) = det(T) det(A) det(T™") = det(A).

Daher ist tatsachlich unerheblich, welche Basis fiir die Darstellungsmatrix in der Definition
(27.15) der Determinante eines Endomorphismus verwendet wird.
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Lemma 27.22 (Eigenschaften der Determinante fiir Endomorphismen, vgl. Lemma 27.8).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € Ny und Basis B =
(v1,...,0,). Weiter seien f, g € Endo(V). Die Determinante det: Endo(V) — K hat folgende
Eigenschaften:

(i) det(f) ist eine alternierende Multilinearform auf den Vektoren (f(vy), ..., f(v,)).
(ii) det(a f) = a™ det(f) fiir alle @ € K.
(iii) det(f o g) = det(f) det(g).
(iv) det(idy) = 1.

(v) det(f) # 0 & fistinvertierbar & Rang(f) = n & (f(v1),..., f(v,)) ist linear unabh.
(Die Determinante kann also als Test fiir die Invertierbarkeit eines Endomorphismus
verwendet werden.)

(vi) det(f~!) =1/det(f), falls f invertierbar ist.
(vii) det(f*) = det(f) fur die zu f duale Abbildung f* € Endo(V™).

Beachte: Statt ,,f ist invertierbar® konnen wir auch ,f ist ein Automorphismus®, also ,,f €
Auto(V)“ schreiben.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

§ 27.4 ORIENTIERUNG EINES VEKTORRAUMES

Definition 27.23 (orientierungstreuer Automorphismus).

Es seien K ein geordneter Korper (Definition 10.19) und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum
tiber K. Ein Automorphismus f € Auto(V) heifit orientierungstreu oder orientierungser-
haltend (englisch: orientation preserving) im Fall det(f) > 0 und orientierungsumkehrend
(englisch: orientation reversing) im Fall det(f) < 0. A

Beispiel 27.24 (orientierungstreuer Automorphismus).

Wir betrachten die durch die Matrizen
1(3 -1 1(-1 3
A‘E(—l 3) und 3_5(3 —1)

induzierten Automorphismen auf dem Vektorraum R2. Es gilt det(A) = 2 > 0 und det(B) =
—2 < 0. Die Wirkung der orientierungstreuen Abbildung f4 und der orientierungsumkehrenden
Abbildung fp auf Punkte, die den Umriss des Buchstabens ,,F ergeben, zeigt folgende Abbildung:
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fa
fB

A
Definition 27.25 (gleich orientierte Basen).
Es seien K ein geordneter Kérper und V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K.
(i) ZweiBasen By = (vy,...,v,) und By = (31, ..., 0,) heiflen gleich orientiert (englisch:
equally oriented), wenn die Transformationsmatrix T = 7, _ 5 die Bedingung det(T) >
0 erfillt.
(ii) ZweiBasen By = (vy,...,0,) und By = (v1, . . .,0y) heiBen umgekehrt orientiert (eng-
lisch: differently oriented), wenn die Transformationsmatrix T = Tsy By die Bedingung
det(T) < 0 erfiillt. A

Lemma 27.26 (Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation).
Es seien K ein geordneter Koérper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Gleich-
orientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen von V.

Beweis. Jede Basis ist zu sich selbst gleich orientiert, da die Transformationsmatrix dann die
Einheitsmatrix ist und det(I) =1 > 0 gilt. Das ist die Reflexivitat der Gleichorientierung. Die
Symmetrie folgt, da mit T = 75 _, und det(T) > 0 auch T™' = 7, 5 die Bedingung

det(T™!) = det(T)~! > 0 erfiillt. SchlieBlich folgt die Transitivitit aus der Tatsache, dass die
Determinante des Produkts von Matrizen das Produkt der Determinanten ist. m]

Beachte: Es gibt (fiir n > 1) genau zwei Aquivalenzklassen, da fiir geordnete Korper char(K) = 0
und insbesondere char(K) # 2 gilt (Lemma 10.20). Auch im Fall n = 0 definiert man aus
Konsistenzgrinden typischerweise zwei Orientierungen.

Jede der beiden Aquivalenzklassen von Basen eines Vektorraumes V mit dim(V') € N {iber einem
geordneten Korper K wird als eine Orientierung (englisch: orientation) des Vektorraumes V
bezeichnet. Oft wird eine der beiden die positive Orientierung (englisch: positive orientation)
und die andere die negative Orientierung (englisch: negative orientation) des Vektorraumes
genannt. Die Festlegung, welche welche ist, ist allerdings willkiirlich, also nicht kanonisch.

Ende der Woche 5
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Kapitel 7 Die Algebra der Polynome

§ 28 POLYNOME UBER KOMMUTATIVEN RINGEN MIT EINS

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 6; Bosch, 2014, Kapitel 5; Fischer, Springborn, 2020,
Kapitel 2.3; Janich, 2008, Kapitel 9.4

Polynome sind uns intuitiv bekannt als Ausdriicke der Form
p=5+2t—4t

wobei ,t“ eine ,Variable® darstellt und die Koeffizienten 5, 2 und —4 aus einem Korper (hier z. B.
K = Q) stammen. In der linearen Algebra verwenden wir Polynome als eine Art ,Bauplan®, in
den wir geeignete Objekte an Stelle von t einsetzen konnen. Solche geeigneten Objekte sind zum
Beispiel quadratische Matrizen in K™*" iber dem Kérper K, denn fiir diese sind die benétigten
Potenzen, skalare Vielfache und Summen definiert, sodass der obige Ausdruck beim Einsetzen
der Matrix A € K™*" iibergeht in'

p(A) =5I1+2A—-4A% € K™,

Anstelle von Matrizen kénnen wir beispielsweise auch Endomorphismen f € Endo(V) eines
K-Vektorraumes V einsetzen, wobei der obige Ausdruck tibergeht in?

p(f) =5idy +2 f —4f° € Endo(V).
Die Polynome selbst (also die ,Bauplidne®) kann man aber auch addieren und miteinander
multiplizieren. Nehmen wir beispielsweise das weitere Polynom
qg=-3+4 £
hinzu, dann ist

p+tq=2+2t
p-qg=-15—6t+32t> +8t* —161°.

Wir klaren in diesem Abschnitt die formale Definition von Polynomen (iiber einem kommutati-
ven Ring R mit Einselement 1) und einige grundlegende Eigenschaften von Polynomen.

Da ein Polynom tber seine Koeffizienten definiert wird und Polynome immer nur endlich
viele Terme haben, kénnen wir sie als endlich getragene Folgen beschreiben. Das Polynom
p=5+2t— 41 entspricht dabei der Folge (5,2,0,—4,0,0,...). Wir verwenden das als unsere
Definition:

143 bedeutet hier das dreifache Matrixprodukt A - A - A.
23 bedeutet hier die dreifache Hintereinanderausfiihrung f o f o f.
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Definition 28.1 (Polynom, Polynomring).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

(i) Jedes Element von (R)o, — also jede endlich getragene Folge p = (otn)nen, mit Gliedern
an € R — heiflt ein Polynom? iiber R.

(ii) Auf (R'0)y, definieren wir eine Addition durch die gliederweise Addition. Sind also
p = (an)nen, und g = (PBn)nen, endlich getragene Folgen in R, so ist

P +q = (an+ Pn)nen,- (28.1)

(iii) Auf (R'0)y, definieren wir eine Multiplikation durch die Faltung?. Sind also p =
(etn)nen, und q = (Bn)nen, endlich getragene Folgen in R, so ist

n
p-q= (Yn)neNo mit Yn = Z g - ﬁn—k- (28-2)
k=0

(iv) Die algebraische Struktur ((R')gg, +, -) mit den Verkniipfungen (28.1) und (28.2) heifit
der Polynomring (englisch: polynomial ring) iiber dem Koeffizientenring® R. A

Die bei der Multiplikation (28.2) entstehende Folge (c,)nen, hat die Gestalt

Yo=050'ﬁ0
nn=ao-pi+a-fo
Ye=oag-Potor-Pri+az-Po usw.

Wir bestatigen zunichst, dass die Bezeichnung ,Polynomring” gerechtfertigt ist:

Lemma 28.2 (der Polynomring ist ein kommutativer Ring mit Eins).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.°

(i) Der Polynomring ((R")g0, +, -) ist ebenfalls ein kommutativer Ring mit Eins.
Das Nullelement ist das Nullpolynom? (0, 0,.. .).
Das additive Inverse eines Polynoms erhalten wir durch Negation aller Koeffizienten.
Das Einselement ist das Einspolynom® (1,0,0,...).
(ii) Die Abbildung
i: R3ay - (2,0,0,...) € (R")g0 (28.3)

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Sie heifit die Einbettung des Koeffizienten-
ringes in seinen Polynomring,.

Beweis. O

3englisch: polynomial, altgriechisch: moAuv: viel, altgriechisch: évopa: Name
4englisch: convolution, lateinisch: convolvere: zusammenrollen

Senglisch: coefficient ring, ring of coeflicients

SWir notieren sein Nullelement als 0 und sein Einselement als 1.

7englisch: zero polynomial

8englisch: constant one polynomial
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Bemerkung 28.3 (konstante Polynome).

(i) Die Bilder der Elemente von R unter der Einbettung (28.3) heiflen konstante Polynome
(englisch: constant polynomials). Durch die Einbettung (28.3) kénnen wir den Koeffizien-
tenring R mit dem Unterring der konstanten Polynome in (R")o, identifzieren. Wir miis-
sen also nicht mehr unterscheiden zwischen ay € R und i(ag) = (a0, 0,0, ...) € (R)g.
Insbesondere schreiben wir auch einfach 0 fiir das Nullpolynom und 1 fiir das Einspoly-
nom.

(ii) Mithilfe der Einbettung (28.3) kénnen wir die (d4uflere) Multiplikation eines Polynoms q =
(Bos-- -5 Pn,0,0,...) € (RN0)0 mit einem Ringelement ¢y € R als

ay-q=1i(a) - q=(a,0,0,...)- (Bo,---5Pn0,0,...)

:(ao‘ﬂo""iaO'ﬂn,0,0,...) (284)

definieren. Es werden also einfach alle Koeffizienten von g mit p multipliziert. A

Wir klaren nun, wie die tibliche Notation eines Polynoms, etwa p = 5+ 2t — 4 £3, mit der
formalen Definition 28.1 (nach der Polynome endlich getragene Folgen sind) zusammenpasst.
Dazu definieren wir einfach t als das Polynom

t:=1(0,1,0,0,...) € (R")q. (28.5)
Ein einfacher Induktionsbeweis unter Verwendung der Multiplikation (28.2) in (R'0),, zeigt
t" =(0,...,0,1,0,0,...) € (R)q,,

wobei der Eintrag 1 beim Folgenindex n steht und die Zéhlung mit Null beginnt. Auflerdem gilt
(wie in jedem Ring mit Eins) t° = (1,0,0, ...). Mit dieser Notation sehen wir leicht ein, dass in
(R™)gg

n
(ag,...,an,O,O,...):(xg-t0+(x1-t1+...+an-t":Zak~tk (28.6)
k=0

gilt. Die Potenz von t zeigt an, an welcher Position in der Folge der zugehorige Koeffizient
steht.

Die Summanden und Produkte in (28.6) konnen wegen der Kommutativitat der Addition und der
Multiplikation im Ring (R')qo auch vertauscht werden. AuBerdem kénnen natiirlich 0-Fache
von Potenzen von t weggelassen oder hinzugefiigt werden. Die Multiplikationszeichen werden
wir ab sofort in der Regel nicht mehr notieren. Es gilt also beispielsweise

569+ 2t -4 =24+ 288+ 0t + 105,
In einer alternativen (aber isomorphen) Sichtweise auf Polynome fassen wir das Symbol ¢ nicht
als das bestimmte Polynom (28.5) auf, sondern behalten es als ein abstraktes, unbestimmtes

Symbol bei. Fiir t ¢ R definieren dann wir R[t] vorlaufig als die Menge aller formalen Summen
der Gestalt

0t @ ot ® ... & a, ©t" mitn e Ny und Koeffizienten ay, ..., € R.  (28.7)
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Dabei sind @ und © nur Symbole in der Sprache der formalen Summen. Zwei formale Summen
werden miteinander identifiziert, wenn sie durch Umordnung der ,Summanden®, Hinzufiigen
oder Weglassen von Termen mit Koeffizienten 0 und/oder Vertauschen der ,Faktoren® inner-
halb eines ,Summanden® ineinander iibergehen.® Definieren wir auf R[¢] eine Verkniipfung +
durch

(otleqmot'e.. 0,0t +(fot’®...®pn0t™)
(ag+b0) Ot°® ... ® (am+bp) Ot" B a1 Ot" @ ... @ a,0t" fallsn>m
(ag+b0) Ot°®...® (an+b,)Ot" ® by Ot"™ @ .. . @b, 0t™ fallsn<m

(28.8)

und eine weitere Verkniipfung - durch

(mot'emot'®.. ®a,0t")-(frot’®...0 B, o t"
= (Yo Ot* D ... @ Ynsm O t™™) (28.92)

mit Koeffizienten'®
min{k,n}

Y = Z Qi Pr—; firk=0,...,n+m, (28.9b)

i=max{0,k—m}

dann kénnen wir nachrechnen, dass diese Verkniipfungen auf R[t] wohldefiniert sind und R[]
eine kommutative Ringstruktur (R[], +, -) verleihen, in der 1® t° das Einslement ist. Aufferdem
konnen wir uns davon iiberzeugen, dass die Verkniipfungen auch dann noch wohldefiniert sind,
wenn wir @ als + schreiben. Schlieflich kénnen wir bestatigen, dass wir durch die Identifikation
von & € R mit @ ® t° und von 1 ® t* mit ¢* fiir k € N, auch darauf verzichten kénnen, © und -
zu unterscheiden. Manchmal verzichtet man auch darauf, das Multiplikationssymbol iiberhaupt
noch zu notieren.

Wir konnen also unsere vorlaufige Definition verbessern:

Definition 28.4 (Polynomring in einer Variablen).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und ¢ ein Symbol, das nicht in R enthalten ist.
Wir definieren R[¢] als die Menge der formalen Summen der Gestalt

0

aot’ + at' + ... + a,t" mitn e Ny und Koeffizienten aq, ..., a; € R (28.10)

und Verkniipfungen + und - auf R[¢] wie in (28.8) und (28.9), wobei & durch + und ® durch -
ersetzt wird. Dann heifit (R[t], +, -) der Polynomring in der Variablen ¢ itber dem Koeffizi-
entenring R. A

Man kann zeigen, dass
(RM)o0 3 (tgs -+, 0, 0,0,...) > ag t° + ot + ...+ an t" € R[1] (28.11)

mit n € Ny ein Isomorphismus von Ringen mit Eins ist. Das Einselement von R[¢] ist 1°.

9Das definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller formalen Summen.
°Die Summationsgrenzen sind gerade so gewéhlt, dass nur die Koeffizienten «y, . . ., anund fo, . .., fm vorkommen.
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Bemerkung 28.5 (Polynome).

(i) Die Definition 28.1 von (R'0)y, ist eine ,neutrale“ Formulierung des Polynomringes,
wiahrend R[t] aus Definition 28.4 eine isomorphe Darstellung unter Verwendung der
Variable t ist. Die Bezeichnung der Variable t ist dabei willkiirlich gew&hlt. Typische
Namen fiir die Variable sind neben f auch x oder X.

(ii) Wir schreiben Polynome in der Variablen ¢ ab jetzt hiufig in der Form
do+art+...+a,t" statt agt’ +ot+ .. +a, " (28.12)

Wir lassen also den Faktor t° weg und ersetzen t! durch t. Ist ein Koeffizient o; = 0, so
lassen wir auflerdem hiufig den entsprechenden Summanden in der Darstellung (28.12)
einfach weg.

Ist ein Koeffizient a; = 1, so schreiben wir statt o; tJ auch einfach #J.
Insbesondere ist 0 = 0t° das Nullpolynom und 1 = 1¢° = ¢° das Einspolynom.

(iii) Zwei Polynome in R[] sind gleich, wenn ihre Koeffizienten aller Potenzen von t gleich
sind.
(iv) Ein Polynom der Form (ag, a1, 0,0,...) € (RY0)go bzw. der Form a + a; t € R[t] mit
oy # 0 heifit ein lineares Polynom (englisch: linear polynomial).
(v) Ist R ein Nullring, dann ist R[t] ebenfalls ein Nullring. Das ist der einzige Fall, in dem

der Polynomring R[t] isomorph zum Koeffizientenring R ist, also kein echter Oberring
von R. A

Wir geben einige Beispiele fiir Polynome iiber verschiedenen kommutativen Ringen mit Eins
an.

Beispiel 28.6 (Polynome).

(i)
pP=5+2x—4x €Z[x]

ist ein Polynom iiber dem Ring (7Z, +, -) in der Variablen x.
(if)
1 3,
=——-7t+-t"€ t
p=s-7t+>reql
ist ein Polynom tiber dem Korper (Q, +, -) in der Variablen t.

(ii)
2 V2
p—g—?s+s ER[S]

ist ein Polynom tiber dem Korper (R, +, -) in der Variablen s.
(iv)
p=[21X+[3]X*+[1]1X° € (Z/4Z)[X]

ist ein Polynom tiber dem Restklassenring (Z /4 Z, +, -) in der Variablen X. Wir schreiben
hier der besseren Lesbarkeit wegen die Addition als ,+“ anstatt wie bisher als ,+".
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(v) EsseiX ={1,2,3} eine Menge.
p=04a{1,273}sa{1,3}s* € P(X)[s]
ist ein Polynom tiber dem Potenzmengenring (#(X), A, N) in der Variablen s.

(Quizfrage 28.1: Wie wiirden wir dieses Polynom notieren, wenn wir das Symbol fiir
die Multiplikation nicht unterdriicken?) A

Wir geben jetzt einige Beispiele fiir die Addition und Multiplikation von Polynomen an.

Beispiel 28.7 (Addition und Multiplikation von Polynomen).
(i) Fur die Polynome

1 3,
= —T7t+=t t
p=5-Tt+>1 cQll]
1
q:1—t—5t3€Q[t]
in der Variablen ¢ iiber dem Korper (Q, +, ) gilt
+ (1 7t+3t) (1 t 1t3)
ptq= 1 2

(%+1)+(—7—1)t+(2+0)t2+(0—%)t3

3 3 1
S -8t+—tr— =1
2 4 2

——7t+—t 1—-t——13

3 Ji-1-37)

(% 1) +((- 7)1+;( 1))t+(zl+(—7)(—1))t2

+ (Z (-1)+ % (—%)) £+ ((—7) (—%)) t* + (Z (—%)) £

1 15 31 7 3
t+ =t -+t -2
2 2 4 2 8

=
S
I

-t

Die Koeflizienten des Produkts p - g ergeben sich auch aus der folgenden Tabelle, in der
die paarweisen Produkte der Koeffizienten von p und q eingetragen sind:

1 3
17 39

1 3
1] 1 -7 3 0

1 3
-1|-1 7 -3 o0
ol o 0o 0 o

1 1 7 3
“2]-1 2z “§ 0

Die Summation dieser Produkte entlang der Diagonalen ergibt wiederum die Koeffizienten

1 15 3 31
s cg=——=7=——, 02:0+7+—:Z,

1
co=—
07 2 2
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1 3 7 7 3
3=——-40->-40=-1, c=-+0+0==, c5=--+0=—--,
4 4 2 2 8

wie nach der Faltungsformel (28.2) zu erwarten war.

(ii) Fur die Polynome

p=2]X+[-3]X*+[1]1X*=[2] X +X* + X° € (Z/4Z)[X]
qg=[71+[-1]X =[3]+[3]X €(Z/42)[X]

in der Variablen X tiber dem Restklassenring (Z/47Z, +, -) gilt

p+q=([2] X +X*+X°) +([3] + [3]1 X)
=[3] + ([21+[3]) X + X* + X°
+ X + X2+ X

(iii) Es sei X = {1, 2,3} eine Menge. Fiir die Polynome

p=1{1,23}sA{1,3}s* € P(X)[s]
q={2} s A {1,2}s° € P(X)[s]

in der Variablen s tiber dem Potenzmengenring (P (X), A, N) gilt

pag=({L2,3}sa{L3}s*) + ({2}s* a {12}5)
=(0a0) A ({L23}20)s & ({L3}a{2})s* & (0a{L2})s
={1,2,3}s A {1,2,3}s* A {1,2}s°

png=({123}sa{13}s%) n({2}s* & {1,2}5%)
= ({123} n{2})s® &o ({L3}n{2}a{L23}n{12})s* &o ({L3}n{L2})s
={2}s® A {1,2}s* A {1}5°.

Um die ,Multiplikation® auszufithren, haben wir dieses Mal das Zeichen N fur diese
Operation explizit ausgeschrieben. A

Wir fiithren jetzt einige weitere Begriffe fiir Polynome ein.

Definition 28.8 (Grad eines Polynoms, fithrender Koeffizient, monisches Polynom, Monom).

Es sei p ein Polynom iiber dem kommutativen Ring R mit Eins mit der Koeffizientenfolge
(0(0, als .. -yan, 0, 0, .. .).
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(i) Der Grad (englisch: degree) des Polynoms p ist definiert als

—00, im Fall p = 0 (Nullpolynom)
(28.13)
max{j € No |a; # 0} sonst.

deg(p) = {

Beachte: Ein konstantes Polynom hat also Grad 0 oder —co.
(ii) Wir bezeichnen die Menge der Polynome tiber R vom Hochstgrad n € Ny in der Variablen ¢
mit R, [¢].

(iii) Wenn p # 0 (also nicht das Nullpolynom) ist, dann heift £(p) = ageg(p) € R \ {0} auch
der fithrende Koeffizient (englisch: leading coefficient) oder der Leitkoeffizient von p.
Das Nullpolynom p = 0 erkennen wir an der Definition £(0) = 0.

(iv) Das Polynom der Form (0, ...,0,1,0,0,...) € (R)yo bzw. der Form t" € R[t] mit n € N,
heif}t das Monom (englisch: monomial) vom Grad n € Ny,

(v) Ist der fithrende Koeffizient £(p) = 1, dann heifit das Polynom p # 0 normiert oder
monisch (englisch: monic). A

Quizfrage 28.2: Was kann man tiber das Produkt zweier monischer Polynome sagen?

Beispiel 28.9 (Grad eines Polynoms, fithrender Koeffizient, monisches Polynom, Monom).
(i) Das Polynom p = % -7t+ % t* € Q[t] tiber dem Korper (Q, +, -) besitzt deg(p) = 2. Das
Polynom p ist nicht monisch, da ¢(p) = 3 # 1 € Qist.
(ii) Das Polynom p = > € Q[¢] iiber dem Kérper (Q, +, ) ist das Monom vom Grad 5 im
Polynomring Q[¢].

(iii) Das Polynom p = [2] X + X? + X® € (Z/47Z)[X] iiber dem Restklassenring (Z /4 Z, +, -)
besitzt deg(p) = 3. Das Polynom p ist monisch, da £(p) = [1] € Z/4Z ist. Es ist aber
kein Monom.

(iv) EsseiX = {1,2,3} eine Menge. Das Polynom p = {1,2,3} sA{1,3} s* € P(X)[s] iiber dem
Potenzmengenring (P (X), A, N) besitzt deg(p) = 2. Das Polynom p ist nicht monisch,
da £(p) = {1,3} # X ist. A

Fiir den Grad eines Polynoms gelten folgende Regeln.

Lemma 28.10 (Grad eines Polynoms).
Es seien p, g Polynome iiber dem kommutativen Ring R mit Eins. Dann gilt:

(i) deg(p +q) < max{deg(p), deg(q)}.

(ii) deg(cp) = deg(p) fur alle c € R\ {0}, insbesondere deg(—p) = deg(p).
(iti) deg(p - q) < deg(p) + deg(q).
(iv) Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Fir n € Nj ist dabei max{n, (—o0)} = max{(—c0),n} = n zu lesen sowie max{(—o0), (—o0)} =
—oound n + (—o0) = (—0) + n = (—0) + (—0) = —oo0.

402 https://tinyurl.com/scoop-1la 2026-05-18


https://tinyurl.com/scoop-la

@O Lineare Algebra

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand der Ubung. O

Folgerung 28.11 (der Polynomring als Integritatsring).
Ist R ein Integritatsring, dann ist auch der Polynomring iiber R ein Integritatsring.

Beweis. Nach Definition 9.7 ist R ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Einselement 1, der
aber kein Nullring ist. Folglich ist auch der Polynomring R[¢] tiber R ein kommutativer Ring
mit Einselement 1 (Einspolynom) ungleich einem Nullring, da 1 # 0 (Nullpolynom) gilt.

Esbleibt zu zeigen, dass R[¢] nullteilerfrei ist. Dazu seien p, ¢ € R[t] beide nicht das Nullpolynom.
Aus Lemma 28.10 folgt deg(p - q) = deg(p) + deg(q) > 0. Damit ist auch p - g nicht das
Nullpolynom. O

Expertenwissen: Ringerweiterungen und universelle Eigenschaft des Polynomringes

Aus algebraischer Sicht handelt es sich bei R[¢] um eine Ringerweiterung, bei der wir dem
kommutativen Ausgangsring R mit Eins ein neues Element ¢ hinzufiigen, das nicht in R
enthalten ist. Wir erweitern die Addition und Multipliation von R so, dass R[¢] wieder ein
kommutativer Ring wird, der R als Unterring enthélt. Dazu muss R[¢] notwendigerweise
die Elemente der Form a - t* fir a; € R und k € N enthalten.

Wie stellen wir aber sicher, dass R[t] keine ,versteckten Beziehungen® zwischen den
Elementen produziert wie etwa t? = t? Wie konnten wir also anstelle ,,formaler Summen®
den Ring R[t] sauber konstruieren?

Die einfachste Konstruktion erfolgt aber auch hier wieder (wie beim Tensorprodukt in
Kapitel 6) iiber eine universelle Eigenschaft: Dazu seien R ein kommutativer Ring mit
Eins, t ¢ R und R[t] ein weiterer kommutativer Ring mit Eins und mit ¢ € R[t] sowie
i: R — R[t] ein injektiver Homomorphismus von Ringen mit Eins. Das Paar (R[], i)
heifit ein Polynomring in der Variablen ¢ iiber dem Koeffizientenring R, wenn
gilt: Fir jeden kommutativen Ring S mit Eins, jeden Homomorphismus f: R — S von
Ringen mit Eins und jedes Element s € S existiert ein eindeutiger Homomorphismus
®: R[t] — S von Ringen mit Eins, fiir den das folgende Diagramm kommutiert

und fir den zusitzlich ®(t) = s gilt. ® setzt also f auf den Oberring R[t] von R fort.
Durch die Vorgabe des Funktionswertes ®(t) wird diese Fortsetzung eindeutig.

Man kann zeigen, dass ein Polynomring bis auf Isomorphie von Ringen mit Eins eindeutig
definiert ist und dass sowohl die Konstruktion iiber endlich getragene Koeffizientenfolgen
(RNo)go mit t = (0,1,0,0,...) als auch iiber formale Summen R[t] wie in Definition 28.4
isomorphe Realisierungen des Polynomringes sind.
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§ 20 MODULN UND ALGEBREN UBER KOMMUTATIVEN RINGEN

Wir haben in § 28 Polynome iiber einem kommutativen Ring (R, +, -) mit Eins, also
p=(apa....,2,0,0,...) € (R")g bzw. p=ap+at+ayt’+---+a,t" € R[t]

motiviert als eine Art ,Bauplan®, in den wir geeignete Objekte fiir die Variable einsetzen konnen,
fiir die der Bauplan dann ausgefithrt wird. Welche Objekte sind dafiir geeignet? Sicherlich ist
es moglich, Elemente f des Koeffizientenringes R anstelle der Variablen ¢ einzusetzen; dabei
treten die Terme"

ay - B° = a, ay-fr=ay-p-p und allgemein a, - f"=a,-f-p---p
~—_————

a-f=a-f as-f=as-p-p-p n-mal
sowie Summen solcher Terme auf, die alle wieder in R liegen.

Wir kénnen jedoch auch allgemeinere Objekte als nur Ringelemente an Stelle der Variablen ¢
einsetzen. Stammen diese Elemente aus einer Struktur A, dann benétigen wir dazu

eine innere Verkniipfung x: AX A — A zur Bildungvona” =axa--- xafirae A
eine duflere Verkniipfung -: RX A — A zur Bildung von @, - a" fir @, € Rund a € A

eine innere Verkniipfung +: AX A — A zur ,Addition“ ag + @y - a+ oty - a* + - -~

Eine solche Struktur, deren Elemente sich u. a. fiir das Einsetzen in Polynome eignen, heif3t
eine Algebra iiber dem (kommutativen) Ring R. Wir definieren aber zunéchst eine einfachere
Struktur, in der die Verkniipfungen ,+“ und ,,-“ vertreten sind, namlich das Analogon eines
Vektorraumes iiber einem Ring statt einem Korper.

§ 20.1  MODULN UBER KOMMUTATIVEN RINGEN

Definition 29.1 (Modul iiber einem kommutativen Ring, vgl. Definition 11.1).

Es sei (R, 4+, -) ein kommutativer Ring. Ein Modul** (M, +, -) itber dem Ring R (kurz: ein R-
Modul) ist eine Menge M mit einer inneren Verkniipfung +: M X M — M und einer duferen
Verkniipfung -: R X M — M, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.

HZur Verdeutlichung schreiben wir jetzt voriibergehend das Multiplikationszeichen - im Ring wieder.
2Es heifit der Modul und im Plural die Moduln, englisch: module.
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(if) Fur die duflere Verkniipfung -, genannt S-Multiplikation' oder skalare Multiplika-
tion, gelten die folgenden Gesetze fiir alle o, f € R und u,0 € M: das ,gemischte“

Assoziativgesetz
(@-p)-u=a-(f-u) (29.12)
sowie die ,gemischten“ Distributivgesetze
a-(u+ov)=(a-u)+(a-0) (29.1b)
(a+p)-o=(a-0v)+(f-0). (29.1¢)

(iii) Wenn der Ring R das Einselement 1 € R besitzt und wenn 1 auch bzgl. der S-Multiplikation -
neutral ist, wenn also
l-u=u (29.2)

fiir alle u € M gilt, dann heifit M ein unitirer Modul*.

(iv) Elemente eines Moduls bezeichnet man haufig auch als Vektoren und die Elemente aus
dem Ring R der Koeffizienten als Skalare. R selbst heifit der Skalarring (englisch: scalar
ring) von M. A

Der Vollstandigkeit halber definieren wir den Begriff des Untermoduls:

Definition 29.2 (Untermodul, vgl. Definition 11.10 eines Unterraumes).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (M, +, -) ein R-Modul.

(i) Eine Teilmenge U C M heifit ein Untermodul (englisch: submodule) von (M, +, -), wenn
U bzgl. + und bzgl. der S-Multiplikation - mit Elementen in R abgeschlossen und wenn
(U, +, -) selbst wieder ein R-Modul ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, +) eine Untergruppe von (M, +) und wenn
U bzgl. der S-Multiplikation - mit Elementen in R abgeschlossen ist.

(ii) Ein Untermodul (U, +,-) von (M, +, -) heif3t echt (englisch: proper submodule), wenn
UG M gilt. A

Beachte: Wenn M ein unitidrer R-Modul ist, dann ist auch jeder Untermodul U von M ein
unitarer R-Modul, da1-u = u fir alle u € U gilt.
Das Untermodulkriterium erleitert die Prifung einer Teilmenge U C M auf die Untermodul-

eigenschaft:

Satz 29.3 (Untermodulkriterium, vgl. Unterraumkriterium Satz 11.11).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring, (M, +, -) ein R-Modul und U € M. Dann sind dquivalent:

(i) (U,+,-) ist ein Untermodul von (M, +, -).

BWir verwenden fiir die S-Multiplikation dasselbe Symbol wie fir die Multiplikation im Ring R oder lassen es wie
im Vektorraum auch einfach weg.
“4englisch: unitary module
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(i) U# 0,und firalleu,o e Uund e € Rgiltu —v e Uund a -u € U.5

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U,+,-) ein Untermodul von (V,+,-). Dann ist
per Definition 29.2 und Definition 29.1 (U, +) eine Gruppe, also eine Untergruppe von (V,+).
Insbesondere gilt 0 € U, also U # 0. Weiter ist U als Untermodul abgeschlossen bzgl. + und
bzgl. der S-Multiplikation - mit Elementen von R.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir missen zeigen, dass (U, +, -) unter der Annahme von Aussa-
ge (ii) wieder ein R-Modul ist.

Nach Voraussetzung erfiillt U bzgl. der Addition das Untergruppenkriterium Satz 7.44, also ist
(U, +) eine Untergruppe von (M, +). Aulerdem kann die S-Multiplikation nach Voraussetzung
zu -: K X U — U eingeschrankt werden.

Wir geben jetzt einige Beispiele fiir Moduln an.

Beispiel 29.4 (Modul tiber einem kommutativen Ring, vgl. Beispiel 11.3).

(i) Uber jedem kommutativen Ring R ist der Nullmodul (englisch: zero module) der (bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Modul mit M = {0y} und die dadurch eindeutig
bestimmten Verkniipfungen 0y + Opr = 0pr und ¢ - 0py = 0y fir a € R.

(ii) Genau wie jeder Korper ein Vektorraum tiber sich selbst ist (Beispiel 11.3), ist auch jeder
kommutative Ring (R, +, ) ein Modul (R, +, -) Giber sich selbst. Der Modul ist unitéir genau
dann, wenn R ein Ring mit Eins ist.

(iii) Allgemeiner sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und U C R ein Unterring von R. Dann ist
(R, +, -) ein U-Modul. Der Modul ist unitdr genau dann, wenn R ein Einselement besitzt
und dieses auch in U liegt (also wenn U ein Unterring mit Eins ist).

Beispielsweise ist Q ein unitdrer Z-Modul. Dasselbe gilt fiir R tiber Q und tiber Z und
gleichfalls auch fiir C tber R, tiber Q und iiber Z.

(iv) Essei (R, +,) ein kommutativer Ring und J C R ein Ideal von R, also ein Unterring J mit
der Eigenschaft R- J C J, vgl. Definition 9.25. Dann ist (J, +, -) ein R-Modul, und zwar ein
Untermodul des R-Moduls (R, +, ). Der Modul ist unitir genau dann, wenn R ein Ring
mit Eins ist.

Anders als bei Vektorraumen kénnen Moduln tiber einem Ring also echt weniger méchtig
als der Skalarring sein, auch wenn sie nicht der Nullmodul sind.

(v) Analog zum Vektorraum K" tiber einem Korper K ist (R" +,-) fur n € Ny mit der
komponentenweisen Addition und S-Multiplikation ein Modul iiber dem kommutativen
Ring (R, +, -). Der Modul ist unitar genau dann, wenn R ein Ring mit Eins ist.

(vi) Analog zu Definition 15.2 bildet die Menge der Matrizen R™*™ mit Eintragen aus einem

kommutativen Ring R fiir m,n € Ny mit der tiblichen Addition und S-Multiplikation
einen R-Modul. Der Modul ist unitir genau dann, wenn R ein Ring mit Eins ist.

BkurzzU-U CUundR-U CU
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(vii) Es sei X eine beliebige Menge, (R, +, -) ein kommutativer Ring und (M, +, -) ein R-Modul.
Dann bildet die Menge der Funktionen MX = {f|f: X — M} mit der punktweisen
Addition und punktweisen S-Multiplikation einen R-Modul. Der Modul ist im Fall X # 0
genau dann unitdr, wenn der Modul M unitér ist. Der Modul ist im Fall X = ( genau
dann unitér, wenn R ein Ring mit Eins ist. (Quizfrage 29.1: Klar?)

(viii) Eine abelsche Gruppe (G, +) ist ein unitdrer Modul iiber dem kommutativen Ring mit
Eins (Z, +, -) der ganzen Zahlen, wenn wir die S-Multiplikation durch

ata+---+aq fallsn > 0,
na=-10, falls n = 0, (29.3)
—(a+a+---+a), fallsn<o0

definieren. Es gelten das gemischte Assoziativgesetz (29.1a), also
n(ma) =(n-m)a,
sowie die gemischten Distributivgesetze (29.1b) und (29.1c)
n(a+b)=na+nb und (n+m)a=na+ma.

Mit dieser Erkenntnis konnen wir die in Bemerkung 7.20 eingefiihrten abkiirzenden
Schreibweisen zumindest in abelschen Gruppen nochmal anders interpretieren.

(ix) Ist (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, dann bilden die Polynome (R[¢], +, ) einen
unitdren R-Modul mit der Addition (28.1) und der S-Multiplikation (28.4).

Die Polynome R, [t] vom Hochstgrad n € Ny bilden einen Untermodul von R[¢].

(x) Ist (K, +,-) sogar ein Korper, dann bilden die Polynome (K[t],+, -) einen K-Vektorraum
mit der Addition (28.1) und der S-Multiplikation (28.4). Dieser wird der Polynomraum
(englisch: vector space of polynomials) iiber K genannt.

Die Polynome K, [t] vom Hochstgrad n € Nj bilden einen Unterraum von K[¢]. A

Bemerkung 29.5 (weitere Begriffe in Moduln).

In Moduln kénnen wir die Begriffe Linearkombination (Definition 11.7), lineare Unabhéngigkeit
(Definition 12.1), erzeugter Untermodul und Erzeugendensystem (Definition 11.15) definieren wie
in Vektorraumen. Auflerdem kénnen wir das kartesische Produkt von Moduln (Definition 11.4)
und den Durchschnitt von Untermoduln (Lemma 11.14) bilden. In unitiren Moduln besteht der
erzeugte Untermodul genau aus den Linearkombinationen der erzeugenden Menge bzw. Familie
(Satz 11.16).

Beispielsweise bilden in einem kommutativen Ring R mit Eins die Monome (1, ¢, t2,...) ein linear

unabhingiges Erzeugendensystem von R[t], und die Teilfamilie (1,¢,...,t") bis zum Grad n
bildet ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von R, (], dem Untermodul der Polynome
vom Hochstgrad n € No. A

Wie bei Vektorraumen bezeichnet man die strukturvertriglichen Abbildungen (also die Homo-
morphismen) zwischen Moduln iiber demselben kommutativen Ring auch als lineare Abbil-
dungen:
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Definition 29.6 (Modulhomomorphismus, vgl. Definition 17.1 eines Vektorraumhomomorphis-
mus).
Es seien (M, +, -) und (My, +, -) Moduln iiber demselben kommutativen Ring (R, +, -).

(i) Eine Abbildung f: M; — M, heifit strukturvertriglich oder ein Homomorphismus
von Moduln (englisch: module homomorphism) oder eine lineare Abbildung von
(My, +,-) in (My, +, -), wenn gilt:

fu+v)=f(u)+ f(v) firalleuoe M, (29.4a)
fla-u)=a- f(u) fur alle u € M; und « € R. (29.4b)

(ii) Ist f: My — M, strukturvertréaglich und gilt (M, +, -) = (Ma, +, -), so sprechen wir auch
von einem Endomorphismus eines Moduls (englisch: module endomorphism) oder
einem linearen Endomorphismus (englisch: linear endomorphism).

(iii) Ist f: My — M, strukturvertréaglich und bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend oder
ein Isomorphismus von Moduln (englisch: module isomorphism) oder ein linearer
Isomorphismus (englisch: linear isomorphism). In diesem Fall nennen wir (M, +, )
und (My, +, -) auch zueinander isomorphe Moduln (englisch: isomorphic modules) und
schreiben

(M, +,-) = (M, +, ).

(iv) Ist f: My — M, strukturvertraglich und bijektiv und gilt (M, +, ) = (Mz, +, ), so spre-
chen wir auch von einem Automorphismus eines Moduls (englisch: module automor-
phism) oder einem linearen Automorphismus (englisch: linear automorphism). A

Satz 29.7 (Komposition von Modulhomomorphismen, Inverse von Modulisomorphismen, vgl.
Satz 17.3 zu Vektorraumhomomorphismen).
Es seien M, My, Ms Moduln tiber demselben kommutativen Ring R.

(i) Sind f: M; — M, und g: M, — M; Homomorphismen von Moduln, dann ist auch
go f: M; — M; ein Homomorphismus von Moduln.

(ii) Ist f: My — M, ein bijektiver Homomorphismus von Moduln, dann ist auch f~!: M, —
M; ein bijektiver Homomorphismus von Moduln.

Folgerung 29.8 (Isomorphie von Moduln ist eine Aquivalenzrelation, vgl. Folgerung 17.4 zur
Isomorphie von Vektorrdumen).

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Moduln iiber demselben kommutati-
ven Ring R.

Es gilt das Analogon von Lemma 17.6 fiir lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen. Wir
geben hier eine verkiirzte Version an:

Lemma 29.9 (Eigenschaften von Modulhomomorphismen, vgl. Lemma 17.6).
Es seien M;, M; Moduln iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: M; — M, ein
Homomorphismus. Dann gilt:
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(i) f(Zh aiw) =X ai f(w) fir alle n € No, ; € Rund u; € M.
(Das Bild einer Linearkombination von Vektoren ist also die Linearkombination der Bilder
dieser Vektoren.)

(ii) Ist U € M, ein Untermodul, dann ist f(U) € M, ein Untermodul.
(Das Bild eines Untermoduls ist wieder ein Untermodul.)

(iii) Ist V C M, ein Untermodul, dann ist f~!(V) € M, ein Untermodul.
(Das Urbild eines Untermoduls ist wieder ein Untermodul.)

Beweis. O

Definition 29.10 (Bild und Kern eines Homomorphismus von Moduln, vgl. Definition 17.7 von
Bild und Kern eines Vektorraumhomomorphismus).

Es seien Mj, M; Moduln iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: M; — M, ein
Homomorphismus.

(i) Das Bild von f ist definiert als
Bild(f) = {f(u) € My |u € My} = F(M). (29.5)

(ii) Der Kern von f ist definiert als

Kern(f) = {u € M | f(u) = 0} = F1({0}). (29.6)

Lemma 29.11 (Bild und Kern sind Untermoduln, vgl. Lemma 9.22 zur Unterringeigenschaft von
Bild und Kern eines Ringhomomorphismus).

Es seien Mj, M; Moduln iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: M; — M, ein
Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Bild(f) ist ein Untermodul von M,.
(ii) Kern(f) ist ein Untermodul von M;.

Beweis. Das Resultat folgt sofort aus Lemma 29.9. O

Beispiel 29.12 (Modulhomomorphismus, vgl. Beispiel 17.5).

(i) Im Modul R" tber einem kommutativen Ring (R, +, -) ist die Projektion auf die i-te
Koordinate, gegeben durch

mi:R"2 x> x; €R (29.7)

fir 1 < i < n €N, eine surjektive lineare Abbildung.
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(ii) Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring und n,m, ¢ € N,. Fir Matrizen A € R™™ und
B € R™* ist die Matrix-Matrix-Multiplikation A - B wie in Definition 15.5 definiert.

Fiir festes B € R™*‘ ist die Abbildung
R™™ 35 A~ AB e R™

ein Homomorphismus von Moduln. Aulerdem ist fiir festes A € R**™ die Abbildung
R™" 5B+ ABe R™

ein Homomorphismus von Moduln. Insbesondere ist die Matrix-Vektor-Multiplikation
(vgl. Bemerkung 15.9)
R">x+ Ax eR"

ein Homomorphismus von Moduln.

(iii) Es seien (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins und (R[¢],+, -) der R-Modul der Po-
lynome iiber R. Die (formale) Ableitungsabbildung (englisch: (formal) derivative)
% : R[t] — R[t] ist ein Endomorphismus von R-Moduln, definiert durch

%(i oy tk) = i ar k £kt (29.8)
k=0 k=1

Dabei ist k t*~! zu verstehen als ¥~ + ... + t*71 vgl. Bemerkung 7.20. Es gilt die Pro-

duktregel (englisch: product rule)

k-mal
d d d
a(f.g)zaf-g+f-a. (29.9)

(Quizfrage 29.2: Beweis?)

(iv) Ist (K, +, ) ein Korper, dann sind die unitiren K-Moduln gerade die K-Vektorrdume, und
die Homomorphismen von unitaren K-Moduln sind genau die linearen Abbildungen von
K-Vektorraumen, siehe etwa Beispiel 17.5. A

Wie bereits bei Vektorraumen koénnen wir aus einem Modul beliebige Untermoduln ausfaktori-
sieren, um eine ,grobere Version“ des Moduls zu erhalten.

Satz 29.13 (Faktormodul, vgl. Satz 17.17 iiber Faktorraume).

(i) Es seien (R, +,-) ein kommutativer Ring, (M, +, -) ein R-Modul und U ein Untermodul
von M.

Dann gilt:
(a) Auf der Faktormenge

M/U = {[u] :u+U|u eM}
sind ¥ und ~, definiert als

[u] ¥ [v] = [u+o] fiiru,o0e M, (29.10a)
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a”[ul =[a-u] fira€e Kundu e M, (29.10b)

eine innere bzw. duBere Verkniipfung, bzgl. denen (M /U, +, ¥) einen Modul iiber R
bildet. Dieser wird der Faktormodul (englisch: factor module) oder Quotienten-
modul (englisch: quotient module) von M nach U genannt.

Das neutrale Element bzgl. + ist [0] = U, und fiir die Inversen gilt =[v] = [-0].
Falls M ein unitiarer R-Modul ist, so ist auch M /U ein unitirer R-Modul.

(b) Die kanonische Surjektion von M auf M /U

M—->M/U
T { (29.11)

u > [ul,

die jedem Vektor u € M seine Nebenklasse [u] = u + U zuordnet, ist ein surjektiver
Modulhomomorphismus. Es gilt Kern(rr) = U.

(ii) Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring, (M, +, -) ein Modul iiber R und (U, +) irgendeine
Untergruppe von (M, +). Sind die Verkniipfungen (29.10) auf der Menge der Nebenklassen
M /U wohldefiniert, dann ist U notwendigerweise ein Untermodul von M.

Beweis. Der Beweis lauft wortwortlich wie der Beweis von Satz 17.17. O
SchlieB3lich gilt auch der Homomorphiesatz fiir Moduln:

Satz 29.14 (Homomorphiesatz fiir Moduln'®, vgl. Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.21).

Es seien M;, M; Moduln iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: M; — M, ein
Homomorphismus. Dann gilt

M /Kern(f) = Bild(f) (29.12a)

mit dem Isomorphismus
I([0]) = f(v) fir [v] =0 +Kern(f) € M/Kern(f). (29.12b)
Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis von Satz 17.21. O

§ 29.2  FREIE MODULN

Bemerkung 29.15 (Moduln sind keine Vektorraume).

Trotz zahlreicher Gemeinsamkeiten zwischen Moduln und Vektorrdaumen gibt es auch wichtige
Unterschiede. Diese begriinden sich in der Tatsache, dass aus @ - u = 0 fiir« € Rund u € M
nicht notwendigerweise folgt, dass « = 0 oder u = 0 gilt; vgl. Lemma 11.5. Dieses Phdnomen
wird als Torsion bezeichnet. Beispielsweise gilt im unitaren Z-Modul Z/4Z die Beziehung
4% [n] =[4-n] =[0] furalle [n] € Z/4Z.

Yenglisch: fundamental theorem on module homomorphisms
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Die Konsequenz ist, dass Moduln i. A. keine Basen (im Sinne eines linear unabhéingigen Erzeu-
gendensystems, vgl. Definition 13.1) besitzen. Im unitdren Z-Modul Z / 4 Z sind zum Beispiel alle
einelementigen Mengen {[0]}, {[1]}, {[2]} und {[3]} bereits linear abhingig. (Quizfrage 29.3:
Welche davon sind erzeugend?) A

Moduln mit Basen heiflen freie Moduln:

Definition 29.16 (freier Modul, vgl. Definition 13.1).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

(i) Ein unitdrer R-Modul (M, +, -) heif3t frei (englisch: free module), wenn es ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem (eine Basis) von M gibt.

(ii) Ein unitarer R-Modul (M, +, -) heifit endlich frei (englisch: finitely generated free modu-
le), wenn es ein endliches, linear unabhéngiges Erzeugendensystem (eine endliche Basis)
von M gibt. A

(Quizfrage 29.4: Wann hat ein unitidrer Modul iber dem Nullring eine Basis?)

Beispiel 29.17 (freier Modul, vgl. Beispiel 29.4).
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nicht der Nullring ist. Freie R-Moduln sind:

(i) der R-Nullmodul mit der Basis () (leere Familie),

(ii) der R-Modul R" fiir n € Ny mit der Basis (ey, ..., e,),

(iii) der R-Matrixmodul R™*™ fiir m, n € No mit der Basis (E;j)(; j)e[Ln]x[1,m]>

(iv) der R-Modul R, [t] der Polynome vom Hochstgrad n € Ny mit der Basis (1,t, t%, ..., t"),
(v) der R-Polynommodul R[¢] mit der Basis (1,1, t%,...). A

Konsequenz der Existenz einer Basis ist die eindeutige Darstellung eines Vektors als Linearkom-
bination von Basiselementen:

Lemma 29.18 (eindeutige Linearkombinationen, vgl. Lemma 12.7 und Satz 13.3).

Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein unitirer R-Modul und (v;);e; eine Basis
von M. Dann gilt: Jeder Vektor v € M lasst sich in eindeutiger Weise (bis auf Summanden mit
Nullkoeffizienten) aus Basisvektoren linearkombinieren.

Beweis. Der Beweis lauft wortlich wie der Beweis der entsprechenden Aussagen aus Lemma 12.7
und Satz 13.3. O

Selbst wenn ein Modul eine Basis besitzt, so haben nicht notwendig alle seine Basen dieselbe
Kardinalitét, sodass der Begriff der ,Dimension® eines Moduls i. A. nicht sinnvoll definiert
werden kann. Uber kommutativen Ringen mit Eins (ungleich dem Nullring) ist das jedoch
moglich. Wir beweisen das nur im Fall endlich freier Moduln:
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Satz 29.19 (Basen eindeutiger Kardinalititen).

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nicht der Nullring ist. Weiter sei (M, +, ) ein
endlich freier, unitirer R-Modul. Dann haben alle Basen von M dieselbe endliche Kardinalitat.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Basis (v, . . ., 0,) von M mit n € Nj.

Schritt 1:

Schritt 2:

Wir zeigen zunichst, dass jede weitere Basis ebenfalls endliche Kardinalitit besitzt.

Angenommen, (w;);cy ist eine weitere Basis von M beliebiger Kardinalitat. Wir
konnen jedes v, k = 1,...,n, als endliche Linearkombination der w; darstellen. Um
die endlichen vielen Vektoren vy, . . ., v, darzustellen, benétigen wir daher insgesamt
nur eine endliche Teilfamilie (w;);cJ,.

Falls J ¢ J gilt, dann wiirden wir fiir jeden Vektor w;, j € J \ Jy sofort einen
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Basis erhalten. Daher muss die Basis
(wj)jes ebenfalls endlich sein.

Noch zu zeigen ist, dass jede weitere endliche Basis von M dieselbe Kardinalitat wie
(01, ..., 0,) besitzt.

Es seien (vy,...,0,) und (wy, ..., wy,) beides Basen von M mit n, m € Ny. Wir stellen
alle Basismitglieder der einen Basis bzgl. der anderen Basis dar und umgekehrt.
Es gibt also (eindeutig definierte) Koeffizienten a;j, fi, € R fir i,¢ € [1,n] und
Jj, k € [[1, m], sodass gilt:

n m
Wj:Zaijvi und U[IZﬁk[Wk.
i=1 k=1

Gegenseitiges Einsetzen ergibt

n m
wj = Zaijﬁkak =
k=1

=1

n

Z ,ka Apj Wi

=1 =1

M=

S

m

m n
Uy = Z ﬁkf Z Qi U = Ak ﬁkf ;.
k=1 i=1

i=1 k=1

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination (Lemma 29.18) folgt
n m
Z ,ka Qpj = 5kj und Z ik Pre = Oei-
=1 k=1

Fassen wir die Koeffizienten in Matrizen A = (a;;) € R™ und B = (fi,) € R™*"
zusammen, so erhalten wir die Gleichungen AB = I, und BA = I,,.

Waire jetzt n > m, dann konnten wir die Matrix A mit Nullspalten zu einer Matrix
A =[Ao0] € R™" auffillen. Analog konnten wir die Matrix B mit Nullzeilen zu
einer Matrix B = [Jg] € R™™" auffiillen. Dann wire

AB=AB=1I,
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woraus sich der Widerspruch'
1=det(AB) = det(AB) = det(A) det(B)=0-0=0

ergibt. Dabei folgt det(g) = det(E) = 0 aus der Tatsache, dass laut Annahme n > 1
ist und jeder Summand in der Leibniz-Formel einen Nullfaktor enthilt.

Analog wiirde die Annahme m > n zum Widerspruch fithren. Damit ist n = m
gezeigt. |

Aus Satz 29.19 folgt, dass wir jeden endlich freien R-Modul iiber einem kommutativen Ring mit
Eins ungleich dem Nullring tiber einen Modulisomorphismus in die Standardform R” fiir ein
n € Ny bringen koénnen:

Folgerung 29.20 (Basen eindeutiger Kardinalitdten).

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nicht der Nullring ist. Weiter sei (M, +, ) ein
endlich freier, unitdrer R-Modul. Dann ist (M, +, -) isomorph zum Standardmodul (R", +, -) fiir
n € Ny, wobei n die Kardinalitat einer Basis von M ist. Diese heifit der Rang (englisch: rank)
von M.

Bemerkung 29.21 (endlich freie Moduln).
(i) Unter den Voraussetzungen von Folgerung 29.20 kénnen wir wie in endlich-dimensionalen
Vektorrdumen basisabhiangige Synthese- und Analyseabbildungen definieren (Satz 19.1).
(ii) Auflerdem konnen wir — wie im Fall endlich-dimensionaler Vektorraume — Homomor-
phismen durch die Bilder einer Basis definieren, so wie wir es fiir die Ableitungsabbildung

in Beispiel 29.12 schon getan haben.

(iii) SchlieBlich kénnen wir Homomorphismen mithilfe von Darstellungsmatrizen kodieren.
A

Ende der Woche 6

§ 29.3 ALGEBREN UBER KOMMUTATIVEN RINGEN

Wir kommen jetzt zum Begriff der Algebra iiber einem kommutativen Ring, bei dem wir einem
Modul (also einem ,Vektorraum® iiber einem kommutativen Ring) neben der Addition noch
eine zweite innere Verkntpfung hinzufiigen, die mit der S-Multiplikation vertraglich ist.

Definition 29.22 (Algebra tiber einem kommutativen Ring).

Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring. Eine (assoziative) Algebra'® (A, +, -, x) iiber R (kurz: eine
R-Algebra) ist eine Menge A mit zwei inneren Verkniipfungen +: AXA — Aund x: AXA — A
sowie einer dufferen Verkniipfung -: R X A — A, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

7Die Determinante kénnen wir auch fir quadratische Matrizen tiber einem kommutativen Ring iiber die Leibniz-
Formel (27.3) definieren. Die Produktregel aus Lemma 27.8 gilt weiterhin.
Benglisch: (associative) algebra
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(i) (A,+,-) ist ein R-Modul.
(if) (A,+, %) ist ein Ring.

(iii) Die Verkniipfung %, genannt die Multiplikation' ist vertraglich mit der S-Multiplikation,
d.h., es gilt ein ,,gemischtes® Assoziativgesetz

(¢-a)xb=a-(axb)=ax(a-b) (29.13)

fur alle« € Rund a,b € A.
(iv) Die Algebra A heifit kommutativ, wenn * kommutativ ist.

(v) Die Algebra A heifit unitir, wenn R ein Ring mit Eins und (A, +, -) ein unitirer R-Modul
ist.
(vi) Die Algebra A heifit eine Algebra mit Eins*°, wenn es ein bzgl. x neutrales Element e € A
gibt. Existiert dann zu a € A bzgl. x ein inverses Element, so bezeichnen wir dieses mit
-1
a . A

Bemerkung 29.23 (zu den Bezeichnungsweisen von Algebren).

Die Frage, ob eine Algebra A ein Einselement bzgl. der Multiplikation % besitzt, ist unabhéangig
von der Frage, ob der zugrundeliegende Skalarring ein Einselement besitzt, das neutral bzgl. der
S-Multiplikation ist — also ob (A, +, -) ein unitdrer R-Modul iiber einem kommutativen Ring R
mit Eins ist. Alle vier Kombinationen sind méglich. (Quizfrage 29.5: Beispiele?)

Leider sind die Bezeichnungsweisen in der Literatur nicht einheitlich. Wir verwenden fiir
die S-Multiplikation (die duflere Verkniipfung -) immer das Attribut ,unitar und fur die
Multiplikation (die innere Verkniipfung %) das Attribut ,mit Eins®. A

Wir vereinbaren, dass * starker bindet als + und —, sodass wir beispielsweise statt (a x b) +
(a* c¢) auch a x b + a % ¢ schreiben konnen. Zwischen - und * miissen wir wegen (29.13) keine
Bindungsstarke festlegen.

Da wegen der Ring-Eigenschaft von (A, +, %) die Distributivgesetze gelten und auflerdem die

Assoziativitat (29.13), ist die Multiplikation * sogar bilinear:

Lemma 29.24 (Multiplikation in einer Algebra ist bilinear).

Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (A, +, -, %) eine Algebra {iber K. Dann ist die Multipli-
kation x bilinear, d. h., es gilt

(@-a+p-b)kc=a-(axc)+pf-(bxc) (29.14a)
ax(f-b+y-c)=F-(axb)+y-(axc) (29.14b)

fir alle a,b,c € Aund alle @, B,y € R.

Yenglisch: multiplication
*%englisch: algebra with unity
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Beweis. Aufgrund der Ringeigenschaft von (A, +, x) gelten die Distributivgesetze (vgl. (9.1))

(a+b)xc=(axc)+(bxc)
ax(b+c)=(axb)+(axc)

fur alle a, b, c € A. Wir haben also

(@¢-a+p-b)*xc=(a-a)*xc+(f-b)*xc nach Distributivgesetz

a-(axc)+f-(bxc) wegen (29.13).
Analog gilt auch

ax(f-b+y-c)=ax(f-b)+ax(y-c) nachDistributivgesetz
=f-(axb)+y-(axc) wegen (29.13). O

Auch fiir Algebren kénnen wir Unterstrukturen definieren:

Definition 29.25 (Unteralgebra, vgl. Definition 29.2 eines Untermoduls).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und (A, +, -, x) eine R-Algebra.

(i) Eine Teilmenge U C A heifit eine Unteralgebra (englisch: subalgebra) von (A4, +, -, %),
wenn U bzgl. + und bzgl. der S-Multiplikation - mit Elementen in R sowie bzgl. x abge-
schlossen und wenn (U, +, -, %) selbst wieder eine R-Algebra ist.

Beachte: Das ist genau dann erfillt, wenn (U, +, -) eine Untermodul von (A, +, -) und
wenn (U, +, %) ein Unterring von (A, +, x) ist. Mit anderen Worten: U ist eine Unteral-
gebra von A genau dann, wenn (U, +) eine Untergruppe von (A, +), wenn U bzgl. der
S-Multiplikation - mit Elementen in R abgeschlossen und wenn U auflerdem abgeschlos-
sen bzgl. der Multiplikation * ist.

(i) Ist (A, +,-, %) eine Algebra mit dem Einselement e, dann fordern wir fir eine Unteralge-
bra mit Eins (englisch: subalgebra with unity) (U, +, -, %) zusatzlich zu Eigenschaft (i),
dass e € U liegt.”!

Beachte: Es reicht wie in einem Unterring (Definition 9.12) nicht aus, zu fordern, dass
(U, +, -, %) irgendein multiplikativ neutrales Element besitzt.

(iii) Eine Unteralgebra (U, +, -, %) von (A, +, -, %) heifit echt (englisch: proper subalgebra),
wenn U C A gilt. A

Das folgende Unteralgebrakriterium erleichtert die Priifung einer Teilmenge U C A auf die
Unteralgebraeigenschaft:

Satz 29.26 (Unteralgebrakriterium, vgl. Untermodulkriterium Satz 29.3 und Unterringkriterium
Satz 9.13).

Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring, (A, +, -, %) eine R-Algebra und U C A. Dann sind dquiva-
lent:

2Dadurch ist die Unteralgebra (U, +, -, ) dann natiirlich selbst wieder ein Algebra mit dem Einselement e.
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()
(ii)

(U, +, -, %) ist ein Unteralgebra von (A, +, -, %).
U#0,und firallea,b e Uunda € Rgilta—beUunda-aecUsowieaxb e U.*

Wir geben jetzt einige Beispiele fiir Algebren an.

Beispiel 29.27 (Algebra tiber einem kommutativen Ring, vgl. Beispiel 29.4).

(0)

(if)

(i)

(iv)

(v)

(vi)

Uber jedem kommutativen Ring R ist die Nullalgebra (englisch: zero algebra) die (bis
auf Isomorphie) eindeutig bestimmte Algebra mit A = {04} und die dadurch eindeutig
bestimmten Verkniipfungen 04 + 04 =04 und o - 04 = 04 fiir @ € R sowie 04 x 04 = O4.
Wie beim Nullring (Beispiel 9.2) ist auch die Nullalgebra eine Algebra mit Einselement
e = 04. Sie ist die einzige Algebra, in der das Nullelement und das Einselement identisch
sind, sieche Lemma 9.3.

Jeder kommutative Ring (R, +, -) ist eine kommutative Algebra (R, +, -, x) iiber sich selbst
mit der Multiplikation x := -. Die Algebra ist gleichzeitig unitar und eine Algebra mit
Eins genau dann, wenn R ein Einselement besitzt.

Allgemeiner sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und U C R ein Unterring von R. Dann
ist (R, +, -, -) eine kommutative U-Algebra. Die Algebra ist gleichzeitig unitiar und eine
Algebra mit Eins genau dann, wenn R ein Einselement besitzt und dieses auch in U liegt
(wenn also U ein Unterring mit Eins von R ist).

Beispielsweise ist Q eine kommutative, unitare Z-Algebra mit Eins. Dasselbe gilt fir R
iber Q und tiber Z und gleichfalls auch fiir C tiber R, iiber Q und tiber Z

Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und J C R ein Ideal von R, also ein Unterring J mit
der Eigenschaft R - J C J, vgl. Definition 9.25. Dann ist (J, +, -, -) eine kommutative R-
Algebra, und zwar eine Unteralgebra der kommutativen R-Algebra (R, +, -, ). Die Algebra
ist unitar genau dann, wenn R ein Ring mit Eins ist. Sie ist eine Algebra mit Eins genau
dann, wenn es in J ein multiplikativ neutrales Element gibt.?3

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Fir n € Nj ist die Menge der n X n-Matrizen®*
(R™", +, -, -) mit der Matrix-Matrix-Multiplikation - eine Algebra, die die Matrixalgebra
(englisch: matrix algebra) iber R genannt wird. Die Matrixalgebra ist gleichzeitig unitér
und eine Algebra mit dem Einselement I, genau dann, wenn R ein Einselement besitzt.
Im Fall n > 2 ist die Matrixalgebra nicht kommutativ.

Es sei X eine beliebige Menge, (R, +, -) ein kommutativer Ring und (A, +, -, x) eine R-
Algebra. Dann bildet die Menge der Funktionen AX = {f| f: X — A} mit der punkt-
weisen Addition, S-Multiplikation und inneren Multiplikation eine R-Algebra. Diese ist
kommutativ, wenn A kommutativ ist. Im Fall X # 0 ist die Algebra AX genau dann unitér,

2kurzzU-UCU,R-UCUundU*xU CU

#3Dieses multiplikativ neutrale Element kann verschieden vom Einselement in R sein, falls der Ring R tiberhaupt
ein solches besitzt. Beispielsweise mit X = {1,2,3} und Y = {1, 2} ist der Unterring (J, A,N) mit | = P(Y) ein
Ideal des Potenzmengenringes (R, A, N) mit R = P (X). Da X das multiplikativ neutrale Element von R ist, sind R
und J beides unitére Algebren. Beides sind auch Algebren mit Eins, aber das Einselement von J ist Y, wihrend
X das Einselement von R ist. J ist also eine Unteralgebra, aber keine Unteralgebra mit Eins von R.

24Fiir und n, m, £ € Ny und Matrizen A € R™™ und B € R™*{ {iber einem (kommutativen) Ring R kénnen wir die
Matrix-Matrix-Multiplikation A - B genau wie in Definition 15.5 definieren.
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wenn die Algebra A unitir ist. Im Fall X = 0 ist die Algebra AX genau dann unitir, wenn
R ein Ring mit Eins ist.

Im Fall X # 0 ist die Algebra AX genau dann eine Algebra mit Eins, wenn die Algebra A
ein Einselement e besitzt; in diesem Fall ist das Einselement von AX die Einsfunktion
x > e.Im Fall X = 0 ist die Algebra AX ebenfalls eine Algebra mit Eins; in diesem Fall
ist das Einselement von AX die leere Funktion.

Ist insbesondere (K, +,-) ein Korper, dann bildet die Menge der Funktionen KX =
{f: X — K} eine unitére, kommutative K-Algebra mit Eins.

(vii) Ist (K, +,-) ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum iiber K, dann bildet (Endo(V), +, -, o)
mit der Komposition o als ,Multiplikation® eine unitére, i. A. nicht-kommutative Algebra
iiber K mit dem Einselement idy. Diese wird die Endomorphismenalgebra (englisch: al-
gebra of endomorphisms) des Vektorraumes V genannt, vgl. den Endomorphismenring
einer abelschen Gruppe (Beispiel 9.2).

(viii) Allgemeiner bilden die Endomorphismen (Endo(M), +, -, ©) eines Moduls iiber einem
kommutativen Ring (R, +, -) mit der Komposition o als ,Multiplikation® eine i. A. nicht-
kommutative Algebra iiber R mit dem Einselement ids. Diese wird die Endomorphis-
menalgebra des Moduls M genannt. Sie ist unitdr genau dann, wenn M ein unitérer
R-Modul ist.

(ix) Ist X eine Menge, dann ist (P(X), A, -,N) eine unitiare, kommutative Algebra tiber Z;
mit dem Einselement X. Diese wird die Potenzmengenalgebra (englisch: power set
algebra) genannt. Die S-Multiplikation ist definiert als1-A=Aund 0- A =0 fur A C X.

(x) Ist (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, dann bilden die Polynome (R[¢],+, -, -) mit
der Addition (28.1), der S-Multiplikation (28.4) und der Polynommultiplikation (28.2) eine
unitire, kommutative R-Algebra mit dem Einselement 1 (Einspolynom), genannt die
Polynomalgebra (englisch: algebra of polynomials).

Die Polynome mit geradem Grad bilden eine Unteralgebra. (Quizfrage 29.6: Bilden auch
die Polynome R, [¢] vom Hoéchstgrad n € Ny eine Unteralgebra?) A

Wir kommen jetzt zu den strukturvertriglichen Abbildungen zwischen Algebren tiber demselben
kommutativen Ring:

Definition 29.28 (Algebrahomomorphismus, vgl. Definition 8.1 eines Halbgruppenhomomor-
phismus).
Es seien (A, +, -, %) und (Az, +, -, x) zwei Algebren iiber demselben kommutativen Ring (R, +, -).

(i) Eine Abbildung f: A; — Aj heifit strukturvertriaglich oder ein Homomorphismus
von Algebren (englisch: algebra homomorphism) von (Aj, +, -, %) in (A, +, -, %), wenn
gilt:*»

fla+b)=f(a)+ f(b) furallead e A, (29.15a)
fla-a)=a- f(a) fur allea € A;und « € R, (29.15b)

?5Die Bedingungen (29.15a) und (29.15b) bedeuten gerade, dass f ein Modulhomomorphismus von (Aj, +, ) in
(Agz,+, ) ist, vgl. Definition 29.6. Die Bedingungen (29.15a) und (29.15¢) besagen dagegen, dass f ein Ringhomo-
morphismus von (A, +, %) in (Ag, +, %) ist, vgl. Definition 9.17.
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flaxb)=f(a)*x f(b) firalleab c A;. (29.15¢)
Besitzen beide Algebren ein Einselement e; bzw. e, und fordern wir zuséatzlich

fle) = e (29.15d)

dann nennen wir f genauer einen Homomorphismus von Algebren mit Eins (eng-
lisch: homomorphism of algebras with unity).

(if) Ist f: A; — Aj strukturvertraglich und gilt (Ay, +, -, %) = (A2, +, -, %), so sprechen wir
auch von einem Endomorphismus einer Algebra (englisch: algebra endomorphism)
bzw. von einem Endomorphismus einer Algebra mit Eins (englisch: endomorphism
of an algebra with unity).

(iii) Ist f: Ay — A, strukturvertrdglich und bijektiv, so heif3t f auch strukturerhaltend
oder ein Isomorphismus von Algebren (englisch: algebra isomorphism) bzw. ein
Isomorphismus einer Algebra mit Eins (englisch: isomorphism of an algebra with
unity). In diesem Fall nennen wir (Ay, +, -, %) und (As, +, -, %) auch zueinander isomorphe
Algebren (englisch: isomorphic algebras) und schreiben

(Ala +s * *) = (AZs +s * *)

(iv) Ist f: Ay — Aj strukturvertraglich und bijektiv und gilt (Ay, +, -, %) = (Az, + -, %), so
sprechen wir auch von einem Automorphismus einer Algebra (englisch: algebra
automorphism) bzw. von einem Automorphismus einer Algebra mit Eins (englisch:
automorphism of an algebra with unity). A

Satz 29.29 (Komposition von Algebrahomomorphismen, Inverse von Algebraisomorphismen,
vgl. Satz 29.7 zu Modulhomomorphismen).
Es seien Aj, Ay, Az Algebren (bzw. Algebren mit Eins) iiber demselben kommutativen Ring R.

(i) Sind f: A; —» Ay und g: A; — A3 Homomorphismen von Algebra (bzw. von Algebren
mit Eins), dann ist auch g o f: A; — As ein Homomorphismus von Algebren (bzw. von
Algebren mit Eins).

(ii) Ist f: Ay — A; ein bijektiver Homomorphismus von Algebren (bzw. von Algebren mit
Eins), dann ist auch f~!: A, — A, ein bijektiver Homomorphismus von Algebren (bzw.
von Algebren mit Eins).

Folgerung 29.30 (Isomorphie von Algebren ist eine Aquivalenzrelation, vgl. Folgerung 17.4 zur
Isomorphie von Vektorrdumen).

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Algebren (bzw. der Klasse aller
Algebren mit Eins) iiber demselben kommutativen Ring R.

Definition 29.31 (Bild und Kern eines Homomorphismus von Algebren, vgl. Definition 29.10
von Bild und Kern eines Modulhomomorphismus).

Es seien A;, A, Algebren iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: A; — A; ein
Homomorphismus.
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(i) Das Bild von f ist definiert als
Bild(f) = {f(a) € Az |a € At} = f(Ay). (20.16)

(ii) Der Kern von f ist definiert als

Kern(f) = {a € A;| f(a) = 0} = f7'({0}). (29.17)

Lemma 29.32 (Bild und Kern sind Unteralgebren, vgl. Lemma 29.11 zur Untermoduleigenschaft
von Bild und Kern eines Modulhomomorphismus).

Es seien A, A; Algebren iiber demselben kommutativen Ring R. Weiter sei f: Ay — A; ein
Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Bild(f) ist eine Unteralgebra von A;.
(ii) Kern(f) ist ein Unteralgebra von A;.

Beweis. Aussage (i): Die R-Algebren (A;, +, -, %) sind insbesondere auch R-Moduln (A;, +, -),
und der Homomorphismus f: A; — A; ist auch ein Homomorphismus von R-Moduln. Aus
Lemma 29.11 folgt also, dass Bild(f) ein Untermodul von (A, +, -) ist.

Andererseits sind die Algebren (A;, +, -, %) insbesondere auch Ringe (A;, +, %), und der Homo-
morphismus f: A; — A; ist auch ein Ringhomomorphismus. Aus Lemma 9.22 folgt also, dass
Bild(f) ebenfalls ein Unterring von (A, +, -) ist. Damit ist die Unteralgebraeigenschaft von
Bild(f) gezeigt.

Aussage (ii): Aus Lemma 29.11 folgt, dass Kern(f) ein Untermodul von (Aj, +, -). Aulerdem
folgt aus Lemma 9.22, dass Kern(f) ein Unterring von (A, +, %) ist. Damit ist die Unteralge-
braeigenschaft von Kern(f) gezeigt. O

Beispiel 29.33 (Algebrahomomorphismus).

(i) Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K mit dim(V) = n € Nj. Dann sind die
Algebra der Endomorphismen von V (Endo(V),+, -, 0) und die Algebra der Matrizen
(K™, +, -, ) isomorph als (unitire) Algebren mit Eins. Fiir jede Wahl einer Basis By
von V ist f — Mg, B, (f) ein Isomorphismus.

Wir wollen diese Behauptung kurz bestatigen: Wir wissen bereits, dass f — Mg, s, (f)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist (Satz 19.6). Es bleibt nur zu zeigen, dass diese
Abbildung auch mit der ,Multiplikation® vertraglich ist. Fir Endomorphismen f,g €
Endo(V) gilt aber tatsichlich

Mpy By (f og) = Mpyp,(f) Mpyp,(9) nach Satz19.9.
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(if) Wir wissen, dass der Korper C der komplexen Zahlen ein zweidimensionaler Vektorraum

(iii)

(iv)

iiber dem Korper R der reellen Zahlen ist (Beispiel 13.16). Genauer ist (C, +, -, ) sogar eine
unitdre, kommutative R-Algebra mit Eins. Diese ist iber die Abbildung

a+bim— (Z _ab)

isomorph zu einer Unteralgebra der R-Matrixalgebra (R**?, +, -, ).

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K mit dim(V) = n € Ny. Fir n > 2 ist die
Determinante det: Endo(V) — K kein Homomorphismus von Algebren. Sie ist zwar
vertraglich mit der Multiplikation, nicht aber mit der Addition und der S-Multiplikation.

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (R[t], +, -) der R-Modul der Polyno-
me iiber R. Die Ableitungsabbildung % : R[t] — R[t] aus (29.8) ist kein Homomorphis-
mus von Algebren. Sie ist zwar vertriglich mit der Addition und der S-Multiplikation,
wegen der Produktregel (29.9) aber nicht vertraglich mit der Multiplikation. A

Auch aus Algebren (A, +, -, %) iiber einem kommutativen Ring (R, +, -) kdnnen wir bestimmte
Unterstrukturen J ausfaktorisieren. Dabei miissen wir beriicksichtigen, dass

(1) (A,+,-) einen R-Modul bildet, sodass J ein Untermodul sein sollte (J+ J € Jund R - J C J),

(2) und dass aulerdem (A, +, %) ein Ring ist, sodass J nicht nur ein Unterring, sondern ein Ideal
sein sollte (Ax J C Jund J x A C J).

Diese Uberlegungen fiihren zu folgendem Resultat:

Satz 29.34 (Faktoralgebra, vgl. Satz 29.13 und Satz 9.30 tiber Faktormoduln bzw. Faktorringe).

(0)

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring, (A, +, -, %) eine R-Algebra und J ein Untermodul
von (A, +, ), der gleichzeitig ein Ideal von (A, +, x) ist.

Dann gilt:
(a) Auf der Faktormenge
Al]= {[a] =a+]’a€A}

sind ¥, ¥ und *, definiert als

[a] ¥ [b] =[a+b] firab €A, (29.18a)
a“[a]l =[a-a] firae Kundace€A, (29.18b)
[a] % [b] = [axb] firabecA. (29.18¢)

eine innere und zwei duflere Verkniipfungen, bzgl. denen (A/ ], +, 7, *) eine Alge-
bra iiber R bildet. Diese wird der Faktoralgebra (englisch: factor algebra) oder
Quotientenalgebra (englisch: quotient algebra) von A nach J genannt.

Das neutrale Element bzgl. + ist [0] = J, und fiir die Inversen gilt =[a] = [—a]. Falls
A eine unitdre R-Algebra ist, so ist auch A/ J eine unitare R-Algebra. Falls A das
Einselement e besitzt, so besitzt A/ J das Einselement [e] = e + J.
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(b) Die kanonische Surjektion von A auf A/ J

FeAu
.

oo [al (29.19)

die jedem Element a € A seine Nebenklasse [a] = a + J zuordnet, ist ein surjektiver

Homomorphismus von (ggf. unitaren) Algebren (ggf. mit Eins). Es gilt Kern(x) = J.

(ii) Esseien (R, +, -) ein kommutativer Ring, (A, +, -, %) eine Algebra iiber R und (U, +) irgend-

eine Untergruppe von (A, +). Sind die Verkniipfungen (29.18) auf der Menge der Neben-

klassen A/ J wohldefiniert, dann ist U notwendigerweise ein Untermodul von (A, +, -), der

gleichzeitig ein Ideal von (A, +, %) ist. Insbesondere ist also (U, +, -, %) eine Unteralgebra
von (A, +, -, %).

Beweis. Aussage (i): Der Beweis ergibt sich aus den Beweisen fiir Faktorringe (Satz 9.30) und
Faktormoduln (Satz 29.13).

Aussage (ii): Aus Satz 29.13 folgt, dass (U, +, -) einen Untermodul bildet. Auf3erdem ergibt sich
aus Satz 9.30, dass (U, +, %) ein Ideal im Ring (A, +, %) bildet. m]

Bemerkung 29.35 (zu den Voraussetzungen in Satz 29.34).
Falls A ein Einselement e besitzt, dann folgt R - J C J bereits aus der Annahme A x J C J, denn
fur alle « € Rund u € J gilt
a-u=a(exu) daeneutrales Element bzgl x ist
= (a-e)*xu wegen des gemischten Assoziativgesetzes (29.13)
cA*xJCJ. A

§3O EINSETZUNGSHOMOMORPHISMEN UND POLYNOMFUNKTIONEN

Wir kommen zuriick zu unserer Motivation vom Anfang des § 29, ndmlich Elemente einer
R-Algebra (A, +, -, %) in Polynome aus R[¢] einzusetzen. Es sei dazu R wieder ein kommutativer

Ring mit Eins und
n
p= Z [od® tk
k=0

ein Polynom mit Koeffizienten a; € R. Wir setzen voraus, dass A unitér ist (1a = a) und
auflerdem ein Einselement e € A besitzt und definieren (vgl. Bemerkung 7.20) fiir a € A die
Potenzen

a =e, a*=axa und allgemein a" =a*xa---a.
[ —
a'=a, ad=axaxa n-mal

(Quizfrage 30.1: Welche Eigenschaft der Algebra A ist fiir die Wohldefiniertheit dieser abkiir-
zenden Schreibweise wichtig?)

Wir kénnen nun festlegen, was wir unter dem Einsetzen eines Elements a € A in ein Polynom
p € R[t] verstehen wollen:
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Definition 30.1 (Einsetzen eines Elements einer Algebra in ein Polynom).

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine unitire Algebra tiber R
mit dem Einselement e. Fiir a € A und p € R[t] heif}t die Bildung von

n
p(a):=Zakak:aoe+a1a+---+ana"eA (30.1)

k=0
das Einsetzen von a in das Polynom p. A

Beachte: Das Polynom p dient also als ,Bauplan®, wie aus dem eingesetzten Element a der
Algebra A ein neues Element p(a) € A konstruiert werden soll, ndmlich durch eine Linearkom-
bination von Potenzen von a.

Beispiel 30.2 (Einsetzen eines Elements einer Algebra in ein Polynom).

(i) Wir betrachten den Ring (Z, +, -) der ganzen Zahlen und die Matrixalgebra (Z™", +, -, -).
Das Einsetzen einer Matrix A € Z"™" in das Polynom p = -1+ 5t — 3t? € Z[t] ergibt

p(A) = -1A" +5A! — 3 A
=-I,+5A—-3A%

Fiir die Matrix A = [ } | erhalten wir beispielsweise speziell

10 12 1 2] 1 2
p(A)z_[o 1}”[3 4]_3[3 4] [3 4]
[ o], [5 0] _[2r 30
1o -1 15 20 45 66
_J25 40
_[60 85}'

(if) Wir betrachten den Korper (Q, 4+, -), einen Q-Vektorraum (V, 4+, -) und die Q-Algebra der

Endomorphismen (Endo(V), +, -, o). Das Einsetzen eines Endomorphismus f € Endo(V)
in das Polynom p = § — 3t + 3 1* ergibt

1 0 3 1 4 3
— —_ = +_
AT AR

1 3 4
=3idv-of+ofofef. A

p(f)

Wir werden im Folgenden zwei Standpunkte einnehmen:
(1) Wir halten das einzusetzende Element a € A fest und variieren das Polynom p € R[t], in
das wir a einsetzen. Das fithrt zum Konzept des Einsetzungshomomorphismus.

(2) Wir wihlen ein bestimmtes Polynom p € R[t] aus und variieren das einzusetzende Element
a € A. Das fihrt zum Konzept der Polynomfunktion.
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§ 30.1  EINSETZUNGSHOMOMORPHISMEN

Definition 30.3 (Einsetzungshomomorphismus).

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine unitare Algebra tiber R
mit Eins. Fiir a € A heif3t die Abbildung

ev,: R[t] 3 p > ev,(p) =p(a) e A (30.2)
der Einsetzungshomomorphismus (englisch: substitution homomorphism) oder der Aus-

wertungshomomorphismus (englisch: evaluation homomorphism) zu a. A

Die Bezeichnung der Abbildung (30.2) als Homomorphismus ist gerechtfertigt, wie die folgende
Aussage zeigt:

Satz 30.4 (Einsetzungshomomorphismus ist Homomorphismus von Algebren mit Eins).

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine unitare Algebra tiber R
mit Eins. Fiir jedes a € A ist der Einsetzungshomomorphismus ev,: R[t] — A ein Homomor-
phismus von Algebren mit Eins.

Beweis. (R[t],+,-,-) ist eine (unitdre) R-Algebra mit Eins (Beispiel 29.27). Dasselbe gilt nach
Voraussetzung fiir (A, +, -, x). Im Folgenden seien a € A fest gew#hlt sowie p,q € R[¢] und
a € R beliebig. Dabei konnen wir p und q in der Form

n n
p:Zaktk und q:Zﬁktk
k=0 k=0

schreiben mit Koeffizienten ay, fx € R.
Wir miissen die vier Bedingungen aus (29.15) nachweisen.

Schritt 1: ev, ist additiv:

ev,(p+q) =ev, (Z a t5 + Z Br tk) wegen der Darstellung von p und ¢
k=0 k=0

z B nach Definition der Addition (28.8)
= eva(Z(ak + ﬂk) t )
pars von Polynomen
n
= Z(ak + B d* nach Definition (30.2) von ev,
k=0
n n
= Z ap dt + Z Br P weil (A, +, -) ein R-Modul ist
k=0 k=0
=ev,(p) +ev,(q) nach Definition (30.2) von ev,.
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Schritt 2: ev, ist homogen:

ev,(ap) =ev, (a Qg tk) wegen der Darstellung von p und ¢

nach Definition der S-Multiplikation

von Polynomen

k=0
n
= Z(a ay) a® nach Definition (30.2) von ev,,
k=0
n
=« Z ax ak weil (A, +, -) ein R-Modul ist
k=0
=aev,(p) nach Definition (30.2) von ev,.

Schritt 3: ev,, ist vertraglich mit der Multiplikation:

n

ev,(p-q) =ev (( a; t’) (Z B tf)) wegen der Darstellung von p und ¢

i=0
i k k nach Definition der Multiplikation (28.9)
Va ar Pr-ct
0 £=0 von Polynomen

2n

I
M» T
8
=
»

nach Definition (30.2) von ev,,

k=
( a; ) (Z B a]) weil (A, +, %) ein Ring ist

=0

v,(p) * eva(q) nach Definition (30.2) von ev,

(Quizfrage 30.2: Warum ist das vorletzte Gleichheitszeichen gerechtfertigt?)
Schritt 4: ev, bildet das Einspolynom in R[t] auf das Einselement der Algebra A ab:

ev,(1t°) =1a° nach Definition (30.2) von ev,
=1le nach Definition von a°

=e weil (A4, +, -) ein unitiarer R-Modul ist. O

Quizfrage 30.3: Warum wird die Kommutativitat der Multiplikation % in der Algebra A in
Satz 30.4 nicht benétigt?

Bemerkung 30.5 (Festlegung des Einsetzungshomomorphismus).
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Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine unitire Algebra tiber R
mit dem Einselement e. Der Einsetzungshomomorphismus ev,: R[t] — A zu gegebenem a € A
ist durch einen einzigen Funktionswert

ev,(t) =a (dasPolynom t € R[t] wird auf das Element a € A abgebildet) (30.3)

eindeutig festgelegt?®, denn aus der Vertriglichkeit mit den inneren Multiplikationen der Eins
folgt bereits ev,(tX) = a* fiir alle k € Ny; die Vertraglichkeit mit der S-Multiplikation liefert
weiter ev,(a tX) = a d* fir alle @ € R und k € Ny; und die Vertraglichkeit mit der Addition
schliefllich ergibt ev,(p) = p(a) fir alle Polynome p € R[t]. A

Wir geben einige Beispiele fiir den Einsetzungshomomorphismus fiir unterschiedliche Wahlen
des Koeflizientenringes und der Algebra an, aus der ein Element eingesetzt wird.

Beispiel 30.6 (Einsetzungshomomorphismus).

i) Wir betrachten den Ring (Z, +, ) der ganzen Zahlen und die Matrixalgebra (Z™*™ +, -, -
g g g
fiir m € Ny. Der Einsetzungshomomorphismus zur Matrix A € Z™*™ hat die Form

n n
ev,: Z[t] 3 p = Zak t* 1 p(A) = ZakAk eZ™m,
k=0 k=0

(ii) Wir betrachten den Korper (Q, +, -), einen Q-Vektorraum (V, +, -) und die Algebra der
Endomorphismen (Endo(V), +, -, o). Der Einsetzungshomomorphismus zum Endomor-
phismus f € Endo(V) hat die Form

evy: Qltlap= Zak tk - p(f) = Z(xkfk € Endo(V).

k=0 k=0

(iii) Wir betrachten einen kommutativen Ring mit Eins (R, +,-) und die Polynomalgebra
(R[t], +, -, -) iiber R. Der Einsetzungshomomorphismus zum Polynom q € R[¢] hat die
Form

evy: RIt] 3 p =) at" = p(q) = ) arq" €R[t]. A
k=0 k=0

Genau wie in Vektorrdumen (bzw. in Moduln) Linearkombinationen mit Vektorraumhomomor-
phismen (bzw. mit Modulhomomorphismen) kommutieren (Lemma 17.6), so kommutieren auch
Polynome mit Algebrahomomorphismen:

Satz 30.7 (Polynome kommutieren mit Algebrahomomorphismen).

Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und A;, A, zwei unitire Algebren tiber R mit
Eins. Weiter sei f: A; — A; ein Homormophismus von Algebren mit Eins und a € A;. Dann
gilt fiir die Einsetzungshomomorphismen ev’ von A; und ev?za) von Aj:

foevii =evil . (30.4)

26Der Einsetzungshomomorphismus ev,, ist genau der Homomorphismus, dessen Existenz und Eindeutigkeit von
der universellen Eigenschaft des Polynomraumes garantiert wird, siehe Seite 403. Mit den Bezeichnungen von
dort ist S der Ring mit Eins (A, +, %) und ® = ev,, fiir das gewihlte Elemente a € A.
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Das heif3t, fiir jedes a € A; und jedes Polynom p € R[¢] gilt:
f(p(a) = p(f(a)). (30:5)

Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

R[t]
et;‘l/ \e",iffm
Ay 7 Ay

Beweis. Wir fuhren den Beweis in zwei Schritten:

Schritt 1: Wir zeigen zunichst, dass (30.4) und (30.5) d4quivalente Aussagen sind.

Nach Definition 30.3 bildet evf1 : R[t] — A; ab, und zwar durch
evy'(p) = p(a).
Nach Definition der Komposition bildet also f o evil: R[t] — A, ab, und zwar durch
(f o evg)(p) = f(eva'(p)) = f(p(a)).

Fur b € A, bildet wiederum nach Definition 30.3 ev‘;12 : R[t] — A, ab, und zwar
durch

evit(p) = p(b).
Speziell fiir b = f(a) erhalten wir also

evyl, (p) = p(f(a)).

Die Aussage, dass die Abbildungen in (30.4) fiir beliebige Elemente p € R[¢] tiber-
einstimmen, ist also gerade (30.5).

Schritt 2: Wir zeigen nun (30.5).
Dazu seip = 3 ax tk € R[t] beliebig. Dann gilt

Fo@) = £(Y )
k=0

= Zf(ak d) da f additiv ist, siehe (29.152)
k=0

= Z Qg f(ak) da f homogen ist, siehe (29.15b)
k=0

n
= Z ar f(a)*  da f mit der Multiplikation vertriglich ist, siehe (29.15¢)
k=0

= p(f(a)),

was zu zeigen war. O

https://tinyurl.com/scoop-la 427


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

§ 30.2 POLYNOMFUNKTIONEN

Wir kommen jetzt zum zweiten Standpunkt, ndmlich dem Einsetzen verschiedener Elemente
einer Algebra A in ein festes Polynom:

Definition 30.8 (Polynomfunktion).
Es seien (R, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine unitare Algebra tiber R
mit Eins. Fiir p € R[t] mit p = ¥7_, o t* heifit die Abbildung

p(): A3 awm pa) = Z apd e A (30.6)
k=0

die durch p induzierte Polynomfunktion (englisch: polynomial function) auf der Algebra A.
A

Beispiel 30.9 (Polynomfunktion).
(i) Wir betrachten das Polynom
p=5+2t—4t> € Z[t].
Auf der Matrixalgebra (Z™", +, -, -) induziert p die Polynomfunktion

Z"" 5 A p(A) =51+2A—4A% € 2P,

(if) Wir betrachten das Polynom
p=5+2t—4t>€Qlt],

also jetzt tiber dem Korper Q. Auf der Endomorphismenalgebra (Endo(V), +, -, o) eines
Q-Vektorraumes V induziert p die Polynomfunktion

Endo(V) 3> f i p(f) =5idy +2 f — 4 f* € Endo(V).

(iii) Wir betrachten das Polynom
p=t+t

iiber dem Korper Z,. Auf der Algebra (Z,, +, -, -) induziert p die Polynomfunktion
Zy3aw pla) =a+a® €Z,.

Diese erfiillt p(0) = 0- 0+ 0 = 0 sowie p(1) =1-1+1= 0. Es ist also p(-) auf Z, die
Nullfunktion, obwohl p nicht das Nullpolynom ist.

Verschiedene Polynome konnen also dieselbe Polynomfunktion induzieren! Tatséchlich
besitzen zwei Polynome ¢, g, € R[t] dieselbe Polynomfunktion, wenn ihre Differenz Viel-
faches von p ist, wenn es also ein Polynom r € R|[t] gibt mit g; —¢q, = r-p. Quizfrage 30.4:
Klar?
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(iv) Wir betrachten das Polynom
p=t'++1 +1¢°

tiber dem Kérper Z,. Auf der Matrixalgebra (Z2*2, +, -, -) induziert p die Polynomfunktion
2% 5 A p(A) = A*+ AP+ A0+ A® € 224

Diese erfiillt #hnlich wie im vorherigen Beispiel p(A) = 0 fiir alle A € Z2*2. Also ist
p(-) auf Z5*? die Nullfunktion, obwohl p nicht das Nullpolynom ist. Beispielsweise fiir

A=[15]gilt

r 2 3 5 6
11 11 11 11

A) = + + +

PA=1 o] 1o 1o 10]
_’01+10+01+10

11 0 1 11 0 1

_lo o R
oo

Wir betrachten jetzt die Abbildung, die einem Polynom seine Polynomfunktion auf einer
gegebenen Algebra zuordnet:

Satz 30.10 (Zuordnung Polynom zur induzierten Polynomfunktion).
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, x) eine unitdre Algebra tiber R
mit Eins. Die Abbildung

: (R[t]’+’ ) ) 2p— P() € (AA’ + "*) (307)

ist ein Homomorphismus von zwei Algebren mit Eins.

Beachte: Wie das Beispiel 30.9 zeigt, ist @ i. A. nicht injektiv. Verschiedene Polynome kon-
nen also dieselbe Polynomfunktion induzieren. ® ist i. A. auch nicht surjektiv. Bild(®) ist die
Unteralgebra mit Eins der Polynomfunktionen der Algebra mit Eins (A4 + -, %).

Beweis. O

Ende der Vorlesung 14

§ 31 POLYNOME UBER EINEM KORPER

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass der Koeffizientenring nicht nur ein kommutativer
Ring mit Eins, sondern sogar ein Kérper K ist. Nach Folgerung 28.11 ist dann der Polynomring
K[t] ein Integritatsring und insbesondere nullteilerfrei.

Wir stellen zunichst fest, dass selbst unter dieser Voraussetzung Polynome i. A. keine multipli-
kativen Inversen besitzen. Tatsachlich gilt:
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Lemma 31.1 (der Polynomring ist kein Korper).
Es sei K ein Korper.

(i) Ein Polynom p € K[t] ist multiplikativ invertierbar genau dann, wenn p = « (also ein
konstantes Polynom) mit « # 0 ist.

(ii) Der Polynomring K ¢] ist kein Kérper.

Beweis. O

§ 31.1  POLYNOMDIVISION

Als Ersatz fiir das Fehlen multiplikativer Inverser fithren wir eine Division mit Rest (englisch:
division with remainder) von Polynomen ein. So etwas ist uns aus dem Integritétsring (Z, +, -)
der ganzen Zahlen bereits bekannt, wo ndmlich fiir alle ay, a; € Z mit a; # 0 eindeutig bestimmte
g, 1 € Z existieren, sodass a; = q - az +r giltund 0 < r < |ay|.

Definition 31.2 (Teiler eines Polynoms, vgl. Beispiel 5.2).
Es seien K ein Korper und py, p, € K[t] zwei Polynome. p, heif3t ein Teiler (englisch: divisor)
von p; (kurz: p, | p1), wenn es ein weiteres Polynom g € K[¢] gibt, sodass gilt:

pPr=q-pa (31.1)

A

Satz 31.3 (Polynomdivision mit Rest).

Es seien K ein Korper und py, p; € K[t] zwei Polynome. Ist p; # 0 (Nullpolynom), dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K[t], genannt der Quotient (englisch: quotient) und der
Rest (englisch: remainder), sodass gilt:

pr=q-pz+r und deg(r) < deg(pz). (31.2)
Beachte: p; | p; gilt genau dann, wenn der Rest r das Nullpolynom ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Zerlegung der Form (31.2).

Dazu sei p, € K[t] fest und deg(p;) = m € Ny. Wir verwenden vollstdndige
Induktion nach n = deg(p;) € Ny U {—co}.

Induktionsanfang: Fiir jedes n € {—oo} U [[0,m — 1], also wenn n = deg(p;) <
deg(pz) = m gilt, setzen wir g := 0 und r = p;.

Induktionsschritt: Es sei n > m und die Behauptung fiir deg(p;) < n — 1 bereits
bewiesen. Es sei nun n = deg(p;) > deg(p,) = m. Die Darstellungen von p; und p,
seien

n-1

pr=ay+ot+---+oay_t +0(ntn,
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pz:ﬁo+ﬂ1t+"'+ﬂm_1tm_1+ﬁmtm.

Wir definieren

pr=pi—an o " pa.
Das ist ein Polynom mit deg(p;) < n. (Quizfrage 31.1: Warum?) Tatséchlich ist der
Koeffizient von t" in p; aber gleich 0. Damit gilt deg(p;) < deg(p;) = n.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren also gq,7 € K[¢] mit der Eigenschaft p; =

q - p2 +7und deg(r) < deg(p2) = m. Es folgt nun

p1= p1+an Bl t" ™ p,  mnach Definition von p;

m

=q-pr+T+an Py, t"™ p, gemif der Zerlegung von P

wegen der Kommutativitat

—~

—~ -1, ,n-m
= (@+an B 1) py+ T
(\q n P ) P2 T ind Distributivitit im Ring K[¢].

=q
Dabei gilt deg(r) = deg(7) < deg(pz) = m.
Schritt 2: Es bleibt, die Eindeutigkeit der Zerlegung (31.2) zu bestatigen.
Angenommen, es gelte
pPr=q-p2tr=q-pz+r
mit deg(r) < deg(p2) und deg(r) < deg(p,). Dann folgt (g —q) - p2 =7 —r und

weiter

da deg(r — 7) < max{deg(r), deg(-r)}

nach Lemma 28.10

deg(pz) > deg(r —7)

=deg((g—9q) - p2)

nach Lemma 28.10, da K als Kérper
= deg(q — ) +deg(ps)

nullteilerfrei ist.

Deshalb gilt deg(q—q) < 0, woraus ¢—q = 0 folgt, also g = q. Aus q-pa+r = q-p2+7
folgt dann auch r = 7. |

Folgerung 31.4 (Polynomdivision mit Rest).
Unter den Voraussetzungen von Definition 31.2, also p; = q - p2, ist g eindeutig bestimmt.

Beweis. Im Fall py, ps,q € K[t] und p; = q - p» (also ps | py) ist
p1=q p2+0

gerade die eindeutige Darstellung der Form (31.2). O

Beispiel 31.5 (Polynomdivision mit Rest).
Die Polynomdivision (englisch: polynomial long division) ist ein Verfahren zur Berechnung
der eindeutigen Zerlegung (31.2) fiir zwei gegebene Polynome py, p, € K[t]. Man sortiert dazu
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p1 und p, nach absteigenden Potenzen der Variablen und fiithrt dieselben Schritte wie bei einer
schriftlichen Division etwa in Z durch. Sobald der Grad des aktuellen Restes echt kleiner ist als
der Grad des Divisors p,, stoppt das Verfahren.

Fiir py =3t>+ 2t +1und p, = t? — 4t in Q[¢] erhalten wir

3t3 +2t+1= (% — 4t) (3t +12) + 50t + 1
- 313 + 1212
12t +2t
—12t% + 48t
50t +1

Also gilt in diesem Beispiel

383 4+2t41=3t+12) (12 —4t)+ (50t +1). A
—————— ~—_—— —— ——
J 4 q P2 r

§ 31.2 DIE HAUPTIDEALRING-EIGENSCHAFT

Wir erinnern an den Begriff des Hauptideals (Definition 9.35), das ist ein Ideal J = (a), das von
einem einzigen Ringelement a erzeugt werden kann. Es gibt Ringe, in denen jedes Ideal J ein
Hauptideal ist:

Definition 31.6 (Hauptidealring).
Ein Integritatsring®” R mit der Eigenschaft, dass jedes Ideal in R ein Hauptideal ist, heif3t ein
Hauptidealring (englisch: principal ideal domain). A

Beachte: Nach Satz 9.36 gilt in kommutativen Ringen R mit Eins fiir das von einem Element a € R
erzeugte Hauptideal (a) = Ra. Ist insbesondere a € R multiplikativ invertierbar, dann gilt
(a) =R

Beispiel 31.7 (Hauptidealring).
(i) Jeder Korper K ist ein Hauptidealring, denn K hat nur zwei verschiedene Ideale: J =
{0} =(0) und J =K = (1).
(ii) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealring, denn jedes Ideal J in Z ist von der
Form | = mZ = (m) fir ein m € Ny, vgl. Beispiel 9.29.
(iii) Im kommutativen Ring mit Eins R = Z, gibt es die Ideale J = {0} = (0) und J = {0,2} =
(2) sowie J = R = (1). Dennoch ist R kein Hauptidealring, da er nicht nullteilerfrei ist.

(iv) Der Polynomring Z[t] ist kein Hauptidealring. Er ist zwar ein ein Integritétsring (da Z
ein Integritatsring ist, Folgerung 28.11), jedoch kann beispielsweise das Ideal

J=@t={2-p+t-q|pqeZ[t]}

nicht von einem einzigen Polynom erzeugt werden. A

*Talso ein kommutativer, nullteilerfreier Ringe mit Eins ungleich einem Nullring, siehe Definition 9.7
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Das fiir uns wichtigste Beispiel eines Hauptidealringes ist der Polynomring tiber einem Kérper:

Satz 31.8 (der Polynomring iiber einem Korper ist ein Hauptidealring).
Es sei K in Kérper. Dann gilt:
(i) Zujedem Ideal J in K[t] existiert ein p € K[t] mit der Eigenschaft J = (p).
(ii) DasPolynom p aus Aussage (i) ist bis auf einen skalaren Faktor « € K eindeutig bestimmt.

Es gilt also: Sind py, p; € K[t] zwei Polynome mit der Eigenschaft | = (p;) = (p2), dann
gilt p» = a p; mit einem o € K \ {0}.

(iii) Ist J # {0}, dann ist p aus Aussage (i) eines der Polynome minimalen Grades in J \ {0}.
(iv) Ist J = {0}, dann gilt p = 0.

Beachte: Jedes Ideal in K[t] wird also durch ein einziges Polynom erzeugt, namlich durch
das bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmte Polynom minimalen Grades in diesem
Ideal.

Beweis. Aussage (i): Im Fall J = {0} wiahlen wir p = 0. Nach (9.13b) gilt J = (p).

Nun sei J # {0}, dann besitzt die Menge {deg(p) |p eJ\ {O}} ein Minimum m € Nj. Es sei
p € J\ {0} ein Polynom mit deg(p) = m.
Schritt 1: Wir zeigen (p) C J:

Wegen p € J haben wir (p) C (J), und da J bereits in Ideal ist, gilt (J) = J.
Schritt 2: Wir zeigen J C (p):

Es sei p € J beliebig. Nach Satz 31.3 gibt es (eindeutig bestimmte) Polynome g, r €

K|[t] mit deg(r) < deg(p) und

p=q-p+r, alsor=p-—q-p.

Weil J ein Ideal ist und p, p € J liegen, ist auch r € J. (Quizfrage 31.2: Klar?) Da
aber p nach Voraussetzung ein Element minimalen Grades von J \ {0} ist, muss
r = 0 gelten, d. h., wir haben p = q - p € K[t] - p = (p) nach Satz 9.36.

Aussage (ii): Es gelte ] = (p1) = (p2). Da K[t] ein kommutativer Ring mit Eins ist, gilt nach
Satz 9.36 (p1) = K[t]-p1 und (p2) = K[t]-ps. Aus p; € (p2) folgt also die Existenz von q; € K[t]
mit

P1=q1" P2,
und analog folgt aus p; € (p;) die Existenz von q; € K[t] mit

P2 =qz2 " p1-
Zusammen haben wir also

p1=¢1-qz-p1 unddamit p;-(q1-g2—1) =0.
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K[t] ist nullteilerfrei (Folgerung 28.11). Es muss also p; = 0 oder ¢; - g2 = 1 gelten. Im ersten
Fall folgt J = {0} und damit auch p, = 0. Im zweiten Fall folgt aus Lemma 28.10 deg(q; - q2) =
deg(q1) +deg(q.), andererseits gilt deg(q; - g2) = deg(1) = 0. Daraus folgt deg(q;) = deg(gs) = 0.
Das heifit aber gz = @ € K mit « # 0 und ¢; = ¢™'. Damit folgt wie behauptet p; = a p;.

Aussage (iii): Im Beweis von Aussage (i) wurde p als ein Polynom in J \ {0} minimalen Grades
gewihlt. Aussage (ii) zeigt, dass jedes andere erzeugende Polynom von J notwendigerweise
ein Vielfaches von p ist (mit einem Faktor ungleich 0), also ebenfalls ein Polynom in J \ {0}
minimalen Grades.

Aussage (iv): Diese Aussage ist klar. O

§ 31.3 NULLSTELLEN UND TEILER

Definition 31.9 (Nullstelle eines Polynoms).
Es seien K ein Korper und p € K[t]. Das Element A € K heifit eine Nullstelle (englisch: zero)
oder Wurzel (englisch: root) von p in K, wenn p(1) = 0 gilt. A

Beispiel 31.10 (Nullstelle eines Polynoms).

(i) Das Polynom p = 1+ t*> € Q[t] besitzt keine Nullstelle in Q, weil fiir die zugehérige
Polynomfunktion p(-): Q — Q gilt: p(t) = 1+ t? > 1 fiir alle ¢ aus dem geordneten
Korper Q. Dasselbe Argument zeigt, dass p = 1+ t* € R[t] auch in R keine Nullstelle
besitzt.

(ii) Das Polynom p =1+ t* € C[t] besitzt jedoch zwei Nullstellen in C, und zwar i und —i.

(iii) Das Polynom p =1+ t? € Zs[t] besitzt in Zs genau die Nullstellen 2 und 3:

p(0)=0-0+1=1,
p(1)=1-1+1 =2,
p(2)=2-2+1=0,
p(3)=3-3+1=0,
p(4)=4-4+1=2.

(iv) DasPolynomp = (t—0)-(t—1)-(t—=2)-(t—3) - (t—4)+1=1+4t+1>, besitzt in Zs
keine Nullstelle, denn es gilt p(¢) = 1 fur alle t € Zs.
(Ein solches Polynom gibt es fiir jeden endlichen Korper.) A

Lemma 31.11 (Nullstellen und Teiler).
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:

(i) A € K ist eine Nullstelle von p.
(ii) Das Polynom t — A € K[t] ist ein Teiler von p.

In diesem Fall gilt fiir das eindeutig bestimmte Polynom q € K[t] mit p = q - (¢ — A) die
Eigenschaft deg(q) = deg(p) — 1.
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei A € K eine Nullstelle von p, also p(1) = 0. Nach
Satz 31.3 gibt es (eindeutig bestimmte) Polynome ¢,r € K[t], sodass gilt: p = q- (t —A) +r
und deg(r) < deg(t — A) = 1. Also ist r ein konstantes Polynom. Um es zu bestimmen, ist es
ausreichend, den Wert der zugehorigen Polynomfunktion r(-) an einer Stelle zu kennen. An der
Stelle A gilt

r()=(p-q-(t=2))A)
=p(A) —q(4) - (A= 4) denn ev, ist ein Homomorphismus von Algebren

=p(d)
=0.

Also ist r das Nullpolynom, und es folgt p = ¢ - (t — A), d. h., t — A ist ein Teiler von p.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei t — A ein Teiler von p, also existiert ein ¢ € K[¢] mit der
Eigenschaft p = g-(t—A). Das Einsetzen von A liefert wie oben p(1) = q(1)-(A—24) = q(1)-0 = 0.
Also ist A eine Nullstelle von p.

Weiter gilt nach Lemma 28.10 deg(p) = deg(q - (t — 1)) = deg(q) + 1. O

Mithilfe der Nullstellen konnen wir Polynome multiplikativ zerlegen:

Satz 31.12 (Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen).

Es seien K ein Korper und p € K[t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt:

(i) Es existieren s € Ny, paarweise verschiedene Zahlen 4;, ..., s € K sowie Exponenten
ny, ..., ns € Nund ein Polynom ¢ € K[t] ohne Nullstelle in K, sodass gilt:

p=(—-A)"-(t=A)™ - q. (31.3)

Weiter gilt deg(p) = ny + - - - + ng + deg(q).
(ii) Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen 4;,...,A; € K.
(iii) Ist A € K eine Nullstelle von p, dann gilt

n= max{m € N| (t=-A1H™] p}. (31.4)

(iv) Die Darstellung (31.3) ist (bis auf die Nummerierung der Nullstellen) eindeutig bestimmt.

Die Zahl n; € N heifit die Vielfachheit*® der Nullstelle A;. Eine Nullstelle heif3t eine einfa-
che Nullstelle®, wenn ihre Vielfachheit gleich 1 ist, andernfalls heift sie eine mehrfache
Nullstelle3°. Jedes Polynom ¢t — A; € K[t] heift ein Linearfaktor3' von p.

2Benglisch: multiplicity
*9englisch: simple zero
3%englisch: multiple zero
3lenglisch: linear factor
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Beweis. Aussage (i): Wir fithren eine Induktion nach n := deg(p) durch. Im Fall n = 0 (Indukti-
onsanfang) ist p ein konstantes Polynom ungleich 0, das keine Nullstelle besitzt. Daher ist in
diesem Fall s = 0 und g = p.

Wir nehmen an, die Behauptung sei bereits gezeigt fiir Polynome vom Grad n € Nj. Es sei nun
p € K[t] ein Polynom vom Grad n + 1. Wenn p keine Nullstelle besitzt, so gilt die Behauptung
mit s = 0 und g = p. Andernfalls besitzt p eine Nullstelle A € K. Nach Lemma 31.11 ist also
t — A € K[t] ein Teiler von p, d.h., es gilt p = (t — A) - p. Aus Lemma 31.11 folgt auBBerdem
deg(p) = n. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt p also eine Darstellung wie in (31.3), und
somit besitzt auch p = (t — 1) - p eine solche Darstellung.

Die Eigenschaft deg(p) = n; + - - - + ng + deg(q) in einer Darstellung der Form (31.3) folgt aus
Lemma 28.10.

Aussage (ii): Ist p wie in (31.3) dargestellt und ist ;1 € K eine Nullstelle von p, dann folgt

0=p(p) =(p=2A)" - (u—=2A)" - q(p).

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss einer der Faktoren gleich 0 sein. Da aber ¢ nach Voraus-
setzung keine Nullstelle besitzt, muss es ein i € [1,s] geben mit u = A;.

Umgekehrt ist offenbar t — A; ein Teiler von p fiir jedes s € [[1,s]. Aus Lemma 31.11 folgt, dass A;
eine Nullstelle von p ist. (Alternativ kénnen wir auch einfach A; in p einsetzen.)

Aussage (iii): Es sei A € K eine Nullstelle von p = (t — Ay)™ - - - (t — A;)™s - q. Nach Aussage (ii)
ist A= A; fireini € [[1,s]). Es gilt offenbar (¢t — ;)™ | p, also n; < max{m € N! (t—=2)™| p}
Andererseits besitzt das Quotientenpolynom

| |(t—ﬂk)"’“ q
k=1
k#i

A; nicht als Nullstelle (Quizfrage 31.3: Klar?). Nach Lemma 31.11 ist also auch £ — 4; kein Teiler des
Quotientenpolynoms, und damit folgt (¢t — A;)"*! |/p. Das zeigt n; = max{m € Nf (t=A)™| p}.

Aussage (iv): Nach Aussagen (ii) und (iii) sind die verschiedenen Zahlen A;, ihre Anzahl s € Nj
und ihre Exponenten n; eindeutig bestimmt. O

Beachte: Der Satz 31.12 kann konstruktiv genutzt werden: Kennen wir eine Nullstelle von
p € K[t], so kénnen wir mithilfe der Polynomdivision den Linearfaktor ¢t — A abdividieren und
erhalten ein Restpolynom, dessen Grad um 1 geringer ist als der Grad von p. Das wiederholen
solange, bis ein Restpolynom q ohne Nullstellen erreicht wurde.

Folgerung 31.13 (Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen).
Es seien K ein Korper und p € K[¢] ein Polynom, p # 0. Dann gilt mit der Darstellung von p
wie in (31.3):

(i) phathochstens deg(p) € Ny viele Nullstellen, wenn diese entsprechend ihrer Vielfachheit

gezahlt werden, also
S

D, ni = deg(p) — deg(g) < deg(p). (315)

i=1
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(ii) Insbesondere hat p hochstens deg(p) € N viele paarweise verschiedene Nullstellen, also
s < deg(p).

Beweis. Es sei (31.3) die (i. W. eindeutige) Zerlegung von p mit s € N paarweise verschiedenen
Nullstellen von p. Es gilt

deg(p) = deg(q) + Z n;nach Satz 31.12

i=0

S
>O+Zni wegenq # 0
i=1
S
> Z 1 wegen n; > 1. |
i=1

Beispiel 31.14 (Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen).

(i) Wir betrachten das Polynom
p=3+t*+2¢€Zs[t].
Wir finden durch Probieren, also durch Einsetzen von 0, 1, 2, 3, 4 die erste Nullstelle
p(2)=3-2°+22+24=4+2+4=0.
Wir konnen jetzt den Linearfaktor ¢t — 2 von p abdividieren und erhalten
3+ +2=(t-2)- 32 +2t+4).

Fiir das Quotientenpolynom p; = 3% + 2t + 4 finden wir wieder durch Probieren erneut
die Nullstelle 2:
pi1(2)=3-2242-2+4=2+4+4=0.

Erneutes Abdividieren liefert
pr=3t"+2t+4=(t-2) (3t+3).
Das Quotientenpolynom p; = 3t + 3 schliefilich hat die Nullstelle 4:
pa(4)=3-4+3=2+3=0,
und Abdividieren des Linearfaktors ¢ — 4 liefert
p2=(t—4)-3.
Wir erhalten also insgesamt die Darstellung
p=(-2°%(t-4)-3

von der Gestalt (31.3) mit der Nullstelle A; = 2 der Vielfachheit n; = 2, der weiteren
Nullstelle A, = 4 der Vielfachheit n, = 1 und dem Faktor g = 3, der keine Nullstellen
besitzt.
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(if) Wir betrachten das Polynom
p=t+2tecZst].

Dieses Polynom hat die Nullstelle 0, und durch Abdividieren des Linearfaktors t — 0
erhalten wir
t+2t=(t-0)-(t*+2).

Das Quotientenpolynom p; = t* + 2 hat keine Nullstelle in Zs, denn fiir alle t € Zs gilt
p1(t) = t? + 2 € {1,2,3}. Wir erhalten also insgesamt die Darstellung

p=(t-0)"-(t*+2)

von der Gestalt (31.3) mit der Nullstelle A; = 0 der Vielfachheit n; = 1 und dem Faktor
q = t* + 2, der keine Nullstellen besitzt. A

In Beispiel 30.9 und Satz 30.10 hatten wir gesehen, dass die Abbildung
®: (R[t],+) 3 p = p(-) € (A% 4, %)

ein Algebrahomomorphismus ist, der aber i. A. nicht injektiv ist, auch wenn der Ring R ein
Kérper K ist. Beispielsweise wurde im Fall K = A = Z; das Polynom p = t + t? € Z,[t]
auf die Nullfunktion abgebildet. Wie folgendes Ergebnis zeigt, ist die Endlichkeit des Korpers
charakteristisch fiir die Nichtinjektivitat von .

Folgerung 31.15.
Es sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist die Abbildung ®: K[t] — KX aus (30.7) injektiv.

Beweis. Es seien py, p, € K[t] Polynome und p; = p, die zugehérigen Polynomfunktionen. Wir
setzen q = p; — p2. Wegen q = p; — p2 = Ok (Quizfrage 31.4: Warum gilt diese Gleichheit?) hat
q unendlich viele Nullstellen, ndmlich alle Elemente aus K. Das widerspricht Folgerung 31.13, es
sei denn, q ist das Nullpolynom. Daher gilt p; = p», d. h., die Injektivitat von . O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem wichtigen Resultat, das speziell fiir Polynome tiber
dem Korper der komplexen Zahlen gilt:

Satz 31.16 (Fundamentalsatz der Algebra3®).
Jedes Polynom p € C[¢] mit deg(p) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.

Ein Beweis dieses Satz wird i. d. R. in weiterfithrenden Veranstaltungen tiber Funktionentheorie
oder Algebra vorgestellt.

Folgerung 31.17 (nicht-konstante Polynome iiber den komplexen Zahlen C zerfallen in Linear-
faktoren).
Jedes nicht-konstante Polynom p € C[t] zerfallt vollstandig in Linearfaktoren. In der Darstellung

(31.3) gilt also deg(q) = 0.

3%2englisch: fundamental theorem of algebra
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Beweis. Der Beweis gelingt mit vollstandiger Induktion nach n = deg(p) und Anwendung des
Fundamentalsatzes 31.16. O

Ende der Vorlesung 15

Ende der Woche 7
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Kapitel A Zur Konstruktion der Zahlen

Literatur: Goldrei, 1996, Chapters 2—3

Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} oder Ny = {0, 1,2, ...} sind ausreichend, um Objekte zu
zéhlen. Gleichungen wie x +2 = 1 sind jedoch in Ny nicht lsbar. Dafiir bendtigen wir die Menge
der ganzen Zahlen Z. Gleichungen wie 2 x = 1 sind aber auch in Z nicht losbar. Dafiir bendtigen
wir die Menge der rationalen Zahlen Q. Gleichungen wie x> = 2 sind aber auch in Q nicht
16sbar. Dafiir bendtigen wir die Menge der reellen Zahlen R. Gleichungen wie x* = —1 sind aber
auch in R nicht 16sbar. Dafiir bendtigen wir die Menge der komplexen Zahlen C. Wir deuten
in diesem Abschnitt kurz an, wie die die Zahlbereiche (4.1) von den natirlichen bis zu den
komplexen Zahlen mitsamt ihren Verkniipfungen Addition und Multiplikation mathematisch
fundiert konstruiert werden kénnen.

DiE NATURLICHEN ZAHLEN

Die natiirlichen Zahlen (englisch: natural numbers) konnen auf verschiedene Arten konstru-
iert werden, beispielsweise — unabhingig von den Axiomen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
— mit Hilfe der Peano-Axiome. Alternativ konnen wir die natiirlichen Zahlen N, aber auch
innerhalb der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre abbilden. Von Neumann setzt dazu

0:=10

1:=0U{0} = {0}

2:=1U {1} = {0, {0}}
3:=2U{2} = {0,{0}, {0, {0}}}

usw. Gleichzeitig mit diesen ,Zahlen® wird die Funktion Nachfolger (englisch: successor)
S(n) = nU {n} definiert. Die Menge N, ist dann der Durchschnitt aller Mengen, die die 0
(also 0) enthalten und die die Eigenschaft haben, dass sie ihr Bild unter der Nachfolgerfunktion
enthalten:

Ny = ﬁ{M ist Menge | 0 € M und S(M) € M}.

Da jede natiirliche Zahl in Ny entweder gleich 0 oder der Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist,
kann die Addition (englisch: addition) rekursiv durch

m+0:=m fir m € N

m+S(n) =S(m+n) furm,n e N,
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definiert werden. Es kann gezeigt werden, dass die Addition eine assioziative, kommutative
Verkniipfung auf Ny mit neutralem Element 0 ist. Also ist (N, +) ein kommutatives Monoid.
Beispielsweise gilt

5+2=5+5(1) = S(5+1) = S(5+5(0)) = S(S(5+0)) = S(S(5)) = S(6) =7

245=2+5(4)=S(2+4) =S(2+5(3)) = S(S(2+3)) = S(S(2+5(2))) = S(S(S(2 +2)))
=5(5(5(2+5(1)))) = S(S(5(S(2+1)))) =S(S(S(5(2 +5(0))))) = S(S(S(S(S(2+0)))))
= S5(S(5(5(5(2))))) = S(S(S(5(3)))) = S(S(5(4))) = S(S(5)) =S(6) =7.

Aufbauend auf der Addition kann dann die Multiplikation (englisch: multiplication) rekursiv
durch

m-0:=0 fur m € Ny

m-S(n)=(m-n)+m firm,ne Ny

definiert werden. Auch fiir die Multiplikation kann gezeigt werden, dass sie eine assioziative,
kommutative Verkniipfung auf Nj ist, und zwar mit dem neutralen Element 1. Also ist auch
(N, -) ein kommutatives Monoid.

Nun kann noch das Distributivgesetz a - (b+c¢) = (a- b) + (a - ¢) fur alle a, b, ¢ € Ny bestitigt
werden.

Mit Hilfe der Addition kann die natiirliche Totalordnung < auf N definiert werden, und zwar
durch
a<b o dneNy(b=a+n).

Fiir alle b € Ny gilt b > 0. Wie leicht zu sehen ist, ist diese Ordnung kompatibel mit der Addition
und Multiplikation, es gilt alsoa < b = a+c < b+cunda< b= a-c < b-cfirallec € Ny.

Durch Entfernen der 0 aus der Menge N erhalten wir die kommutative Halbgruppe (I, +) bzw.
das kommutative Monoid (N, -).

DIE GANZEN ZAHLEN

Die ganzen Zahlen (englisch: integer numbers) kénnen wir aus den natiirlichen Zahlen N,
konstruieren, beispielsweise durch

Z:=NyxNy/~
bzgl. der Aquivalenzrelation
(a,b) ~(c,d) & a+d=b+c
auf Ny x Ny. Wir fithren auf Z durch

[(@.0)] +[(c.d)] = [(a+cb+d)]
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die Addition ein. Fiir diese kann gezeigt werden, dass sie woh@eﬁniert, assoziativ und kommu-
tativ ist und das neutrale Element [(0, 0)] besitzt. Damit ist (Z, +) ein kommutatives Monoid.
Tatsédchlich ist (Z, +) sogar eine abelsche Gruppe, denn [(b, a)] ist wegen

[(a.0)] +[(b,a)] = [(a+b,b+a)] =[(a+ba+b)] =1[(0,0)]
das additive Inverse zu [(a, b)].

Jede Aquivalenzklasse [(a, b)] enthilt entweder genau ein Element der Form (¢, 0) mit ¢ € N
oder genau ein Element der Form (0,d) mit d € N oder das Element (0,0). Im ersten Fall
bezeichnen wir die Aquivalenzklasse [(c, 0)] kurz mit ¢. Im zweiten Fall bezeichnen wir die
Aquivalenzklasse [(0,d)] kurz mit —d. Im dritten Fall bezeichnen wir die Aquivalenzklasse
[(0,0)] kurz mit 0. Durch diese bijektive Abbildung ¢: 7Z—>7:= {0,1,-1,2,-2,...} konnen
wir auf der Reprisentantenmenge Z die Addition erklaren, sodass (Z, +) eine abelsche Gruppe
mit dem neutralen Element 0 wird. Diese ist isomorph zu Z. Beispielsweise gilt

2+3=[(2,0]+[GB,0)] =[(0]=5
2+(-3) = [(2,0] +[(0,3)] = [(2,3)] = [(0,1)] = -1
2-(-3)=[(2,0)] - [(0.3)] = [(2,0)] + [(3,0)] = [(5.0)] = 5.

Die zuvor definierte Addition in Ny stimmt dann mit der Addition in Z, eingeschrinkt auf Ny,
iiberein. Formal wird das Monoid (Ny, +) mit Hilfe des injektiven Monoidhomomorphismus
Ny 3 a = a > Z in die Gruppe (Z, +) eingebettet. So werden die natiirlichen Zahlen zu einer
Teilmenge der ganzen Zahlen und die Addition auf Z zu einer Fortsetzung der Addition auf Nj.

Die Multiplikation kann nun ebenfalls zunéchst wieder auf Z definiert werden, und zwar (mit
Hilfe der Addition und Multiplikation in Ny) durch

[(a,b)] - [(e,d)] =[(a-c+b-dya-d+b-0)].

Auch hier kann die Wohldefiniertheit, Assoziativitat und Kommutativitat gezeigt werden. Das
neutrale Element ist [(1, 0)]. AnschlieBend kénnen wir wieder mit Hilfe der Bijektion ¢: Z—-7Z
die Multiplikation auf Z erklaren. Alternativ konnen wir die Multiplikation auch direkt nur
auf Z definieren, indem wir fiir a - b eine Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von a
und b vornehmen. (Damit ist die Fallunterscheidung a > 0 oder a < 0 bzw. b > 0 oder b < 0
bzgl. der gleich erlduterten Ordnung auf Z gemeint.) In jedem Fall ergibt sich, dass (7Z, -) eine
kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 1 ist und dass (N, -) in (Z, -) eingebettet ist.

Abschlieflend kann noch das Distributivgesetz a - (b +c¢) = (a - b) + (a - ¢) gezeigt werden,
wodurch (Z, +, -) zu einem kommutativen Ring (Definition 9.1) mit dem Einselement 1 wird.

Die natiirliche Totalordnung < auf Ny kann auf Z fortgesetzt werden, und zwar wiederum
durch
a<b & dneNy(b=a+n).

Esgilta<b=a+c<b+cfirallec € Zsowiea< b =a-c<b-cfirallec e Nyund
a<b=a-c>b-cfirallec e —Nj.

Der Betrag |a| einer ganzen Zahl a ist definiert als

al = a falls a > 0,
" l-a fallsa<o.
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DIE RATIONALEN ZAHLEN

Die rationalen Zahlen (englisch: rational numbers) konnen wir aus den ganzen Zahlen Z
konstruieren durch
Q=Zx(Z\{o})/~
mit der Aquivalenzrelation
(a,b) ~(c,d) & a-d=c-b
auf Z X (Z \ {0}). Auf Q fihren wir durch
[(a.b)] +[(c,d)] =[(a-d+Db-c,b-d)]

die Addition ein. Fiir diese kann gezeigt werden, dass sie wohldefiniert, assoziativ und kommu-
tativ ist und das neutrale Element [(0, 1)] besitzt. Damit ist (Q, +) ein kommutatives Monoid.
Tatsachlich ist (Q, +) sogar eine abelsche Gruppe, denn [(—a, b)] ist wegen

[(@.b)]+[(=a. )] =[(a-b+b-(=a).b-b)] =[(0,b-b)] =[(0,1)]

das additive Inverse zu [(a, b)]. Auch hier gilt, dass Z durch a — [(a,1)] in Q eingebettet ist
und dass die Addition auf Q, eingeschrankt auf Z x {1}, mit der Addition auf Z tibereinstimmt.

Die Multiplikation auf Q wird definiert durch
[(a,b)] - [(c,d)] =[(a-cb-d)].

Auch diese ist wohldefiniert, assoziativ und kommutativ mit neutralem Element [(1,1)]. Damit
ist (Q, -) ein kommutatives Monoid. Tatséchlich ist (Q\ {[(0,1)]}, -) sogar eine abelsche Gruppe,
denn [(b, a)] ist wegen

[(a.b)] - [(b,a)] = [(a-b,b-a)] =[(a-ba-b)] =[(11)]
das multiplikative Inverse zu [(a, b)]. Insbesondere ist [(1,a)] das multiplikative Inverse zu
[(a,1)] fur alle a € Z \ {0}. Auch hier wird durch a — [(a,1)] die Menge Z in Q eingebettet

und die Multiplikation auf Q, eingeschrankt auf Z x {1}, stimmt mit der Multiplikation auf Z
iiberein.

Weiterhin kann das Distributivgesetz gezeigt werden, wodurch (Q, +, -) zu einem Kérper wird
(Definition 10.1). Es ist iiblich, die Aquivalenzklasse [(a, b)] in der Gestalt eines ,Bruches” ¢ zu
notieren, vgl. (5.18). Durch ,Kiirzen“ und ,Erweitern® konnen wir jederzeit den Repriasentanten
einer Aquivalenzklasse wechseln. Insbesondere kann ein Bruch immer in der Form § mit

,Zahler” a € Z und ,Nenner® b € N dargestellt werden.

Die natiirliche Totalordnung < auf Z kann auf Q fortgesetzt werden, und zwar fiir die Darstel-
lungen mit b,d € N durch

g < 2 &  a-d<c-b (im Sinne der Totalordnung < auf Z).
Esgilta<b=a+c<b+cfirallece Qsowiea> 0, b > 0= a-b > 0. Damit wird (Q, +, -)

zu einem geordneten Koérper (Definition 10.19).
Der Betrag |%| einer rationalen Zahl § mita € Zund b € Z \ {0} ist definiert als

’a‘ _ {% falls § > 0,

bl ™ |-& falls <.
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DIE REELLEN ZAHLEN

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die reellen Zahlen (englisch: real numbers) aus den
rationalen Zahlen Q zu konstruieren. Wir skizzieren hier die Konstruktion tiber Dedekindsche
Schnitte. Ein Dedekindscher Schnitt (englisch: Dedekind cut) ist ein Paar (A, B) von Mengen
A, B C Q mit den folgenden Eigenschaften:

(1) {A, B} bildet eine Partition von Q,

(2) ye Aund x € Q, x < y impliziert x € A,
(A ist nach unten abgeschlossen.)

(3) fiir alle x € A existiert y € A mit y > x.
(A besitzt kein Maximum.)

Da A und B eine Partition von Q bilden, kann Eigenschaft (2) auch in der Form a < b fiir alle
a € A und alle b € B ausgedriickt werden. (Quizfrage A.1: Klar?)

Wir definieren nun die reellen Zahlen als
R :={A C Q]| (A, B) ist ein Dedekindscher Schnitt}.

Mit anderen Worten bestehen die reellen Zahlen also gerade aus den sogenannten linken
Abschnitten A (englisch: Dedekind left sets) der Dedekindschen Schnitte (A, B).

Auf R fithren wir durch
A1 +A2 = {a1 + as | a € Al, as € Az}

die Addition ein. Fiir diese kann gezeigt werden, dass sie wohldefiniert, assoziativ und kommu-
tativ ist und das neutrale Element Q¢ == {x € Q| x < 0} (,Null®) besitzt. Damit ist (R, +) ein
kommutatives Monoid. Tatséchlich ist (R, +) sogar eine abelsche Gruppe, denn es kann gezeigt
werden, dass
—A =Q - (Q\4)

={x-b|x€QxundbeQ\A}

={y€Q[3beQ\A(y <-b)}
das additive Inverse zu A ist.
Bevor die Multiplikation auf R eingefiihrt werden kann, definieren wir die Ordnungsrelation
A; < A, durch A; € A,. Dadurch wird R zu einer totalgeordneten Menge. Ein Element A € R
heifit negativ (englisch: negative) im Fall A ¢ Q(, nicht-positiv (englisch: non-positive)
im Fall A C Q«o, positiv (englisch: positive) im Fall Q<o & A und nicht-negativ (englisch:
non-negative) im Fall Q. C A.

Die Multiplikation auf R wird nun fallweise definiert. Wenn A; und A, beide positiv sind,
dann setzen wir

A Ay ={a1-az|a; >0, a; >0, a1 € Ay, az € A2} U Q.

Ist A; negativ und A; positiv, dann setzen wir A; - A; = —((—A;) - Az). Ist A; positiv und A,
negativ, dann setzen wir A; - A, = —(A; - (—Az)). Sind A; und A; beide negativ, dann setzen
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wir Aq - Ay = ((—A;) - (—A)). Ist schliefilich mindestens einer der beiden linken Abschnitte A;
oder A; gleich Q¢ (,Null®), dann setzen wir A; - Ay = Q. Auch fiir die Multiplikation kann
gezeigt werden, dass sie wohldefiniert, assoziativ und kommutativ ist und das neutrale Element
{x € Q| x < 1} besitzt. Damit ist (R, -) ein kommutatives Monoid. Tats4chlich ist (R \ Qo, -)
sogar eine abelsche Gruppe.

Weiterhin kann das Distributivgesetz gezeigt werden, wodurch (R, +, -) zu einem Kérper wird
(Definition 10.1). Auflerdem ist die oben definerte Totalordnung < auf R kompatibel mit der
Addition und Multiplikation, es gilt also A; < A; = A; + A3 < A, + As fiir alle A; € R, und
fur alle nicht-negativen A;, A; ist auch A; - A; nicht-negativ. Damit wird (R, +, ) zu einem
geordneten Korper (Definition 10.19).

Ist A eine nach oben beschrinkte Teilmenge' von R, so besitzt A ein Supremum in R, und
zwar sup A = (Jacq A. Ist A eine nach unten beschrankte Teilmenge von R, so besitzt A
ein Infimum in R, und zwar inf A = (4 4 A. Die Existenz dieser Suprema und Infima ist der
entscheidende Unterschied zwischen den rationalen und den reellen Zahlen.

Eine rationale Zahl g € Q wird mit dem linken Abschnitt A; = {x € Q|x < ¢} identifiziert. Man
kann zeigen, dass diese Abbildung q — A, und vertraglich mit der Addition und Multiplikation
auf Q und R ist. Mit anderen Worten: Diese Abbildung ist ein Kérperhomomorphismus von
(Q,+, ) nach (R, +,-), durch den Q in R eingebettet wird. Dabei konnen wir ausnutzen, dass
Kérperhomomorphismen stets injektiv sind (Lemma 10.14).

Neben allen Elementen von Q besitzen auch bestimmte andere linke Abschnitte Kurzbezeich-
nungen, wie beispielsweise V2 = {x € Q|x - x < 2 oder x < 0}. Linke Abschnitte, die nicht
von der Form {x € Q| x < g} fiir ¢ € Q sind, heiflen irrationale Zahlen (englisch: irrational
numbers). Beispiele fiir (benannte) irrationale Zahlen sind V2, die Eulersche Zahl e und die
Kreiszahl 7.

An dieser Stelle halten wir einmal fest, dass die reellen Zahlen tiberlicherweise abstrakt als
ein geordneter Korper mit der zusétzlichen Eigenschaft definiert werden, dass jede nach oben
beschrankte Teilmenge ein Supremum besitzt. Letztere Eigenschaft nennt man auch die Ord-
nungsvollstindigkeit (englisch: order completeness). Man kann dann zeigen, dass ein solcher
Korper bis auf Isomorphie eindeutig ist. Insofern stellt die oben skizzierte Konstruktion der
reellen Zahlen iiber Dedekindsche Schnitte ein mégliches Modell fiir die reellen Zahlen dar. Ins-
besondere zeigt es, dass eine algebraische Struktur mit den genannten Eigenschaften tiberhaupt
existiert. In der Praxis arbeiten wir aber nur mit den abstrakten Eigenschaften des geordneten
Korpers R.

Die Ordnungsvollstindigkeit der reellen Zahlen sorgt iibrigens dafiir, dass eine Wiederholung der
Konstruktion durch Schnitte in R, also {A C R | (A, B) ist ein Dedekindscher Schnitt} wiederum
auf einen Korper fiihrt, der isomorph zu R ist.

Der Betrag |a| einer reellen Zahl a ist definiert als

1 a falls a > 0,
al =
—a fallsa< 0.

1A ist also eine Menge linker Abschnitte, und es gibt einen linken Abschnitt Ay, sodass A C A fur alle A € A gilt.
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Schliefllich konnen wir fiir n € N die n-te Wurzel nicht-negativer reeller Zahlen a > 0
definieren:
Va={xecQ|x -x--x <aoderx < 0}.
N————
n-faches Produkt

Die Exponentialfunktion (englisch: exponential function)
Roxm—>a eRy

zur Basis a € R, a > 0 kénnen wir definieren, indem wir zunéachst fiir rationale Exponenten
x="€QmitmeZundneN

an = Yam e R

und anschlieffend fiir beliebiges x € R
a* =sup{al € R|q €Q g<x}

setzen. Mit Mitteln der Analysis kann gezeigt werden, dass die Exponentialabbildung im Fall
a # 1 bijektiv R — R, abbildet. Ihre Umkehrabbildung ist die Logarithmusfunktion
(englisch: logarithm function) zur Basis g, notiert als log,,: R,y — R. Haufig wird als Basis die
Eulersche Zahl (englisch: Euler’s number) verwendet, die als

1\7n
e = sup{(l + ;)

definiert werden kann. Die Exponentialfunktion R 3 x — e* € R heifit auch die natiirliche
Exponentialfunktion (englisch: natural exponential function) und wird als exp notiert. Wir
setzen also exp(x) = e*.

neN}

Die Definition trigonometrischer Funktionen wie der sin- und cos-Funktion erfolgt iiblicher-
weise Uiber Potenzreihen und wird ebenfalls in Lehrveranstaltungen zur Analysis behandelt.

DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Die komplexen Zahlen (englisch: complex numbers) konnen wir aus den rellen Zahlen R
konstruieren durch
C=RxR.

Auf C fithren wir durch
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)

die Addition ein. Damit erbt (C, +) die Eigenschaften von (R, +) als Abelsche Gruppe und
besitzt das neutrale Element (0, 0).> Das zu (a, b) additive Inverse ist (—a, —b).

Weiterhin fihren wir durch

(a,b)-(c,d)=(a-c—b-da-d+b-c)

?Diese Konstruktion heifit das (duflere) direkte Produkt (englisch: (outer) direct product) der Gruppe (R, +) mit
sich selbst.
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die Multiplikation auf C ein. Auch diese ist assoziativ und kommutativ mit neutralem Element
(1,0). Damit ist (C,-) ein kommutatives Monoid. Tatsachlich ist (C \ {(0,0)},) sogar eine
abelsche Gruppe, denn (ﬁ #’22) ist wegen a® + b* > 0 und

a -b )_(a2+b2 a-(-b)+b-a
a+b2 a2 +b2)  \a?+p? a? + b?

(ab)- ( )=o)

das multiplikative Inverse zu (a, b).

Weiterhin kann das Distributivgesetz gezeigt werden, wodurch (C, +, -) zu einem Kérper wird
(Definition 10.1). Es lasst sich jedoch keine Totalordnung auf C definieren, durch die (C, +, -) zu
einem geordneten Korper wird.

Durch den Koérperhomomorphismus a — (4, 0) in (C, +, -) wird der Korper (R, +, -) eingebet-
tet.

Es st iiblich, das Element (a, b) € C als a+b i zu notieren, wobei i = (0, 1) ist und die imaginire
Einheit (englisch: imaginary unit) genannt wird. In dieser Darstellung heift a = Re(z) € R
der Realteil (englisch: real part) und b = Im(z) € R der Imaginérteil (englisch: imaginary
part). Weiter gilt fur die Addition

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
und fiir die Multiplikation
(a+bi)-(c+di)=(a-c—=b-d)+(a-d+b-c)i.

Formal rechnen wir wie in den reellen Zahlen mit dem zusétzlichen Symbol i, fiir das i? = —1

gilt.

Die Abbildung der komplexen Konjugation (englisch: complex conjugation
Coz=a+bi—z=a-bieC

ist ein Korperautomorphismus (C, +,:) — (C, +, -). Es gilt also insbesondere

z+w=z+w und Z-w=zZ-w

fir alle z,w € C. Dabei heifit z die zu z konjugiert komplexe Zahl (englisch: complex
conjugate).

Mit Hilfe der komplexen Konjugation kénnen wir auch nochmals das multiplikative Inverse
von z = a + b i bestatigen:

1 1 a—>bi a -b

= = + i.
a+bi a+bi a-bi a’+b%? a?+0b2

Es gilt weiterhin
z+z a+bi+a->bi
2
z—z a+bi—a+bi
21 21

= a = Re(z),

=b =Im(z).
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Das Produkt z - z einer komplexen Zahl z = a+ b i mit ihrer konjugiert komplexen Zahl ergibt
z-Z=(a+bi)-(a—bi)=a*+b* cR.
Der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = a + b i ist definiert als
lz| = Vz -7 = Va2 + b2.

Fiir die Betrage von w, z € C gilt
lw -z =[wl - |z].

Die Exponentialfunktion R 3 x +— exp(x) € R, besitzt eine natiirliche Fortsetzung auf die
komplexen Zahlen. Ist z = a + bi die Darstellung der komplexen Zahl z mit a = Re(z) und
b = Im(z), so ist diese Fortsetzung gegeben durch

Coz=a+bir exp(a+bi) =exp(a)-(cos(b)+i-sin(b)).
——
eR~o eC

Insbesondere gilt die Eulersche Formel (englisch: Euler’s formula)
exp(ix) = cos(x) +i-sin(x) firx eR,

deren Spezialfall exp(iz) = —1 als Eulersche Identitit (englisch: Euler’s identity) bekannt
ist.

Jede komplexe Zahl besitzt eine Polardarstellung (englisch: polar form) der Form

z=r-(cos(p) +i-sin(p)) = r - exp(ig)

mit r = |z| € Ry( und einem Winkel ¢ € R, der auch das Argument (englisch: argument) von z
genannt wird. Im Fall r > 0 ist das Argument bis auf ganzzahlige Vielfache von 2 7 eindeutig
bestimmt.
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Kapitel B Liste algebraischer Strukturen

In der folgenden Tabelle ist X irgendeine Menge. Die Abkiirzungen ,komm. und ,neut. E.
stehen fir ,kommutativ® und ,neutrales Element®. Bei Ringen und Korpern bezieht sich die
Kommutativitat und die Angabe des neutrale Elements auf die zweite Verkniipfung. Die ange-
gebenen Eigenschaften kénnen in Einzelfillen abweichen, vor allem im Fall m = 1 oder wenn X
die leere Menge oder eine einelementige Menge ist.
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Symbol

Beschreibung

komm. neut. E. Referenz

Halbgruppen und Monoide (m € N)

(N, +) v — Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.17, 7.22
(No, +) v 0 und 7.29

(N, ) v 1

(NO’ ) v 1

(Z,-) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.17, 7.22
Q) v 1 und 7.29

R,-) v 1

(C,1) v 1

(Zm, m) multiplikatives Monoid Z modulo m v 1 Beispiele 7.17 und 7.22
(HX,+) Funktionen X — H in die Halbgruppe (H, +) wie in (H, +)

(NX, +) v — Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.24
(NX’ +) \/ x>0

(HX, ") Funktionen X — H in die Halbgruppe (H, -) wie in (H, -)

(V%) v x 1

(N{)(5 ) v xH—1

(ZX,") v x +— 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.24
(RX,") v x 1

(CX’ ) v x> 1

(P(X),N) Potenzmenge einer Menge X v X

(P(X),V) v 1] Beispiele 7.4, 7.8 und 7.12
(P(X), ) V4 0

(XX, 0) — idx Beispiele 7.2, 7.4, 7.17, 7.22 und 7.24
(3%, 0) — 0 Beispiele 7.4 und 7.8

Soziay "y

JO[C)


https://tinyurl.com/scoop-la

e1-doods/wod *1unAuty//:sdily

€Sy

Symbol Beschreibun komm. neut. E. Referenz
Yy g
(m € N)

Gruppen
(Z,+) v 0
(Q+) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.17, 7.22
(R,+) v 0 und 7.29
(C+) v 0
(Qzo.) v ! Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.17, 7.22
(Rao.) A
(Cxo,-) v 1 ’

(mZ,+) ganzzahlige Vielfache von m v 1 Beispiele 7.45 und 7.51

(Zms +m) additive Gruppe Z modulo m v 0 o

(Z/mZ,+) Faktorgruppe, isomorph zu (Z,, +p,) v [0] Beispiele 7.22 und 8.23

GX,+ Funktionen X — G in die Gruppe (G, + wie in (G, +

PP

(Z%, +) v x>0

(Q%, +) v x +— 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.22
(RX,+) v X0

(CX,+) v x>0

(GX,) Funktionen X — G in die Gruppe (G, -) wie in (G, -)

X
g%éo’ ; j i : 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.22
+0°

(Ci(o’ ) v x+—1

(Sn,0) symmetrische Gruppe auf [[1, n] — idjy,)  Definition 7.30 und Beispiele 7.31
(Ap, 0) alternierende Gruppe auf [[1, n] — idf,) und7.45

SJO[C)
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Symbol Beschreibung komm. neut. E. Referenz

(m e N, n e Ny)
Ringe
({0r}, +,7) Nullring v Or Beispiele 9.2 und 9.5
(Z,+,-) v 1 Beispiele 9.2, 9.5 und 9.9
(mZ,+,-) ganzzahlige Vielfache von m v — Beispiel 9.2
(Zmy +ms m) Z modulo m v 1 Beispiele 9.2, 9.5, 9.6, 9.23, 9.32
(Z/mZ,+,7) Restklassenring modulo m, isomorph zu (Z,, +m, m) v [1] und 10.2
(RX,+,-) Funktionen X — R in den Ring (R, +, -) wie in (R, +, )
(Z%,+,) VAR
(Q%,+,9) v 1 Beispiele 9.2, 9.9 und 10.2
(RX: +, ) \/ 1
(CX+) v 1
(P(X), &,N) v X Beispiele 9.2 und 9.9
(Endo(G),+,0)  Endomorphismenring der abelschen Gruppe (G, +) — idg .
(Endo(V),+,0)  Endomorphismenring des Vektorraumes (V, +, -) — idy Beispiel 9.2 und Satz 1715
(K™ 4, 4) quadratische n X n-Matrizen iiber einem Kérper K — I,
(K%x", ++) Unterring der oberen Dreiecksmatrizen — I, Lemmata 1=.22 und 1=.48
(Kgxn, ++) Unterring der unteren Dreiecksmatrizen — I, >-33 >3
(K" +,+) Unterring der Diagonalmatrizen v I,
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Symbol Beschreibung komm. neut. E. Referenz
(m € N)
Korper
. v 1

E% _-:_- )) ¥ . Beispiele 9.2, 9.5, 9.9, 10.2

7 und 10.21
(C,+) v 1
(Zims +ms m) Koérper von Z modulo m fiir Primzahlen m Vv 1 Beispiele 9.2, 10.2 und 10.8,
(Z/mZ,+,7) Restklassenkorper mod. m fiir Primz. m, isomorph zu (Z,, +m, *m) v [1] Satz 9.1 und Folgerung 10.4
Symbol Beschreibung Referenz

(n,m € Ny)

Vektorraume
(K, +,+) Zeilenvektoren tiber einem Korper (K, +, -) Beisoiel 11
(K™, +,-) Spaltenvektoren iiber einem Korper (K, +, -) P 3
(KX, +,) Funktionen X — K in den Korper (K, +, -)
(KN, +,9) Folgen mit Werten im Korper (K, +, -)
(KN, +,)oo Folgen mit endlichem Trager und Werten im Koérper (K, +, -) Beispiele 11.4 und 1112
(VX +, 2) Funktionen X — V in den Vektorraum (V, +, -) P 3 '
(VN +) Folgen mit Werten im Vektorraum (V, +, -)
(VN 4+ oo Folgen mit endlichem Trager und Werten im Vektorraum (V, +, )
(K™m 4 .) n X m-Matrizen tiber einem Korper (K, +, -) Sitze 15.3 und 19.6

(Homo(V, W), +, -) Homomorphismen V. — W mit VR (V, +, ) und (W, +, -) iiber demselben Kérper

Satz 17.14

SJO[C)
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Kapitel C  Hillenoperatoren

Wir haben im Verlauf der Vorlesung an verschiedenen Stellen die Bildung von Hiillen von
Teilmengen gewisser Strukturen betrachtet. Diese sind in der untenstehenden Tabelle aufgefiihrt,
erganzt um einige weitere naheliegende Beispiele, die wir nicht explizit behandelt haben. Die
Intention der Hilllenbildung war jeweils, eine gegebene Menge durch Vergréfierung mit einer
gewiinschten Zusatzeigenschaft auszustatten, die sie i. A. noch nicht besitzt. Beispielsweise
konnen wir durch die Bildung der reflexiven Hiille von einer beliebigen zu einer reflexiven
Relation Gibergehen.

Wir klaren zunédchst den Begriff des Hiillenoperators, der die Grundlage fiir alle Hiillenbegriffe
bildet:

Definition C.1 (Hiillenoperator).
Es sei X eine Menge. Ein Hiillenoperator auf X (englisch: closure operator) ist eine Abbildung
H: P(X) — P(X) mit den folgenden Eigenschaften:

A CH(A) H ist extensiv' (Caa)
ACB = H(A) CH(B) H istmonoton® (C.ab)
H(H(A)) = H(A) H ist idempotent? (Cac)
fir alle A,B C X. A

Wir konnten jetzt fiir die in der unten stehenden Tabelle aufgefiithrten Hiillen jeweils zeigen,
dass sie Hiillenoperatoren im Sinne der Definition C.1 sind. Beispielsweise ist die reflexive Hiille
H(R) =R’ = N{S € X x X | S ist reflexiv und R C S} ein Hiillenoperator auf X x X, denn fiir
jede Relation R € X x X gilt: R ist Teilmenge jeder Relation S, iiber die in der rechten Menge
der Durchschnitt gebildet wird. Daher ist R auch Teilmenge des Durchschnitts H(R), d. h., H ist
extensiv. Bilden wir die reflexive Hiille von H(R), so ist H(R) Teilmenge jeder Relation S, iiber
die in der rechten Menge der Durchschnitt gebildet wird. Daher ist H(R) auch Teilmenge des
Durchschnitts H(H(R)). Andererseits gilt wegen der Extensivitiat von H auch die umgekehrte
Inklusion H(R) € H(H(R)), also ist H idempotent. Sind schliefllich R; C R, zwei Relationen
auf X, so ist jede Relation S, die in der rechten Menge der Durchschnittsbildung von H(R;)
vorkommt, auch in der rechten Menge der Durchschnittsbildung von H(R;) enthalten. Daraus
folgt H(R;) € H(Rz), d.h., H ist monoton.

Dieser Beweis wiirde fiir alle anderen Hiillenoperatoren in der Tabelle genau dieselben Argumen-
te verwenden. Daher stellt sich die Frage nach einer Charakterisierung von Hiillenoperatoren.

*englisch: extensive
?englisch: monotone
3englisch: idempotent

https://tinyurl.com/scoop-la


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O

Es stellt sich heraus, dass die entscheidende Eigenschalft ist, dass beispielsweise der Durchschnitt
reflexiver Relationen wieder eine reflexive Relation ist. Diese Eigenschaft wird mit der folgenden
Definition formalisiert:

Definition C.2 (Abschlusssystem).

Es sei X eine Menge. Ein Abschlusssystem auf X (englisch: closure system) ist eine Teilmenge
A C P(X) mit der Eigenschaft X € A, sodass fiir jede nichtleere Menge 8 C A gilt: B €
A. A

Ein Abschlusssystem auf X ist also eine Menge von Teilmengen von X, die beziiglich der Durch-
schnittsbildung abgeschlossen ist. Beispielsweise ist die Menge A aller reflexiven Relationen
auf einer Menge X ein Abschlusssystem auf X X X, weil der Durchschnitt reflexiver Relationen
wieder eine reflexive Relation ist (Lemma 5.13). Auch die Menge A aller Untergruppen einer
Gruppe G bildet ein Abschlusssystem (auf G), weil der Durchschnitt von Untergruppen wieder
eine Untergruppe ist (Lemma 7.47).

Der folgende Satz stellt nun klar, dass Hullenoperatoren und Abschlusssysteme ,dasselbe” sind,
genauer: dass diese bijektiv aufeinander abgebildet werden kénnen.

Satz C.3 (Zusammenhang zwischen Hiillenoperatoren und Abschlusssystemen).
Es sei X eine Menge.

(i) Essei H: P(X) — P(X) ein Hiillenoperator auf X. Dann ist
Ay ={ACX|H(A) = A}

ein Abschlusssystem auf X.
(Wir sammeln alle Teilmengen, die durch Hiillenbildung nicht gréfier werden.)

(ii) Essei A € P(X) ein Abschlusssystem auf X. Dann ist die fiir A € X durch
Ha(A) = ﬂ{B € A|ACB)

definierte Abbildung H#: P (X) — P (X) ein Hilllenoperator auf X.
(Wir bilden den Durchschnitt iiber alle Obermengen im Abschlusssystem, die also die
gewiinschte Eigenschaft besitzen.)

(iii) Fir jeden Hiillenoperator H auf X gilt: H = Hg,,.
(iv) Fir jedes Abschlusssystem A auf X gilt: A = Ap,,.

Wir konnen nun auf einen Schlag und ohne weiteren Aufwand zeigen, dass alle in der Tabelle
aufgefithrten Begriffe tatsachlich Hillenoperatoren im Sinne der Definition C.1 sind, denn: Wir
wissen in jedem Fall bereits (oder konnen leicht zeigen), dass die jeweils relevante Menge A (z. B.
die Menge aller reflexiven Relationen auf einer Menge X) ein Abschlusssystem ist. Im Einzelnen:
Der Durchschnitt reflexiver Relationen ist wieder reflexiv, der Durchschnitt symmetrischer
Relationen ist wieder symmetrisch usw. (Lemma 5.13). Der Durchschnitt von Unterhalbgruppen
einer Halbgruppe ist wieder eine Unterhalbgruppe (leicht zu zeigen). Der Durchschnitt von
Untergruppen einer Gruppe ist wieder eine Untergruppe (Lemma 7.47). Der Durchschnitt von
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Normalteilern einer Gruppe ist wieder ein Normalteiler (leicht zu zeigen). Der Durchschnitt
von Unterringen eines Ringes ist wieder eine Unterring (leicht zu zeigen). Der Durchschnitt
von Idealen eines Ringes ist wieder ein Ideal (Lemma 9.34). Der Durchschnitt von Unterkérpern
eines Korpers ist wieder ein Unterkoérper (Lemma 10.10). Der Durchschnitt von Unterraumen
eines Vektorraumes ist wieder ein Unterraum (Lemma 11.14).

Der Satz C.3 zeigt, dass wir fiir jede Eigenschaft, die unter Durchschnittsbildung abgeschlossen
ist, einen zugehorigen Hiillenoperator definieren kénnen. Die Hiillenbildung H(A) wird zu
einer Teilmenge A C X genau dann nichts hinzufiigen (also H(A) = A liefern), wenn A die
gewiinschte Eigenschaft bereits besitzt.
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Name

Definition

Referenz

homogene Relation R auf einer Menge X (Teilmenge R einer Menge X X X)

reflexive Hiille

symmetrische Hiille

transitive Hiille

reflexiv-transitive Hiille
reflexiv-symmetrisch-transitive Hiille

R’ = ({S € X x X | S ist reflexiv und R C S}

RY™ = M{S C X x X | S ist symmetrisch und R C S}

RY =N {S € X x X | S ist transitivund R C S}

R* = N{S € X x X | S ist reflexiv und transitiv und R C S}
R™ =({S € X x X | S ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und R C S}

Definition 5.9

Teilmenge E einer Halbgruppe H

erzeugte Unterhalbgruppe

(V{U | U ist Unterhalbgruppe von H und E C U}

Teilmenge E einer Gruppe G

erzeugte Untergruppe (E) = ({U | U ist Untergruppe von G und E C U} Definition 7.48
erzeugter Normalteiler (W{U | U ist normale Untergruppe von Gund E C U} —
Teilmenge E eines Ringes R
erzeugter Unterring ({U | U ist Unterring von Rund E C U} —
(E) =N{J|JistIdeal von Rund E C J} Definition 9.35

erzeugtes Ideal

Teilmenge E eines Korpers K

erzeugter Unterkorper

(MU | U ist Unterk6rper von Rund E C U}

Teilmenge E eines Vektorraumes V

erzeugter Unterraum

(E) = N{U | U ist Unterraum von Vund E C U}

Definition 11.10
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Der folgende Algorithmus erzeugt aus einer Matrix A € K™™ eine Matrix in Zeilenstufen-
form C € K™™ (Definition 15.20) mit der Eigenschaft ZR(A) = ZR(C) (Satz 15.23). Die An-
zahl r € [[0,n] der Nicht-Nullzeilen von C ist der Rang von A. Diese Zeilen bilden eine Basis
von ZR(A).

Algorithmus D.1 (Erzeugen einer Zeilenstufenform).

Eingabe: Matrix A € K™™

Ausgabe: Matrix C € K™*™ in Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(C)
Ausgabe: r = Rang(A) = Rang(C)

1 Setze C «— A

2: Setzer < 0 // bisher festgestellter Rang
3: Setze jo <« 0 // Spalte des letzten Pivot-Elements
4: while r < nund j, < m und die Restmatrix (C),41<i<n, j,+1<j<m ist nicht die Nullmatrix do
5 Setze j « min{j, +1< j < m|(C)ry<i<n, j+ / erste Nicht-Nullspalte der Restmatrix
6: Setze i «— min{r+1< i< n|c; # 0} // erster Nicht-Nulleintrag in dieser Spalte
7 Setzer «— r+1 // festgestellter Rang erhoht sich
8: Setze j, «— j // Spalte des neuen Pivot-Elements merken
9: Tausche in der Matrix C die Zeilen i und r / Pivot-Element kommt nach oben (Typ III)

// Erzeuge Nullen unterhalb des Pivot-Elements (7, j) durch Elementarmatrizen (Typ II):
10: fori=r+1,...,mdo
11 Setze Cijo < Cio — %cr. // Erzeuge eine Null an der Stelle (i, j) durch Si)r(—(%)
12: end for
13: end while

14: return Cund r
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Der folgende Algorithmus ist eine Erweiterung von Algorithmus D.1. Dieser erzeugt aus einer
Matrix A € K™ eine Faktorisierung A = BC mit invertierbarer Matrix B € K™*" und
derselben Matrix C € K™ in Zeilenstufenform C wie in Algorithmus D.1. Durch Beschriankung
auf die ersten r Spalten von B (mit Brang € K™ bezeichnet) und die ersten r Zeilen von C
(mit Crang € K™*™ bezeichnet) erhalten wir eine Rangfaktorisierung A = BC = Brang CRang
(Folgerung 15.16, Bemerkung 15.25) der Matrix A. Die Spalten von Bgay bilden eine Basis von
SR(A). Die Zeilen von Crang bilden eine Basis von ZR(A).

Algorithmus D.2 (Erzeugen einer Rangfaktorisierung A = B C = Brang Crang)-
Eingabe: Matrix A € K™

Ausgabe: Matrix B € K™" mit SR(A) = SR(B)

Ausgabe: Matrix Brang € K™*" mit SR(A) = SR(BRrang)

Ausgabe: Matrix C € K™ in Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(C)
Ausgabe: Matrix Crang € K™ in Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(Crang)

Ausgabe: r = Rang(A) = Rang(B) = Rang(Brang) = Rang(C) = Rang(Crang)

1 Setze B « I,
2: Setze C «— A
3 Setzer « 0 // bisher festgestellter Rang
4: Setze jo «— 0 // Spalte des letzten Pivot-Elements
5: while r < nund j, < m und die Restmatrix (C),11<i<n, j,+1<j<m ist nicht die Nullmatrix do
6: Setze j < min{j, +1< j < m|(C)ryci<n, j; / erste Nicht-Nullspalte der Restmatrix
7: Setze i «— min{r+1< i< n|c;; # 0} // erster Nicht-Nulleintrag in dieser Spalte
8: Setzer «— r+1 // festgestellter Rang erhoht sich
9: Setze j, « j // Spalte des neuen Pivot-Elements merken
10: Tausche in der Matrix C die Zeilen i und r / Pivot-Element kommt nach oben (Typ III)
1 Tausche in der Matrix B die Spalten i und r
// Erzeuge Nullen unterhalb des Pivot-Elements (7, j) durch Elementarmatrizen (Typ II):
12: fori=r+1,...,mdo
13: Setze Cjo < Cie — %cr. // Erzeuge eine Null an der Stelle (i, j) durch Si,r(—%
14 Setze bey < by + g—jb, // Gehe von A = BC iiber zu A = B si,r(—g)—lsi,r(—%) C
15: end for
16: end while
17: Setze Brang «— [b.1 b.r]
Cle
18: Setze Crang «—
Cre
19: return B, Brang, C, Crang und r
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Der folgende Algorithmus ist eine Erweiterung sowohl von Algorithmus D.1 als auch von
Algorithmus D.2. Er erzeugt aus einer Matrix A € K™*™ eine Faktorisierung A = BC mit
invertierbarer Matrix B € K" und Matrix in reduzierter Zeilenstufenform C € K™*™ (Defini-
tion 16.5) mit der Eigenschaft ZR(A) = ZR(C) (Satz 16.7). Durch Beschriankung auf die ersten
r Spalten von B (mit Brang € K™ bezeichnet) und die ersten r Zeilen von C (mit Crang € K™
bezeichnet) erhalten wir eine Rangfaktorisierung A = BC = Brang Crang (Folgerung 15.16, Be-
merkung 15.25) der Matrix A. Die Spalten von Bgayg bilden eine Basis von SR(A). Die Zeilen von
CRang bilden eine Basis von ZR(A).

Gilt n = m, dann ist A genau dann invertierbar, wenn C = I, gilt.

Algorithmus D.3 (Erzeugen einer Rangfaktorisierung A = BC = Brang Crang mit reduzierter
Zeilenstufenform).
Eingabe: Matrix A € K™
Ausgabe: Matrix B € K™" mit SR(A) = SR(B)
Ausgabe: Matrix Brayg € K™ mit SR(A) = SR(Bgang)
Ausgabe: Matrix C € K™ in reduzierter Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(C)
Ausgabe: Matrix Crang € K ™M in reduzierter Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(Crang)
Ausgabe: r = Rang(A) = Rang(B) = Rang(Brang) = Rang(C) = Rang(Crang)
1: Setze B « I,

20 Setze C «— A

3 Setzer < 0 // bisher festgestellter Rang
4: Setze jo «— 0 // Spalte des letzten Pivot-Elements
5: while r < nund j, < m und die Restmatrix (C),11<i<n, j,+1<j<m ist nicht die Nullmatrix do
6: Setze j «— min{j, +1< j < m|(C)rsi<i<n, j} / erste Nicht-Nullspalte der Restmatrix
7 Setze i «— min{r+1< i< n|c;; # 0} // erster Nicht-Nulleintrag in dieser Spalte
8: Setzer «—r+1 // festgestellter Rang erhoht sich
9: Setze j, «— j // Spalte des neuen Pivot-Elements merken
10: Tausche in der Matrix C die Zeilen i und r / Pivot-Element kommt nach oben (Typ III)
1 Tausche in der Matrix B die Spalten i und r

// Erzeuge Nullen unterhalb des Pivot-Elements (7, j) durch Elementarmatrizen (Typ II):
12: fori=r+1,...,mdo

13: Setze Cije < Cjo — %cr. /| Erzeuge eine Null an der Stelle (i, j) durch S;, r(— 2y )
14: Setze bey — bay + L cbe; /| Gehe von A = BC iiber zu A = BS;, (-~ 2 k) 4 18, (=L ) C
15: end for

16: end while

17: fork=vr,...,1do

18: Setze j «— ji // aktuelles Pivot-Element ist (k, j)
// Erzeuge Nullen oberhalb des Pivot-Elements (k, j) durch Elementarmatrizen (Typ II):

19: fori=k-1,...,1do

20: Setze Cjo < Cio — %ck. / Erzeuge eine Null an der Stelle (i, j) durch S;x (-~ 2 )
]

21: Setze boy «— b.k+ 2 b., // Gehe von A = BC iber zu A = BS; (—C”) 1Sk (— C”)C

22: end for

23: Setze p « ci; // Hole das Pivot-Element

24 Setze cre «— %ck. // Mache das Pivot-Element (k, j) zu 1 durch Dk(%)
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25: Setze bep — p bai // Gehe von A = BC Uber zu A = BDk(I—l))*le(’%) C
26: end for
27: Setze Brang < [b.l e b.r]
Cle
28: Setze Crang <

Cre
29: return B, Brane, C, Crane und r
g g
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Kapitel E Das griechische Alphabet

Kleinbuchstabe

Grof3buchstabe

Name

= R

™

x

O = B A T DI YN D O
o)

T AR N
n g

g ex S T
S

A

DEXBRAMBOOMNZZ> "R~ 0 INE>

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu

nu

Xi
omikron
pi

rho
sigma
tau
ypsilon
phi

chi

psi
omega
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Kapitel F  Abkiirzungen

Abkiirzung Bedeutung

bzgl. beziiglich

d.h. das heif3t

etc. et cetera

LA im Allgemeinen
i.d.R in der Regel
iW. im Wesentlichen
0.B.d. A. ohne Beschrankung der Allgemeinheit
0.4. oder dhnlich
usw. und so weiter
vgl. vergleiche
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N-Linearform, 348
N-lineare Abbildung, 348
n-Tupel, 28, 64

n-te Wurzel nicht-negativer reeller Zahlen,

447

Abbildung, 48

abelsche Gruppe, 81

abelsche Halbgruppe, 81

abelsche Verkniipfung, 81

abelsches Monoid, 81

abgeschlossene Teilmenge bzgl. einer
Verkniipfung, 72

abgeschlossenes Intervall, 23

abhangige Variable eines linearen
Gleichungssystems, 216

Ableitungsabbildung fiir Polynome, 410

Abschlusssystem, 458

Absorptionsgesetz fiir A, 13

Absorptionsgesetz fiir Vv, 13

abzahlbar unendliche Familie, 64

abzdhlbar unendliche Menge, 61

abzdhlbare Menge, 61

Addition in den ganzen Zahlen, 443

Addition in den komplexen Zahlen, 447

Addition in den natiirlichen Zahlen, 441

Addition in den rationalen Zahlen, 444

Addition in den reellen Zahlen, 445

Addition modulo 2, 69

Addition modulo m, 78

Addition von Matrizen, 185

Addition von Polynomen, 396

Additionstheoreme fur cos und sin, 102

additive Gruppe von Z modulo m, 78

Additivitat einer Funktion zwischen
Vektorraumen, 223

Adjunkte, 387

affiner Unterraum, 237

Algebra, 7, 414

Algebra mit Eins, 415

Algebraautomorphismus, 419

Algebraendomorphismus, 419

Algebrahomomorphismus, 418

algebraischer Dualraum, 273

Algebraisomorphismus, 419

allgemeine lineare Gruppe, 205, 236

Allquantor, 15

Alphabet, 71

alternierende Gruppe, 90

alternierende Komponentenhypermatrix
eines Tensors, 370

alternierender Tensor, 367

Analyseabbildung, 251, 338, 355

Annihilator, 284

Antezedens, 9

antisymmetrische Matrix, 200

antisymmetrische Relation, 32

Anwenden einer Linearform auf einen
Vektor, 274

Argument einer komplexen Zahl, 449

assoziative Verkniipfung, 70

Assoziativitat der Matrix-Multiplikation,
189

Assoziativitat in einem Modul, 405

Assoziativitit in einem Vektorraum, 145

Assoziativitit in einer Algebra, 415

Assoziativitiat von N, 27

Assoziativitit von U, 27

Assoziativitiat von A, 14

Assoziativitit von V, 14

aufgespannter Unterraum, 155

Aussage, 7

Aussageform, 15

Austauschsatz von Steinitz, 169

Auswahlaxiom, 65

Auswahlfunktion, 65

Auswertungsabbildung, 274
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Auswertungshomomorphismus eines
Algebraelements, 424
Automorphismengruppe, 236
Automorphismus einer Algebra, 419
Automorphismus einer Algebra mit Eins,
419
Automorphismus einer Gruppe, 100
Automorphismus einer Halbgruppe, 99
Automorphismus eines Korpers, 140
Automorphismus eines Moduls, 408
Automorphismus eines Monoids, 100
Automorphismus eines Ringes, 126
Automorphismus eines Ringes mit Eins,
126
Automorphismus eines Vektorraumes,
224

Basis eines Moduls, 412

Basis eines Vektorraumes, 162

Basiserganzungssatz, 165

Basisfamilie eines Vektorraumes, 163

Basismenge eines Vektorraumes, 163

Basiswechselmatrix, 264

beidseitig unendliches Intervall, 23

beschranktes Intervall, 24

Betrag einer ganzen Zahl, 443

Betrag einer komplexen Zahl, 449

Betrag einer rationalen Zahl, 444

Betrag einer reellen Zahl, 446

Beweis durch Fallunterscheidung, 18

Beweis durch Kontraposition, 18

Beweis durch Ringschluss, 20

Beweis durch vollstandige Induktion, 20

bidualer Homomorphismus, 308

Bidualraum, 306

Bijektion, 53

bijektive Abbildung, 53

Bikonditional, 9

Bild einer Funktion, 50

Bild einer Matrix, 258

Bild eines Algebrahomomorphismus, 420

Bild eines Elements unter einer Funktion,
49

Bild eines Gruppenhomomorphismus,
104

Bild eines Kérperhomomorphismus, 141

Bild eines Modulhomomorphismus, 409

Bild eines Ringhomomorphismus, 127

Bild eines Vektorraumhomomorphismus,
227

Bildmenge einer Funktion, 50

bilineare Abbildung, 311

Bilinearform, 311

Binomialkoeffizient, 373

Bisubjunktion, 9

Charakteristik eines Korpers, 138
Charakteristik eines Ringes, 120
charakteristische Funktion, 159
Co-Bild einer Matrix, 301
Co-Kern einer Matrix, 301
Covektor, 273

Cramersche Regel, 391

Darstellungsmatrix eines
Homomorphismus, 252

De Morgansches Gesetz, 14, 27

Dedekindscher Schnitt, 445

Defekt einer Matrix, 258

Defekt eines Vektorraumhomomorphismus,
248

Definitionsbereich einer Funktion, 48

Definitionsmenge einer Funktion, 48

Determinante einer Matrix, 381

Determinante eines Endomorphismus,
392

Determinantenform, 377

Diagonale, 30

Diagonale einer Matrix, 183

Diagonalmatrix, 183

Differenzmenge, 26

Dimension eines affinen Unterraumes,
237

Dimension eines Vektorraumes, 167

direkte Summe einer Familie von
Unterrdumen, 180

direkte Summe von zwei Unterraumen,
175

direkter Beweis, 18

direkter Nachfolger in einer
Ordnungsrelation, 44

direkter Vorganger in einer
Ordnungsrelation, 44
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disjunkte Mengen, 25

disjunkte Vereinigung von Mengen, 25

disjunkte Vereinigungmenge, 25

disjunkte Zerlegung, 39

Disjunktion, 9

Diskursuniversum eines Quantors, 15

Distributivgesetz der Matrix-Multiplikation,
189

Distributivgesetz fiir U und N, 27

Distributivgesetz fiir 3 und Vv, 17

Distributivgesetz fiir V und A, 17

Distributivgesetz fiir V und A, 14

Distributivgesetz fiir die Komposition und
Vereinigung von Relationen, 31

Distributivgesetze in einem Korper, 136

Distributivgesetze in einem Modul, 405

Distributivgesetze in einem Ring, 117

Distributivgesetze in einem Vektorraum,
145

Division mit Rest, 430

Doméne eines Quantors, 15

duale Basis, 278

duale Paarung, 275

dualer Homomorphismus, 291

dualer Vektor, 273

dualer Vektorraum, 273

Dualraum, 273

Durchschnitt von Mengen, 25

Durchschnitt von Relationen, 33

Ebene, 157

echte Oberfamilie, 63

echte Obermenge, 24

echte Teilfamilie, 63

echte Teilmenge, 24

echte Unteralgebra, 416

echte Untergruppe, 88

echte Unterhalbgruppe, 73

echter Unterkorper, 138

echter Untermodul, 405

echter Unterraum, 151

echter Unterring, 124

echtes Ideal, 129

Einbettung, 52

Einbettung des Koeffizientenringes in
seinen Polynomring, 396

Eindeutigkeitsquantor, 15

einfache Nullstelle eines Polynoms, 435

einfacher Tensor, 316, 350

Einheit, 73

Einheitengruppe, 8o

Einheitsmatrix, 184

Einschrankung einer Funktion, 50

Einschrankung einer Relation, 30

Einselement eines multiplikativ notierten
Monoids, 77

Einselement eines Ringes, 117

Einsetzen eines Elements einer Algebra in
ein Polynom, 423

Einsetzen eines Vektors in eine Linearform,
274

Einsetzen von Vektoren in einen Tensor,
359

Einsetzungshomomorphismus eines
Algebraelements, 424

Einsfunktion, 118

Einsideal, 130

Einspolynom, 396

Einsteinsche Summenkonvention, 362

elementare Zeilenumformung, 194

Elementarmatrizen, 196

Elementartensor, 316, 350

Elemente einer Menge, 21

endlich erzeugte Gruppe, 92

endlich erzeugter Vektorraum, 155

endlich freier Modul, 412

endlich getragenen Folgen, 153

endliche Dimension, 167

endliche Familie, 64

endliche Folge, 64

endliche Menge, 61

endliches Intervall, 24

Endomorphismenalgebra eines Moduls,
418

Endomorphismenalgebra eines
Vektorraumes, 418

Endomorphismenring, 236

Endomorphismenring einer abelschen
Gruppe, 118

Endomorphismus einer Algebra mit Eins,
419

Endomorphismus einer Gruppe, 100
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Endomorphismus einer Halbgruppe, 98

Endomorphismus eines Algebra, 419

Endomorphismus eines Korpers, 139

Endomorphismus eines Moduls, 408

Endomorphismus eines Monoids, 100

Endomorphismus eines Ringes, 126

Endomorphismus eines Ringes mit Eins,
126

Endomorphismus eines Vektorraumes,
223

Endpunkte eines Intervalls, 24

Entwicklung der Determinante nach einer
Spalte, 390

Entwicklung der Determinante nach einer
Zeile, 389

Entwicklungssatz von Laplace, 389

Epimorphismus von Halbgruppen, 99

erweiterte Koeffizientenmatrix, 211

erzeugende Familie eines Vektorraumes,
155

erzeugende Menge eines Vektorraumes,
155

Erzeugendensystem einer Gruppe, 92

Erzeugendensystem eines Vektorraumes,
155

Erzeuger einer zyklischen Gruppe, 92

erzeugte Ideal, 133

erzeugte Untergruppe, 92

erzeugter Unterraum, 155

Eulersche Formel, 449

Eulersche Identitat, 449

Eulersche Zahl, 447

Existenzquantor, 15

Exponentialfunktion, 447

Faktoralgebra, 421
Faktorgruppe, 110
Faktormenge, 40
Faktormodul, 411
Faktorraum, 237
Faktorring, 130
Fallunterscheidung, 18
Faltung zweier Folgen, 396
Familie, 63

Faser, 51

Fehlstand einer Permutation, 85

Folge, 64

Folge mit endlichem Trager iiber einem
Korper, 153

Folgenglieder, 64

Folgenraum, 148

formale Summe, 397, 398

Fortsetzung einer Funktion, 50

freier Modul, 412

freier Vektorraum, 327

fundamentale Unterrdume zu einer
linearen Abbildung, 299

Fundamentalsatz der Algebra, 438

Funktion, 48

Funktion endlicher Ordnung, 56

Funktion unendlicher Ordnung, 56

Funktionswert, 49

fihrender Koeffizient eines Polynoms,
402

ganze Zahlen, 22, 442

ganzzahliges Intervall, 24

Gaufsches Eliminationsverfahren, 217

gebundene Variable, 16

Genau-Dann-Wenn-Verkniipfung, 9

geordnete Familie, 64

geordnete Menge, 42

geordneter Korper, 142

geordnetes Paar, 28

Gerade, 157

gerade Permutation, 85

gewOhnliche Ordnungsrelation auf R, 30

gewdohnliche strikte Ordnungsrelation auf
R, 43

gleich orientierte Basen, 394

Gleichheit von Mengen, 22

Gleichheitsrelation, 30

gleichmachtige Familien, 64

gleichméchtige Mengen, 61

Glieder einer Folge, 64

Grad eines Polynoms, 402

Graph einer Funktion, 49

Graph einer Relation, 29

Grundbereich eines Quantors, 15

Gruppe, 78

Gruppe der invertierbaren Matrizen tiber
einem Korper, 205
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Gruppenautomorphismus, 100

Gruppenelement endlicher Ordnung, 92

Gruppenelement unendlicher Ordnung,
92

Gruppenendomorphismus, 100

Gruppenhomomorphismus, 100

Gruppenisomorphismus, 100

grofite untere Schranke, 45

halbgeordnete Menge, 42

Halbgruppe, 70

Halbgruppe in additiver Notation, 76

Halbgruppe in Kompositionsnotation, 77

Halbgruppe in multiplikativer Notation,
77

Halbgruppenautomorphismus, 99

Halbgruppenendomorphismus, 98

Halbgruppenepimorphismus, 99

Halbgruppenhomomorphismus, 98

Halbgruppenisomorphismus, 99

Halbgruppenmonomorphismus, 99

Halbordnung, 42

Hasse-Diagramm, 44

Hauptdiagonale einer Matrix, 183

Hauptideal, 133

Hauptidealring, 432

hinreichende Bedingung, 9

Hintereinanderausfithrung von Funktionen,
54

Hintereinanderausfithrung von Relationen,
31

homogene Relation, 29

homogenes lineares Gleichungssystem,
211

Homogenitét einer Funktion zwischen
Vektorraumen, 223

Homomorphiesatz fiir Gruppen, 114

Homomorphiesatz fiir Moduln, 411

Homomorphiesatz fiir Ringe, 135

Homomorphiesatz fiir Vektorraume, 241

Homomorphismus, 98

Homomorphismus von Algebren, 418

Homomorphismus von Algebren mit Eins,
419

Homomorphismus von Gruppen, 100

Homomorphismus von Halbgruppen, 98

Homomorphismus von Kérpern, 139

Homomorphismus von Moduln, 408

Homomorphismus von Monoiden, 100

Homomorphismus von Ringen, 125

Homomorphismus von Ringen mit Eins,
125

Homomorphismus von Vektorraumen,
223

Hypermatrix, 353

hochstens gleichméchtige Mengen, 63

Hiillenoperator, 457

Ideal, 129

Idempotenzgesetz fiir A, 13

Idempotenzgesetz fiir Vv, 13

identische Abbildung, 49

Identitat, 49

Identitit eines Monoids in
Kompositionsnotation, 77

Identitétsrelation, 30

imaginére Einheit, 448

Imaginarteil einer komplexen Zahl, 448

Implikation, 9

Indexmenge einer Familie, 63

indirekter Beweis, 18

Individuenbereich eines Quantors, 15

Induktionsanfang, 20

Induktionsannahme, 20

Induktionsschritt, 20

Induktionsvoraussetzung, 20

induzierte Basis des Tensorproduktraumes,
321, 352

induzierte innere Verkniipfung auf einer
Teilmenge, 73

induzierte Verkniipfung auf einer
Teilmenge, 73

Infimum, 45

inhomogenes lineares Gleichungssystem,
211

Injektion, 52

injektive Abbildung, 52

Inklusion, 24

Inklusionshalbordnung, 42

Inklusionsrelation, 30

innere Operation, 69

innere Verknipfung, 69
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Integritatsbereich, 122

Integritatsring, 122

invariante Aussageform, 41

inverse Abbildung, 57

inverse Funktion, 57

inverse Matrix, 205

inverse Relation, 31

inverses Element, 74

invertierbare Funktion, 57

invertierbare Matrix, 204

invertierbares Element einer Halbgruppe,
73

Involution, 55

involutorisch, 27, 58, 74

irrationale reelle Zahl, 446

irreflexive Relation, 32

isomorphe Algebren, 419

isomorphe Gruppen, 100

isomorphe Halbgruppen, 99

isomorphe Korper, 140

isomorphe Moduln, 408

isomorphe Monoide, 100

isomorphe Ringe, 126

isomorphe Ringe mit Eins, 126

isomorphe Vektorraume, 224

Isomorphismus einer Algebra mit Eins,
419

Isomorphismus von Algebren, 419

Isomorphismus von Gruppen, 100

Isomorphismus von Halbgruppen, 99

Isomorphismus von Koérpern, 140

Isomorphismus von Moduln, 408

Isomorphismus von Monoiden, 100

Isomorphismus von Ringen, 126

Isomorphismus von Ringen mit Eins, 126

Isomorphismus von Vektorraumen, 224

Junktor, 8

kanonische duale Paarung, 275

kanonische Einbettung, 53

kanonische Einbettung in den Bidualraum,
306

kanonische Injektion, 53

kanonische Injektion in den Bidualraum,
306

kanonische Surjektion auf eine
Faktoralgebra, 422

kanonische Surjektion auf eine
Faktorgruppe, 111

kanonische Surjektion auf eine
Faktormenge, 54

kanonische Surjektion auf einen
Faktormodul, 411

kanonische Surjektion auf einen
Faktorraum, 237

kanonische Surjektion auf einen Faktorring,
131

Kardinalitét einer endlichen Menge, 61

Kardinalzahlen, 61

kartesisches Produkt, 65

kartesisches Produkt von Mengen, 28

kartesisches Produkt von Vektorraumen,
148

Kern einer Matrix, 258

Kern eines Algebrahomomorphismus,
420

Kern eines Gruppenhomomorphismus,
104

Kern eines Kérperhomomorphismus, 141

Kern eines Modulhomomorphismus, 409

Kern eines Ringhomomorphismus, 127

Kern eines Vektorraumhomomorphismus,
228

Kettenschluss, 14

Klasse aller Mengen, 23

Kleenesche Hiille, 71

Kleinsche Vierergruppe, 79

kleinste obere Schranke, 45

Kodimension, 178

Koeffizienten einer Linearkombination,
150

Koeffizientenmatrix, 211

Koeffizientenring, 396

Kofaktor einer Matrix, 386

Kofaktormatrix, 386

kommutative Algebra, 415

kommutative Gruppe, 81

kommutative Halbgruppe, 81

kommutative Verkniipfung, 81

kommutativer Ring, 117

kommutatives Diagramm, 99
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kommutatives Monoid, 81
Kommutativitat von N, 26
Kommutativitat von U, 26
Kommutativitiat von A, 14
Kommutativitat von V, 14
Kommutator von Gruppenelementen, 108
Kommutator von Ringelementen, 134
Kommutatorgruppe einer Gruppe, 108
Kommutatorideal eines Ringes, 135
Kommutatoruntergruppe einer Gruppe,
108
kommutierende Elemente bzgl. einer
Verkniipfung, 81
Komplement, 26, 178
Komplementaritat von A, 14
Komplementaritit von V, 14
komplementire Matrix, 387
komplementarer Unterraum, 178
komplexe Konjugation, 448
komplexe Zahlen, 22, 447
Komplexifizierung eines R-Vektorraumes,
326
Komponente, 338, 355
Komponenten eines Tupels, 28
Komponenten eines Vektors, 251
Komponentenabbildung, 338, 355
Komponentenhypermatrix, 355
Komponentenmatrix, 338
komponentenweise Addition, 146, 147
komponentenweise S-Multiplikation, 146,
147
Komposition von Funktionen, 54
Komposition von Relationen, 31
Konditional, 9
Kongruenzrelation modulo m, 38
Konjugation mit einem invertierbaren
Element, 101
konjugiert komplexe Zahl, 448
Konjunktion, 8
Konkatenation von Familien, 64
Konkatenation von Tupeln, 71
Konklusion, 12
Konsequens, 9
konstante Funktion, 49
konstantes Polynom, 397

Kontraktion eines Tensors und eines
Vektors, 359
kontravariante Transformation, 284
Koordinate, 251
Koordinatenabbildung, 251
Koordinatenform, 278
Koordinatenraum, 147
Koordinatenvektor, 251
kovariante Transformation, 284
Kreuzprodukt, 28
Kronecker-Delta, 159
Kroneckerprodukt, 336
Korper, 136
Koérper von Z modulo m, 138
Kérperautomorphismus, 140
Korperendomorphismus, 139
Koérperhomomorphismus, 139
Korperisomorphismus, 140
Kiirzungsregeln, 75

leere Familie, 64

leere Funktion, 49

leere Menge, 24

leeres Tupel, 28, 72

leeres Wort, 72

Leibniz-Formel der Determinante, 381

Leitkoeffizient eines Polynoms, 402

Lemma von Zorn, 68

linear abhangige Familie von Vektoren,
158

linear abhangige Menge von Vektoren,
158

linear unabhéngige Familie von Vektoren,
158

linear unabhéngige Menge von Vektoren,
158

lineare Abbildung, 223, 408

lineare Algebra, 7

lineare Fortsetzung, 328

lineare Hiille, 155

lineare Ordnung, 42

linearer Automorphismus, 224, 408

linearer Endomorphismus, 223, 408

linearer Isomorphismus, 224, 408

linearer Raum, 145

linearer Unterraum, 151
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lineares Funktional, 273

lineares Gleichungssystem, 211

lineares Polynom, 399

Linearfaktor eines Polynoms, 435

Linearform, 273

Linearkombination, 150

linker Abschnitt, 445

links abgeschlossenes, rechts offenes
Intervall, 23

links offenes, rechts abgeschlossenes
Intervall, 23

linkseindeutige Relation, 52

Linksinverse, 59

linkskiirzbares Element eines Ringes, 122

Linksnebenklasse, 94

Linksnullteiler eines Ringes, 121

linksseitig unendliches abgeschlossenes
Intervall, 23

linksseitig unendliches offenes Intervall,
23

linkstotale Relation, 48

Linkstranslation, 72

Logarithmusfunktion, 447

logische Implikation, 12

logische Aquivalenz, 12

logisches Gesetz, 12

Lange einer endlichen Folge, 64

Lange eines Tupels, 28

losbares lineares Gleichungssystem, 211

Loésungsmenge eines linearen
Gleichungssystems, 212

materiale Implikation, 9

materiale Aquivalenz, 9

Matrix, 183
Matrix-Matrix-Multiplikation, 186, 410
Matrix-Multiplikation, 186
Matrix-Vektor-Multiplikation, 190
Matrixalgebra, 417

Matrixring, 201

Matrizenring, 201

maximales Element, 45

Maximum, 45

mehrdimensionales Intervall, 28
mehrfache Nullstelle eines Polynoms, 435
Menge, 21

Menge der Mitglieder einer Famliie, 64

Mengenkomprehension, 22

minimales Element, 45

Minimum, 45

Minor einer Matrix, 386

Mitglied einer Familie, 63

Modul, 404

Modulautomorphismus, 408

Modulendomorphismus, 408

Modulhomomorphismus, 408

Modulisomorphismus, 408

modus ponendo ponens, 14

modus ponendo tollens, 14

modus tollendo ponens, 14

modus tollendo tollens, 14

monisches Polynom, 402

Monoid, 71

Monoidautomorphismus, 100

Monoidendomorphismus, 100

Monoidhomomorphismus, 100

Monoidisomorphismus, 100

Monom, 402

Monomorphismus von Halbgruppen, 99

multilineare Abbildung, 348

Multilinearform, 348

Multiplikation, 415

Multiplikation in den ganzen Zahlen, 443

Multiplikation in den komplexen Zahlen,
448

Multiplikation in den natiirlichen Zahlen,
442

Multiplikation in den rationalen Zahlen,
444

Multiplikation in den reellen Zahlen, 445

Multiplikation modulo 2, 69

Multiplikation modulo m, 79

Multiplikation von Polynomen, 396

multiplikatives Monoid von Z modulo m,

79
Michtigkeit einer endlichen Menge, 61

nach oben beschrinkt, 45

nach oben unbeschrinkt, 45

nach unten beschrankt, 45

nach unten unbeschrankt, 45
Nachfolger einer natiirlichen Zahl, 441
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natiirliche Einbettung, 53

natiirliche Exponentialfunktion, 447

natiirliche Injektion, 53

natiirliche Zahlen, 22, 441

natiirliche Zahlen mit Null, 22, 441

natiirliches Reprasentantensystem der
Kongruenzrelation modulo m,
39

Nebendiagonalen einer Matrix, 183

Nebenklasse, 96

Negation, 8

negative Orientierung, 394

negative reelle Zahl, 445

negatives Element eines geordneten
Korpers, 142

neutrales Element, 71

Neutralititsgesetz fur A, 13

Neutralititsgesetz fiir Vv, 13

nicht invertierbare Matrix, 205

nicht 16sbares lineares Gleichungssystem,
211

nicht-negative reelle Zahl, 445

nicht-positive reelle Zahl, 445

nicht-triviale Determinantenform, 377

nichthomogenes lineares
Gleichungssystem, 211

nichtleere Familie, 64

nichtleere Menge, 24

nichtnegatives Element eines geordneten
Korpers, 142

nichtpositives Element eines geordneten
Korpers, 142

nilpotent, 202

normale Untergruppe, 107

Normalteiler, 107

normiertes Polynom, 402

notwendige Bedingung, 9

notwendige und hinreichende Bedingung,
9

Nullabbildung, 235

Nullalgebra, 417

Nullelement eines additiv notierten
Monoids, 76

Nullelement eines Ringes, 117

Nullform, 273

Nullfunktion, 118, 147, 148

Nullideal, 130

Nullmatrix, 186
Nullmodul, 406
Nullpolynom, 396
Nullraum, 146

Nullring, 118

Nullstelle eines Polynoms, 434
Nullteiler eines Ringes, 121
nullteilerfreier Ring, 121
Nulltensor, 315, 349
Nullunterraum, 152
Nullvektor, 145

obere Dreiecksmatrix, 202

obere Schranke, 45

Oberfamilie, 63

Obermenge, 24

Oberrelation, 29

Oder-Verknipfung, 9

offenes Intervall, 23

Operation, 69

Ordnung einer Funktion, 56

Ordnung einer Hypermatrix, 353

Ordnung eines Gruppenelements, 92

Ordnung eines Tensors, 349

Ordnungs-Diagramm, 44

Ordnungsrelation, 42

Ordnungsvollstindigkeit der reellen
Zahlen, 446

Orientierung eines Vektorraumes, 394

orientierungserhaltender Automorphismus,

393
orientierungstreuer Automorphismus,

393
orientierungsumkehrender
Automorphismus, 393

Paar, 28

paarweise disjunkte Mengen, 25

Paritat eines Permutation, 85

partiell eingesetzte Funktionen, 311

partiell geordnete Menge, 42

partielle Ordnung, 42

partikulare Losung eines linearen
Gleichungssystems, 212

Partition, 39
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Permutation, 82

Permutationsabbildung auf einem
Tensorproduktraum, 366

Pivot-Elemente einer Zeilenstufenform,
196

Polardarstellung einer komplexen Zahl,
449

Polynom, 396

Polynom als formale Summe, 397, 398

Polynomalgebra, 418

Polynomdivision, 431

Polynomfunktion, 428

Polynomraum, 407

Polynomring, 396

Polynomring in einer Variablen, 398

positive Orientierung, 394

positive reelle Zahl, 445

positives Element eines geordneten
Korpers, 142

Potenz einer Funktion, 55

Potenz einer Relation, 32

Potenzmenge, 27

Potenzmengenalgebra, 418

Potenzmengenring, 118

primaler Vektor, 273

primaler Vektorraum, 273

Produktraum, 148

Produktregel der Ableitungsabbildung fiir
Polynome, 410

Projektion auf die i-te Koordinate, 225,
409

Pra-Annihilator, 284

Pradikat, 15

Pradikatenlogik, 15

Pramisse, 12

Pullback einer Linearform, 291

q.ed., 20

quadratische Matrix, 184
Quantor, 15

Quotient von Polynomen, 430
Quotientenalgebra, 421
Quotientengruppe, 110
Quotientenmenge, 40
Quotientenmodul, 411
Quotientenraum, 237

Quotientenring, 130

Rang einer Hypermatrix, 354

Rang einer Matrix, 193

Rang eines freien Moduls, 414

Rang eines Tensors, 324, 352

Rang eines Vektorraumhomomorphismus,
248

rang-defizitdre Matrix, 193

Rang-Normalform einer Matrix, 269

Rangfaktorisierung einer Matrix, 193

rationale Zahlen, 22, 41, 444

Realteil einer komplexen Zahl, 448

rechte Seite eines linearen
Gleichungssystems, 211

rechtseindeutige Relation, 48

Rechtsinverse, 66

rechtskiirzbares Element eines Ringes,
122

Rechtsnebenklasse, 94

Rechtsnullteiler eines Ringes, 121

rechtsseitig unendliches abgeschlossenes
Intervall, 23

rechtsseitig unendliches offenes Intervall,
23

rechtstotale Relation, 52

Rechtstranslation, 72

reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix,
217

reelle Zahlen, 22, 445

reflexiv-symmetrisch-transitive Hiille einer
Relation, 34

reflexiv-transitive Hiille einer Relation,
34

reflexive Hiille einer Relation, 34

reflexive Relation, 32

reflexiver Abschluss einer Relation, 34

Regel von Sarrus, 382

reguldre Matrix, 204

Relation, 29

Reprisentant einer Aquivalenzklasse, 38

Reprisentantensystem einer
Aquivalenzrelation, 38

Rest bei Polynomdivision, 430

Restklassen modulo m, 38

Restklassenkorper modulo m, 138
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Restklassenring modulo m, 121
Restriktion einer Funktion, 50
Restriktion einer Relation, 30
Ring, 117

Ring mit Eins, 117

Ring von Z modulo m, 118
Ringautomorphismus, 126
Ringendomorphismus, 126
Ringhomomorphismus, 125
Ringisomorphismus, 126
Russell-Antinomie, 23
Russell-Paradoxon, 23

S-Multiplikation, 145, 405

S-Multiplikation von Matrizen, 185

Satz von Lagrange, 97

schiefsymmetrische
Komponentenhypermatrix eines
Tensors, 370

schiefsymmetrische Matrix, 200

schiefsymmetrischer Tensor, 367

Schiefsymmetrisierung von Tensoren,
375

Schnitt von Mengen, 25

Schnittmenge, 25

Shift-Abbildung, 233, 253

Signum einer Permutation, 85

singuldre Matrix, 205

Skalar, 145, 405

skalare Multiplikation, 145, 405

Skalarkorper eines Vektorraumes, 145

Skalarring eines Moduls, 405

Spalte einer Matrix, 184

Spaltenindex in einer Matrix, 184

Spaltenrang einer Matrix, 190

Spaltenraum, 190

Spann, 155

Standardbasis von (K)o, 163

Standardbasis von K", 163

Standardbasis von K™*™, 185

Standardbasis von K™% "N 354

Standardfolge im Folgenraum tiber einem
Korper, 156

Standardvektorraum, 147

Stelligkeit einer Aussageform, 15

Streichungsmatrix, 386

streng halbgeordnete Menge, 43

streng totalgeordnete Menge, 43

strenge Halbordnung, 43

strenge Ordnungsrelation, 43

strenge partielle Ordnung, 43

strenge Totalordnung, 43

strikte obere Dreiecksmatrix, 202

strikte untere Dreiecksmatrix, 202

strukturerhaltende Abbildung von
Algebren, 419

strukturerhaltende Abbildung von
Gruppen, 100

strukturerhaltende Abbildung von
Halbgruppen, 99

strukturerhaltende Abbildung von Kérpern,
140

strukturerhaltende Abbildung von Moduln,
408

strukturerhaltende Abbildung von
Monoiden, 100

strukturerhaltende Abbildung von Ringen,
126

strukturerhaltende Abbildung von
Vektorraumen, 224

strukturvertragliche Abbildung, 98

strukturvertragliche Abbildung von
Algebren, 418

strukturvertragliche Abbildung von
Gruppen, 100

strukturvertragliche Abbildung von
Halbgruppen, 98

strukturvertrdgliche Abbildung von
Korpern, 139

strukturvertragliche Abbildung von
Moduln, 408

strukturvertréagliche Abbildung von
Monoiden, 100

strukturvertragliche Abbildung von Ringen,
125

strukturvertréagliche Abbildung von Ringen
mit Eins, 125

strukturvertréagliche Abbildung von
Vektorraumen, 223

Stufe einer Hypermatrix, 353

Stufe eines Tensors, 349

Stufenbedingung der Zeilenstufenform,
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196
Subjunktion, 9
Sudoku-Kriterium, 8o
Summe einer Familie von Unterrdumen,
180
Summe von zwei Unterrdumen, 173
Supremum, 45
Surjektion, 52
surjektive Abbildung, 52
symmetrische Differenz, 26
symmetrische Gruppe, 82
symmetrische Hiille einer Relation, 34
symmetrische Komponentenhypermatrix
eines Tensors, 370
symmetrische Matrix, 200
symmetrische Relation, 32
symmetrischer Tensor, 367
Symmetrisierung von Tensoren, 375
Syntheseabbildung, 251, 338, 355

Tautologie, 12

Teilbarkeit, 29

Teilbarkeitsrelation, 29

Teiler, 430

Teilfamilie, 63

Teilkorper, 138

Teilmenge, 24

Teilmengenrelation, 30

Teilrelation, 29

Tensor, 315, 349

Tensor-Vektor-Multiplikation, 359

Tensoren vom Typ (7, s), 361

Tensorprodukt, 315, 349

Tensorprodukt linearer Abbildungen, 334,
353

Tensorprodukt von Vektoren, 316, 350

Tensorproduktbasis, 321, 352

Tensorproduktraum, 315, 349

Tensorproduktraum vom Typ (7, s), 361

totale Relation, 33

totalgeordnete Menge, 42

Totalordnung, 42

Transformationsmatrix des Basiswechsels,
264

transitive Hiille einer Relation, 34

transitive Relation, 33

transponierte Matrix, 199
transponierter Homomorphismus, 291
Transposition, 82
Transpositionsmatrix, 196

Tripel, 28

triviale Ideale, 130

triviale Linearkombination, 150
triviale Untergruppe, 89

trivialer Gruppenhomomorphismus, 101
trivialer Unterraum, 152

Trager einer Folge iber einem Korper,

153

umgekehrt orientierte Basen, 394

Umkehrabbildung, 57

Umkehrfunktion, 57

Umbkehrrelation, 31

unabhingige Variable eines linearen
Gleichungssystems, 216

Und-Verkntipfung, 8

unendlich-dimensionaler Vektorraum,
168

unendliche Familie, 64

unendliche Menge, 61

ungerade Permutation, 85

unitire Algebra, 415

unitarer Modul, 405

unitarer Ring, 117

universelle bilineare Abbildung, 316

universelle Eigenschaft des Tensorprodukts,
315, 349

universelle multilineare Abbildung, 350

universelle Relation, 30

unlosbar, 211

Unteralgebra, 416

Unteralgebra mit Eins, 416

Unterdeterminante einer Matrix, 386

untere Dreiecksmatrix, 202

untere Schranke, 45

Untergruppe, 88

Untergruppe eines Monoids, 9o

Untergruppenabschluss, 92

Untergruppenhdille, 92

Unterhalbgruppe, 73

Unterkdrper, 138

Untermodul, 405
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Untermonoid, 73
Unterraum, 151
Unterring, 123
Unterring mit Eins, 123
Untervektorraum, 151
Urbild, 50
Urbildmenge, 50

Variable eines linearen Gleichungssystems,
211

Vektor, 145

Vektor der rechten Seite, 211

Vektor in einem Modul, 405

Vektor-Matrix-Multiplikation, 190

Vektorisierung einer Matrix, 225

Vektorraum, 145

Vektorraum der beschrénkten Folgen in R,
153

Vektorraum der konvergenten Folgen in R,
153

Vektorraum der Nullfolgen in R, 153

Vektorraum der Spaltenvektoren, 147

Vektorraum der Zeilenvektoren, 147

Vektorraumautomorphismus, 224

Vektorraumendomorphismus, 223

Vektorraumhomomorphismus, 223

Vektorraumisomorphismus, 224

Vereinigung von Mengen, 25

Vereinigungmenge, 25

vergleichbare Elemente in einer
Ordnungsrelation, 42

vergleichbare Elemente in einer strengen
Ordnungsrelation, 43

Verkettung von Funktionen, 54

Verkettung von Relationen, 31

Verkniipfung, 69

Verkniipfungstabelle, 69

Verkniipfungstafel, 69

Verneinung, 8

verschrankter Tensor, 324

vertauschende Elemente bzgl. einer
Verkniipfung, 81

Vielfachheit der Nullstelle eines Polynoms,
435

vollen Rang, 193

voller Spaltenrang, 193

voller Zeilenrang, 193

von Matrix induzierte lineare Abbildung,
225

von Untergruppe induzierte
Aquivalenzrelationen, 96

Wahrheitstafel, 8

Wahrheitswert, 7

Wahrheitswerttabelle, 8
Wenn-Dann-Verkniipfung, 9
Widerspruchsbeweis, 18

wohldefinierte Aussageform, 41
Wohlordnung, 68

Wohlordnungssatz, 68

Wurzel eines Polynoms, 434

Wourzel nicht-negativer reeller Zahlen, 59

Zahlbereiche, 22

Zeile einer Matrix, 184

Zeilenindex in einer Matrix, 184

Zeilenrang einer Matrix, 190

Zeilenraum, 190

Zeilenstufenform einer Matrix, 196

Zentrum einer Gruppe, 108

Zentrum eines Ringes, 125

Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, 23

ZF-Mengenlehre, 23

Zielmenge einer Funktion, 48

zu einer Halbordnung zugehérige
Uberdeckungsrelation, 44

zu einer Ordnungsrelation zugehorige
strenge Ordnungsrelation, 43

zu einer strengen Ordnungsrelation
zugehorige Ordnungsrelation,
43

zweiseitiger Nullteiler eines Ringes, 121

zyklisch erzeugte Gruppe, 92

zyklische Gruppe, 92

zyklische Shift-Abbildung, 253

zyklische Untergruppe, 92

Aquivalenz, 9

Aquivalenzhiille einer Relation, 37

Aquivalenzklasse, 38

Aquivalenzrelation, 37

Aquivalenztransformation von Matrizen,
269
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Uberdeckung einer Menge, 39

Ubergangsmatrix, 264

dquivalente Elemente einer
Aquivalenzrelation, 37

dquivalente Matrizen, 269
auflere Produkt von Vektoren, 354
duflere Verkniipfung, 145, 315, 349
tiberabzdhlbare Menge, 61
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