02.06.2026

SOEE ReE HeroE (HEGEBEEURNEEE) I Lincore Algebra il Woche 08 1/25



Kapitel 8 Normalformen von
Endomorphismen
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§ 32 Darstellungsmatrizen von
Endomorphismen
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 32.1 vgl. Beispiel 29.33
Es seien K ein Kdrper und V ein K-Vektorraum mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei By = (v1, ..., vy) eine Basis von V. Dann gilt:

@ Die Zuordnung 2Ustcinnd  Awieloe Racis

s

Mg, B, : (Endo(V),+,,0) 5 f = Mp,p,(f) € (K™, +,-,")

eines Endomorphismus zu seiner Darstellungsmatrix ist ein
Isomorphismus von Algebren mit Eins.
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 32.1 vgl. Beispiel 29.33
Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dim(V) = n € Np.
Weiter sei By = (v1,. .., vy) eine Basis von V. Dann gilt:

@ Die Abbildung
MBV<_BV: (Auto( V), o) S5f MBV<—BV(f) € (GL(n, K), )

bildet aulerdem die Untergruppe Auto(V/) bijektiv auf die
Untergruppe GL(n, K) ab.
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Transform. der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus

LS hee
Satz 32.2 / /

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basen By und §V.

Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f: V — V:
M§v<—f§v(f) = TI§V<—BV MBW—Bv(f) 773\/(_@\/

A = T A T

vgl. aligumecing feo : A = AT
/Z\Qw:v&daut‘{‘mﬁ
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Ahnlichkeitstransformation

Definition 32.3

Zwei Matrizen A,/Z\\e K"™*" heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix T € K™*" gibt, sodass gilt:

A=T AT
Der Ubergang von A zu T~'A T heiRt Ahnlichkeitstransformation.

Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf K"*".
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Bedeutung ahnlicher Matrizen

Satz 32.4

Es seien K ein Korper, n € Ny und A,Ee Knmxn,
Dann sind 3quivalent:

@ Aund A sind zhnliche Matrizen.

@ Ist V ein Vektorraum iiber K mit dim(V) = n und Basis By, ist
f: V — V ein Endomorphismus und gilt A = Mg, . g, (f), dann
gibt es eine Basis By von V, sodass A= Mg 3 (f) gilt.

Mindihe Hotizo  skler  dekrtllen. Evdopngsphito -
mu- 7. udos g Ay &t e,
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Fragen zur Ahnlichkeitsrelation

@ Welche Eigenschaften sorgen dafiir, dass zwei Matrizen bzgl. der
Ahnlichkeitsrelation in derselben Aquivalenzklasse liegen?

© Was bedeuten diese Eigenschaften fiir den zugrundeliegenden
Endomorphismus?

© Wie finden wir in einer Aquivalenzklasse von dhnlichen Matrizen
Reprasentanten von moglichst einfacher Gestalt, die wir als
Normalform verwenden kénnen?

Al Homamecph Camen
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@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 08 7/ 25



invarianter Unterraum

Definition 32.5
Es sei K ein Korper.
© Es seien V ein Vektorraum iiber K und f € Endo(V).
—~stabr(C

Ein Unterraum U C V heillt f-invariant, wenn gilt:

U
) el sl feoed Wush k. L0 ot
Aenart
@ Es Ac K™ eine Matrix mit n € I’\I_o.

Ein Unterraum U C K" heilt A-invariant, wenn gilt:

Ll ol Axelk ¥xell
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 32.6

© In jedem Vektorraum V sind die trivialen Unterrdume {0} und V
invariante Unterrdume fiir jeden Endomorphismus f: V — V.

{0120

f(\;\ sV
nied e foeds!
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 32.6

V=p®

@ Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R? hat zwei
verschiedene eindimensionale invariante Unterraume:

X2
Vo g WA=V,
o)
x1
) =V,
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f-invarianter Unterraum

Beispiel 32.6

@ Fiir die Ableitungsabbildung als Endomorphismus £ : K[t] — K[t]
im Fall eines Korpers K mit char(K) = 0 sind die &—invarianten
Unterrdume genau die Unterrdume von der Form

AR~ €55 = KLTE] furleans ous, NuWsaum
7. gauz WEE)

Lle R day Po(/7 p—"—‘ﬂk &u&(«a‘a‘./ Aaun
%E p = k £ o,
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Was bringen f-invariante Unterrdume?

@ V sei endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) =n > 2
e f: V — V sei ein Endomorphismus

@ U C V sei ein f-invarianter Unterraum mit dim(U) = k und
1<k<n—1und W C V ein zu U komplementarer Unterraum

Beziiglich einer Basis der Form By = (vi,..., Vk, Vk+1,-..,Vn) hat f
; ; —~ —_—
die Darstellungsmatrix BT vl Basto o L)
Au| A An| O
Mg, s, (f) = oder sogar Mp, . g,(f) = AZ
O /DYZZ. - O 2
lolodedury |
{wi 73
Cnela
{(L)cw
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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Satz 32.7

Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dim(V) = n € No.
Weiter seien f € Endo(V) und L € N. Dann sind &dquivalent:

@ Es existieren f-invariante Unterrdume Uy, ..., U, sodass gilt:

D Nq € -~-¢ N
@ Es existiert eine Basis By von V/, sodass die Darstellungsmatrix

von f Blockdiagonalgestalt besitzt:

ny no ny &Lﬂﬂ

A In BByl 1wy,
A22 iz
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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Beispiel 32.8

Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R? hat zwei verschiedene
eindimensionale invariante Unterrdume:

N7

N

X2

{(u) =N R%= LV OV, >

2(V4\VL)

X1

D) ==y Meg @)= [o ~
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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Beispiel 32.8

Die Drehungsabbildung auf dem Vektorraum V = R? dreht jeden
Vektor um den Winkel o um den Ursprung (Nullvektor). Sie besitzt
nicht-triviale invariante Unterrdume nur fiir die speziellen Werte

o P2le+Le> 1y,
7 e €

€
C)% €1 X f(&t\ x1 € X
1 X1 1 X1 1 X1

X2

ol=0 ="
x =27 X = (Z("ﬂ) i
=7 ke
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§ 33 Eigenwerte und
Eigenvektoren von
Endomorphismen
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eindimensionale f-invariante Unterraume

Was bedeutet der Extremfall eines eindimensionalen f-invarianten
Unterraums U C V?

A= <V met v{O0

\f(u\&(/\ Medecdet: £V) i Velfach, vou v
L((v) = Av] md \eK
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Eigenwert, Eigenvektor eines Endomorphismus

Definition 33.1
@ Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und 7: V — V ein
Endomorphismus.

c
Ein Vektor v € V' \ {0} heilt ein Eigenvektor zum Eigenwert
A € K des Endomorphismus f, wenn gilt:

NS Gt { ~(Wwiaraat ()\,V ) Ec'gm{aq;

f(v)=Av

@ Essei Ac K" eine Matrix mit n € Np.

Ein Vektor x € K"\ {0} heift ein Eigenvektor zum Eigenwert
A € K der Matrix A, wenn gilt: _

. () x) ECenrasr
x> ¢t A-Gwvonad Ax = \x ’ Gy
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Eigenpaare von Endomorphismen und Darstellungsmatrizen

s wedore b4, belebrse Raeo
Lemma 33.2

Es sei V ein Vektorraum iiber demy/Korper K mit dim(V) = n € Np.
Weiter seien f € Endo(V) und A= Mp, ., (f) € K™". Dann sind
aquivalent:
@ ) € K ist ein Eigenwert von f.
@ )\ € K ist ein Eigenwert von A.
Weiter gilt:
@ Ist (), v) ein Eigenpaar von f, dann ist (A, x) ein Eigenpaar von A
fir x = CDE‘i(v).
@ Ist (), x) ein Eigenpaar von £, dann ist (\, v) ein Eigenpaar von f
fir v==ap (x).

Yozt Lok WD man ELY ueA BN Likss Evdlomar,
oo ecies bd&)b@b'/\gba}\d-waw Aerhlbconen
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Eigenpaare dhnlicher Matrizen

Gdo /
Folgerung 33.3 Shellen loproll der

Es sei A,EE K™™" Matpzen mit n € Np.
Wenn A und A shnlich sind, dann besitzen sie dieselben Eigenwerte.

Die Umkehrung von Folgerung 33.3 gilt nicht!

Beispiel 33.4
Die Matrizen

|10 R
A—[O J und B—[O J in R

besitzen beide nur den Eigenwert A = 1, sie sind aber nicht 3hnlich
zueinander. Rorger Spates

Elguwofe— At ikt ader Do Lo Bovlo s !
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§ 33.1 Bestimmung von
Eigenvektoren zu gegebenem
Eigenwert
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Charakterisierung von Eigenpaaren

fir Endomorphismen fir Matrizen
f(v) =Av Ax = Ax
& Av—f(v)=0 = Ax~Ax=0
& (Aidy—f)(v) =0 =- QT -A)x=p
& veKen(\idy —f) =7 Xx= KW(XI‘A)
:M(;P—X(AV) '—'"—L(@M(/‘\—’\.I)
A € K ist Eigenwert von f genau /\€|A o] EL) veer A 6’(1,9
dann, wenn Kern(\ idy — f) Lan (ALA) pelo adp
Mo als o §0Y eudldlb . Lol tuntiuatt .
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Eigenraum, geometrische Vielfachheit

: < otweud s tea EL)
Definition 33.5 i 7
Es sei V ein Vektorraum Ub% Korper K.

Q Ist f € Endo(V) und A € K, dann heilen
Eig(f,\) ={ve V|f(v)=Av} und pn&°(f,\) = dim(Eig(f,\))

der Eigenraum von f zu X bzw. die geometrische Vielfachheit
von .

X ol BW o f cm EGUA) 2108 g I(¢ 1) 24

Q Ist Ac K™ und \ € K, dann heifit
n

Eig(A,\) = {x € ¥|Ax=Ax} und pE®°(A,)\) = dim(Eig(A,\))

der Eigenraum von A zu \ bzw. die geometrische Vielfachheit
von A.
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Eigenschaften von Eigenrdaumen von Endomorphismen

Lemma 33.6
Es seien V ein K-Vektorraum und f € Endo(V') sowie A € K.

@ Eig(f,\) = Kern(X idy — f) ist ein Unterraum von V.
@ Eig(f,\) # {0} & X ist ein Eigenwert von f < u8°(f, \) > 0.

@ Eig(f,\) \ {0} ist die (evtl. leere) Menge der zu A gehdrenden
Eigenvektoren von f.

@ Sind s € Nund Aq,..., s € K paarweise verschiedene Eigenwerte
von f, dann ist die Summe der Unterrdume
Eig(f,\1) ® - - - @ Eig(f, \s) direkt.
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Invertierbarkeitskriterien

Lemma 33.8

© Es seien V ein Vektorraum und f € Endo( V). Dann gilt:
Q f ist injektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

@ Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar:
f ist bijektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.

@ Es seien K ein Korper, n € Ng und A € K"*". Dann gilt:

A ist reguldr < 0 ist kein Eigenwert von A.
Bwis @ 4 wielch cm W (1 2bol e=5 Uean (0 -y~ )0}
O Gt lws ELJ oy
Ao (V) =nen, - (ks =7 bg&h}hu
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Bestimmung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

Beispiel 33.9

@ Der Eigenraum der Matrix A = [(1) (1)] € Q%2 zum Eigenwert A =1
ist gegeben durch die Lésung des linearen Gleichungssystems

11\1_(\1{) x\ _ (0 o o]0
ot 2 ()= () e 3 0]d]

Die Ldsungsmenge ist hier
Eiga1) = <(8),(%2)> =@
WA O =2
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Bestimmung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

Beispiel 33.9

@ Der Eigenraum der Matrix B = [} 1] € Q®*2 zum Eigenwert A = 1
ist gegeben durch die Lésung des linearen Gleichungssystems

R-\T
1-1 1) (a)_ (0 .. [0 L]0
0 1-1]\x) " \0) 0 0|0

Die Lésungsmenge ist hier also
| < (§)
Eig(B,1) = ol

tAQQ(KLU-‘/I
E gt hat lee Lo tun Loands EV.
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