
Lineare Algebra II
Woche 08

02.06.2026

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 1 / 25



Kapitel 8 Normalformen von
Endomorphismen

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 1 / 25



§ 32 Darstellungsmatrizen von
Endomorphismen

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 1 / 25



Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 32.1 vgl. Beispiel 29.33
Es seien K ein Körper und V ein K -Vektorraum mit dim(V ) = n → N0.
Weiter sei BV = (v1, . . . , vn) eine Basis von V . Dann gilt:

1 Die Zuordnung

MBV→BV : (Endo(V ),+, ·, ↑) ↓ f ↔↗ MBV→BV (f ) → (K n↑n,+, ·, ·)

eines Endomorphismus zu seiner Darstellungsmatrix ist ein
Isomorphismus von Algebren mit Eins.
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Darstellungsmatrizen von Endomorphismen

Satz 32.1 vgl. Beispiel 29.33
Es seien K ein Körper und V ein K -Vektorraum mit dim(V ) = n → N0.
Weiter sei BV = (v1, . . . , vn) eine Basis von V . Dann gilt:

2 Die Abbildung

MBV→BV : (Auto(V ), ↑) ↓ f ↔↗ MBV→BV (f ) → (GL(n,K ), ·)

bildet außerdem die Untergruppe Auto(V ) bijektiv auf die
Untergruppe GL(n,K ) ab.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 3 / 25

invertibar to invetubbar

(Automor .) (who. Mathten)

wie in jedem Homo von Monoiden



Transform. der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus

Satz 32.2
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basen BV und B̂V .

Dann gilt für die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f : V ↗ V :

MB̂V→B̂V
(f ) = TB̂V→BV

MBV→BV (f ) TBV→B̂V
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Ähnlichkeitstransformation

Definition 32.3
Zwei Matrizen A, Â → K n↑n heißen ähnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix T → K n↑n gibt, sodass gilt:

Â = T↓1 AT .

Der Übergang von A zu T↓1AT heißt Ähnlichkeitstransformation.

Die Ähnlichkeit von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation auf K n↑n.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 08 5 / 25



Bedeutung ähnlicher Matrizen

Satz 32.4
Es seien K ein Körper, n → N0 und A, Â → K n↑n.

Dann sind äquivalent:
1 A und Â sind ähnliche Matrizen.

2 Ist V ein Vektorraum über K mit dim(V ) = n und Basis BV , ist
f : V ↗ V ein Endomorphismus und gilt A = MBV→BV (f ), dann
gibt es eine Basis B̂V von V , sodass Â = MB̂V→B̂V

(f ) gilt.
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Fragen zur Ähnlichkeitsrelation

1 Welche Eigenschaften sorgen dafür, dass zwei Matrizen bzgl. der
Ähnlichkeitsrelation in derselben Äquivalenzklasse liegen?

2 Was bedeuten diese Eigenschaften für den zugrundeliegenden
Endomorphismus?

3 Wie finden wir in einer Äquivalenzklasse von ähnlichen Matrizen
Repräsentanten von möglichst einfacher Gestalt, die wir als
Normalform verwenden können?
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invarianter Unterraum

Definition 32.5
Es sei K ein Körper.

1 Es seien V ein Vektorraum über K und f → Endo(V ).

Ein Unterraum U ↘ V heißt f -invariant, wenn gilt:

2 Es A → K n↑n eine Matrix mit n → N0.

Ein Unterraum U ↘ K n heißt A-invariant, wenn gilt:
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f -invarianter Unterraum

Beispiel 32.6
1 In jedem Vektorraum V sind die trivialen Unterräume {0} und V

invariante Unterräume für jeden Endomorphismus f : V ↗ V .
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f -invarianter Unterraum

Beispiel 32.6
2 Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R2 hat zwei

verschiedene eindimensionale invariante Unterräume:

x1

x2
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f -invarianter Unterraum

Beispiel 32.6
3 Für die Ableitungsabbildung als Endomorphismus d

dt : K [t] ↗ K [t]

im Fall eines Körpers K mit char(K ) = 0 sind die d
dt -invarianten

Unterräume genau die Unterräume von der Form
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Was bringen f -invariante Unterräume?

V sei endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V ) = n ↭ 2
f : V ↗ V sei ein Endomorphismus
U ↘ V sei ein f -invarianter Unterraum mit dim(U) = k und
1 ↫ k ↫ n ≃ 1 und W ↘ V ein zu U komplementärer Unterraum

Bezüglich einer Basis der Form BV = (v1, . . . , vk , vk+1, . . . , vn) hat f
die Darstellungsmatrix

MBV→BV (f ) =







 oder sogar MBV→BV (f ) =








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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Satz 32.7
Es seien K ein Körper und V ein K -Vektorraum mit dim(V ) = n → N0.
Weiter seien f → Endo(V ) und L → N. Dann sind äquivalent:

1 Es existieren f -invariante Unterräume U1, . . . ,UL, sodass gilt:

V = U1 ⇐ · · ·⇐ UL

2 Es existiert eine Basis BV von V , sodass die Darstellungsmatrix
von f Blockdiagonalgestalt besitzt:

MBV→BV (f ) =





n1 n2 ··· nL

n1

n2

...
nL

A11
A22

ALL




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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Beispiel 32.8
Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R2 hat zwei verschiedene
eindimensionale invariante Unterräume:

x1

x2
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Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endom.

Beispiel 32.8
Die Drehungsabbildung auf dem Vektorraum V = R2 dreht jeden
Vektor um den Winkel ω um den Ursprung (Nullvektor). Sie besitzt
nicht-triviale invariante Unterräume nur für die speziellen Werte

x1

x2

e1

e2

x1

x2

e1

e2

x1

x2

e1

e2
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§ 33 Eigenwerte und
Eigenvektoren von
Endomorphismen
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eindimensionale f -invariante Unterräume

Was bedeutet der Extremfall eines eindimensionalen f -invarianten
Unterraums U ↘ V ?
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Eigenwert, Eigenvektor eines Endomorphismus

Definition 33.1
1 Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und f : V ↗ V ein

Endomorphismus.

Ein Vektor v → V \ {0} heißt ein Eigenvektor zum Eigenwert
ε → K des Endomorphismus f , wenn gilt:

f (v) = ε v

2 Es sei A → K n↑n eine Matrix mit n → N0.

Ein Vektor x → K n \ {0} heißt ein Eigenvektor zum Eigenwert
ε → K der Matrix A, wenn gilt:

Ax = ε x
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Eigenpaare von Endomorphismen und Darstellungsmatrizen

Lemma 33.2
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K mit dim(V ) = n → N0.
Weiter seien f → Endo(V ) und A = MBV→BV (f ) → K n↑n. Dann sind
äquivalent:

1 ε → K ist ein Eigenwert von f .
2 ε → K ist ein Eigenwert von A.

Weiter gilt:
3 Ist (ε, v) ein Eigenpaar von f , dann ist (ε, x) ein Eigenpaar von A

für x = !↓1
BV

(v).
4 Ist (ε, x) ein Eigenpaar von f , dann ist (ε, v) ein Eigenpaar von f

für v = !BV
(x).
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Eigenpaare ähnlicher Matrizen

Folgerung 33.3

Es sei A, Â → K n↑n Matrizen mit n → N0.

Wenn A und Â ähnlich sind, dann besitzen sie dieselben Eigenwerte.

Die Umkehrung von Folgerung 33.3 gilt nicht!

Beispiel 33.4
Die Matrizen

A =

[
1 0
0 1

]
und B =

[
1 1
0 1

]
in R2↑2

besitzen beide nur den Eigenwert ε = 1, sie sind aber nicht ähnlich
zueinander.
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§ 33.1 Bestimmung von
Eigenvektoren zu gegebenem

Eigenwert
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Charakterisierung von Eigenpaaren

für Endomorphismen

f (v) = ε v

⇒ ε v ≃ f (v) = 0

⇒ (ε idV ≃ f )(v) = 0

⇒ v → Kern(ε idV ≃ f )

ε → K ist Eigenwert von f genau
dann, wenn Kern(ε idV ≃ f )

für Matrizen
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Eigenraum, geometrische Vielfachheit

Definition 33.5
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K .

1 Ist f → Endo(V ) und ε → K , dann heißen

Eig(f ,ε) := {v → V | f (v) = ε v} und µgeo(f ,ε) := dim(Eig(f ,ε))

der Eigenraum von f zu ε bzw. die geometrische Vielfachheit
von ε.

2 Ist A → K n↑n und ε → K , dann heißt

Eig(A,ε) := {v → V |Av = ε v} und µgeo(A,ε) := dim(Eig(A,ε))

der Eigenraum von A zu ε bzw. die geometrische Vielfachheit
von ε.
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Eigenschaften von Eigenräumen von Endomorphismen

Lemma 33.6
Es seien V ein K -Vektorraum und f → Endo(V ) sowie ε → K .

1 Eig(f ,ε) = Kern(ε idV ≃ f ) ist ein Unterraum von V .

2 Eig(f ,ε) ⇑= {0} ⇒ ε ist ein Eigenwert von f ⇒ µgeo(f ,ε) > 0.

3 Eig(f ,ε) \ {0} ist die (evtl. leere) Menge der zu ε gehörenden
Eigenvektoren von f .

4 Sind s → N und ε1, . . . ,εs → K paarweise verschiedene Eigenwerte
von f , dann ist die Summe der Unterräume
Eig(f ,ε1)⇐ · · ·⇐ Eig(f ,εs) direkt.
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Invertierbarkeitskriterien

Lemma 33.8
1 Es seien V ein Vektorraum und f → Endo(V ). Dann gilt:

a f ist injektiv ⇒ 0 ist kein Eigenwert von f .

b Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar:
f ist bijektiv ⇒ 0 ist kein Eigenwert von f .

2 Es seien K ein Körper, n → N0 und A → K n↑n. Dann gilt:

A ist regulär ⇒ 0 ist kein Eigenwert von A.
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Bestimmung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

Beispiel 33.9
1 Der Eigenraum der Matrix A = [ 1 0

0 1 ] → Q2↑2 zum Eigenwert ε = 1
ist gegeben durch die Lösung des linearen Gleichungssystems

[
1 ≃ 1 0

0 1 ≃ 1

](
x1
x2

)
=

(
0
0

)
, kurz:

[
0 0 0
0 0 0

]
.

Die Lösungsmenge ist hier

Eig(A, 1)
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Bestimmung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert

Beispiel 33.9
2 Der Eigenraum der Matrix B = [ 1 1

0 1 ] → Q2↑2 zum Eigenwert ε = 1
ist gegeben durch die Lösung des linearen Gleichungssystems

[
1 ≃ 1 1

0 1 ≃ 1

](
x1
x2

)
=

(
0
0

)
, kurz:

[
0 1 0
0 0 0

]
.

Die Lösungsmenge ist hier also

Eig(B , 1)
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