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§ 29.3 Algebren iber

kommutativen Ringen
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Polynome als Bauplane

Einsetzen geeigneter Elemente in ein Polynom
p=5 +2t —4t €Z[t]
p(B)=51+2B—4B3cz™"
Welche algebraische Struktur bendtigen wir fiir das Einsetzen?

+:AxA—=A
“tRxA—=A

*x AXA—=A
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Algebren liber kommutativen Ringen

Definition 29.22

Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra (A, +, -, )
besitzt zwei innere Verkniipfungen +: AX A — Aund x: Ax A— A
sowie eine dulere Verkniipfung -: R x A — A, die die folgenden
Bedingungen erfiillen:

Q (A, +,-) ist ein R-Modul.

@ (A, +,x) ist ein Ring.

© Die Multiplikation * ist vertraglich mit der S-Multiplikation:

(ax-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)
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Algebren liber kommutativen Ringen

Definition 29.22
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring und (A, +, -, ) eine
(assoziative) R-Algebra.

@ Die Algebra A heillt kommutativ, wenn x kommutativ ist.

© Die Algebra A heift unitdr, wenn R ein Ring mit Eins und (A, +, )
ein unitarer R-Modul ist.

O Die Algebra A heillt eine Algebra mit Eins, wenn es ein bzgl. x
neutrales Element e € A gibt.
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Multiplikation in einer Algebra ist bilinear

Lemma 29.24
Es sei (A, +, -, ) eine Algebra iiber dem kommutativen Ring R.

Dann ist die Multiplikation x bilinear, d. h., es gilt

(v-a+pf-b)yxc=a-(axc)+L-(bxc)
ax(B-b+7-c)=f-(axb)+7- (axc)

fir alle a,b,c € A und alle o, 8,7 € R.
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Algebren liber kommutativen Ringen

Beispiel 29.27

© Jeder kommutative Ring (R, +, ) ist eine kommutative Algebra
(R, +,+,*) lber sich selbst mit der Multiplikation

Die Algebra ist gleichzeitig unitdr und eine Algebra mit Eins genau
dann, wenn R ein Einselement besitzt.

@ Jeder kommutative Ring (R, +, -) ist eine kommutative Algebra
(R,+, -, ) liber jedem seiner Unterringe U.

Die Algebra ist gleichzeitig unitdr und eine Algebra mit Eins genau
dann, wenn R ein Einselement besitzt und dieses auch in U liegt
(wenn also U ein Unterring mit Eins von R ist).
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Algebren liber kommutativen Ringen

Beispiel 29.27

© Essei (R, +,-) ein kommutativer Ring und J C R ein Ideal von R.
Dann ist (J,+, -, ) eine R-Algebra, und zwar eine Unteralgebra der
R-Algebra (R, +,-,-).

Die Algebra ist unitar genau dann, wenn R ein Ring mit Eins ist.
Sie ist eine Algebra mit Eins genau dann, wenn es in J ein
multiplikativ neutrales Element gibt.

Q Essei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann ist (R™*" +, -, ) mit
der Matrix-Matrix-Multiplikation - eine R-Algebra.

Diese Matrixalgebra ist gleichzeitig unitdr und eine Algebra mit
dem Einselement /, genau dann, wenn R ein Einselement besitzt.

Im Fall n > 2 ist die Matrixalgebra nicht kommutativ.
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Algebren liber kommutativen Ringen

Beispiel 29.27
@ Es seien X eine beliebige Menge, (R, +, ) ein kommutativer Ring
und (A, +, -, %) eine R-Algebra. Dann bildet AX = {f|f: X — A}
mit der punktweisen Addition, der punktweisen S-Multiplikation
und punktweisen inneren Multiplikation eine R-Algebra.

Diese ist kommutativ, wenn A kommutativ ist.

Q Ist (K,+,-) ein Korper und (V/,+,-) ein Vektorraum iiber K, dann
bildet (Endo(V), +, -, o) mit der Komposition o als ,Multiplikation"
eine unitdre, i. A. nicht-kommutative Algebra iber K mit dem
Einselement idy, .

Diese wird die Endomorphismenalgebra des Vektorraumes V
genannt.
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Algebren liber kommutativen Ringen

Beispiel 29.27

@ Allgemeiner bilden die Endomorphismen (Endo(M), +, -, o) eines
Moduls liber einem kommutativen Ring (R, +, ) mit der
Komposition o als ,Multiplikation” eine i. A. nicht-kommutative
Algebra iiber R mit dem Einselement idy,.

Diese wird die Endomorphismenalgebra des Moduls M genannt.

Sie ist unitar genau dann, wenn M ein unitdrer R-Modul ist.

Q Ist (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins, dann bilden die
Polynome (R[t],+, -, -) eine unitdre, kommutative R-Algebra mit
dem Einselement 1 (Einspolynom), genannt die Polynomalgebra.
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Homomorphismen von Algebren

Definition 29.28
© Eine Abbildung f: A; — Ap heilt strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von Algebren von (A, +, -, x) in (A2, +,, %),
wenn gilt:
f(a+ b) = f(a)+ f(b) firallea,be A,
fla-a)=a-f(a) fir alle a € A; und o € R,
f(axb) = f(a)xf(b) firallea,bec A.

Besitzen beide Algebren ein Einselement und fordern wir zusatzlich
f(e1) = e

dann heift f einen Homomorphismus von Algebren mit Eins.

@ Wie iiblich definieren wir auch die Begriffe Endomorphismus,
Isomorphismus und Automorphismus von Algebren.
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Homomorphismen von Algebren

Beispiel 29.33

@ Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit
dim(V) = n € Np.

Endomorphismenalgebra Matrixalgebra
(Endo(V),—i—,-,o) — (Knxn’_i_?'?')
f - MBVer(f)

ist — fiir jede Wahl einer Basis By, von V — ein Isomorphismus
von Algebren mit Eins.
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Homomorphismen von Algebren

Beispiel 29.33

@ Der Korper C ist ein zweidimensionaler Vektorraum iiber dem
Korper R. Genauer ist (C, +, -, -) sogar eine unitdre, kommutative
R-Algebra mit Eins.

Diese ist iiber die Abbildung

) a —b
a+bl+—>(b a>

isomorph zu einer Unteralgebra der R-Matrixalgebra (R2*?, 4, -,.).
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Homomorphismen von Algebren

Beispiel 29.33

© Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit
dim(V) = n € Ny. Fiir n > 2 ist die Determinante
det: Endo(V) — K kein Homomorphismus von Algebren.

Sie ist zwar vertraglich mit der Multiplikation, nicht aber mit der
Addition und der S-Multiplikation.

© Es seien (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins und (R[t],+, -, ")
die R-Algebra der Polynome iiber R. Die Ableitungsabbildung
%: R[t] — R[t] ist kein Homomorphismus von Algebren.

Sie ist zwar vertraglich mit der Addition und der S-Multiplikation,
nicht aber vertraglich mit der Multiplikation.
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§ 30 Einsetzungshomomorphismen
und Polynomfunktionen
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Einsetzen eines Algebra-Elements in ein Polynom

Definition 30.1
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, ) eine
unitdre R-Algebra mit dem Einselement e.

Fiir a € A und
p=aot® 4+ ait +-+ a1t + a,t" €R[t]
heillt die Bildung von
p(a)=age + w@a 4+ ap1a”! + apa"€A

das Einsetzen von a € A in das Polynom p oder die Auswertung des
Polynoms p an der Stelle a.
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Einsetzen eines Algebra-Elements in ein Polynom

Beispiel 30.2

© Wir betrachten den Ring (Z, +, ) und die Matrixalgebra
(Z"*" +,-,-). Das Einsetzen einer Matrix A € Z"*"

in das Polynom p=-14+5t—3¢t° € Z[t]

ergibt p(A) = —1A° +5A —3 A% c Z™"
=—Il,+5A—3A

Fiir die Matrix A = [1 2] erhalten wir beispielsweise

w--f Jes B AL -5 8
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Einsetzen eines Algebra-Elements in ein Polynom

Beispiel 30.2
@ Wir betrachten den Ring (Q, +, ) und die Endomorphismenalgebra
(Endo(V), +, -, 0) eines Q-Vektorraumes V. Das Einsetzen eines
Endomorphismus f € Endo(V)

1 4
in das Polynom p:§—gt+?t3 € QJt]
4
ergibt p(f) = % §f1+ff3 € Endo(V)
%Id\/—§f—l— fofof
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zwei verschiedene Standpunkte

@ Wir halten das einzusetzende Element a € A fest und variieren das
Polynom p € R[t], in das wir a einsetzen.

Das fiihrt zum Konzept des Einsetzungshomomorphismus.

@ Wir wihlen ein bestimmtes Polynom p € R([t] aus und variieren das
einzusetzende Element a € A.

Das fiihrt zum Konzept der Polynomfunktion.
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§ 30.1 Einsetzungshomomorphismen
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Einsetzungshomomorphismus

Definition 30.3
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, ) eine
unitdre R-Algebra mit Eins.

Fiir a € A heillt die Abbildung
ev,: R[t] > p—ev,(p) =p(a) € A

der Einsetzungshomomorphismus oder
der Auswertungshomomorphismus zu a.
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Einsetzungshomomorphismus

Satz 30.4

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine
unitdre R-Algebra mit Eins.

Fiir jedes a € A ist der Einsetzungshomomorphismus ev,: R[t] — A ein
Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Beweis.
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Einsetzungshomomorphismus

Bemerkung 30.5

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine
unitdre R-Algebra mit dem Einselement e.

Der Einsetzungshomomorphismus ev,: R[t] — A zu gegebenem a € A
ist durch einen einzigen Funktionswert

ev,(t)=a

eindeutig festgelegt.
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Polynome kommutieren mit Algebrahomomorphismen

Satz 30.7

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und A1, Ay zwei
unitdre R-Algebren mit Eins. Weiter sei f: A; — Ay ein
Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Dann gilt fiir die Einsetzungshomomorphismen ev* und ev?‘(za):

foevit = ev?‘(za)
Das heilt, fiir jedes a € A; und jedes Polynom p € R[t] gilt:

f(p(a)) = p(f(a))

Beweis.
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§ 30.2 Polynomfunktionen
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Polynomfunktion

Definition 30.8
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, ) eine
unitdre R-Algebra mit Eins.
Fiir p € R[t] mit p = >_7_, ak t* heiRt die Abbildung
p(:): A>aw— p(a) :Zakak €A
k=0

die durch p induzierte Polynomfunktion auf der Algebra A.
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Polynomfunktion

Beispiel 30.9
O Auf der Matrixalgebra (Z"*", +, -, -) induziert

das Polynom p=5+2t—4t> <cZ[t]
die Polynomfunktion Z"" 3 A+ p(A) =51 +2A —4A3 € Z™"

@ Auf der Algebra (Zy, +, -, ) induziert

das Polynom p=t+t> €Zt]
die Polynomfunktion Z, > a + p(a) = a +a? € Z,

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07 23 / 42


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Zuordnung Polynom zu Polynomfunktion

Satz 30.10

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine
unitdre R-Algebra mit Eins.

Die Abbildung
o: (R[t],+,-) 2 p— p() € (A%, +,%)

ist ein Homomorphismus von Algebren mit Eins.

o & ist i. A. nicht injektiv

e ® st i. A. auch nicht surjektiv.
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§ 31 Polynome iiber einem Korper
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der Polynomring ist kein Kérper

Lemma 31.1
Es sei K ein Korper.

@ Ein Polynom p € K|[t] ist multiplikativ invertierbar genau dann,
wenn p =« # 0.
@ Der Polynomring K|t] ist kein Korper.

Die ,,meisten” Polynome besitzen also keine multiplikativen Inversen!
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§ 31.1 Polynomdivision
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Polynomdivision mit Rest

Definition 31.2
Es seien K ein Kérper und p1, p» € K[t] zwei Polynome.

p2 heiBt ein Teiler von p;, wenn es ein g € K|[t] gibt, sodass gilt:
P1L=4q-p2

Satz 31.3

Es seien K ein Korper und p1, p» € K[t] zwei Polynome. Ist p # 0
(Nullpolynom), dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K|t],
sodass gilt:

p1=q-p2+r und deg(r) < deg(p2)
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Polynomdivision mit Rest

Beispiel 31.5
Was ist (3t3 + 2t + 1) : (t? — 4t) in Q[t]?
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Polynomdivision mit Rest

Was ist (3t3 + 2t + 1) : (£ — 4t) in Zs[t]?
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§ 31.2 Die
Hauptidealring-Eigenschaft
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Hauptidealring

Definition 31.6

Ein Integritdtsring R mit der Eigenschaft, dass jedes Ideal in R ein
Hauptideal ist, heilt ein Hauptidealring.

In kommutativen Ringen R mit Eins gilt (a) =

Ist a € R multiplikativ invertierbar, dann gilt (a) =
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Hauptidealring

Beispiel 31.7

Q (Z,+,") ist ein Hauptidealring, denn jedes Ideal J in Z ist von der
Form J = mZ = (m) fiir ein m € Np.

@ Im kommutativen Ring mit Eins R = Z4 gibt es die Ideale
J={0} =(0) und J = {0,2} = (2) sowie J = R = (1). Dennoch
ist R kein Hauptidealring, da er nicht nullteilerfrei ist.

© Der Polynomring Z[t] ist kein Hauptidealring. Er ist zwar ein ein
Integritatsring (nach Folgerung 28.11, da Z ein Integritatsring ist),
jedoch kann beispielsweise das Ideal

J=@,t)={2-p+t-q|p.qge[t]}

nicht von einem einzigen Polynom erzeugt werden.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 31.8
Es sei K in Korper. Dann gilt:

Q Zu jedem ldeal J in K|[t] existiert ein p € K[t] mit der Eigenschaft
J = (p).

Beweis.
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Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 31.8
Es sei K in Korper. Dann gilt:

@ Gilt J = (p), dann ist p ist also bis auf einen Faktor a € K
eindeutig bestimmt.

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07 32/ 42


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Polynomringe iiber Kérpern sind Hauptidealringe

Satz 31.8
Es sei K in Korper. Dann gilt:
@ Ist J # {0}, dann ist p eines der Polynome minimalen Grades in

J\ {0}.
Q Ist J = {0}, dann gilt p=0.

Beweis.
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§ 31.3 Nullstellen und Teiler
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Nullstelle eines Polynoms

Definition 31.9

Es seien K ein Korper und p € K[t]. Das Element A € K heiBt eine
Nullstelle oder Wurzel von p in K, wenn p(\) = 0 gilt.

@ Wieviele Nullstellen kann ein Polynom besitzen?

@ Was sagen die Nullstellen tiber ein Polynom aus?

Beispiel 31.10

@ p =1+ t? € Q[t] besitzt keine Nullstelle in Q, weil fiir die
Polynomfkt. p(-): Q — Q gilt: p(t) =1+ t?> > 1 fiir alle t € Q.

© p =1+ t2 € CJt] besitzt genau die Nullstellen i und —i in C.
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Nullstelle eines Polynoms

Beispiel 31.10

© p =1+ t? € Zs|t] besitzt in Zs genau die Nullstellen
p(O):0-50+51: p(3):3-53+51:
p(l):151+51: p(4):4'54+51:

Lemma 31.11
Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:
@ ) € K ist eine Nullstelle von p.
@ Das Polynom t — A\ € K[t] ist ein Teiler von p.
In diesem Fall gilt fiir das eindeutige g € K[t] mit p=q - (t — \) die
Beziehung deg(q) = deg(p) — 1.
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Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen

Satz 31.12
Es seien K ein Kdrper und p € K|[t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt:

@ Es existieren s € Ny, paarweise verschiedene Zahlen A1,..., s € K
sowie Exponenten ny, ..., ns € N und ein Polynom g € K|[t] ohne
Nullstelle in K, sodass gilt:

p:(t—Al)nl(t_As)nsq

Weiter gilt deg(p) = m + - - - + ns + deg(q).

@ Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A\q,..., \s € K.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 07 36 / 42


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen

Satz 31.12
Es seien K ein Kdrper und p € K][t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt:
@ Ist A € K eine Nullstelle von p, dann gilt

n=max{meN|(t—\)"|p}.

@ Die Darstellung
p=(t—A)™ - (t—A)™ - q
ist (bis auf die Nummerierung der Nullstellen) eindeutig bestimmt.

n; € N heilt die Vielfachheit der Nullstelle \;
einfache Nullstelle im Fall n; =1
mehrfache Nullstelle im Fall n; > 1

e t — \; € K|[t] heit ein Linearfaktor von p
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Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen

Folgerung 31.13

Es seien K ein Korper und p € K|[t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt mit

der Darstellung
p=(t=A)" - (t=As)"-q

© p hat hochstens deg(p) € Ny viele Nullstellen, wenn diese
entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt werden, also

S

> ni = deg(p) — deg(q) < deg(p)
i=1

@ Insbesondere hat p hochstens deg(p) € N viele paarweise
verschiedene Nullstellen, also s < deg(p).
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Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen

Beispiel 31.14
© p =31t3+ t? + 2 € Zs[t] hat (Probieren) die Nullstelle A = 2.
Abdividieren von t — 2 ergibt
383 4+1242=(t—2)-(3t>+2t+4)
p1 = 3t2 + 2t + 4 hat (Probieren) nochmal die Nullstelle A = 2.
Erneutes Abdividieren von t — 2 liefert
pr=3t2+2t+4=(t—2)-(3t+3)
p2 = 3t + 3 hat (Probieren) die Nullstelle A\ = 4.
Abdividieren von t — 4 ergibt
p2=(t—4)-3
insgesamt: p = (t —2)?- (t —4)-3
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Zerlegung eines Polynoms mithilfe seiner Nullstellen

Beispiel 31.14
Q p = t3+ 2t € Zs[t] hat (Probieren) die Nullstelle A = 0.
Abdividieren von t — 0 ergibt
t342t=(t-0)-(t*+2)
p1 == t2 + 2 hat (Probieren) keine Nullstelle in Zs.

insgesamt: p = (t — 0)? - (2 4 2)
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nochmal Zuordnung Polynom zu Polynomfunktion

Folgerung 31.15 (zu Folgerung 31.13 zur Anzahl der Nullstellen)

Es sei K ein unendlicher Korper.

Dann ist der Algebrahomomorphismus
b (K[t]a+a K ) S>p— P() S (KK7+7'7')

injektiv.
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Fundamentalsatz der Algebra

Satz 31.16
Jedes Polynom p € C[t] mit deg(p) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.

Beweis meistens mithilfe von Funktionentheorie (komplexe Analysis)

Folgerung 31.17

Jedes nicht-konstante Polynom p € C[t] zerfillt vollstandig in
Linearfaktoren:

p:(t—)\l)nl(t_)\s)nsq
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