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Kapitel 7 Die Algebra der
Polynome
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§ 28 Polynome iiber
kommutativen Ringen mit Eins
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Was ist ein Polynom? 0,/
P ot M s Qe Wommatatuuo Ry mit Gl
verschiedene mogliche Antworten M‘hﬂ: 7
© ein formaler Ausdruck der Gestalt

ag+art+ant?+...+a,t" €RC‘I‘;]

in einer Variablen/Unbestimmten t mit Koeffizienten ag, a1, ..., ap
~—_——
cR

@ cine endlich getragene Folge von Koeffizienten

(o, 1,02,...,0,,0,0,...) € (’[ZM’)DO

© ein Element einer Ringerweiterung von R, die iiber eine universelle
Eigenschaft definiert ist
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Polynome in der linearen Algebra

Polynome sind ,,Bauplane”

p=542¢ 43 e&t)

p(A) =S T ~ 24~ A" L A
LI vou Botewrtm vou A

PF) =Sdt24 - “ig, S fBtg )
= {%{oé V @-UR
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Ring der Polynome iiber einem kommutativen Ring mit Eins

Definition 28.1
Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins.

@ Jedes Element von (RY0)go — also jede endlich getragene Folge
p = (an)nen, mit Gliedern a; € R — heilit ein Polynom iiber R.

QXO’“”'\““ T 0(..,,101 O) s }

Q@ Auf (RNo)go definieren wir eine Addition durch die gliederweise
Addition. Sind also p = (@n)nen, und g = (Bn)nen, endlich
getragene Folgen in R, so ist

P+ q = (an + Bn)nen,
2% (& 2, L+L Oz On'”') /\J‘&\’ R=7
« (4,0, 3,0 00-)

= (4,8 2 2,00..
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Ring der Polynome iiber einem kommutativen Ring mit Eins

Definition 28.1
Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins.

© Auf (RY0)qyg definieren wir eine Multiplikation durch die Faltung.
Sind also p = (p)nen, uUnd g = (Bn)nen, endlich getragene Folgen
in R, so ist

n
p-q = (’YH)UENO mit  yn = Zak * Bn—k

@ Die algebraische Struktur ((R™0)go, +,-) heiBt der Polynomring
tiber dem Koeffizientenring R.
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Ring der Polynome iiber einem kommutativen Ring mit Eins

Lemma 28.2
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins.

@ Der Polynomring ((RY0)qg, -+, -) ist ebenfalls ein kommutativer
Ring mit Eins. Das Nullelement ist das Nullpolynom (0,0, ...).
Das additive Inverse eines Polynoms erhalten wir durch Negation
aller Koeffizienten.

Das Einselement ist das Einspolynom (1,0,0,...).
@ Die Abbildung
it R> agp+— (040,0,0, .. ) € (RNO)OQ

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Sie heilt die Einbettung

des Koeffizientenringes in seinen Polynomring.

oo Do Polyrnomnny vichA—olro dec
Beweis. Ubung X6 W ORI l
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Einbettung des Koeffizientenringes als konstante Polynome

Bemerkung 28.3
© Die Bilder der Elemente von R unter der Einbettung

i: R3>ag— (ap,0,0,...) € (RN)g

heilen konstante Polynome.

Dadurch kdnnen wir den Koeffizientenring R mit dem Unterring
der konstanten Polynome in (RY0)qq identifzieren.

Wir schreiben daher auch einfach
4 i (% 0D ...) ko, Poly
0 !,Ay (01 01 ~ ) Nud(poly
4 N (40,0 -0 eduopol
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Einbettung des Koeffizientenringes als konstante Polynome

Bemerkung 28.3
@ Mithilfe der Einbettung

i: R3>ag— (ap,0,0,...) € (RN)g
kénnen wir die (dulere) Multiplikation PCMadzw\ewE Ry

ap-q =i(ao)-q
= (@p,0,0,...)-(Bo,---,5n,0,0,...)
= (010‘50,...,0[0'B,—,,0,0,...)
definieren. Ak Kodf day ?\)l<74 o Losea
Mt oo I/V\Mw\yoh:’b:zﬂ 5
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Polynome in einer Variablen

Polynome als ...

Koeffizientenfolge (v,

formale Summe ot + ag tH oo t2+... + an t”

)

to = (A\O\Ol
Jc::(O,A,o,o,

tze (0,0,4,0,0, .-

1;”k =(0.0,.
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to

ag,

)

a2, ceey Qpy

0N, 0,0 )

Lineare Algebra Il
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Polynome in einer Variablen

Definition 28.4

Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und t ein Symbol, das
nicht in R enthalten ist.

Wir definieren R[t] als die Menge der formalen Summen der Gestalt
ap + ajt + ...+ a,t”

mit n € Ny, Koefoizienten g, ...,k € R und Verkniipfungen + u_nd .
ww bl (kommudechy ano2aty oleitnbuho )
(") VVLC‘\‘ 'E_V‘"('_w =_€4fm

Dann heit (R[t],+,-) der Polynomring in der Variablen t iiber

dem Koeffizientenring R.

(R0 3 (g, ..., 00, 0,0,...) =g +oart+...+a,t" € R[t]

ist ein Isomorphismus von Ringen mit Eins
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Polynome

Bemerkung 28.5

o (RNo)qq ist eine ,neutrale” o R(t] ist eine isomorphe
Formulierung des Darstellung unter Verwendung
Polynomringes der Variable t

@ zwei Polynome sind gleich, @ zwei Polynome sind gleich,
wenn die Folgen wenn die Koeffizienten aller
ibereinstimmen Potenzen von t iibereinstimmen

e konstante Polynome e konstante Polynome
(20,0,0,...) ag tO

e lineare Polynome e lineare Polynome
(ao,al,0,0,...) (%)) t°+a1 il

0(4 "(—0 0\," =% o
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Addition und Multiplikation von Polynomen

Beispiel 28.7
Q@ p=1-7t+2t2€Q[t] und g=1-t—3t3€Q[t

(& kS
p+q= -3—-6’6#—%{_‘6, —JZ‘_JC

1
pam (o104 36) (-39
=(z Jas(-?-3 )&
«(24r (R4
(2 Jtt+(- 3 )&
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Addition und Multiplikation von Polynomen

Beispiel 28.7

Q@ p=RIX+X2+X3€(Z/42)[X]
q=Bl+BIXe(Z/4Z)[X]

ptqg=T3) +A1X ~ M UK S

p-q ([2]x+x2+x3).([3]+[3]x)
(162 )X «( 031401 X"
+(C2 032 )X (T ) x’

= 21X 4 X2+ 021Xt £+02] ¥

"
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Grad eines Polynoms

Definition 28.8
Es sei p = (a0, 01,...,0,,0,0,...) ein Polynom iiber dem
kommutativen Ring R mit Eins.

@ Der Grad des Polynoms p ist definiert als
- im Fall p =
deg(p) = { > m P =0 Nty
max{j € No | j # 0} sonst
leoverh 'Fplljnolrm bad W O oder —d0
Lae.  Polynom  lad W A4

@ Wir bezeichnen die Menge der Polynome iiber R vom
Hochstgrad n € Ny in der Variablen t mit R,[t].

le eacc Mm{oray Jir 24
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Grad eines Polynoms

Definition 28.8
Es sei p = (a0, 01,...,0,,0,0,...) ein Polynom iiber dem
kommutativen Ring R mit Eins.

© Wenn p # 0 ist, dann heilt £(p) = ageg(p) € R\ {0} auch der
filhrende Koeffizient oder der Leitkoeffizient von p. Das
Nullpolynom p = 0 erkennen wir an der Definition ¢(0) := 0.

@ Das Polynom der Form (0,...,0,1,0,0,...) € (RN9)oo bzw. der
Form t” € R[t] mit n € Ng heift das Monom vom Grad n € Np.

@ Ist der fiihrende Koeffizient ¢(p) = 1, dann heilt das
Polynom p # 0 normiert oder monisch.
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Grad eines Polynoms

Lemma 28.10

Es seien p, g Polynome iiber dem kommutativen Ring R mit Eins.
Q deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)}

\ Q deg(c p) &deg(p) fiir alle c € R\ {0}

Q deg(p - q) < deg(p) + deg(q)

@ Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q)
Roduld oo fhuerdten e St niid 20 ( Gles Ve
p=00nr) 40 )
Beweis. Ubung
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der Polynomring als Integritdtsring

Folgerung 28.11

Ist R ein Integritatsring, dann ist auch der Polynomring iiber R ein
Integritatsring.

Beweis. B Gt ommudectwer, nulltutsfiecs Puy mt4E D
= REY ud kommautedo mit 4 (e—d"”l/"’lﬁ) +0 (Nul(’ool«?)

Nl tctofau hets: Pg € 'EU:.J) 2 +J.
g (V'f_ﬂ = dﬂg(p)vd{zg(eﬂ 20 Ak, pat0,
0

LLnsma &F.10

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 06 17 / 36



§ 29 Moduln und Algebren tber

kommutativen Ringen
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Polynome als Bauplane

Einsetzen geeigneter Elemente in ein Polynom
p=5 +2t —4t> €Z[t]
p(B)=51+2B—4B%cz™"

Welche algebraische Struktur bendtigen wir fiir das Einsetzen?

Modud, .
A AXA—SA 2B —Y4R
. CRxA— A YR?
X AXA=A B’ BrB a3
e otk Alacom,
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§ 29.1 Moduln tiber kommutativen
Ringen
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1

Es sei (R, +,-) ein kommutativer
Ring. Ein R-Modul (M, +, ) hat

+:MxM-=>M Mlbp
S RxM—=M S—Hdd,

@ (M, +) ist abelsche Gruppe

@ gemischtes Assoziativgesetz
(a-B) u=a-(8-u)
gemischte Distributivgesetze

a-(u+v)=(a-u)+(a-v)
(a+p)-v={(a-v)+(B-V)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

Definition 11.1
Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein

K-Vektorraum (V,+,-) hat

+:VxV=V
T KxV =V

@ (V,+) ist abelsche Gruppe

@ gemischtes Assoziativgesetz

(a+B)u=a:(8,0)

L L e
gemischte Distributivgesetze
a-(u+v)=(a-u)+(a-v)
(a+pB)-v=_(a-v)+(B-v)
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1
Es sei (R, +, ) ein kommutativer
Ring. Ein R-Modul (M, +, ) hat

+MxM—=M
S RxM—-M

© M heiBt unitarer Modul,
wenn 1 € R existiert und
neutral bzgl. der
S-Multiplikation - ist

l-u=u

Elemente von M heilen Vektoren.
Elemente von R heilen Skalare.
R heiRt Skalarring.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

Definition 11.1

Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein
K-Vektorraum (V,+,-) hat

+:VxV =V
T KxV =V

@ 1 € K ist neutral bzgl. der
S-Multiplikation -

l-u=u

Elemente von V heiBen Vektoren.
Elemente von K heilen Skalare.
K heilt Skalarkorper.
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Untermodul

Definition 29.2
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring und (M, +,-) ein R-Modul.

@ Eine bzgl. + und - abgeschlossene Teilmenge U C M heillt ein
Untermodul von (M, +,-), wenn (U, +, ) selbst wieder ein

R-Modul ist.
J (L(('f-\ ut MMW
o R X

@ Ein Untermodul (U, +,-) von (M, +, ) heilt echt, wenn U & M
gilt.

Ut © U@ wk L—VEU wdt aueld
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Beispiel 29.4

@ Uber jedem kommutativen Ring R ist der Nullmodul der Modul
mit M = {Op} und die dadurch eindeutig bestimmten
Verkniipfungen 0ps + 0py = Opg und - Oy = Oy fiir o € R.

@ Jede kommutative Ring (R, +,-) ist ein Modul (R, +,-) iiber sich
selbst. wncty = R had 4dr Eunw

© Jeder kommutative Ring (R, +, ) ist ein Modul (R, +,-) liber
jedem seiner Unterringe U. wuitdr <= Rhad el Gaco
ik Aelh

Q St kadds Z—~Hootul
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Beispiel 20.4 B-Jsd

Q Essei (R,+,-) ein kommutativer Ring und J C R ein Ideal von R.
Dann ist (J,+, ) ein R-Modul, und zwar ein Untermodul des

R-Moduls (R, +, ) = 9 W’%ﬂl‘:{;‘z
Veldararom ¥ sy Model R i——sy e
@ Fir n € Ng ist (R", +, ) mit der komponentenweisen Addition und
S-Multiplikation ein Modul iiber dem kommutativen Ring (R, +, -).
Uty =- P ot e &

@ Fir m,n € Ny ist R™™ mit der komponentenweisen Addition und
S-Multiplikation ein Modul iiber dem kommutativen Ring (R, +, ).

Wbl = P Lled s Els
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Beispiel 29.4

@ Es sei X eine beliebige Menge, (R, +, ) ein kommutativer Ring
und (M, +,-) ein R-Modul. Dann bildet MX = {f|f: X — M}
mit der punktweisen Addition und punktweisen S-Multiplikation
einen R-Modul.

({%9) (x) = £(x) +9x)
(m,()(x) P ol J(K)
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Beispiel 29.4 vgl. Bemerkung 7.20
@ Eine abelsche Gruppe (G, +) ist ein unitdrer Modul iber (Z, +, -):

ata+---+a, falls n >0
na=<0, falls n=0
—(a+a+---+a), fallsn<0

gemischtes Assoziativgesetz nwe 7z
a,be g
(n-m)-a=n-(m-a
gemischte Distributivgesetze
n-(a+b)=(n-a)+(n-b)
(n+m)-b=(n-b)+(m-b)
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Beispiel 29.4

Q Ist (R, +,") ein kommutativer Ring mit Eins, dann bilden die
Polynome (R[t],+, ) einen unitdren R-Modul.

Die Polynome R,[t] vom Hochstgrad n € Ny bilden einen
Untermodul von R[t].

@ Ist (K,+,-) sogar ein Korper, dann bilden die Polynome
(K[t],+,-) einen K-Vektorraum. oy (/(1£, 52, 'ﬁl, )

Die Polynome K,[t] vom Héchstgrad n € Ny bilden einen
Unterraum von K[t]. A (K L)) =n+a.
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weitere Begriffe in Moduln

Bemerkung 29.5
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring und (M, +,-) ein R-Modul.

o Linearkombination einer Familie F = (v;);c; von Vektoren in M

e L Unablt L AV =0 =6 & =0 V&I
(€L, o wllita
@ von einer Familie F = (v;);¢/ erzeugter Untermodul

7 =N{u

U ist Untermodul von I\/I}
und {v;|iel} CU

@ Wenn M unitér ist, dann besteht (F) genau aus den
Linearkombinationen von F.
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Homomorphismen von Moduln

Definition 29.6

Es seien (My,+,+) und (Ma,+, ) Moduln iiber demselben
kommutativen Ring (R, +, ).

@ Eine Abbildung f: M; — M heit strukturvertraglich oder ein
Homomorphismus von Moduln oder eine lineare Abbildung
von (M, +,-) in (M, +,-), wenn gilt:

flu+v)="rf(u)+f(v) firalleu,veM
fla-u)=a-f(u) firalle v e My und a € R

@ Wie iiblich definieren wir auch die Begriffe Endomorphismus,
Isomorphismus und Automorphismus von Moduln.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 06

28 / 36



Homomorphismen von Moduln

Beispiel 29.12
@ Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring und n, m, ¢ € No.

Fiir Matrizen A € R™™ und B € R™*¢ ist die
Matrix-Matrix-Multiplikation A B wie fiir Matrizen tiber Kérpern
definiert.

Fir festes A € R"™™ ist die Abbildung
R™¢ 5 Brs AB € R™¢

ein Homomorphismus von Moduln.

Insbesondere ist die Matrix-Vektor-Multiplikation
R">x+— Ax e R"

ein Homomorphismus von Moduln.
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Homomorphismen von Moduln

Beispiel 29.12

@ Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (R[t],+, )
der R-Modul der Polynome iiber R.

Die (formale) Ableitungsabbildung f: R[t] — R[t] ist ein
Endomorphismus von R-Moduln mit

n

f(zn:ak )= 7 okt
k=0 le=A tk—\+__-+tk-l

LA, nldat Lb:jdcﬁ;o
tA. hddd sfu/)'ekh:o
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§ 29.2 Freie Moduln
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Moduln sind keine Vektorraume

Bemerkung 29.15

@ Aus a-u =0 fir € R und u € M folgt nicht notwendigerweise
o =0 oder u=0. i Torcia, "

@ Im unitdren Z-Modul Z / 4Z sind alle einelementigen Mengen

(o, {0y, AR ABh

bereits linear abhingig.  x.(41=0 umplizest nickt x=0
R A=Y A dcs pbglide |

’

@ Daher besitzen selbst unitdre Moduln nicht notwendigerweise eine
Basis!
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freie Moduln

Definition 29.16
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins.

@ Ein unitdrer R-Modul (M, +,-) heillt frei, wenn es ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem (eine Basis) von M gibt.

@ Ein unitdrer R-Modul (M, +, -) heilt endlich frei, wenn es ein
endliches, linear unabhingiges Erzeugendensystem (eine endliche
Basis) von M gibt.
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freie Moduln

Beispiel 29.17

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nicht der Nullring ist.

Freie R-Moduln sind: 1o
@ der R-Nullmodul mit der Basis () (leere Familie)

@ der R-Modul R" fiir n € Ng mit der Basis (ey, ..., e,)

© der R-Matrixmodul R"*™ fiir m, n € Ng mit der Basis
(Eif) (i j)eln,nlx[1,m]

@ der R-Modul R,[t] der Polynome vom Hochstgrad n € Ng mit der
Basis (1,t,t%,...,t")

@ der R-Polynommodul R[t] mit der Basis (1, t, t,...)
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eindeutige Linearkombinationen

Lemma 29.18

Es seien R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein unitidrer R-Modul
und (v;)ies eine Basis von M. Dann gilt:

Jeder Vektor v € M l3sst sich in eindeutiger Weise (bis auf Summanden
mit Nullkoeffizienten) aus Basisvektoren linearkombinieren.
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Basen eindeutiger Kardinalitat

Satz 29.19

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, der nicht der Nullring ist.
Weiter sei (M, +, ) ein endlich freier, unitdrer R-Modul.

‘/Dann haben alle Basen von M dieselbe endliche Kardinalitat.

Folgerung 29.20

Unter diesen Voraussetzungen ist (M, +, -) isomorph zum
Standardmodul (R", +, ) fiir n € Ng, wobei n die Kardinalitat einer
beliebigen Basis von M ist.

Diese heillt der Rang von M.
shatt Dinens ibn
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endlich freie Moduln

N
Bemerkung 29.21 g@

@ Unter den Voraussetzungen von Satz 29.19 kdnnen wir wie in
endlich-dimensionalen Vektorraumen basisabhdngige Synthese- und
Analyseabbildungen definieren.

@ AuBerdem konnen wir — wie im Fall endlich-dimensionaler
Vektorraume — Homomorphismen durch die Bilder einer Basis
definieren.

© SchlieRlich kénnen wir Homomorphismen mithilfe von
Darstellungsmatrizen kodieren.
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