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§ 27 Determinanten
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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V liber dem
Korper K mit dim(V) = n € Np.

Die Determinante ist eine MaRzahl fiir Endomorphismen f € Endo(V).

@ Wir definieren Determinantenformen auf V" =V x --- x V.
@ Wir definieren die Determinante fir Matrizen in K™*".

o Wir iibertragen den Begriff der Determinante mit Hilfe von
Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f € Endo(V).
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € Np.

Eine alternierende Multilinearform A € Mult(V"; K)
A: V'S (vi,...,vp) = A(va, ..., v) €K

heilt eine Determinantenform auf V.
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Determinantenformen

Bemerkung 27.2

Q (v1,...,Vy) linear abhingig

Q A(vi,...,Vii1, Vi, iy, ...

Q A(vi,...,vi—1, Vi V), Viqg,. ..

Q A(vi,. .., Vie1, V), Vigt, -
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Determinantenformen

Mult(V"; K)

Unterraum der a|t$rnie—
renden Multilinearformen

o dim(V;&") = (1) =1

alt n

o V*@n
~ *Qn
- Valt

@ Eine Determinantenform A wird bereits durch einen einzigen
Funktionswert A(by, ..., b,) eindeutig festgelegt.

e Fiir zwei verschiedene Determinantenformen gilt, dass eine ein

skalares Vielfaches der anderen ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (b1, ..., bp)
und (b3, ..., b)) die zugehdrige duale Basis.

@ Die Determinantenformen A auf V sind genau die Tensoren in
V*®n der Gestalt

A=« Z(sgna) by) ® - ® by
CTESn
Die Zuordnung V2" 5 A — a € K ist ein Isomorphismus.

vgl. Beispiel 26.7: Komp.hypermatrix bzgl. (bf, ..., b}) n=13
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Gestalt von Determinantenformen

A=« Z (sgno) b1y ® -+ ® by
g€S,

Beweis.
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Auswertung von Determinantenformen

Satz 27.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (bs, ..., by)
und (b7, ..., b}) die zugehdrige duale Basis.

n
@ Sind vq,...,v, € V beliebig mit v; = Za,-j b;, dann gilt
i=1

A(V]7 ceey Vn) = <Z (sgn O’) 30.(1)71 ce ag(,,)y,,) A(bl, ceey bn)

O'ESn
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Auswertung von Determinantenformen

vj:Za,-j b,’ = A(Vl,‘..,Vn): (Z(sgna)aa(l),l--~aa(,,),,,> A(bl,...,bn)
i=1 o€S,

Beweis.
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§ 27.1 Die Determinante einer
Matrix
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die Determinante einer Matrix

n
Haben die Vektoren vq,..., v, € V die Darstellung v; = Za,-j b; bzgl.
i=1

der Basis (b1, ..., bp), dann gilt

A(Vl, ceey V,,) = (Z (sgn O‘) 30(1)71 ce aa(n)7n> A(bl, ceey bn)

0€Snh Normierungswert

Definition 27.5

Die Determinante von A € K™% ist definiert als

det(A) = Z (sgn O') do(1),1 " " da(n),n-
O'ESn

Diese Darstellung heiRt die Leibniz-Formel.
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die Determinante einer Matrix
det(A) = Z (Sgn U) Ao (1),1 """ 9o(n),n
o€ES,

Beispiel 27.7
Q Im Fall n =0 gilt fir A=1]

@ Im Fall n =1 gilt fir A = [4]

© Im Fall n =2 gilt

det(A) = det (a” 312) =

d21 a2

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 11 / 37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

die Determinante einer Matrix

det(A) = Z (sgno) as(1),1° " Ao(n),n

O'GSn
Beispiel 27.7
© Im Fall n =3 gilt

d11 412 413

a11 az @33 + ap1a32ad13 + 431312 a3
det ds1 a a3

— d31d224d13 — 421412433 — 41143242
Serl GEm CED 3 3 33 3 3
Regel von Sarrus

d11 412 413

a1 a2 as

a31 432 as3
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

© det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (ae1, ..., den) von A.

@ det(aA) = a" det(A) fir alle o € K.

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8

Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.
© det(AB) = det(A) det(B).
Q det(/) =1.

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

© det(A) # 0 < A ist reguldr & Rang(A) =
< (3e1,---,aen) ist linear unabhangig.
(
(A

Q det
@ det

A1) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.
T) = det(A).

Beweis.
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§ 27.2 Berechnung der
Determinante
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Determinante einer (Block-)Dreiecksmatrix

Lemma 27.9
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € No.

@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt
det(A) = a11 - - ann.
@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also
_ | A1 O _ | A1 A2
A= [An A22:| bzw. A= [ 0 Azz]’

dann gilt
det(A) = det(A11) det(Az).

Beweis. Ubung
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Determinante von Elementarmatrizen

Ziel: det(A) bestimmen durch Transformation von A auf
Zeilenstufenform (obere Dreiecksmatrix) durch Multiplikation mit
Elementarmatrizen von links.

Lemma 27.10 Typ |

Fiir D;(c) = a gilt det(D;(a))) =

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 17 / 37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Determinante von Elementarmatrizen

Lemma 27.10 Typ Il
1

N

Fir S; j(a) = a 1 gilt det(Sj(a)) =

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 18 / 37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Determinante von Elementarmatrizen

Lemma 27.10

Fiir T,'J =

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

Typ Il

gilt det( T,"j) =
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 27.11

Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix iiber Zs:

0 0 2
1 30
3 22
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 27.11

Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix iiber Zs:

0 0 2
1 30
3 4 2

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 21 /37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Streichungsmatrix

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.
© Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i) ist

[ @11 ——a1;1 ajjr1 ——— 3i,n |
di—1,1 aj—1,j-1 ai—1,j+1 dj—1,n
(A)i4j =
b .l
Aj+1,1 — di+1,-1 @i+l +1 dit+1,n
L anl ——— dnj—-1 apj+1 —— dn,n
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Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

@ Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des
Index (i, ) ist die Determinante der zugehdrigen
Streichungsmatrix, also

a11 ———— 4a1,-1 alj+1 — din

ai—1,1 dj—1,j—1 4dj—1,j+1 aj—1
[Alj = det | 7 L A e
dj+1,1 — di41,j—-1 di+1,j+1 dj+1,n

dn1 — dnj-1 dnj+1 —— dn,n
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.

© Die Grole o
3 = (-1 Al

heilt der Kofaktor der Matrix A bzgl. des Index (i, ).

Die Matrix cof(A) = (aj)1<ij<n heilt die Kofaktormatrix von A.

@ Die Adjunkte von A oder die zu A komplementdre Matrix ist die
Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof(A)T
© ImFall n=0ist A= [] = cof(A) = adj(A).
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alternative Definition der Kofaktoren

Lemma 27.13
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.

agl———ayj-1 0 aj1——ain
ai—11——ai—1j-1 0 aj_1j41——ai—1n
gj=det| a1——ajj-1 1 ajjr1—3ain |«iteZeile
aj+11 — ai+1j-1 0 ajy1j41 —— ait1n
dnl1 — dnj-1 0 dnj+1 — dn,n
1j-te Spalte

Ersetze die j-te Spalte durch e;.
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Beispiel 27.14

Was sind die Kofaktoren der Matrix A = [; i] € Q?x27

31 = det( ) cof(A) =
() i -
() wsiw= [ |
G =det( ) _

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 26 / 37


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Bedeutung der Adjunkten

Lemma 27.15
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.
Dann gilt

adj(A) A= A adj(A) = det(A) /
Beispiel 27.16

—1
ann aw|  _ 1 ax» —ar
a1 ax det(A) |—a2z1  an
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Entwicklungssatz von Laplace

Satz 27.17
Es seien K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann gilt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

det(A) = Z(—l)iﬂ aij [Aljj

Jj=1

Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = "(—1)" a; [A];

i=1
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 27.18
Wir entwickeln die Determinante von
-2 2 3
A= -1 1 1| eQ®8
-4 0 1

nach der zweiten Spalte:
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Cramersche Regel

Satz 27.19
Es seien K ein Korper und A € K™" fiir n € Np.

Ist A invertierbar und b € K", dann gilt fiir die Lésung von Ax = b:

det(ae1, .- -, 3i-1,b, 3041, -+, 3en) . .
= firi=1,...,
. det(A) e !
Beweis. det(A) Ax = det(A) Z 3o Xi
i=1

n
= E aej det(ae1, ..., 30i—1, b, Aeit1,---,3en)
i=1
n n
= E dej E b_] det(a.l, <e.,dej—1,€j,dei+1y - aon)
-1 j=1

= Zn: dei Zn: bj gji = zn: bj zn: dej gji = Zn: bj €j det(A) = det(A) b
=1 j=1 j=1 =1 j=1
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Cramersche Regel

Beispiel 27.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b liber Q mit
-2 2 3 1
A=1|-1 1 1 und b= (2
—4 0 1 0

= det< >:
- det< >:
e det< >:
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§ 27.3 Die Determinante eines
Endomorphismus
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die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit
der Basis By.

Die Determinante eines Endomorphismus f € Endo( V) ist definiert als
det(f) := det(A)

mit der Darstellungsmatrix A = Mp, g, (f).

A = Mé\v(—é\/(f) = Tg\/HBV MB\/(—B\/(f) 7—{B\/<—§\/
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Eigenschaften der Determinante fiir Endomorphismen

Lemma 27.22 vgl. Lemma 27.8

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € Ny.
Weiter seien f, g € Endo(f).

Q det(f) ist eine alternierende Multilinearform auf (f(v1),...,f(va)).
@ det(af) = a"det(f) fir alle o € K.

© det(f o g) = det(f) det(g).

Q det(idy) = 1.

© det(f) # 0 < f ist invertierbar < Rang(f) = n <
(f(v1),...,f(vy)) ist linear unabhangig

Q det(f1) = 1/ det(f), falls f invertierbar ist.

@ det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € Endo(V*).
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§ 27.4 Orientierung eines
Vektorraumes
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Wiederholung: geordneter Korper

Definition 10.19
Es seien (K, +, ) ein Kérper mit dem Nullelement 0 und < eine
Totalordnung auf K.

Der Korper heillt geordnet bzgl. der Totalordnung <, wenn

a<f = a+y<B+7y

az>0undB>20 = «-52=20

fur alle a, B,y € K gilt.
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orientierungstreuer Automorphismus

Definition 27.23

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Kérper K. Ein Automorphismus f € Auto(V) heilit

e orientierungstreu im Fall det(f) > 0

o orientierungsumkehrend im Fall det(f) < 0

Beispiel 27.24

1/(3 -1 11 3\ . o
A—2<_1 3> und B—2(3 _1> in Q

fa
7
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gleich orientierte Basen

Definition 27.25
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Korper K.
@ Zwei Basen By und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T, die Bedingung det(T) >0
erfiillt.

v<By

@ Zwei Basen By, und év heilen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T, die Bedingung det(7) <0
erfiillt.

v<By
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Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation

Lemma 27.26

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iliber dem geordneten
Korper K.

Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen
von V.

Jede der beiden Aquivalenzklassen von Basen eines Vektorraumes V' mit
dim(V) > 1 iber einem geordneten Kérper K wird als eine
Orientierung des Vektorraumes V bezeichnet.

Oft wird eine der beiden die positive Orientierung und die andere die
negative Orientierung des Vektorraumes genannt. Die Festlegung,
welche welche ist, ist allerdings willkiirlich, also nicht kanonisch.
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