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§ 27 Determinanten
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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V liber dem
Korper K mit dim(V) = n € Np.

Die Determinante ist eine MaRzahl fiir Endomorphismen f € Endo( V).

@ Wir definieren Determinantenformen auf V" =V x --- x V.
@ Wir definieren die Determinante fir Matrizen in K",

o Wir iibertragen den Begriff der Determinante mit Hilfe von
Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f € Endo(V).
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) =(@)e Ny.

Eine alternierende Multilinearform A € Mult(V@ K) C=n
A: V'S (vi,..,vp) = A(va, ..., v) €K

heilt eine Determinantenform auf V.

D Nullforun Gt e divsls Deforwtnanteafone .
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Determinantenformen

Bemerkung 27.2 Lo 26.4%
Q (vi,...,Vvy) linear abhdngig = A(va,...,vp) =0

(2] A(Vla ceey Vi1, Vi, Vi1, .., Vn)
= A(V/h _,1\/%) Wegte. der Lneentat ju (-‘U«Ag.

(s A(Vla"' Vi—1>Vi+CYVj7Vi+17'~'aVn)
L=(‘_|
(V/L. V) t WA(W, Via) J;V(A“ '--,Vw)
= & (th"w V\) < O fkolmbwl- o(Dbe(;
Q A(vi, ., Vi1, V), Vigds o+, Vi1, Vis Vit 1, -+ -5 Vi)
Q*Q_L
’_btv'{',"')_vl/\)
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Determinantenformen

Mult(V™" K) = v*on

Unterraum der alternie- ~  \r®n
renden Multilinearformen = alt
dim(V;&") = (") =1 o : :
° Im( alt ) (n) Ewme a,ﬂﬁtmcm,ﬂuﬂ;lr
%“ Ao i
2
@ Eine Determinantenform A wird bereits durch einen einziggﬁp
Funktionswert A(by, ..., b,) eindeutig festgelegt.
e

Nermenupet Baats LoV

e Fiir zwei verschiedene Determinantenformen gilt, dass eine ein
skalares Vielfaches der anderen ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3 neNg
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (b1, ..., bp)
und (b3, ..., b)) die zugehdrige duale Basis.
@ Die Determinantenformen A auf V sind genau die Tensoren in
V*@n der Gestalt —2cK

A=« Z(sgna) bya) ® - ® by
0ESha_
PLEte € Torebdiower. G deg QYo W

Die Zuordnung V2" 5 A — « € K ist ein Isomorphismus.

vgl. Beispiel 26.7: Komp.hypermatrix bzgl. (b], ..., b}) n=73
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Gestalt von Determinantenformen

A:aZ(sgna ) byy ® - ® by
\__\M

-
—_ <bﬁ(ﬂ,]) "7 <bﬂ‘(~\))' >
Beweis. gkd.o.r Soldw [ewxs

reprivsudit W - Lingesfosi.

o vt aidngend ! gw(u Suwmmmound. el v ol
Kommp. vrodnn g{l (a) W Lo Edaeag
w (egn o) aun o(m Skl[t (), -, 6(w).

~ Du '{'(LJWW"IW)Q Lot G‘QJ{*U’A_(M

= (Lt 26) & Lot alleowiewod]

c s Lol Vo ool Lt e W‘LM{)'—

WLMWW i K> & ACV&% wt alo
Jc\d{o ok, lasr | d® preeda (’w‘)cmw,
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Auswertung von Determinantenformen

Satz 27.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (bs,. .., bs)
und (b7, ..., b}) die zugehdrige duale Basis. )
N Z Kodpaorden
@ Sind vq,...,v, € V beliebig mit v; = Za,-j b;, dann gilt
— .
colln. edagerchd Looelee, i=1

A(V]7 ceey Vn) = <Z (sgn O’) 30.(1)71 ce ag(,,)y,,) A(bl, ceey bn)
€Sy ~ . S e
[-, .] NI @
“o=(t4%)
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Auswertung von Determinantenformen

vjzza,’j b,' = A(Vl,...,Vn): (Z(sgno)aa(l),l--~aa(,,),,,) A(bl,---vbn)
i=1

o€S,
Beweis. & (g, o Via )
N n

:A( ;2;:—"/ OL.‘?\M ‘:){1) B %4 a(‘“)v\ b‘:‘" )
- M ‘%/:\ 0\&4\4”. OL{mWL &(b‘l{"' b )

¢

A =0 e ovtg

a Tiroue>
s " Fetam O (bser) = Bty )

0<S,
= (2 o) & e & ) N
wh A <®fm% s), 1 C(w),n 21 c'%)

=0 feluft G,

= 2
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§ 27.1 Die Determinante einer
Matrix
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die Determinante einer Matrix

n
Haben die Vektoren vq,..., v, € V die Darstellung v; = Za,-j b; bzgl.
i=1

der Basis (b1, ..., bp), dann gilt

A(Vl, ceey V,,) = (Z (sgn O‘) 30(1)71 ce aa(n)7n> A(bl, ceey bn)

0€Sn . Normierungswert
[ a ]

Definition 27.5

Die Determinante von A € K™% ist definiert als

det(A) = Z (sgn O') do(1),1 " " da(n),n-
O'ESn

Diese Darstellung heiRt die Leibniz-Formel.
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die Determinante einer Matrix

det(A) = Z (sgno) as(1),1 " Ao(n),n

O'GSn
Beispiel 27.7
Q Im Fall n =0 gilt fir A=1]
AHA) =

AR dek(4) A
@ Im Fall n =1 gilt fir A =[] det (4 =a

'l =4l=1
© Im Fall n =2 gilt

o= (%) o= (4%

a
det(A) = det (a%i) = Oy Rz Q'O

—
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die Determinante einer Matrix

det(A) = Z (sgno) as(1),1 " Ao(n),n

O'GSn
Beispiel 27.7
© Im Fall n =3 gilt

d11 412 413

a11 az @33 + az14a32d13 + 431312 a3
det dr1 a a3

— d314d224d13 — 421412433 — 41143242
Serl GEm CEg 3 3 33 32 423
Regel von Sarrus

al

12 di3
321»\ ><0*M ovLL
ar a3 33>‘a \azL
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

© det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (ae1, ..., den) von A.

@ det(aA) = a" det(A) fir alle o € K.

Beweis. @ dek= 4. 2~ (Sguo?d Trgy ® ~ By,
6€SW

=
@) d@(((xau” ‘_’?’\Oga'n) - MQ‘G(Q‘M”"\“‘M)

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 05 13 / 37



Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

Q det(AB) = det(A) det(B). 27 def: Q™) > (W)

Q det(/) =1. vt Honed *NOMOMWW

Beweis. (® dek (AR)= olet ( Z bg,'t (Ae;) ) 2 bcu 4(14@))
“ * (i ' "

- (Z~g b1 50 n ow(Ae;« , ,,1/\QL;A)

N ’GZGSW b0‘(/1\,/( T bo‘(.,\ltv\ oket CA-CO‘M))’ ) Aeﬁ-(,“) )
= % (95"\ ) bo(ﬂ)/‘ " 50\0«)71/\ Aut (AQ'U'”? /‘\Zk)
N A _
® w @ —olet (R) =det (A)
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

Q det(A) # 0 < A ist reguldr & Rang(A) =n
< (3e1,---,aen) ist linear unabhangig.
@ det(A1) = 1/det(A), falls A invertierbar ist.
@ det(AT) = det(A).
Beweis. & (0\.4 RN d-.,\) L, abh. > et (A)=D
< L wagb, = Adavolyfbas
=0 A= deh (L) = det (AA) =oled (A) Aef (A7)

3
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§ 27.2 Berechnung der
Determinante
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Determinante einer (Block-)Dreiecksmatrix

Lemma 27.9
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.

@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt [‘Q
0

det(A) = a11 - - ann.
@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also
_ | A1 O _ | A1 A2
A= [An A22:| bzw. A= [ 0 Azz]’

dann gilt
det(A) = det(A11) det(Az).

Beweis. Ubung
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Determinante von Elementarmatrizen

Ziel: det(A) bestimmen durch Transformation von A auf
Zeilenstufenform (obere Dreiecksmatrix) durch Multiplikation mit
Elementarmatrizen von links.

Lemma 27.10 Typ |

Fir Di(«) = a gilt det(Dj(a))) = «
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Determinante von Elementarmatrizen

J
Lemma 27.10 } Typ Il

Fiir S,-J(a) :iio a 1 gilt det(S;J(a)) =1

L
1

(Addave  dan o~Tadu_vou 2ul | 2u 2ute
0(5{'(241—’; 24 ) ¢ + xe, ,ejﬂl*weu )

= 0(2'_{—((’1 1% )
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Determinante von Elementarmatrizen

¢ J
Lemma 27.10 ) b Typ Il
_1\ -
1
v o— 0 1
1
Fiir T = AN gilt det(T;;) = ~~
1
| 1 0
N
i 1

0“-—{' C%l S| ((;“l b} C'JJ ec'-u_\ ) 6‘]‘*( & /Q—Jfll Y ((,\)
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

28+ dwela TGP*I—- e ’@}ozl?[’ L?ovam
Beispiel 27.11
Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix liber Zs:

C'ooz W =20 @ 2 o
130]@_([Doz]nf[ooa]
3 2 2 e 2z 2 0 3 2

AeA(AY = (-5 1.3, 0 =4
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 27.11

Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix liber Zs:

ﬁooz (I@éo [@30
130 2 [alo o @
3420-'2 @WZ © o 2

del (A)=p.
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Streichungsmatrix

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.
© Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i,j) ist

[ @11 ———a1;1 ‘ ajjr1 ——— 3i,n |
di—1,1 aj—1,j-1 ai—1,j+1 dj—1,n
(A)ij = e ¢
b J
Aj+1,1 — di+1,-1 | i+l +1 dit+1,n
L anl —— dnj—-1 apj+1 —— dn,n

c u%-“ Yxlat)
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Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € Np.

@ Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des
Index (i, ) ist die Determinante der zugehdrigen
Streichungsmatrix, also

a1 ——— 4a1,-1 alj+1 — din

ai—1,1 dj—1,j—1 4dj—1,j+1 aj—1
[Alj =det | 70 L A e
dj+1,1 — di+1,j—-1 di+1,j+1 dj+1,n

dn1 —— dnj-1 dnj+1 — dn,n
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 27.12

Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N. n .
© Die GroBe Lelode «

3 = (1) Al A

heillt der Kofaktor?der Matrix A bzgl. des Index (i,). e

Die Matrix cof(A) = (aj)1<ij<n heilt die Kofaktormatrix von A.

(%] Die von A oder die zu A komplementire Matrix ist die
Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof(A)T
Q@ ImFall n=0ist A= [] = cof(A) = adj(A).
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alternative Definition der Kofaktoren ol . Checilisen

Lemma 27.13
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.
al———ayj-1 0 aj1——ain
di—11 — di—-1,j-1 0 aj—1,j+1 — di—1,n
gj=det| a1——ajj-1 1 ajj11—3ain |«iteZeile
ait11 —— dit1j-1 0 a@ip1jp1 —— it
dnl1 — dnj-1 0 dnj+1 — dn,n
1j-te Spalte

Ersetze die j-te Spalte durch e;.
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Beispiel 27.14
Was sind die Kofaktoren der Matrix A = [; ﬂ € Q?*27
~ e =3
an :det(g &) = cof(A) = | 5 "
~ . -2
ar :det( 3) = -2 adj(A) = __-l_; 4
. 2 . (4 2 ][ 2
ar = det(? ((,> = =2 A adj(A) = BXa [-3 4}
~ [—2 O]
an :det<g 2) = 1 = lo =2
= deHAY T
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Bedeutung der Adjunkten

Lemma 27.15
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € N.
Dann gilt

adj(A) A= A adj(A) = det(A) /
Beispiel 27.16

—1
ann aw|  _ 1 ax» —ar
a1 ax det(A) |—a2z1  an
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Entwicklungssatz von Laplace

Satz 27.17
Es seien K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ng. Dann gilt:

g(lbwh,é yon Nulen

Entwicklung nach der i-ten Zeile: 0 et 2t
n o o Ueterautorciande
det(A) =} (~1)" a; [Al;
Jj=1 | —
—ad‘
Entwicklung nach der j-ten Spalte: e Aidgo Sl

n

det(A) = Z(—l)i+j ajj [Alj
|
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 27.18

Wir entwickeln die Determinante von |=2

+I+ 2102 3

- - _ 3x3

o A=|-111 1| €Q
—4 0| 1

nach der zweiten Spalte:

2 _ 1- 2
dek (&) = () -2 -a¢+(_:4,, (-5 det (.(é

=-2-3 440 = (
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Cramersche Regel

;Ao Sorlk clusdds
A&} 40 veefe Ao - Gl “

Satz 27.19
Es seien K ein Korper und A € K™ " $ir n € Np. w=A"b

Ist A invertierbar und b € K", dapA gilt fiir die Lésung von Ax = b:

det(ae1, .- -, 3i-1,b, 3041y, 3en) . .
- firi=1,...,
A det(A) e !
Beweis. det(A AX = det Z dej Xj

n
= E aej det(ae1, ..., dei-1, b, a.,+1,...,a.,,)
n n
= E dej E b_] det(a.l, co.ydej—1,€j,dei+1y -, aon)
-1 j=1

n n n n n

= ai Y b3 = Zb-Za,;Eﬁ = Zb-ej det(A) = det(A) b
i=1 j=1 j=1 i=1
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Cramersche Regel

Beispiel 27.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b liber Q mit

-2 2 3
A=1-1 11 und b=
—4 0 1

—
ON =

) ded (K) =% o0

£, (3883 2
Xlz’(%det 50 2 = —(r X
_ A 47
24 % X=
A et [ ~T _ 1 ‘r(—(a)
crdet<-%§ ?) &
22
XBzﬁdet<’%0 4) ’%
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§ 27.3 Die Determinante eines
Endomorphismus
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die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit
der Basis By.

Die Determinante eines Endomorphismus f € Endo( V) ist definiert als
det(f) := det(A)
mit der Darstellungsmatrix A = Mp, g, (f).

~ Abulcetn~
A = Mé\v(—é\/(f) = TE\/HBV MB\/(—B\/(f) 7—{B\/<—§\/ k&‘: -

T A T T

Ak (KD = olet (T7) ded (A otet (T7) = dAcHA)
=< '

= 4__ -
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Eigenschaften der Determinante fiir Endomorphismen

Lemma 27.22 (Vg -V ) Rests vou V vgl. Lemma 27.8

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € No.
Weiter seien f, g € Endo(f).

© det(f) ist eine alternierende Multilinearform auf (f(v1),...,f(vn)).
Q det(af) = a"det(f) fir alle a € K.
© det(f o g) = det(f) det(g).
Q det(idy) =1
rtAdomarp Lo
Q det(f) 75 0< fist |nvert|erbar < Rang(f)=n<
(f(v1),...,f(vy)) ist linear unabhangig
Q det(f~1) = 1/ det(f), falls f invertierbar ist.

@ det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € Endo(V*).
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§ 27.4 Orientierung eines
Vektorraumes
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Wiederholung: geordneter Korper

Definition 10.19
Es seien (K, +, ) ein Kérper mit dem Nullelement 0 und < eine
Totalordnung auf K.

Der Korper heillt geordnet bzgl. der Totalordnung <, wenn

a<B = a+v7<B+7 kw’;‘m*

az0undf >0 = a-£20 Mot

fir alle a, 8,y € K gilt.
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orientierungstreuer Automorphismus

Definition 27.23

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Kérper K. Ein Automorphismus f € Auto(V') heilit

e orientierungstreu im Fall det(f) > 0

o orientierungsumkehrend im Fall det(f) < 0

Beispiel 27.24 del(A)=2 At (R =2

1/(3 -1 11 3\ . o
A—2<_1 3> und B—2(3 _1> in Q

fa
7
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gleich orientierte Basen

Definition 27.25
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten
Korper K.
@ Zwei Basen By und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T, die Bedingung det(T) > 0
erfiillt.

v<By

@ Zwei Basen By, und év heilen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = T, die Bedingung det(7) <0
erfiillt.

v<By
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Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation

Lemma 27.26

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iliber dem geordneten
Korper K.

Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen
von V.

Jede der beiden Aquivalenzklassen von Basen eines Vektorraumes V' mit
dim(V) > 1 iber einem geordneten Kdrper K wird als eine
Orientierung des Vektorraumes V bezeichnet.

Oft wird eine der beiden die‘rpositive"Orientierung und die andere die
negative'Orientierung des Vektorraumes genannt. Die Festlegung,
welche welche ist, ist allerdings willkiirlich, also nicht kanonisch.
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