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§ 27 Determinanten
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Vorschau

Wir betrachten einen endlich-dimensionalen Vektorraum V über dem
Körper K mit dim(V ) = n → N0.

Die Determinante ist eine Maßzahl für Endomorphismen f → Endo(V ).

Wir definieren Determinantenformen auf V n = V ↑ · · ·↑ V .

Wir definieren die Determinante für Matrizen in K n→n.

Wir übertragen den Begri! der Determinante mit Hilfe von
Darstellungsmatrizen auf Endomorphismen f → Endo(V ).
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n → N0.

Eine alternierende Multilinearform ! → Mult(V n;K )

! : V n ↓ (v1, . . . , vn) ↔↗ !(v1, . . . , vn) → K

heißt eine Determinantenform auf V .
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Determinantenformen

Bemerkung 27.2
1 (v1, . . . , vn) linear abhängig ↘ !(v1, . . . , vn) = 0

2 !(v1, . . . , vi↑1,ω vi , vi+1, . . . , vn)

3 !(v1, . . . , vi↑1, vi + ω vj , vi+1, . . . , vn)

4 !(v1, . . . , vi↑1, vj , vi+1, . . . , vj↑1, vi , vj+1, . . . , vn)
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Determinantenformen

Mult(V n;K ) ≃= V ↓↔n

Unterraum der alternie-
renden Multilinearformen

≃= V ↓↔n
alt

dim(V ↓↔n
alt ) =

(n
n

)
= 1

Eine Determinantenform ! wird bereits durch einen einzigen
Funktionswert !(b1, . . . , bn) eindeutig festgelegt.

Für zwei verschiedene Determinantenformen gilt, dass eine ein
skalares Vielfaches der anderen ist.
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Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn)
und (b↓1, . . . , b

↓
n) die zugehörige duale Basis.

1 Die Determinantenformen ! auf V sind genau die Tensoren in
V ↓↔n der Gestalt

! = ω
∑

ω↗Sn

(sgnε) b↓ω(1) ⇐ · · ·⇐ b↓ω(n)

Die Zuordnung V ↓↔n
alt ↓ ! ↔↗ ω → K ist ein Isomorphismus.

vgl. Beispiel 26.7: Komp.hypermatrix bzgl. (b↓1, . . . , b↓n) n = 3

a••1 =




· · ·
· · ω
· ⇒ω ·



 , a••2 =




· · ⇒ω
· · ·
ω · ·



 , a••3 =




· ω ·

⇒ω · ·
· · ·




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Gestalt von Determinantenformen

! = ω
∑

ω↗Sn

(sgnε) b↓ω(1) ⇐ · · ·⇐ b↓ω(n)

Beweis.
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Auswertung von Determinantenformen

Satz 27.3
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn)
und (b↓1, . . . , b

↓
n) die zugehörige duale Basis.

2 Sind v1, . . . , vn → V beliebig mit vj =
n∑

i=1

aij bi , dann gilt

!(v1, . . . , vn) =
(∑

ω↗Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n
)
!(b1, . . . , bn)
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Auswertung von Determinantenformen

vj =
n∑

i=1

aij bi → !(v1, . . . , vn) =
(∑

ω→Sn

(sgnω) aω(1),1 · · · aω(n),n

)
!(b1, . . . , bn)

Beweis.
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§ 27.1 Die Determinante einer

Matrix
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die Determinante einer Matrix

Haben die Vektoren v1, . . . , vn → V die Darstellung vj =
n∑

i=1

aij bi bzgl.

der Basis (b1, . . . , bn), dann gilt

!(v1, . . . , vn) =
(∑

ω↗Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n
)
!(b1, . . . , bn)︸ ︷︷ ︸
Normierungswert

Definition 27.5
Die Determinante von A → K n→n ist definiert als

det(A) :=
∑

ω↗Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n.

Diese Darstellung heißt die Leibniz-Formel.
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die Determinante einer Matrix

det(A) :=
∑

ω↗Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n

Beispiel 27.7
1 Im Fall n = 0 gilt für A = [ ]

2 Im Fall n = 1 gilt für A = [a]

3 Im Fall n = 2 gilt

det(A) = det

(
a11 a12
a21 a22

)
=
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die Determinante einer Matrix

det(A) :=
∑

ω↗Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n

Beispiel 27.7
3 Im Fall n = 3 gilt

det




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 =
a11 a22 a33 + a21 a32 a13 + a31 a12 a23

⇒ a31 a22 a13 ⇒ a21 a12 a33 ⇒ a11 a32 a23

Regel von Sarrus

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Körper und A,B → K n→n für n → N0.

1 det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (a•1, . . . , a•n) von A.

2 det(ωA) = ωn det(A) für alle ω → K .

Beweis.
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Körper und A,B → K n→n für n → N0.

3 det(AB) = det(A) det(B).
4 det(I ) = 1.

Beweis.

cbna Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra II Woche 05 14 / 37

& def: <k* xh

,
0) -+> (K

,
0 )

it Monoid-Homomorphismus
③ det JAB) = det (2 bin Hei) , ... bin,in)

ㅜ

= Ʃ一室 borr - binindet(Aeiz、 - . Aein )
s

,

= Zan brin,bane det (A ses :
--

, Aescull

= Ʃ ssgnodet (AerdetsA
)

rESn

④ seho @ =>det (B)



Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Körper und A,B → K n→n für n → N0.

5 det(A) ⇑= 0 ⇓ A ist regulär ⇓ Rang(A) = n
⇓ (a•1, . . . , a•n) ist linear unabhängig.

6 det(A↑1) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.
7 det(AT) = det(A).

Beweis.
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§ 27.2 Berechnung der

Determinante
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Determinante einer (Block-)Dreiecksmatrix

Lemma 27.9
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

1 Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) = a11 · · · ann.

2 Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also

A =

A11 0
A21 A22


bzw. A =


A11 A12

0 A22


,

dann gilt
det(A) = det(A11) det(A22).

Beweis. Übung
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Determinante von Elementarmatrizen

Ziel: det(A) bestimmen durch Transformation von A auf
Zeilenstufenform (obere Dreiecksmatrix) durch Multiplikation mit
Elementarmatrizen von links.

Lemma 27.10 Typ I

Für Di (ω) :=





1

1
ω

1

1





gilt det(Di (ω))) =
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Determinante von Elementarmatrizen

Lemma 27.10 Typ II

Für Si ,j(ω) :=





1

ω 1

1




gilt det(Si ,j(ω)) =
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Determinante von Elementarmatrizen

Lemma 27.10 Typ III

Für Ti ,j :=





1

1
0 1

1

1
1 0

1

1





gilt det(Ti ,j) =
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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 27.11
Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix über Z5:




0 0 2
1 3 0
3 2 2




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Berechnung der Determinante durch Zeilenoperationen

Beispiel 27.11
Wir bestimmen die Determinante der folgenden Matrix über Z5:




0 0 2
1 3 0
3 4 2




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Streichungsmatrix

Definition 27.12
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

1 Die Streichungsmatrix von A bzgl. (i , j) ist

(A) ↘=i , ↘=j :=





a1,1 a1,j↑1 a1,j+1 a1,n

ai↑1,1 ai↑1,j↑1 ai↑1,j+1 ai↑1,n

ai+1,1 ai+1,j↑1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j↑1 an,j+1 an,n




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Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

2 Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des
Index (i , j) ist die Determinante der zugehörigen
Streichungsmatrix, also

[A]ij := det





a1,1 a1,j↑1 a1,j+1 a1,n

ai↑1,1 ai↑1,j↑1 ai↑1,j+1 ai↑1,n
ai+1,1 ai+1,j↑1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j↑1 an,j+1 an,n




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Kofaktormatrix und Adjunkte

Definition 27.12
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

3 Die Größe
aij := (⇒1)i+j [A]ij

heißt der Kofaktor der Matrix A bzgl. des Index (i , j).

Die Matrix cof(A) := (aij)1↭i ,j↭n heißt die Kofaktormatrix von A.

4 Die Adjunkte von A oder die zu A komplementäre Matrix ist die
Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) := cof(A)T

5 Im Fall n = 0 ist A = [ ] = cof(A) = adj(A).
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alternative Definition der Kofaktoren

Lemma 27.13
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

aij = det





a1,1 a1,j↑1 0 a1,j+1 a1,n

ai↑1,1 ai↑1,j↑1 0 ai↑1,j+1 ai↑1,n
ai ,1 ai ,j↑1 1 ai ,j+1 ai ,n ≃i-te Zeile

ai+1,1 ai+1,j↑1 0 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j↑1 0 an,j+1 an,n
⇐j-te Spalte





Ersetze die j-te Spalte durch ei .
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Kofaktormatrix und Adjunkte

Beispiel 27.14

Was sind die Kofaktoren der Matrix A =


1 2
3 4


→ Q2→2?

a11 = det
( )

cof(A) =
 

a12 = det
( )

adj(A) =
 

a21 = det
( )

A adj(A) =
  

a22 = det
( )

=
 
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Bedeutung der Adjunkten

Lemma 27.15
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

Dann gilt
adj(A)A = A adj(A) = det(A) I

Beispiel 27.16

a11 a12
a21 a22

↑1

=
1

det(A)


a22 ⇒a12
⇒a21 a11


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Entwicklungssatz von Laplace

Satz 27.17
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0. Dann gilt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) =
n∑

j=1

(⇒1)i+j aij [A]ij

Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det(A) =
n∑

i=1

(⇒1)i+j aij [A]ij
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Entwicklungssatz von Laplace

Beispiel 27.18
Wir entwickeln die Determinante von

A =




⇒2 2 3
⇒1 1 1
⇒4 0 1



 → Q3→3

nach der zweiten Spalte:
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Cramersche Regel

Satz 27.19
Es seien K ein Körper und A → K n→n für n → N0.

Ist A invertierbar und b → K n, dann gilt für die Lösung von Ax = b:

xi =
det(a•1, . . . , a•i↑1, b, a•i+1, . . . , a•n)

det(A)
für i = 1, . . . , n

Beweis. det(A)Ax = det(A)
n∑

i=1

a•i xi

=
n∑

i=1

a•i det(a•1, . . . , a•i↑1, b, a•i+1, . . . , a•n)

=
n∑

i=1

a•i

n∑

j=1

bj det(a•1, . . . , a•i↑1, ej , a•i+1, . . . , a•n)

=
n∑

i=1

a•i

n∑

j=1

bj aji =
n∑

j=1

bj

n∑

i=1

a•i aji =
n∑

j=1

bj ej det(A) = det(A) b
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Cramersche Regel

Beispiel 27.20
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b über Q mit

A =




⇒2 2 3
⇒1 1 1
⇒4 0 1



 und b =




1
2
0





x1 = det

 
=

x2 = det

 
=

x2 = det

 
=
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§ 27.3 Die Determinante eines

Endomorphismus
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die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K mit
der Basis BV .

Die Determinante eines Endomorphismus f → Endo(V ) ist definiert als

det(f ) := det(A)

mit der Darstellungsmatrix A = MBV≃BV (f ).

A = MB̂V≃B̂V
(f ) = TB̂V≃BV

MBV≃BV
(f ) TBV≃B̂V
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Eigenschaften der Determinante für Endomorphismen

Lemma 27.22 vgl. Lemma 27.8
Es sei V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n → N0.
Weiter seien f , g → Endo(f ).

1 det(f ) ist eine alternierende Multilinearform auf (f (v1), . . . , f (vn)).

2 det(ω f ) = ωn det(f ) für alle ω → K .

3 det(f ⇔ g) = det(f ) det(g).

4 det(idV ) = 1.

5 det(f ) ⇑= 0 ⇓ f ist invertierbar ⇓ Rang(f ) = n ⇓
(f (v1), . . . , f (vn)) ist linear unabhängig

6 det(f ↑1) = 1/ det(f ), falls f invertierbar ist.

7 det(f ↓) = det(f ) für die zu f duale Abbildung f ↓ → Endo(V ↓).
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§ 27.4 Orientierung eines

Vektorraumes
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Wiederholung: geordneter Körper

Definition 10.19
Es seien (K ,+, ·) ein Körper mit dem Nullelement 0 und ↭ eine
Totalordnung auf K .

Der Körper heißt geordnet bzgl. der Totalordnung ↭, wenn

ω ↭ ϑ ↘ ω+ ϖ ↭ ϑ + ϖ

ω ↫ 0 und ϑ ↫ 0 ↘ ω · ϑ ↫ 0

für alle ω,ϑ, ϖ → K gilt.
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orientierungstreuer Automorphismus

Definition 27.23
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K . Ein Automorphismus f → Auto(V ) heißt

orientierungstreu im Fall det(f ) > 0
orientierungsumkehrend im Fall det(f ) < 0

Beispiel 27.24

A =
1
2

(
3 ⇒1
⇒1 3

)
und B =

1
2

(
⇒1 3
3 ⇒1

)
in Q2→2

fA
fB
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det(Al = 2 deflB) = -2



gleich orientierte Basen

Definition 27.25
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K .

1 Zwei Basen BV und BV heißen gleich orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = TBV≃B̂V

die Bedingung det(T ) > 0
erfüllt.

2 Zwei Basen BV und BV heißen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsmatrix T = TBV≃B̂V

die Bedingung det(T ) < 0
erfüllt.
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Gleichorientierung ist Äquivalenzrelation

Lemma 27.26
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem geordneten
Körper K .

Gleichorientierung ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Basen
von V .

Jede der beiden Äquivalenzklassen von Basen eines Vektorraumes V mit
dim(V ) ↫ 1 über einem geordneten Körper K wird als eine
Orientierung des Vektorraumes V bezeichnet.

Oft wird eine der beiden die positive Orientierung und die andere die
negative Orientierung des Vektorraumes genannt. Die Festlegung,
welche welche ist, ist allerdings willkürlich, also nicht kanonisch.
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