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§ 24 Multilineare Abbildungen und
das mehrfache Tensorprodukt von
Vektorraumen
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multilineare Abbildungen

Definition 24.1 vgl. Definition 23.1
Es seien V4, ..., Vy sowie W Vektorraume iiber demselben Koérper K.
@ Eine Abbildung

Vk:V1X~--><VN—>W
1

m:

N
k=

heilt multilinear, wenn fiir jedes i € [[1, N] und alle fest gewahlten

vi € Vi mit j € [1,N] \ {i} die Abbildung
Visvi=m(vi,...,vi_1, Vi, Vig1,..., W) € W

linear ist.

@ Die Menge aller multilinearen Abbildungen Vi x --- x Vy — W
bezeichnen wir mit dem Symbol Mult( V4, ..., Vy; W).
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multilineare Abbildungen

Definition 24.1 vgl. Definition 23.1
Es seien V4, ..., Viy Vektorraume iiber demselben Kérper K.

© Eine multilineare Abbildung in den Vektorraum K nennen wir eine
Multilinearform auf V; x --- x V.

@ Die Menge aller Multilinearformen V4 x --- x Vjy — K bezeichnen
wir mit Mult(V4, ..., Vy; K) oder kurz mit Mult(V4, ..., Vn).

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 3/ 76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

multilineare Abbildungen

Bemerkung 24.2

@ Im Fall N = 0 besteht das kartesische Produkt V4 x --- x Vi nur

aus dem leeren Tupel (). Jede Abbildung {()} — W ist dann
multilinear.

@ Im Fall N =1 sind die multilinearen Abbildungen V; — W gerade
die linearen Abbildungen:

Mult(V1; W) = Homo( V1, W)

© Im Fall N = 2 sind die multilinearen Abbildungen V; x V, — W
gerade die bilinearen Abbildungen aus § 23:

Mult(V4, Va; W) = Bil(V4, Va; W)
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multilineare Abbildungen

Beispiele 3-linearer Abbildungen vgl. Beispiel 23.2
@ Fiir jeden Korper K ist die Abbildung

KxKxK>(a,8,7)—»afyeK

eine 3-Linearform auf K x K x K.

@ Fiir jeden Kérper K und n,m, ¢, p € Ny ist das Matrix-Produkt
KM 5 Km*E 5 KP 5 (A B,C)— ABC € K™P

ist eine 3-lineare Abbildung in Mult(K™ ™ K™m*t K<P, Kn*P),

© Fiir jede Menge X und jeden Korper (K, +,-) ist die punktweise
Multiplikation von drei Funktionen X — K, also

KX x KX x KX > (f,g,h) — f-g-he KX,

eine 3-lineare Abbildung in Mult(KX, KX, KX; KX).
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multilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum

Satz 24.3 vgl. Satz 23.3
Es seien N € Ng und V4, ..., Vy sowie W Vektorrdume iiber demselben
Korper.

Dann ist Mult( V4, ..., Viy; W) ein Unterraum des Vektorraumes

WV = {f: Vg x - x Wy = W)

aller Abbildungen V; x --- x Vy — W.
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Existenz und Eindeutigkeit multilinearer Abbildungen

Satz 24.4 vgl. Satz 23.4

Es seien N € Ng und V4, ..., Vy sowie W Vektorrdume iiber demselben
Korper. Weiter seien

® (Vk, )il Basenvon Vi firk=1,...,N

© (Wiy, _in)(ir,...iv)elh xx 1y €ine Familie von Vektoren in W

Dann gibt es genau eine N-lineare Abbildung
m: Vi x---x Vy—o> W
mit der Eigenschaft

m(v17,-1, 500y VN,iN) = Wi17"'7iN fUI’ aIIe (il, 5o0g IN) € Il X oo X IN
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Tensorprodukt, universelle multilineare Abbildung

®
lezl Viie— ®QI:1 Vi

xlf

w

Definition 24.5 vgl. Definition 23.6
Es seien Vi, ..., V)y Vektorraume iiber dem Korper K. Weiter seien
®LV:1 Vi ein K-Vektorraum und ®: XQIZI Vi — ®LV:1 Vi N-linear.
© Das Paar (®LV:1 Vi, ®) heilt ein Tensorprodukt von Vi, ..., Vy,
wenn die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jede N-lineare Abbildung m: XLVZI Vie — W in irgendeinen
K-Vektorraum W gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung f € Homo(®p_; Vi, W) mit m = f o ®, also

m(vi,...,vy) =f(nn®---@vy) firalle vy € Vi
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Tensorprodukt, universelle multilineare Abbildung

®
lezl Viie— ®QI:1 Vi

xlf

w
Definition 24.5 vgl. Definition 23.6
Es seien V4, ..., Vly Vektorraume iiber dem Kdrper K. Weiter sei
( val Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., V.

@ Dabei heillt ®2I:1 Vi der Tensorproduktraum. Die Elemente
von ®£I:1 Vi heilen Tensoren. Der Nullvektor in (X)lel Vi heillt
der Nulltensor.

Q ®: Xﬁzl Vi — ®2I:1 Vi heiBt die universelle multilineare
Abbildung des Tensorprodukts (®LV:1 Vi, ®).

Tensoren der Form v ® - - - ® vy heiBen Elementartensoren oder
einfache Tensoren. v; ® - - - ® vy heilt auch das Tensorprodukt
der Vektoren vy, ... vy.
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universelle Eigenschaft des Tensorprodukts (®le1 Vi, ®)

Satz 24.6 vgl. Satz 23.8 XQ/:1 v, & QN Vv,
Es seien Vq,..., V, W Vektorraume iiber

demselben Kérper K und (Qh_; Vi, ®) x lf
ein Tensorprodukt von V4,..., Vy. w

@ Zu jeder N-linearen Abbildung m: XLV:1 Vi — W existiert genau
eine lineare Abbildung f: ®2I:1 Vi — W mit der Eigenschaft
m=7fo®,also m(vi,...,vy) =f(vi ®---® vy) fiir alle vy € V.

@ Umgekehrt wird fiir jede lineare Abbildung f: ®2I:1 Vii— W
durch f o ®: XLVZI Viks (vi,...,vn) —» f(i®---Qvy) e W
eine N-lineare Abbildung definiert.

o

Mult(Vi,...,Vn; W) > m— f € Homo(Vi1 ® - - - @ Vi, W)

ist ein kanonischer Isomorphismus von Vektorraumen.
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Angabe linearer Abbildungen auf Tensorproduktraumen

N ® N
. .. .. . V, —— V
Wie definieren wir eine lineare Xk=1 Yk Q=1 Vi

Abbildung f: @Y, Vi — W? \ |

w

Lineare Abbildungen f: ®LV:1 Vi — W werden eindeutig durch ihre
Bilder auf den Elementartensoren v; ® - - - ® vy festgelegt, sofern die
zugehorige Abbildungsvorschrift N-linear ist.

JEs sei f: ®LV:1 Vi — W diejenige lineare Abbildung, deren Bilder auf
Elementartensoren v; @ - -+ ® vy durch die (N-lineare)
Abbildungsvorschrift . . . festgelegt sind.”
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Angabe linearer Abbildungen auf Tensorproduktraumen

Beispiel vgl. Beispiel 23.10

© Essei m: K™M x Kmxl s KEXP _y KNXP mit
m(A,B,C) =ABC.

Die zugehorige lineare Abbildung

£ KxXm ® Km><£ ® K£><p —y KNXP

ist durch die Bilder f(A® B® C) = AB C auf den
Elementartensoren A® B ® C fir Ae K™™ B e K™ ynd
C € K“*P eindeutig festgelegt.
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Eindeutigkeit des Tensorprodukts

Satz 24.8 vgl. Satz 23.11
Es seien Vi,..., Vv, W Vektorraume iiber demselben Korper K.
Q Sind (®LV:1 Vi, ®) und (@2/:1 Vi, ®) zwei Tensorprodukte von
Vi,..., Vi, dann gibt es | € Iso(®p_; Vi, @2;1 Vi) mit der
Eigenschaft ® = | o ®, d. h., folgendes Diagramm kommutiert:

XLV:]_ Vk

TN

N —~—N
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Eindeutigkeit des Tensorprodukts

Satz 24.8 vgl. Satz 23.11
Es seien Vi,..., Vv, W Vektorraume iiber demselben Korper K.
Q Ist (®LV 1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vi und ist

I € lso(@N_; Vk,®k 1 V) ein Isomorphlsmus mit einem weiteren

K-Vektorraum ®k 1 Yk, dann ist auch (®k 1 Vi, ®) ein
Tensorprodukt von Vi,..., Vy mit
N

é =/lo®: lezl Vk — @kzlvk.
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Eindeutigkeit des Tensorprodukts

Beispiel 24.9
© Ein 0-faches Tensorprodukt (N = 0) von K-Vektorrdaumen ist
isomorph zum Korper K, d. h., es gilt ®2:1 Vi = K, und
®:{()} = K mit ®(()) = 1 ist eine zugehdrige universelle
0-lineare Abbildung.
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Eindeutigkeit des Tensorprodukts

Beispiel 24.9

@ Ein 1-faches Tensorprodukt (N = 1) eines K-Vektorraumes V ist
isomorph zum Vektorraum V selbst, und ®: V — V mit @(v) = v
fir alle v € V ist eine zugehdrige universelle 1-lineare Abbildung.

© Die 2-fachen Tensorprodukte Vi ® V5 von K-Vektorraumen V4 und
V,> waren der Gegenstand von § 23.
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Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem

Lemma 24.10 vgl. Lemma 23.12

Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume iiber demselben Korper
und (®2’Z1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi, ..., V. Dann gilt: Die
Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem von ®2I:1 Vi.

Jeder Tensor t € ®_; Vi lisst sich also schreiben als
Linearkombination von Elementartensoren:

n
t= Zaivl,i®"'® VN,
i=1

Die Koeffizienten o; kdnnen 0.B.d. A. alle als 1 gewahlt werden.
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Tensorproduktbasis

Lemma 24.11 vgl. Lemma 23.13

Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume iiber demselben Korper
und (®2l:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi, ..., V. Weiter seien
Bv, = (ki )icel, Basenvon Vq,... V| fir k=1,...,N. Dann gilt:

©Q Bv,g-gvy = (VL,'1 K ® VN,iN)(i1,...,iN)€I1><---><IN ist eine Basis

von @p_; Vi.
Sie wird die von By, ..., By, induzierte Basis oder die
Tensorproduktbasis zu By, ..., By, von ®2l:1 Vi genannt.

@ dim(®ji; Vi) = [Tp_y dim(Vi).

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 18 / 76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Rang eines Tensors

Definition 24.12 vgl. Definition 23.16
Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume iiber demselben Korper
und (®21:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vy.

Der Rang eines Tensors t € ®le1 Vi, geschrieben Rang(t) € Np, ist
die minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

n

ZV1,;®~-®VN,,'

i=1
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Rang eines Tensors im Fall N < 3

Bemerkung 24.13

© Im Fall N = 0 haben alle Tensoren in ®9_; Vi = K bis auf den
Nulltensor (0 € K) den Rang 1.

@ Im Fall N = 1 haben ebenfalls alle Tensoren in ®}_; Vi = V; bis
auf den Nulltensor (der Nullvektor in Vi) den Rang 1.

© Im Fall N = 2 gibt es Tensoren t € ®k V= Vi® Vo mit
Rang(t) = r fiir alle r € Ng mit r < min{dim(V4),dim(V2)}.

Sind beide Dimensionen endlich, dann kann der Rang iiber den
Rang einer Komponentenmatrix von t bestimmt werden.
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Rang eines Tensors im Fall N > 3

Bemerkung 24.13

Q@ Im Fall N > 3 ist die Bestimmung des Ranges eines N-stufigen
Tensors iiber vielen Korpern K ein NP-schweres Problem und tiber
endlichen Kérpern K ein NP-vollstandiges Problem im Sinne der
Komplexitatstheorie.

@ Selbst der maximal auftretende Rank eines N-stufigen Tensors in
®k 1 Vi ist im Fall N > 3 i. A. nicht bekannt, nicht einmal dann,
wenn alle V) dieselbe endliche Dimension besitzen. Bekannt sind
im Fall N = 3 zur Zeit

dim(V)=2 = max{Rang(t)|teVaV®V}=3

dim(V)=3 = max{Rang(t)|teVaV®V}=5
Die Bestimmung weiterer scharfer Schranken fiir den maximalen
Rang eines N-stufigen Tensors ist ein aktives Forschungsgebiet.
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Rang von Elementartensoren”°C

Lemma 24.14 vgl. Lemma 23.18

Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume mit Basen iiber
demselben Korper und (®LV:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von
Vi,..., Vn. Dann gilt:

@ Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.
Q Firvie Vimitk=1,...,N gilt

vi®---®vy =0 < mindestens ein v, ist der Nullvektor

© Jeder Elementartensor vi ® - - - ® vy, wobei alle v, € V) fiir
k=1,...,N ungleich dem Nullvektor sind, hat Rang 1.
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Tensorprodukt linearer Abbildungen

Definition 24.15 vgl. Definition 23.30

Es seien N € Ng und Uy, ..., Uy sowie Vi, ..., Vi Vektorrdume iiber
demselben Korper und (®LV:1 Uk, ®) ein Tensorprodukt von
Ui, ..., Uy sowie (®LV:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von Vi,..., Vj.

Dann heilt die fir ux € U, k =1,..., N durch

L@ @Uy—=>V1i®--QVy

flg'”@f/\/:
U1®"‘®UN'—>ﬂ(U1)®"'®fN(uN)

eindeutig bestimmte lineare Abbildung das Tensorprodukt der
Abbildungen fi, ..., fy.
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Hypermatrizen

Definition 24.16 vgl. Definition 15.1
Es seien K ein Kérper, N € Ny sowie nq,...,ny € Np.

@ Eine N-fach indizierte Familie in K mit der Indexmenge
[1, m] x --- x [1, ny] heilt eine Hypermatrix der Stufe oder
Ordnung N oder auch eine N-achsige Hypermatrix der
Dimension n; x --- X ny liber dem Korper K.

Wir schreiben eine Hypermatrix in der Form

A= (ai,.in) (i, in) €L, ] XX [L,n]

@ Die Menge aller Hypermatrizen der Dimension ny X --+ X ny wird
mit K™* X bezeichnet.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 24 / 76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Hypermatrizen

Definition 24.16
Es seien K ein Korper, N € Ny sowie ng,...,ny € Np.

© Sind x; € K™, ... xy € K™ Spaltenvektoren, so heillt diejenige
N-achsige Hypermatrix A der Dimension ny X - -- X ny mit

iy, iy = XL,ip * XN,y
i1-Koordinate von x3 iy-Koordinate von xpy

gegeben sind, das duBere Produkt der Vektoren x, ..., xy.
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Hypermatrizen

Definition 24.16
Es seien K ein Korper, N € Ny sowie ng,...,ny € Np.

@ Der Rang einer Hypermatrix A € K™>*" %™ ist die minimale
Anzahl von Summanden, mit denen eine Darstellung der Form

A:ZXY)&“"EX,(\;)
i=1

mitx,Ei)eK”k firk=1,...,Nund i=1,...,n moglich ist.
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Hypermatrizen

Bemerkung 24.17

© Die Hypermatrizen der Dimension ny X --- X np liber dem
Korper K bilden einen Vektorraum iiber K beziiglich der
komponentenweisen Addition und S-Multiplikation.

© Die Dimension dieses Vektorraumes K™ jst TTN . n,.
k=1

© Die Matrizen
E; .

DEELD!

,-N:e,-l@---®e,-,v

mit iy € [1, nc] fir k =1,..., N bilden die Standardbasis von

Kn1><---><nN
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Hypermatrizen

Bemerkung 24.17

© Eine 0-achsige Hypermatrix ist eine Abbildung {()} — K, kann als
ein Skalar aus K aufgefasst werden.

@ Eine 1-achsige Hypermatrix kann als Vektor in K™ aufgefasst
werden.

@ Eine 2-achsige Hypermatrix kann als Matrix in K™*" aufgefasst
werden. Der Rang-Begriff aus Definition 24.16 stimmt mit dem
bekannten Rang-Begriff fiir Matrizen iiberein.

@ Allgemein kann eine N-achsige Hypermatrix als ein N-dimensionales
Array von Elementen des Korpers K verstanden werden.
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Darstellung von Tensoren

Satz 24.18 vgl. Satz 23.34

Es seien N € Ng und V4,..., Vi Vektorrdume liber demselben Korper
mit dim(Vg) = nx € No fir k =1,..., N. Weiter seien die Familien
ka = (Vk:fk)ikelk fir k = 1, ooy N Basen von \/17 ooy VN und
Bvig--ovy = (Vi,iy ® -+ @ VN,ip ) (i, ...in)eh x---x Iy die zugehdrige
Tensorproduktbasis von @&_; Vi. Dann gilt:

© Die Abbildung ¢Bv1®-~®v,\,  Kmxexmn QN LV definiert durch
n ny
At = Z T Z y,...in (V17f1 PR VNJN)?
=1 iy=1

ist ein linearer Isomorphismus K> > —; ®LV:1 Vi.
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Darstellung von Tensoren

Satz 24.18 vgl. Satz 23.34
Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume iiber demselben Korper
mit dim(Vy) = nx € Ny fir k =1,..., N. Weiter seien die Familien

Bv, = (vk,i,)icel, fiir k=1,..., N Basen von Vi,..., Vi und
BV1®---®VN = (V17i1 K- ® sziN)(i17~~~7iN)€l1><“‘><IN die zugehérige
Tensorproduktbasis von ®LV:1 V. Dann gilt:

© Der zu &g ooy inverse Isomorphismus ist die Abbildung
L@@V

N

-1 F R Vst Ae KX,
k=1

BV1®M®VN

die jedem Tensor t € ®LV:1 V/ seine eindeutige
Komponentenhypermatrix A € K> X" hzg|. der
Basis By, ...@V, zuordnet.
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Darstellung von Tensoren

Beispiel 24.19

@ O0-achsige Tensoren werden durch 0-achsige Hypermatrizen
(Skalare) dargestellt.

@ 1-achsige Tensoren werden durch 1-achsige Hypermatrizen
(Spaltenvektoren) dargestellt.

© 2-achsige Tensoren werden durch 2-achsige Hypermatrizen
(gewdhnliche Matrizen) dargestellt.

© N-achsige Tensoren mit N > 3 werden durch N-achsige
Hypermatrizen (N-dimensionale Arrays) dargestellt.
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duales Tensorprodukt

Lemma 24.20 vgl. Lemma 23.37

Es seien N € Ng und V4, ..., Vy endlich-dimensionale Vektorraume
iiber demselben Korper, (®LV:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von

Vi,..., Vi sowie (Qh_, Vi, ®) ein Tensorprodukt der Dualrdume
VY, ..., Vy. Dann gilt:

© Die Abbildung

* * * * * *
U @vy— vy K- Bvy=(v,) (vy,")
definiert einen kanonischen linearen Isomorphismus.

Dabei ist v; X --- K vy € (®2’Zl Vi)* gegeben durch die Bilder
auf den Elementartensoren, namlich durch

(MR- Rvy)(n®--®vy) = (vy,v1) - (vy, Vn)
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duales Tensorprodukt

Lemma 24.20 vgl. Lemma 23.37

Es seien N € Ng und V4, ..., Vi endlich-dimensionale Vektorraume
iiber demselben Korper, (®LV:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von
Vi,..., Vi sowie (Q)_, Vi, ®) ein Tensorprodukt der Dualriume
Vi, ..., Vy. Dann gilt:
@ Es seien By, = (Vk,iy,-- -, Vk,n,) fiir k =1,..., N Basen von
Vi,....Vy und By, = (v,f’17 e v];nk) die zugehdrigen dualen
Basen von V7', ..., V. Dann ist

(Vi B B vy i Ninsin) €[, m] X x [L,nn]
die zu By,g..gvy = (1,; ® -+ ® VN,iN)(il,.A.,iN)G[[l,nl]]><~~~><[[1,nN]]

duale Basis von (V1 ® --- ® Vn)*.

t= ¢BV1®-..®VN (A) A ail,w:iN = (Vik,il XK V;CIJN)(t)
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Rang eines Tensors ist Rang seiner Komp.hypermatrix

Satz 24.21 vgl. Satz 23.38
Es seien N € Ng und V4, ..., Vi Vektorrdume iiber demselben Korper
mit dim(Vy) = nx € Ny fir k =1,..., N sowie (®LV:1 Vi, ®) ein
Tensorprodukt von Vi,..., Viy. Weiter seien die Familien By, fiir
k=1,...,N Basen von Vq,..., Vy und By,..gv, die induzierte Basis
von ®LV:1 Vi.
Dann gilt fiir jeden Tensor t € ®LV:1 V. ein Tensor und A € KMxXN
seine Komponentenhypermatrix A = ¢! (t):

Vi®--®Vy

Rang(t) = Rang(A)
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3-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

@ Ein Tensor in U ® V ® W besitzt drei Eingdnge, die Vektoren aus
den jeweiligen Dualrdumen U*, V*, W* akzeptieren.

@ Wird ein Eingang mit einem solchen Vektor belegt, so wird der
Vektor vom Tensor ,konsumiert”. Der entsprechende Faktor aus
dem Tensorproduktraum U @ V ® W wird dabei ,verbraucht” und
verschwindet.

@ Dieser Prozess kann auch mit mehreren Eingangen gleichzeitig
geschehen.

@ Das Ergebnis ist ein Tensor im Tensorproduktraum der nicht
belegten Eingdnge.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 35 /76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

3-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Durch die Belegung bzw. Nicht-Belegung der drei Eingdnge gibt es acht
verschiedene Mdoglichkeiten, einen Tensor in U ® V ® W als lineare

Abbildung zu nutzen.
Homo(K,U® V ® W)

Homo(U*, V ® W) Homo(V*, U ® W) Homo(W*, U ® V)
Homo(U* @ V*, W) Homo(U* @ W*, V) Homo(V* ® W™, U)

~
—

Homo(U* @ V* @ W*, K)

Lineare Algebra Il Woche 04 36 /76
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3-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Nur der erste Eingang U wird belegt:

UV ®W — Homo(U*,V ® W)
U vew— (-, uy(vew)=[uv" — (v, u)vew]

— U
U*

Enthélt £ die Koordinaten eines Vektors u* € U* bzgl. der Basis By-,
dann besitzt das Bild (v*, ) (v ® w) von u* die 2-achsige
Komponentenhypermatrix

ni
E Ei diee
i=1
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3-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Die ersten beiden Eingdnge U und V werden belegt:

U®V ® W — Homo(U* ® V*, W)
U vew = (,u®v)w=[v" @ v~ (u",u) (v, v)w]

v w
720\ Iy |
U*

Enthalten £ und 7 die Koordinaten von Vektoren u* € U* bzw. v* € V*
bzgl. der Basis By~ bzw. By», dann besitzt das Bild (v*, u) (v*,v) w
des Elementartensors u* ® v* die 1-achsige Komponentenhypermatrix

n N
> i aje

i=1 j=1
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3-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Es werden alle drei Eingdnge U, V und W belegt:

U®V ® W — Homo(U* ® V* @ W*, K)
URVAW — (-, u®vew)=[U"Qvew" — (u*, u)(v:,v)(w*, w)]

v -____________zijj LI

Enthalten nun £, n und p die Koordinaten von Vektoren v* € U*,
v e V* bzw. w* € W™ bzgl. der Basis By+, By« bzw. By, dann
besitzt das Bild (uv*, u) (v, v) (w", w) des Elementartensors

u* ® v* ® w* die 0-achsige Komponentenhypermatrix

n nz2 n3

DD iy ak

i=1 j=1 k=1
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N-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

@ Die gezeigten Beispiele illustrieren das Einsetzen von Vektoren
in einen Tensor oder auch als Kontraktion eines Tensors mit
einem oder mehreren Vektoren, z. B.

t(u*, v, ) =W, uy (vi,v)w

@ Auf Ebene der Komponentenhypermatrix spricht man auch von der
Tensor-Vektor-Multiplikation oder eigentlich
Hypermatrix-Vektor-Multiplikation.
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N-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Satz 24.23 vgl. Satz 23.40

Es seien N € Ng und V4, ..., Vi endlich-dimensionale Vektorraume
iber demselben Kérper und (®f:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von
Vi,..., Vn.

Weiter sei s € [0, N] und 7 eine Permutation der Menge [1, N] mit der
Eigenschaft 7(1) < -+ < m(s) und w(s + 1) < --- < 7(N). Dann gilt:
@ Es besteht der folgende kanonische Isomorphismus:

N s N
® Vi — Homo( V;(k)7 ® er(k))

k=1 k=1 k=s+1
V]_®®VN|_> <',V7T(1)®"'®V77($)>(V7T(S+l)®"'®V’/T(N))
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N-achsige Tensoren als lineare Abbildungen

Satz 24.23 vgl. Satz 23.40

Es seien N € Ng und V4, ..., Vy endlich-dimensionale Vektorraume
tiber demselben Korper und (®LV:1 Vi, ®) ein Tensorprodukt von
Vi,..., Vn.

Weiter sei s € [0, N] und 7 eine Permutation der Menge [1, N] mit der
Eigenschaft (1) < -+ < m(s) und m(s + 1) < --- < w(N). Dann gilt:

@ Es seien By, Basen von V4,..., Vyy und By, die zugehorigen
dualen Basen von Vf', ..., V. Weiter seien A chl (t) fur
V1®--®Vy

t € ®p_; Vi und &x(k) der Koordinatenvektor eines Vektors aus
V:(k) bzgl. der Basis BV;(k) fir k=1,... s. Dann ist das Bild des

Elementartensors vfr(l) R vﬂ*(s) unter der obigen linearen
Abbildung gegeben durch die Komponentenhypermatrix

(D ottty - Ertobies 3 )(

’7r(1) ‘K(s) Ix(s41)ses W(N))
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 id: KM<m — Knxm

@ Wir identifizieren K™™ mit K" @ K™ liber den von den
Standardbasen induzierten Synthese-Isomorphismus und betrachten

id € Homo(K"@ K™, K"@ K™ = (K& (K")* @K "®K™

Wir setzen e; ® ¢; in die identische Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:

ajjke = <7rk&7rg,e,-®ej) :(5;;(5]@
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 T Kmxm _y Kmxn
@ Wir betrachten die Transpositionsabbildung

T € Homo(K"@ K™ K" K") = (K")*®(K")*®@K"®K"
Wir setzen e; ® ¢; in die Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:

ajjke = (ﬂk®7rg,ej®e,-> :5i€6jk
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 c KMo KMl X
© Wir betrachten die Matrix-Matrix-Multiplikation

€ Homo(K"® K™ @ K™ ® K¢, K" @ K*)
~ (Kn)* ® (Km)* ® (Km)* ® (KE)* ® Kn® KZ

Das Bild der Matrix-Matrix-Multiplikationsabbildung der
Basismatrizen E,p und E.y ist 0pc Esq bzw. dpe €5 ® €4. Die
., Koordinatenermittler" 7, X ¢ liefern

aabcdef = (e M Tf , Opc €2 ® €g) = Opc Oze Odr
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Komplexitat der Matrix-Matrix-Multiplikation

Die direkte Anwendung der Matrix-Matrix-Multiplikationsformel fiir
C =AB, also cjy = ijzl ajj bjk, erfordert n m¢ Multiplikationen.
Die Komponentenhypermatrix des Tensors, der zur Matrix-Matrix-
Multiplikation gehért, besitzt bzgl. der Standardbasis die Eintrage
Ope 0a¢ Ogf, also nm £ Nicht-Null-Eintrage.

nm/ ist damit eine obere Schranke fiir den Tensorrang.

Strassens Algorithmus V. Strassen. ,,Gaussian elimination is not
optimal”. Numerische Mathematik 13.4 (1969), S. 354-356. DOI:
10.1007/bf02165411 zeigt, dass im Fallvon n=m=/¢=2
bereits 7 statt 2 -2 -2 = 8 und allgemein n'°&2(7) ~ 281
Multiplikationen ausreichen.
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Komplexitat der Matrix-Matrix-Multiplikation

o Weitere Fortschritte durch AlphaTensor A. Fawzi u. a. ,,Discovering
faster matrix multiplication algorithms with reinforcement
learning”. Nature 610.7930 (2022), S. 47-53. DOI:
10.1038/s41586-022-05172-4 und Flip graphs J. Moosbauer,
M. Poole. Flip graphs with symmetry and new matrix
multiplication schemes. 2025. arXiv: 2502.04514

n m { vorherige neue obere Schranke

obere Schranke K =7Z, allgemein
2 2 2 7 7 7
3 3 3 23 23 23
4 4 4 49 47 49
5 5 5 08 93 93
3 4 5 48 47 47
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§ 25 Tensoren iiber einem
Vektorraum
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Tensoren Uber einem Vektorraum

Definition 25.1

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.
Fiir (r,s) € No x Np heifit

TEAWV)=Ve - VeV'e---@ V*

Vo
r-mal s-mal

der Tensorproduktraum vom Typ (r,s) tiber dem Vektorraum V.
Die Elemente dieses Tensorproduktraumes heilen Tensoren vom Typ
(r,s) iber dem Vektorraum V.

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall beschrinken, dass V endlich-
dimensional ist. Es gelte also dim(V) = dim(V*) = n € No.
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Tensoren Uber einem Vektorraum

@ Die Vektoren einer Basis des ,primalen” Raumes V werden mit
unteren Indizes nummeriert.

Wir bezeichnen diese typischerweise mit By = (vi,..., v,).

Die Koordinaten von Vektoren v € V bzgl. dieser Basis werden mit

oberen Indizes notiert, also v = Y7 ; x" v;.

@ Die Covektoren der zu By dualen Basis von V* werden mit oberen
Indizes nummeriert.

Wir bezeichnen diese typischerweise mit By» = (v,... v").

Die Koordinaten von Covektoren in V* bzgl. dieser Basis werden
mit unteren Indizes notiert, also v* = >

1=

1 Xxi v’
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Darstellung von Tensoren

Tensorproduktbasis
Vi1®...®vir®vj1®...®vj5

Darstellung von Tensoren t € T("9)(V)

t_z ZZ Z 0 ’5‘/11 "®V,'r®vj1®...®vjs
=1

’r—]-Jl— s—]-
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Tensoren iiber einem Vektorraum als lineare Abbildungen

TOO (V) = Homo(K, K)

TOD(V) = Homo(K, V*) = Homo(V/, K)
T(l,O)(\/) =~ Homo(K, V) = Homo(V*, K)

TO2(V) = Homo(K, V* ® V*) = Homo(V, V*) 2 Homo(V ® V, K)

TED(V) 2 Homo(K, V @ V*) 2 Homo(V, V) = Homo(V*® V, K)
T2 (V) = Homo(K,V ® V) = Homo(V*, V) = Homo(V* ® V*, K)
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Tensoren in V ® V* ® V* als lineare Abbildungen
Nur der erste Eingang V' wird belegt:

Ve V*® V" — Homo(V*, V* @ V¥)

v1®v2®v3l—>(-,v1>(v2®v3)

Sind (x1,...,x,) die Koordinaten eines Vektors v € V* bzgl. der
Basis By, dann besitzt das Bild (v!,v;) (v> ® v*) von v! die 2-achsige
Komponentenhypermatrix

n
5 Xi djee
i=1
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Tensoren in V ® V* ® V* als lineare Abbildungen

Nur der zweite Eingang V* wird belegt:

VeV ® V" — Homo(V,V ® V")

vi@vievie (v, (v @ v3)

74
Sind (y,...,y") die Koordinaten eines Vektors v» € V bzgl. der

Basis By, dann besitzt das Bild (v, ) (vi ® v3) von v, die 2-achsige
Komponentenhypermatrix

n
>V ae
j=1
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Tensoren in V ® V* ® V* als lineare Abbildungen

Die letzten beiden Eingdnge V* und V* werden belegt:

VeV ® V"= Homo(V® V,V)

vivievies (Ve v, v

—_—V

Sind (y%,...,y") und (z%,...,z") die Koordinaten von Vektoren
Vo, v3 € V bzgl. der Basis By, dann besitzt das Bild (v, ) (v3, v3) »
des Elementartensors v» ® v3 die 1-achsige Komponentenhypermatrix

n n
DY V2 an

j=1 k=1
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Transformation von Komponentenmatrizen

By =(vi,...,v,) und By =(v,...,v,) Basenvon V
By =(v',....v") und By-=(v',...,V") Basen von V*

n
=Y (Myvi  baw. vi=) (T);y
j=1

n
und V= (T T)yv baw. v/ =) (TN);V
i=1

i=1

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 55 / 76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Transformation von Komponentenmatrizen im Fall 7(:1(V)

n n

v = Z(T_l)ki Vi und V= Z(TT)ZJ vt
k=1 =1
t=3"3 o) =33 a (ST Huu) e (3T v)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 (=1

i=1 j=1 k=1 ¢=1

=S 3 S (T Y A (T (7 @ 7)

i=1 j=1 k=1 ¢=1

n n
NN -1 k T
A= (T )ik (A (T)je
k=1¢=1 S~—~— S~
kontravariante kovariante
Achse Achse
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§ 26 Symmetrische,
schiefsymmetrische und
alternierende Tensoren
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Tensoren vom Typ (r,0)

Wir betrachten Tensoren vom Typ (r,0) mit r € Ny tiber einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V. Dennoch werden auch weiterhin duale
GroBen auftauchen, sodass wir auch hier primale Vektoren v; und duale
Vektoren v/ farblich unterscheiden wollen.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir

Vver — (r 0 ® V

Es gilt V& = Mult(V*, ..., V*: K).

Wir interessieren uns insbesondere fiir Tensoren mit gewissen
Symmetrieeigenschaften. Diese werden mithilfe von Permutationen
o € S, beschrieben.
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Permutationen eines Tensors vom Typ (r, 0)

Definition 26.1
Es seien V ein Vektorraum, r € Ng und o € S, eine Permutation auf

[1,r].
Dann heift die durch

Ver _, yer
P,:
ViIQ: - QV, = Vo—1(1) R X Vo—1(r)

eindeutig definierte lineare Abbildung die durch o induzierte
Permutationsabbildung auf V®".
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Permutationen eines Tensors vom Typ (r, 0)

Lemma 26.2

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny
tiber dem Kaorper K und r € Ny.

@ Fir jedes o € S, definiert die Abbildung P, einen Automorphismus
von V&,

Q Fiir 01,05 € S, gilt

Palopazzpaloaz
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Permutationen eines Tensors vom Typ (r, 0)

Lemma 26.2

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny

tiber dem Kaorper K und r € Ny.
© Ist By eine Basis von V, A = ¢E$®m®v(t) die

Komponentenhypermatrix von t € V®", dann gilt fiir jedes 0 € S,

el _ -1
(a® ())(il,.“,i,)e[[l,n]}><---><[[1,n]] = %5, v (Po(t)

@ Betrachten wir den Tensor t € V®' als Multilinearform in
Mult(V*, ..., V*; K), dann gilt fiir jedes o € S,:
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symmetrische Tensoren

Definition 26.3
Es seien V ein Vektorraum und r € Np.

@ Ein Tensor t € V® heift (total) symmetrisch, wenn fiir jede
Permutation o € S, gilt:

P,(t) =1t

Wir setzen

Ve = {t € VO |t ist symmetrisch}

sym
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schiefsymmetrische Tensoren

Definition 26.3
Es seien V ein Vektorraum und r € Np.

@ Ein Tensor t € V®" heift (total) schiefsymmetrisch, wenn fiir
jede Permutation o € S, gilt:

P,(t) = sgn(o) t
Wir setzen

Ve = {t € VO |t ist schiefsymmetrisch}

skew
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alternierende Tensoren

Definition 26.3
Es seien V ein Vektorraum und r € Np.

© Ein Tensor t € V@' heifit (total) alternierend, wenn fiir alle
v, .., vh e v gilt:

vi=Vifireni#j = t(v'...,v)=0
Wir setzen

Vfﬁr = {t € V¥ |t ist alternierend}
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alternierende Tensoren erkennen lineare Abhangigkeit

Lemma 26.4

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und r € Ny. Weiter sei
t € V. Dann sind dquivalent:
© Der Tensor t ist alternierend.

@ Fiir linear abhingige Familien (v*,...,v") von Vektoren in V* gilt

t(vi,...,v")=0.

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 04 64 / 76


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Zusammenhang zwischen den Symmetrie-Eigenschaften

Lemma 26.5
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
@ ImFall r=0und r=1gilt V& = Vo — & — yer

sym skew alt

Q V& Cver

alt = "skew"

© Im Fall char(K) # 2 gilt sogar V&' = V3"

alt skew "

Q Im Fall char(K) = 2 gilt V& = V!

sym skew"

Q@ Ve V& und V& sind Unterrdume von V&',

sym' " skew alt
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Symmetrie anhand der Hypermatrizen

Lemma 26.6

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny

tiber dem Kaérper K und By eine Basis von V.

Fiir r € Np, einen Tensor t € V®" und seine Komponentenhypermartrix

A= ¢E$®'_'®V(t) sind dquivalent:
© tist symmetrisch, also t € V1.
@ A ist symmetrisch, d. h., A erfiillt

glo)slo(r) — gisewir

fur alle i1,..., i, € [1, n] und alle Permutationen o € S,.
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Symmetrie anhand der Hypermatrizen

Beispiel 26.7 K=Q, r=3und n=dim(V) =3
Der durch die Komponenten
1 23 2 45 35 6
a**'=12 4 5|, 2*?=14 7 8|, a**3=1(5 8 9
356 58 9 6 9 10

reprasentierte Tensor ist symmetrisch.

Die Komponentenhypermatrix ist durch die zehn markierten Eintrage an
den Positionen (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2), (1,2,3), (1,3,3),
(2,2,2), (2,2,3), (2,3,3) und (3,3, 3) eindeutig bestimmt, die
unabhingig voneinander gewahlt werden kénnen.
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Schiefsymmetrie anhand der Hypermatrizen

Lemma 26.6

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny

tiber dem Kaérper K und By eine Basis von V.

Fiir r € Np, einen Tensor t € V®" und seine Komponentenhypermartrix

A= ¢E$®'_'®V(t) sind dquivalent:
© t ist schiefsymmetrisch, also t € Vﬁferw.
@ A ist schiefsymmetrisch, d. h., A erfiillt

o) slo(r) — (sgn o) PR

fur alle i1,..., i, € [1,n] und alle Permutationen o € S,.
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Schiefsymmetrie anhand der Hypermatrizen

Beispiel 26.7 K=Q, r=3und n=dim(V) =3
Der durch die Komponenten
-1 1
aool — 1 , a002 — 7 3003 = ||=1]

reprasentierte Tensor ist schiefsymmetrisch und wegen Lemma 26.5
auch alternierend.

Die Komponentenhypermatrix ist durch den einzigen markierten Eintrag
an der Position (1,2, 3) bereits eindeutig bestimmt. Alle Positionen mit
wiederholten Indizes sind Null!
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Schiefsymmetrie anhand der Hypermatrizen

Beispiel 26.7

Der durch die Komponenten

reprasentierte Tensor ist schiefsymmetrisch und wegen Lemma 26.5

auch alternierend.

=l
—2
1

3 4

-3

-3
—4

K=Q,r=3und n=dim(V) =14

Die Komponentenhypermatrix ist durch die vier markierten Eintrage an
den Positionen (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4) und (2,3,4) eindeutig
bestimmt, die unabhingig voneinander gewahlt werden kdnnen.
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Alternierende Eigenschaft anhand der Hypermatrizen

Lemma 26.6
Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny
iiber dem Kaorper K und By eine Basis von V.

Fiir r € Np, einen Tensor t € V®" und seine Komponentenhypermartrix
A= ¢§1 (t) sind dquivalent:

@ t ist alternierend, also t € Vﬁ’.
Q@ A ist alternierend, d.h., A erfillt

avoir = 0 fir alle iy, ..., 0, € [1, n] mit i; = i fiir ein j # k
und zusatzlich die Bedingungen der Schiefsymmetrie:
glo@)rlo(r) — (sgn o) PUTR

fur alle i1, ..., i, € [1, n] und alle Permutationen o € S,.
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Alternierende Eigenschaft anhand der Hypermatrizen

Beispiel 26.7 K =77y r=3und n=dim(V)=4
Der durch die Komponenten
: 11 1 1 11
JEYS : 1 1 S0%2 _ 1 : qe03 _ |1 L] jeea _ 1 : 1
11 1 1 11

reprasentierte Tensor ist alternierend und wegen Lemma 26.5 auch
schiefsymmetrisch.

Die Komponentenhypermatrix ist durch die vier Gruppen
verschiedenfarbig markierter Eintrage an den Positionen (1,2, 3),
(1,2,4), (1,3,4) und (2,3, 4) eindeutig bestimmt.

In jeder dieser vier Gruppen konnen wir die Eintrdge unabhingig
voneinander als 0 oder 1 wihlen und erhalten so alle 2* = 16

verschiedenen Tensoren in Vf?f.
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: : S r r r
Dimensionen der Unterraume V1, VJ und Vi

Satz 26.8

Es seien V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und dim(V) = n € Ny
sowie r € Np.

Q
(n+r—1)!
dim(V5m) = (n 4 — 1> _ ) =y falls n > 1
r 0 falls n=0
L fallsn>r
dim(V&) = <n> — J r'(n—=r)! =
V) ={r) =0 il o <

@ Es folgt dim(V) = 1 fiir n = r und dim(V5") = 0 fiir n < r.

© Im Fall char(K) # 2 gilt dim(V" ) = dim(VS).

skew alt

Q Im Fall char(K) = 2 gilt dim(V! ) = dim(VErR).

skew sym
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: : = r r r
Dimensionen der Unterraume V1, VJ und Vi

Bemerkung 26.9
Fiir Matrizen konnten wir (zumindest im Fall char(K) # 2)

Kn><n — Kn><n @ Kn><n

sym skew

zeigen, sodass jede n x n-Matrix eindeutig dargestellt werden kann als
Summe ihres symmetrischen und ihres schiefsymmetrischen Anteils. Das
stimmt im Fall von V&’ mit r > 3 nicht mehr:

r=2 r=3
n V®2 Vs%)r%‘ Vs%e2w V®3 VS%?T)\ Vs%jw
0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 0
2 4 3 1 8 4 0
3 9 6 3 27 10 1
4 16 10 6 64 20 4
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Symmetrisierung und Schiefsymmetrisierung von Tensoren

Satz 26.10
Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0 und
r € Np.

@ Der Endomorphismus (genannt die Symmetrisierung)

®r ®r Qr
VO 5t Sym(t |ZP )e Ver c v

sym
" o€eSs,

bildet beliebige Tensoren in V®" auf symmetrische Tensoren in
VEr ab.

sym

Fir t € V¥ gilt Sym(t) = t genau dann, wenn t € V! is

sym
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Symmetrisierung und Schiefsymmetrisierung von Tensoren

Satz 26.10
Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0 und
r € Np.

@ Der Endomorphismus (genannt die Schiefsymmetrisierung)

r 1 r r
VO 5 t s Skew(t) == = ) (sgno) Ps(t) € VL, € V©

skew —
" o€eS,

bildet beliebige Tensoren in V&' auf schiefsymmetrische Tensoren

. ®r
in V., ab.

Fiir t € V®" gilt Skew(t) = t genau dann, wenn t € V' ist.

skew
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