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§ 23.3 Eigenschaften des
Tensorprodukts
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Elementartensoren bilden ein Erzeugendensystem
=Y,

Lemma 23.12

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Korpgé und (U ® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt: Die Elementartensoren
bilden ein Erzeugendensystem von U ® V.

Beweis, L7 = & (@) (yeyn 7 S UBY  Ukscaum

lkomnonieche Slojekbon T+ UGV — lA@V/ '
weveld == Tluev)= 0 e UWN/y Yue eV

Al Lt To®: UxU ™ {’@V/La Sildeey  wedk
M 2u Do @ 1 UV — M@\}/L)

Ao g e E‘.ﬁ {0((‘4: =0, al® (V= KV.
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Tensorproduktbasis

WV
Lemma 23.12

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Kérzar und (U® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt: Die Elementartensoren
bilden ein Erzeugendensystem von U ® V.

Jeder Tensor t € U ® V lasst sich also schreiben als Linearkombination
von Elementartensoren:

n

t= Z(Oz; u;)® Vj.

i=1

Die Koeffizienten «; konnen alle als 1 gewahlt werden.
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Tensorproduktbasis

Lemma 23.13

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Korper und (U ® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V. Weiter seien By = (u;j);es bzw.
By = (vj)jes Basen von U bzw. V. Dann gilt:

@ Bugv = (Ui ® vj)(ij)eixJ ist eine Basis von U ®@ V
Tanr ecprodudetbawts | lhalnerie Recrs

Q@ dim(U ® V) =dim(U) - dim(V)

O PR > = 0o -
n. oo = pbo
Bo: ©Oo So
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Beispiel eines Tensorprodukts

Beispiel 23.14 W v

Wir betrachten den Kérper K = Z» und ein Tensorprodukt K2 @ K?2.
Dieser Vektorraum hat Dimension 4, also 2* = 16 Elemente:

0(§)®(H)+0(H(N+0(N@(F+0(H(=(5 ()

Le. Swpmn
1(g)@@)+o(g)e(D)+0)e @) +o(D) () =(5)e(3)
0(g)e () +1(m)@@)+o(R)e(5)+0(}) (@) =(5=(1)
0(3)® () +0(5)®()+1(De@@)+o(PH @) =1 (3)
0(3)® () +o(g)@()+o(De@)+1(DHa@) =) a(])

Darstellung als Linearkombination von Darstellung mit
Basistensoren bzgl. der Standardbasis e; ® €; moglichst wenigen
Summanden
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Beispiel eines Tensorprodukts

K? ® K?

Beispiel 23.14
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Beispiel eines Tensorprodukts

K? ® K?

Beispiel 23.14
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Tensorprodukte

Bemerkung 23.15

© Die Darstellung eines Tensors als Summe (Linearkombination) von
irgendwelchen Elementartensoren ist nicht eindeutig.

(é)®(é) (é)®(?)+L(_‘f_)l®(é)
Me®+d e

(1)® (o) + (o) ®(7)

—

(3@ (1)+ ()= (5)

@ Wir verwenden das Symbol ® nicht im Sinne der Bemerkung 7.20,
denn im Allgemeinen gilt

UV £ § WV ]ueu\ve\/%
olle. Tomnrtseen nw o0 Loafuctaen
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Rang eines Tensors

Definition 23.16
Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Korper und (U ® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V.

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

Z ui X vj
= s tev
Bemerkung 23.17

@ Da die Elementartensoren den ganzen Tensorproduktraum U ® V
erzeugen, ist der Rang jedes Tensors endlich.

@ In der Quantenmechanik bezeichnet man Tensoren vom Rang > 2
als verschrankte Tensoren.
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Rang von Elementartensoren”°¢

Lemma 23.18

Es seien U und V Vektorrdume mit Basen iiber demselben Korper und
(U® V,®) ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt:

© Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.
@ Firue UundveVgilt

uv=0 & wu=0o0derv=0

© Jeder Elementartensor u ® v mit u, v # 0 ist vom Rang 1.

Beweis, @ D& e Stwnme it por Dy o Nulteroge .
@ w20 = “ev = (ouY®Vv =0 (uwn) = O
B- G By =g em, Lo Tua T
w®V = 'Z _ apy W eV, =5 L cow4D
SRR P, et Kegf. <0
@ or
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Rang eines Tensors

Beispiel 23.19 vgl. Beispiel 23.14
Der Tensorproduktraum Z3 ® 73 enthilt

@ einen Tensor vom Rang 0

@ neun Tensoren vom Rang 1

@ sechs Tensoren vom Rang 2
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isomorphe Tensorprodukte
Beispiel 23.20

QO KRK=K
®© p —o o fp

Q@ K® U= U fir jeden K-Vektorraum U
OV b A

Q@ UV Z VU fir beliebige K-Vektorraume U und V
WY e vOu
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Komplexifizierung eines R-Vektorraumes

Beispiel 23.21

Es sei V ein R-Vektorraum mit der Basis (v;)jc; und U = C der
R-Vektorraum mit der Basis (1,/). Dann bildet die Familie
(1®vj)jes || (i ® vj)jey eine Basis des R-Vektorraumes C @ V. Jedes

Element von C® V hat also eine im Wesentllchen eindeutige Darstellung
<R =R

V—Z% 19 v)) +Z/J’J i®y) =Y foy

Jj€Jdo Jj€Jh Jj€Jdo ?QC

Wir kénnen im R-Vektorraum C ® V die S-Multiplikation mit Skalaren
in R auf Skalare p € C erweitern: < wC

i (@2V) _ g
Y LAY pv=> (1) ® v

:@arts (A8 jeg j€do
Damit wird C ® V zu einem C-Vektorraum, der die Komplexifizierung

des R-Vektorraumes V genannt wird. v eV < CwoV
[0 &
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§ 23.4 Konstruktion eines
Tensorprodukts
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§ 23.5 Das Tensorprodukt linearer
Abbildungen
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Tensorprodukt linearer Abbildungen

Definition 23.30

Es seien Uy, Uy, V4, Vo Vektorrdume iiber demselben Korper und

(U1 ® Uz, ®) ein Tensorprodukt von U; und U, sowie (Vi ® V5, ®) ein
Tensorprodukt von V4 und V5. Weiter seien f; € Homo(Us, V4) und

f, € Homo(U,, V2).

Dann heift die fiir u; € U; und uy € Us durch

R f: Lol = VieV,
9.’H‘<f4®fz K Uy Q@ up — ﬂ(u1)® fz(u2)
|

logl o
eindeutig bestimmte lineare Abbildung das Tensorprodukt der
Abbildungen f; und 5.
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Darstellungsmatrix des Tensorprodukts linearer Abbildungen

Lemma 23.32

Es seien Uy, Uy, V4, V5 endlich-dimensionale Vektorrdume iiber
demselben Korper K mit Basen By,, By,, By, bzw. By,. Weiter seien

fi € Homo(U1, V1) mit Darstellungsmatrix A = Mg, 5, (f)
f, € Homo(Uz, V2) mit Darstellungsmatrix B = MBVZHBUZ(@).

Ordnen wir die Basen By, gy, und By, gy, lexikographisch, dann gilt
MBy, v, By, (A B ) = AR B € K(mm)x(mma)

mit dem Kroneckerprodukt der Matrizen A und B

all B dl12 B dlmy B

AR B a1B anB axm, B
BN

an11 B 3n12 B - anlml B
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§ 23.6 Darstellung von Tensoren
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Darstellung von Tensoren

Vektorraum V o Tensorproduktraum U ® V
Fir dim(V) = nist Fir dim(U) = n, dim(V) = m ist
vV = K" UV = K™m
Ist By = (v1,...,Vv,) eine Basis Sind By = (v1,...,up) und
von V/, dann reprasentiert ein By = (vi,...,vy,) Basen, dann
Koordinatenvektor x € K" den reprasentiert eine Matrix A € K<™
Vektor den Tensor
v=2_%% =800 =3 a5 (ui®v)
Jj=1 &dh‘{b\”ﬁ&- i=1 j=1
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Darstellung von Tensoren

SatZ 23.34 fllWKGNo

Es seien U und V Vektorraume iiber dem Kérper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V. Weiter seien die Familien

By = (u1,...,upn) bzw. By = (v1,...,vm) Basen von U bzw. V und
Bugv = (Ui ® vj)(ij)e[1,n]x[1,m] die zugehdrige Tensorproduktbasis von
U ® V. Dann gilt:

@ Die Abbildung  ( {(yntaesc)
Gg ., KT A=) Y aj(uiev)eUaV

£ =1 j=1
WOV\U«"‘&AW«

ist ein linearer Isomorphismus K™*™M — U ® V.
p
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Darstellung von Tensoren

Satz 23.34

Es seien U und V Vektorraume iiber dem Kérper K und (U ® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V. Weiter seien die Familien

By = (u1,...,upn) bzw. By = (v1,...,vm) Basen von U bzw. V und
Bugv = (Ui ® vj)(ij)e[1,n]x[1,m] die zugehdrige Tensorproduktbasis von
U ® V. Dann gilt:

@ Der zu ¢BU®V inverse Isomorphismus ist die Abbildung [AM@[[?/()

q)fl

Bugv

UV at— Ae K™,

die jedem Tensor t € U ® V seine eindeutige
Komponentenmatrix A € K"*™ bzgl. der Basis Bygy zuordnet.
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Komponentenmatrix eines Tensors

u
Beispiel 23.35  da K™ sz
Wahlen wir in,K" und K™ die Standardbasis (ey, ..., e,) bzw.
(é1,.-.,em), dann besitzt der BaS|stensorLe_,J® & d|e
Komponentenmatrlx ——tp
0000
0 0 1 Of«iteZeile
—1 . ’(—
(DBK"@K'"(G’ ® &) 5 0 000 = QLQ\\r
0000 | =
n 1Jj-te Spalte

Die Komponentenmatrlx des Elementartensors x ® y ist xy"

5 (x0y)-T (% ‘2‘ (%) De )
Q'Z Z XcY; @h\@ ®<) 2; Z;”j(?e
(ZXLZ,, (2% J) {7
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Komponentenmatrix eines Tensors

Beispiel 23.35
Ist  Xha nxe o n =
A=BC= b.j Cje

irgendeine Faktorisierung, dann ist A die Komponentenmatrix des
Tensors

q>BKn®Km (A) = Z bek ® CZ:
A= AT, =T A

Insbesondere ergibt sich, dass A die Komponentenmatrix ist von

& m 2 _

]

¢BKn®Km (A) = Z atj X ej — Z €i ® die
Jj=1 i=1

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 03
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Tensoren und Komponentenmatrizen

Bemerkung 23.36

Obwohl Satz 23.34 einen Isomorphismus zwischen Tensoren und ihren
Komponentenmatrizen herstellt, sollten die beiden Konzepte nicht
gleichgesetzt werden.

Wir sollten also einen Tensor nicht mit seiner Komponentenmatrix
(bzgl. einer bestimmten Tensorproduktbasis) verwechseln, sondern die
Komponentenmatrix als eine Darstellung des Tensors verstehen.
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Darstellung von Tensoren

Vektorraum V
Fir dim(V) = n ist

vV =2 K"

Ist By = (v1,...,V,) eine Basis
von V/, dann reprasentiert ein
Koordinatenvektor x € K" den
Vektor

V—ZXJVJ dg (x)

Die Koordinaten x; kdnnen mit
Hilfe der zu By dualen Basis
von V* ermittelt werden.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)

Tensorproduktraum U ® V
Fir dim(U) = n, dim(V) = m ist

U®V o~ Knxm

Sind By = (v1,...,up) und

By = (vi,...,vy,) Basen, dann
reprasentiert eine Komponentenmatrix
A € K™™ den Tensor

=YD ai(ui®v) =g, (A)

i=1 j=1

Die Komponenten a;; kénnen mit
Hilfe der zu Bygy dualen Basis
von (U ® V)* ermittelt werden.
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duales Tensorprodukt

Lemma 23.37

Es seien U und V endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben
Kérper, (U® V,®) ein Tensorprodukt von U und V sowie
(U* ® V*,®) ein Tensorprodukt der Dualrdume U* und V*. Dann gilt:

@ Die Abbildung WK etomo (U ()
dalropmn ey v P Howe (U, IK)

Y UV (U V) wWEVeto N DK
Tp. Wt danTpp *® * (*®*) * -* o(uoa,:r)
0D Duabrcone Y OV 0 RVI= (0", ) (v", ) 2k

definiert einen kanonischen linearen Isomorphismus.

Dabei ist u* X v* € (U ® V)* gegeben durch die Bilder auf den
Elementartensoren, namlich durch

("' Rv)(u®v) = (u",u)(v',v)
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duales Tensorprodukt

Lemma 23.37

Es seien U und V endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben
Kérper, (U ® V,®) ein Tensorprodukt von U und V sowie
(U* ® V*,®) ein Tensorprodukt der Dualrdume U* und V*. Dann gilt:
@ Es seien By = (u1,...,up) bzw. By = (vi,..., viy) Basen von U
und V und By« = (uf,...,u}) bzw. By- = (v, ..., v}) die
zugeh'drigen dualen Basen von U* volie—V*. Dann ist

A%V PN u*@\l* (u Xv )(/,J)E[[l n]x[1,m]

) m

die zu Bygv = (Ui ® vj)(ij)e[1,n]x[1,m] duale Basis von (U ® V)*.

t=0op, (A « a,J—(u X v; qu (c\]

IAOW\-PUWJ'HD
C({J )
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Rang eines Tensors ist Rang seiner Komponentenmatrix

Satz 23.38

Es seien U und V Vektorrdaume iiber demselben Kdrper K mit
dim(U) = n € Ny und dim(V) = m € Ny sowie (U® V,®) ein
Tensorprodukt von U und V. Weiter seien die Familien By und By
Basen von U bzw. V und Bygy die induzierte Basis von U ® V.

Dann gilt fiir jeden Tensor t € U ® V und seine Komponentenmatrix
A € K™ bzgl. der Basis Bygy: Ukala , Lou oo Rocazen

— 7
Rang(t) = Rang(A)
T ot von oleen Rooven
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Rang eines Tensors ist Rang seiner Komponentenmatrix

Rang(t) = Rang(A)

Beweis. 'ng(—‘f)# = Rog (A), A=RC s
Rougfaldoneahuny Lho(j 44 %) it Kéu“”f,c;cb(”"‘"
L= z“"z e (we®v) Z Z Z'owck (kc®y; )

Z(Z bt )O(i Ck/v\j> =°72a»\gc-k)sw(ﬁ)
Ra (mkt;z;pg(ﬁ-ar ’ ?amwkm
U oy - E(Z wd)elE

et w L weod LR(Ca. Velefoman

-

=TT 2T uty (wsy )

A Al

;—N__/
=
= A = ’;(] L 1n »&Mm\ ,Lmvu\.’lm,n\rs
he 7 L
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maximaler Rang eines Tensors

Folgerung 23.39

Es seien U und V Vektorrdume mit Basen iiber demselben Korper und
(U® V,®) ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt:

Q Firalle t € U® V gilt Rang(t) € No.

@ Hat mindestens einer der Rdume U und V endliche Dimension, so
gilt firallete U® V

Rang(t) < min{dim(U),dim(V)}.

Fiir jedes r € No mit r < min{dim(U),dim(V)} existiert ein
Tensor t € U ® V mit Rang(t) = r.

© Haben U und V beide unendliche Dimension, dann existiert fiir
jedes r € Ny ein Tensor t € U ® V mit Rang(t) =r.
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§ 23.7 Transformation von
Komponentenmatrizen bei
Basiswechsel
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Transformation von Komponentenmatrizen

By = (u1,...,u,) und §U:(ﬁl7...,ﬁn) Basen von U
By =(vi,...,Vy) und §V:(V1./...,Vm) Basen von V

oLk nec

Ubergangsmatrizen S = Toyp, €K™ und T =Ty 5 €K™™M

n

n
~ —1y ~
i = g sjui bzw. uj= g (57 )wi Uk
i=1 k=1
m

m
und T/\J = Z tij Vi bzw. v, = (T_l)g,' vy
i=1 /=1
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Transformation von Komponentenmatrizen

W = Z(S_l)ki U, und v, = Z(T_l)g,' Vg
k=1 /=1

n m m

t=> > ai(u©v) ZZ%( B k'“k) (Z fJVIZ)

i=1j i=1 j=1 k= (=1

I
._.

n m JA N
Z 1)/« )i ( 7T)j£ Uk ® vy
1i=1j=1 T M 4

(STTATT) (@@ W)
ke

Il
M- 1
NE

s |l

Il
NE

1¢

\T
=
I

—

A = 51 A TT

W.
KC"’VI;"‘:‘(\IZK) M§U<_‘§\x/(f) - 77§u<—3u MBUFBV* (f) 7713V*<_§‘*/ L&?@%
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§ 23.8 Tensoren als lineare

Abbildungen

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 03 29 / 37



Tensoren ,sind” lineare Abbildungen \fk——\ A

Satz 23.40

Es seien U und V endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben
Kérper K und (U ® V,®) ein Tensorprodukt von U und V. Dann
besteht der folgende kanonische Isomorphismus, der durch seine Bilder

auf den Elementartensoren eindeutig bestimmt ist:
— SCleas
IU®V3u®ve— (-,v)u e Homo(V*, U)

mert"awf vV

Sind By bzw. By, Basen von U bzw. von V mit den zugehdrigen dualen
Basen By« bzw. By, dann gilt:

Sgo. (1) = Mpyep,. (I(t))
Konap. o Dorce |l bratoss
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U® V = Homo(V*, U)

Komponentendarstellung von t € U ® V

Do a(uie )

i=1 j=1

Wirkung als lineare Abbildung in Homo(V*, U)

ZZQU vj)

i=1 j=1

/W(’d—(bﬂ){@u
Einsetzen von v* =", m;vi € V*
n =
Zzalj 7 j)ui = Z ( ZQCJ l/lj ) Wi
i=1 j=1 I'l (=t J
! VoMV T,
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Homo(V*, U): Realisierung durch Komponentenmatrizen

Eingang V* Koordinaten
* ey
> 2
60 e —1
5 teU®V 5 A=dg (1)
< 3
L X
fe v € Km
vieV '1«"'7 ol
T Dlee
a1 - adim Acture
te UV ; ; ‘dU1‘ .
an]_ st anm WJ
\eoufin~
. hed
Das Resultat an a.j € K" reprasentiert einen Vektor aus U.
Jj=1
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U® V = Homo(U*, V)

Komponentendarstellung von t € U ® V

> a(uiey)

i=1 j=1
Wirkung als lineare Abbildung in Homo(U*, V)
Zzau uj) vj
i=1 j=1 b@m(,\
- ot

Einsetzen von v* = Y7 & uf € U*

ZZQ” " o= J~\<(4 )VJ.

i=1 j=1 E’
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Homo(U*, V): Realisierung durch Komponentenmatrizen

Eingang V* Koordinaten
* c
> 2
& £ A=t
c teU®V 5 =g, (1)
) o}
= )
i N4
%
v all ... a].
> < | "
W telU®V w I
S g ’(‘ anl "' dnm

——3

n
Das Resultat Z{,- aje € K, reprasentiert einen Vektor aus V.
i=1
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U® V = Homo(U* ® V* K)

Komponentendarstellung von t € U ® V

> a(uiey)

i=1 j=1

Wirkung als lineare Abbildung in Homo(U* ® V*, K)

Zzaij<"uj><"vj>

i=1 j=1

Einsetzen von u* =31, &uf € U und v =3 " ;v € V*

n

S auy = L& gy,

i=1 j=1 *S-‘j D
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Homo(U*® V* K): Realisierung durch Komponentenmatr.

Eingang V* Koordinaten
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Das Resultat ZZ& n; ajj € K ist eine Zahl.
i=1 j=1
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Zusammenfassung der kanonischen Isomorphismen
Howo (I, UGV)

fuev [

@ Ein Tensor in U ® V kann an seinen beiden , Eingangen” Vektoren
aus U* bzw. V* entgegennehmen.

@ Wird ein Eingang mit einem Vektor belegt, so wird er vom Tensor
.konsumiert”. Der Faktor entsprechende Faktor in U ® V wird
dabei ,verbraucht".

@ In Komponentendarstellung wird die entsprechende Achse mit dem
Koordinatenvektor des anliegenden Vektors kontrahiert.
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