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§ 20.1 Der Dualraum eines
Vektorraumes
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Erinnerung: Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Sind V und W Vektorrdume liber dem Korper K, dann bezeichnet
Homo(V, W) = {f: V — W|f ist linear}
den Vektorraum der linearen Abbildungen f: V — W.

Linearitdt von f heilst
f(alvl + Oész) = alf(vl) aF OQf(VQ)
Vektorraumstruktur von Homo(V, W)
(f +&)(v) = f(v) + g(v)

(af)(v) = af(v)
Es gilt dim(Homo(V, W)) = dim(V) - dim(W).
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der Dualraum eines Vektorraumes

Definition 20.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Der Vektorraum

V* :=Homo(V,K) ={f: V — K| f ist linear}
der linearen Abbildungen V — K heilt der (alg.) Dualraum von V.

Die Elemente von V* heilen lineare Funktionale auf V oder
Linearformen auf V oder Covektoren.
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2

@ Projektion auf die i-te Koordinate ist eine Linearform auf K"

@ Auswertungsabbildung ist eine Linearform auf KX
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2
@ Fiir Aec KX ist f4: K" — K eine Linearform auf K".

Q Ist B=(vy,...,Vv,) eine Basis von V, dann hat v* € V* die
Darstellungsmatrix
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2

@ Ist f: V — R eine differenzierbare Funktion, dann ist die Ableitung
f'(v): V — R an jeder Stelle v € V eine Linearform auf V.
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zur Sprechweise und Bedeutung

Bemerkung 20.3
Ist v* € V* und v € V, so sagen wir zu v*(v):
@ Wir setzen den Vektor v in die Linearform v* ein.

@ Wir wenden die Linearform v* auf den Vektor v an.

Bemerkung 20.4
o Linearformen sind ,Messgerate”, mit denen Vektoren ,,gemessen’
werden. Das Ergebnis ist eine ,,Zahl", also ein Element in K.
@ Vektoren, Covektoren und Skalare tragen oft physikalische
Einheiten. Es gilt [V*] - [V] = [K].

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 01 7/ 47


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Vektoren und Covektoren

primaler Vektorraum V dualer Vektorraum V*

Vektoren sind Elemente von V Covektoren sind Elemente von V*

Covektoren sind lineare
Abbildungen in Homo(V/, K)
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duale Paarung

Definition 20.6

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.

Die Abbildung
(-,): VIx Vo (vv)= (v',v)=vi(v)e K

heilt die (kanonische) duale Paarung von V* und V.
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die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten

Lemma 20.7

Es sei V' ein Vektorraum liber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Die duale Paarung (-, -) ist linear in beiden Argumenten, also

{avi +Bv5,v)y=a(vi,v)+B{(v,v)
(v',avi+pBwv)=a(v',v)+B{(v,wn)

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 01 10 / 47


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Konstruktion von Linearformen

Erinnerung: Lineare Abbildungen sind durch die Bilder einer Basis
eindeutig festgelegt.

Satz 20.8 vgl. Satz 19.6

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (v;)je/ eine Basis von V.

Die Zuordnung

Ig: V3 v = (v v)ig € K'

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Dimension des Dualraumes

Folgerung 20.9

Es sei V' ein Vektorraum liber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist dim(V) = n € N, dann gilt VV = V*, also dim(V/) = dim(V*).

Beweis.
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duale Basis

Satz 20.10

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,Vv,) mit n € Ny eine Basis von V/, dann bilden die

Linearformen v € V*, i =1,...,n, definiert durch
. 1 imFalli=j
(Vi ==
0 imFallji#

die zu B duale Basis von V*.

Beweis. lineare Unabhangigkeit:
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duale Basis: , Koordinatenermittler”

Satz 20.10

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,Vv,) eine Basis von V und B* = (v{,..., V) die
zugehdrige duale Basis von V*, dann gilt

n
v:z<v,-*,v> Vi und v* :Z<v*,v,-> v/
i=1 i

Beweis.
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duale Basis

Beispiel 20.13
Q Essei V =K"und B = (ei,...,e,) die Standardbasis.
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duale Basis

Beispiel 20.13
@ Essei X = {x1,...,x,} eine endliche Menge mit n € Ny paarweise
verschiedenen Elementen. Die charakteristischen Funktionen
B :=(e,...,e,,) bilden eine Basis von K*.

Die zugehdrige duale Basis ist B* == (E,,, ..., Ey,), wobei E,, eine
Funktion X — K an der Stelle x; € X auswertet.
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duale Basis

Beispiel 20.13
© Es sei V C QW der Unterraum, der von der Basis

B=(t—1, twt, twt?)

aufgespannt wird.

Die duale Basis B* kann in Form von
Punktauswertungsfunktionalen dargestellt werden:

(p=p(0), P 3p(1) = 3p(=1), P+ 3p(1)+ 3p(=1) — p(0))
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duale Paarung: Auswertung mittels Koeffizientenvektoren

Lemma 20.14
Es sei V/ ein Vektorraum mit Basis B = (vi, ..., v,) und zugehdriger
dualer Basis B* = (v;,..., v, ). Sind

n n
v = E &vi und v = E Xj Vj
i=1 j=1

die Darstellungen von v* € V* bzw. v € V bzgl. dieser Basen, dann gilt
n
(V') =) gx=¢6"x
j=1

Beweis.
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|dentifikation von (K")* mit K"

Bemerkung 20.16

o Wir werden in K" wann immer méglich die Standardbasis
B, = (e1,...,e,) verwenden.

@ Vektoren v € K" stimmen dann mit ihren Koordinatenvektoren
X = ¢'E:(v) iberein.

@ Im Dualraum (K")* verwenden wir dann die duale Basis
B = (m1,...,mn).

o Linearformen v* € (K")* werden iiber ihre Koordinatenvektoren
£ = (DE;(V*) € K" dargestellt.

@ Wir gehen einen Schritt weiter und identifizieren £ € K" mit
v* € (K")" liber den Isomorphismus CDE;.
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 20.17

Q Ist B = (v;)jes eine Basis von V' mit unendlicher Indexmenge /,
dann ist zu B die gleichmichtige Familie B* := (v/")igs in V* mit

1 imFalli=j

Wit vid = 0y {0 0 Bl 2

zwar linear unabhidngig in V*, aber kein Erzeugendensystem:
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 20.17

@ Jeder Vektorraum besitzt einen Dualraum, jedoch ist nicht jeder
Vektorraum selbst ein Dualraum.

Beispielweise kann ein Dualraum keine abzahlbar unendliche Basis
besitzen.

Damit ist der Vektorraum (K)o der endlich getragenen Folgen
iber einem Korper K kein Dualraum.
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§ 20.2 Transformationsmatrizen
des Basiswechsels
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primaler und dualer Basiswechsel

Lemma 20.18 vgl. Lemma 19.16
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kdrper K mit Dualraum V* und
e By =(v1,...,v,) und §V =(w,...,Vy) Basen von V
e By =(vf,...,v}) und By~ = (Vf,...,v}) die dualen Basen dazu

. T _ R - R .
ISt T — 7‘Bv* %B\/* — MB\/* %Bv* (ld\/*)

Fiir Koordinatenvektoren gilt

x=TXx £E=TT¢
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primaler und dualer Basiswechsel

Lemma 20.18

T=T, = T =T,

V<_§V BV* <_§V*

Beweis.
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kovariante und kontravariante Transformation

Bemerkung 20.19

Transformationen von neu nach alt:
n
Basis v; = E i
i=1
n
Koordinaten eines Vektors X; = E (T N)iixi
i=1

n
Koordinaten eines Covektors & = Z it
i=1
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§ 20.3 Annihilatoren und
Pra-Annihilatoren
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Annihilatoren

Definition 20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
© Fir M C V heilt

MO = {v* € V*|{v*,v) =0 fiir alle v € M}

={v" € V*|M C Kern(v*)}

_ ﬂ {V}Og V*

veM

der Annihilator von M.
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Pra-Annihilatoren

Definition 20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fiir F C V* heilt

OF = {ve VI|{v',v) =0 firalle v: € F}

der Pra-Annihilator von F.
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Annihilatoren und Pri-Annihilatoren trivialer Unterraume”°¢

Lemma 20.21
Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Q@ {0y} =V~

Q@ V0 ={0y}

(3] 0{0\/*} =V

@ °(v)={ov}
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Lemma 20.22
Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q Ist M C V, dann ist M° ein Unterraum von V/*.
Weiter gilt M° = (M)°,
Q Ist F C V*, dann ist °F ein Unterraum von V.
Weiter gilt °F = °(F).
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Basen von Annihilatoren und Pra-Annihilatoren

Satz 20.23
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,v,) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
Q Ist (v1,..., vk) eine Basis des Unterraumes U C V/, dann ist
(Vii1s---» V) eine Basis von U, also gilt

dim(U°) = dim(V) — dim(U)

@ Ist (vf,...,v;) eine Basis des Unterraumes F C V", dann ist
(Vkt1,--.,vn) eine Basis von OF, also gilt

dim(°F) = dim(V*)—dim(F) = dim(V/)—dim(F)
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alle Unterrdume sind Pra-Annihilatoren®°¢

Lemma 20.25

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Fiir jeden Unterraum U C V gilt

U= [ Kem(v")="(U°

v*elo
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Bestimmung von Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Lemma 20.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,v,) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).

© Esseien U C V ein Unterraum und X = ¢ (U) C K" der
Unterraum der zugehorigen Koordinatenvektoren.

Dann gilt fiir den Annihilator /°

U° = ch*(XO) mit X% = {{ € K”‘fo:O fur alle x € X}.
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Bestimmung von Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Beispiel 20.27
Es sei V C QU der Unterraum, der von B aufgespannt wird:

B=(t—1, t—t, t— t2)
B* = (p— p(0), p > 3p(1) — 3p(—1), p = 3p(1) + 3p(—1) — p(0))

X0 ={6ecQ®|tTx =0fiiralle x € X} = Kern([

o~
o
=Oo
-
Il
S
—~
o~ |,
N————
\/

U° = &g, (XO)
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Bestimmung von Pra-Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Lemma 20.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,v,) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
@ Es seien F C V* ein Unterraum und = = dJE}(F) C K" der

Unterraum der zugehorigen Koordinatenvektoren.

Dann gilt fiir den Pri-Annihilator °F

OF =0p(°2) mit °Z={xeK"|{x=0firalle { € Z}.
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Bestimmung von Pra-Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Beispiel 20.27
Es sei V C QU der Unterraum, der von B aufgespannt wird:

B=(t—1, t—t, t— t2)
B* = (p— p(0), p > 3p(1) — 3p(—1), p = 3p(1) + 3p(—1) — p(0))

0= — {x e Q®|¢"x =0fiiralle € € E}ZKem([l11]):<(_(1)1)’(_?1>>
°F = 95(°3)
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@®®® Roland Herzog (Heidelberg University)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

§ 21 Duale Homomorphismen
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dualer Homomorphismus

K wf_v
\_/

v¥=w*of

Definition 21.1

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K und
f € Homo(V, W). Dann heift f*: W* — V*, definiert durch

f*(w*)=w*of

der zu f duale oder transponierte Homomorphismus.
v* = w* o f heiRt der Pullback von w* durch f.
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dualer Homomorphismus ist tatsachlich linear

Lemma 21.2

Es seien V und W Vektorraume liber dem Korper K und
f € Homo(V, W). Dann ist f* € Homo(W*, V*).

Beweis. f* ist additiv:

f* ist homogen:
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.3
@ Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann gilt idy, = idy/«.

@ Essei V = K" iiber dem Kérper K und 7;: K" — K die
Projektion auf die i-te Koordinate.
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.3

© Essei V = K131 der Vektorraum der endlichen Folgen der Linge 5
iiber einem Kérper K und f der Shift-Endomorphismus nach rechts:

f(y1,¥2,¥3,¥a,¥5) = (0, y1, 2, y3, ya)
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Dualisieren der Synthese-Abbildung

Lemma 21.4
Es sei V ein Vektorraum mit Basis B = (vi, ..., v,) und zugehdriger
dualer Basis B* = (vy,...,v;). Dann gilt:

© Die duale Abbildung der Synthese-Abbildung ®5: K" — V ist die
Analyse-Abbildung ®51: V* — K", also % = ¢l

@ Die duale Abbildung der Analyse-Abbildung d>§1: V — K" ist die
Synthese-Abbildung ® 5. : K" — V*, also ¢5* = &g,
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Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen

Lemma 21.5
Es seien U, V und W Vektorrdume iiber dem Korper K.

Fir f € Homo(V, W) und g € Homo(U, V) gilt
(fog)*=g*of".

Beweis. Ubung
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.6
Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.

o
f—f*

ist ein injektiver*°C Homomorphismus.

Beweis.
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.6

@ Sind V und W endlich-dimensional, dann ist D auch surjektiv, also
ein Isomorphismus. Dann gilt

dim(Homo(W™, V*)) = dim(Homo(V, W)) = dim(V) dim(W)

Beweis.
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Injektivitat und Surjektivitat von f und f*

Satz 21.7

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.
@ f € Homo(V, W) injektiv < f* € Homo(W*, V*) surjektiv.A°¢
@ f € Homo(V, W) surjektiv < f* € Homo(W?*, V*) injektiv.A°¢
© f € Homo(V, W) bijektiv < f* € Homo(W*, V*) bijektiv.A°
Q Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)~! = (f~1)*.
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§ 21.1 Darstellungsmatrizen dualer
Homomorphismen
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Darstellungsmatrizen dualer Homomorphismen

Satz 21.8

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K mit Basen
By = (vi,...,Vm) bzw. By = (wi,...,w,) und f € Homo(V, W).

A:MBWer(f) = AT :MBV_B;V(I[*)

Beweis.
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Rang der dualen Abbildung

Folgerung 21.9

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tber dem
Korper K.

Fir f € Homo(V, W) gilt Rang(f*) = Rang(f).

Beweis.
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duale Abbildung der von einer Matrix induzierten Abbildung

Folgerung 21.10
Es seien K ein Korper und A € K"*™. Fiir die duale Abbildung zu f4 gilt
(fa)" = fur.

Beweis.
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Transform. von Darstellungsmatrizen dualer Abbildungen

M§W<—§v(f) - 7-I§W<—BW MBW&Bv(f) 7-Bv<—§v

Mp. 5 (F7) = Tgo p; Mayesy, (F) Tge 0
v w Vv 1 w w
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