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§ 20 Dualraume
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§ 20.1 Der Dualraum eines
Vektorraumes
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Erinnerung: Homomorphismen zwischen Vektorraumen

Sind V und W Vektorrdume liber dem Korper K, dann bezeichnet
Homo(V, W) = {f: V — W|f ist linear}
den Vektorraum der linearen Abbildungen f: V — W.

Linearitat von f heilt
0y, ol €K
f(alvl + Oész) = alf(vl) + Ozzf(Vz) V}HV?—G'\/

Vektorraumstruktur von Homo(V, W)
J (e Horao( Vi Lo 1D

(f +&)(v) = f(v) +&(v)
b b
(af)(v) = af(v)
Es gilt dim(Homo(V, W)) = dim(V) - dim(W).
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der Dualraum eines Vektorraumes
Definition 20.1 Qvoe_—zn&ﬁ(AH Wi tno(W L) mid Lo=K
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Der Vektorraum
V" :=Homo(V,K) = {f: V — K|f ist linear}
der linearen Abbildungen V — K heilt der (alg.) Dualraum von V.

Die Elemente von V* heilen lineare Funktionale auf V oder
Linearformen auf V oder Covektoren.

OVt hedpt  did Nudigocn.
ng_,\/3 =0 EK  fArale veV
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2

@ Projektion auf die i-te Koordinate ist eine Linearform auf K"

To: W zxe=> x; €K

~ LXK
@ Auswertungsabbildung ist eine Linearform auf KX
X vt HMeye, W ol Worper
Ex W agf—bg(xo)ck

f

XX
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2
@ Fir Ae K" ist fa: K" — K eine Linearform auf K".
)

fA:\LhSXt——be < K

il

Q Ist B=(vy,...,Vv,) eine Basis von V, dann hat v* € V* die
Darstellungsmatrix

* AX
Mwo—g wh) < [V(V45 - - \/*(\l,,d] el

n
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der Dualraum eines Vektorraumes

Beispiel 20.2

@ Ist f: V — R eine differenzierbare Funktion, dann ist die Ableitung
f'(v): V — R an jeder Stelle v € V eine Linearform auf V.

{{(N Vo8 LW &) er
Rddunpay,
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zur Sprechweise und Bedeutung

Bemerkung 20.3
Ist v* € V* und v € V, so sagen wir zu v*(v):
@ Wir setzen den Vektor v in die Linearform v* ein.

@ Wir wenden die Linearform v* auf den Vektor v an.

Bemerkung 20.4

@ Linearformen sind , Messgerate”, mit denen Vektoren , gemessen”
werden. Das Ergebnis ist eine ,,Zahl", also ein Element in K.

@ Vektoren, Covektoren und Skalare tragen oft physikalische

Einheiten. Es gilt [V*] - [V] = [K]. )
Bepett CN)=J=Nun (Ehoged Cv] = e

£ (6v)
N hn
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Vektoren und Covektoren

primaler Vektorraum V
—
Vektoren sind Elemente von V

VeleRepm,, cind'' Caadia
ltnreve  Aldorlaliciy

L5 & o avel

V Y Homo (K, V)
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dualer Vektorraum V*
quaer

Covektoren sind Elemente von V*

Covektoren sind lineare
Abbildungen in Homo(V/, K)
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duale Paarung

Deﬁnitio%&; /
Es sei V/"ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dualraum V*.

Die Abbildung 24 b Nt .

(-,): VEx V3(viv) »—>\<v* , v>!:: vi(v) e K

heilt die (kanonische) duale Paarung von V* und V.
fmCdzd' bl vou o L9210 edes Roete
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die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten

Lemma 20.7

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Die duale Paarung (-, -) ist linear in beiden Argumenten, also
{avi+Bvs,v) =alvy,v)+B({v,v)
(v avi+Bva) =a(v',vi) +B(v",v2) Ldr vpv?

*
Beweis. ¢ <V €4V v = (vt AV (V)
RV I RS /AN VU DR SRS PN
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Konstruktion von Linearformen

Erinnerung: Lineare Abbildungen sind durch die Bilder einer Basis
eindeutig festgelegt.

Satz 20.8 vgl. Satz 19.6

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.
Weiter sei B = (v;)je/ eine Basis von V.

Die Zuordnung

Ig: V"3 v = (v v)ig € K'
" .
’Fap‘m‘kn:du‘ RGles doy Basw

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
N x - —
NSRS ) 0o Emc’ow‘( A&
V’b ",\:/ Mf
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Dimension des Dualraumes

Folgerung 20.9

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Dualraum V*.

Ist dim(V) = n €/Np, dann gilt V = V*, also dim(V/) = dim(V*).
Beweis. 3=~—(v4,.,,v\,.3 Larvs vou
Lok 208 Tomaphismus
-
Ta A l'—D( D, =~ <V D ) LN
A((\) ' \/‘I‘P L(I/l = \/
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duale Basis

Satz 20.10

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,v,) mit n € Ny eine Basis von V/, dann bilden die
Linearformen v € V*, i =1,...,n, definiert durch

. 1 imFalli=j
(vi',vj) =8 = . .,
0 imFalli#

die zu B duale Basis von V*.

Beweis. lineare Unabhangigkeit:
0=CO, N> =< TS, V7 = Zac eV = oy

P = ~2

:&)
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duale Basis: ,Koordinatenermittler”

Satz 20.10

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.

Ist B = (v1,...,Vv,) eine Basis von V und B* = (v{,...,v;) die

zugehorige duale Basis von V*, dann gilt B Rt

n r n
v= > (v, und vi=) (viv) v
v omckh da V owcllt e

Beweis. (e Womrd. ¢ .

(e W oA . v V
vou Vv bl B
%l begl, BT
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duale Basis

Beispiel 20.13
Q Essei V=K"und B = (ei,...,e,) die Standardbasis.

& =(1,, - 7, ) Pojpkhoci oand KowrA.

(T e » = <y, j > =9

O -OAT-O
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duale Basis

Beispiel 20.13

@ Essei X = {x1,...,x,} eine endliche Menge mit n € Ny paarweise
verschiedenen Elementen. Die charakteristischen Funktionen
B :=(e,...,e.,) bilden eine Basis von K*.
Die zugehdrige duale Basis ist B* == (E,,, ..., Ey,), wobei E,, eine
Funktion X — K an der Stelle x; € X auswertet. f

/cu/vua‘lwmn
4(‘,)((_-‘QXJ- S = exj (x) Hnletirte
N
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duale Basis

Beispiel 20.13

© Es sei V C QU der Unterraum, der von der Basis

B=(t—1, tt, twt?)
aufgespannt wird.
Die duale Basis B* kann in Form von
Punktauswertungsfunktionalen dargestellt werden:
(p=p(0), P> 3p(1) = 3p(=1), P+ 3p(1)+ 3p(~1) — p(0))

/l O l,(_,-l.\co

2 2

0) 3730 =1 4-4-0=0
0 27279 sei-o=t
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duale Paarung: Auswertung mittels Koeffizientenvektoren

Lemma 20.14
Es sei V/ ein Vektorraum mit Basis B = (vi, ..., v,) und zugehdriger
dualer Basis B* = (v;,..., v, ). Sind

n n
v = E &vi und v = E Xj Vj
i=1 j=1

die Darstellungen von v* € V* bzw. v € V bzgl. dieser Basen, dann gilt
Z@XJ
_/ 1

Beweis. 4\/1’ vy = < ,gZ;I £ Z Xl/

Z Eox; 4\/,;*,\0') Z Zx
=t g ’>c{3 I
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|dentifikation von (K")* mit K”

Bemerkung 20.16

o Wir werden in K" wann immer méglich die Standardbasis
B, = (e1,...,e,) verwenden.

@ Vektoren v € K" stimmen dann mit ihren Koordinatenvektoren
X = ¢'E:(v) iberein.

@ Im Dualraum (K")* verwenden wir dann die duale Basis
B = (m1,...,mn).

o Linearformen v* € (K")* werden iiber ihre Koordinatenvektoren
&= (DE;(V*) € K" dargestellt.

@ Wir gehen einen Schritt weiter und identifizieren £ € K" mit
v* € (K")" liber den Isomorphismus CDE;.

<V"lv‘) = E7X

fm[m v¥
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 20.17

Q Ist B = (v;)jes eine Basis von V' mit unendlicher Indexmenge /,
dann ist zu B die gleichmichtige Familie B* := (v/");igs in V* mit

1 imFalli=j

.*7 e :51:
it vid = 0y {0 0 Bl 22

zwar linear unabhingig in V*, aber kein Erzeugendensystem:

D Lnearfon., v' mi®
vy =1 b ale R
leain et p(p\rﬁukuz(‘ wodb .
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Dualraume unendlich-dimensionaler Vektorraume

Bemerkung 20.17

@ Jeder Vektorraum besitzt einen Dualraum, jedoch ist nicht jeder
Vektorraum selbst ein Dualraum.

Beispielweise kann ein Dualraum keine abzahlbar unendliche Basis
besitzen.

Damit ist der Vektorraum (K)o der endlich getragenen Folgen
iber einem Korper K kein Dualraum.
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§ 20.2 Transformationsmatrizen
des Basiswechsels
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primaler und dualer Basiswechsel
QE 1

. WAUA"
Lemma 20.1 vgl. Lemma 19.16
Es seien Y ein Vektorraum iiberdem Korper K mit Dualraum V* und
@ By =(v1,...,vy) und §V =(w,...,Vy) Basen von V
e By =(vf,...,v}) und By~ = (Vf,...,v}) die dualen Basen dazu

Mlt T = TBV<_§V = MBV<_§V(idV) WQMMMAM
ist T =T,

Bv* %év* = MB\/* %év* (ld\/*)

Fiir Koordinatenvektoren gilt

x=TXx =T7T¢
= N\ _ — A
2\,»— ,&‘ X = Jg\lf__,"&ur g
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primaler und dualer Basiswechsel

Lemma 20.18
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kovariante und kontravariante Transformation

Bemerkung 20.19

Transformationen von neu nach alt:
n
Basis v; = Z Tijvi /)20‘(1)‘04%
::nl
Koordinaten eines Vektors X; = Z(T’T)U i leovNavanmnt

i=1

Koordinaten eines Covektors EJ = Z T;i & ovarbet
i=1
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§ 20.3 Annihilatoren und
Pra-Annihilatoren
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Annihilatoren

prbasl
Definition20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir M C V heillt

MO = {v* € V*|{v*,v) =0 fiir alle v € M}

={v" € V*|M C Kern(v*)}
- N rcv
veM

der Annihilator von M.

W commets ol Linscoflrimen ol 0
MeV  rochlon
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Pra-Annihilatoren

Definition 20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
@ Fir F C V* heillt

OF .

Il
—
<
m
<
—
<
*
<
~
Il
o
-+
c?
=
o
o)
<
*
m
~r]
—

der Pra-Annihilator von F.

°F soummedd ol Vdesey cof demen
slie Lingaggimen un T & V' oo,
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Annihilatoren und Pri-Annihilatoren trivialer Unterraume”°¢

Lemma 20.21
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Q@ {0y}°=vVv* ’A(&(—CMWJDYM vortdhaie o Q.

© VO={0y} M M/\)LA,(((QJ’W Verdda el ote t
anf gouz .

0 °{0v-} =V Dl Ml foren S5ctaes Goar \V,
aM,r O K ob.

0 °(v)={0y} D& auzge Ve, Ouyf cle afe
e Clnapornae— vsdawhdter, 151 Oy -
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Annihilatoren und Pra-Annihilatoren sind Unterraume

Lemma 20.22
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Q Ist M C V, dann ist M° ein Unterraum von V*.
Weiter gilt M° = (M)°,

Q Ist F C V*, dann ist °F ein Unterraum von V.
Weiter gilt °F = °(F).

Bewees des UR~ Elgtinclaaft wil UP ~ Litereun,
e <y = <H?° <
Tet NA T . dont auwmchdlavt Vb ogeacta
e Lvou 1, ohh. Viamni, awclh <M.
D M° e <7’
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Basen von Annihilatoren und Pra-Annihilatoren

Satz 20.23
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,vy) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
Q Ist (v1,..., vx) eine Basis des Unterraumes U C V/, dann ist
* * H o 0 .
(Vii1---,V,) eine Basis von U”, also gilt U U°
dim(U°) = dim(V) — dim(U) PN e
= codim (WO
@ Ist (vf,...,v;) eine Basis des Unterraumes F C V", dann ist
(Vii1,--.,V,) eine Basis von °F, also gilt

dim(°F) = dim(V*)—dim(F) = dim(V)—dim(F)
= codiw (F)

—_—

.{- A le ey [
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alle Unterraume sind Pré—Annihilator@

Lemma 20.25

Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Fiir jeden Unterraum U C V gilt

U= [ Kem(v')="(U°

v*elo
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Bestimmung von Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Avolye—Abb .
Lemma 20.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit def Basis
B = (v1,...,v,) und dualer Basis B* = (v{,..., ).

© Esseien U C V ein Unterraum und X == ¢ (U) C K" der
Unterraum der zugehorigen Koordinatenvektoren.

Dann gilt fiir den Annihilator U° £ \id

U° = ch*(XO) mit X% = {5 € K"‘fo:O fur alle x € X}.

T4 Vo LZ)&WA_!} e MWQJ’IQ(A L—§f
Wit WO
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Bestimmung von Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Beispiel 20.27

Es sei V C QU der Unterraum, der von B aufgespannt wird:
B=(t—1, t~t, t— t2)

B* = (p— p(0), p > 3p(1) — 3p(—1), p = 3p(1) + 3p(—1) — p(0))

Wir suchen den Annihilator von U = ®g(X) mit X = <<%), <§>>
= L EreaUet ) T ot g, 0o
-1
{§€Q3|§\Tﬁ—0furalleX€X}—Kern([ 58 = << 1 )>
x'3
V=05 (x0) = L p o — b0 +Lp1—4 pl-0 >
/Pméz_-_ \D&J‘ L_f' WV’HM(M Ll*b(/{’(‘t) A € o C?.

—
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Bestimmung von Pra-Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Lemma 20.26
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,vy) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
@ Esseien F C V* ein Unterraum und = := ®51(F) C K" der

Unterraum der zugehorigen Koordinatenvektoren.

Dann gilt fiir den Pri-Annihilator °F

F=05(°2) mit == {xe K"|[{x=0firalle { € =}.

T, v ) wa;tc“ howognes LSS
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Bestimmung von Pra-Annihilatoren mit Koordinatenvektoren

Beispiel 20.27
Es sei V C QU der Unterraum, der von B aufgespannt wird:

B=(t—1, t~t, t— t2)
B* = (p— p(0), p > 3p(1) — 3p(—1), p = 3p(1) + 3p(—1) — p(0))

Wir suchen den Pra-Annihilator von F = ®4.(Z) mit = = <(i>>
= b p o xplay | oe&d

0= —(xcQ3|e"x=0fiiralle £ € E}:Kern([l11]):<(_(1)1),(_c1)1>>

OF—oy0z) =~ L E > £, tre £ >
: { % = pl4) Gnm—
Pobe : RBett wodkn Jatrachliln YA P SR hin
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§ 21 Duale Homomorphismen
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dualer Homomorphismus

K wf_v
\_/

v¥=w*of

Definition 21.1

Es seien V und W Vektorrdume liber dem Korper K und
f € Homo(V, W). Dann heift f*: W* — V*, definiert durch

f*(W*) =w*of -€\/‘r) cleo (r= .o {

der zu f duale oder transponierte Homomorphismus.
v* = w* o f heiRt der Pullback von w* durch f.

K*(""*) (v) = W) HueV el
< g*(w*)l v >V,, y = < W (f(v\ >w* -
{7 Mot Coveitarca caandl { fpeartd” Velelpren Vo 10
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dualer Homomorphismus ist tatsachlich linear

Lemma 21.2
Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K und
f € Homo(V, W). Dann ist f* € Homo(W*, V*).

Beweis. f* ist additiv:
Hufo’) = (w,',’f-wf)OJ = L, o f * W e f

= {*(lﬂ,\*) +£+(JJ{*)

f* ist homogen:

4*(0‘1’"4() = (‘)L""*]o({ (L) = & {*er)

n
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dualer Homomorphismus

2 )
Beispiel 21.3 W‘\‘{)
@ Essei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann gilt idy, = idy/«.
(@A) (WY, v Zpy = < VG (VYD oy

= < v* v
SN Q(_\d&v)*(\fk) =\ . L\ V>\/7‘I\/ ¥V€V’VV%V
@ Essei V = K" iiber dem Kérper K und 7;: K" — K die

Projekt(i%c[? auf die i-te Koordinate. Tl—(.i-:\lé‘*__oq,(“;*

pa YL ;X—V\
TE(w)''x = o fplx) = oxg =K

? ¢ Oealo ’PMW ‘VO(€K
repe drole arwsy WY L VLIRS Yre i
(o)
— o .
=> Nf(a) = | g |7k
o
Lineare Algebra Il Woche 01 37 / 47
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dualer Homomorphismus

Beispiel 21.3 _w

© Essei V = K131 der Vektorraum der endlichen Folgen der Linge 5
iiber einem Kérper K und f der Shift-Endomorphismus nach rechts:

f(y1,y2,¥3,va,¥5) = (0, y1, 2, y3, ya)
vr= £Tw™) vl guplie oleoota

N Oy N (R
=00 = <L (0,9, ., 4) D
2R, LW¥, (7),-, 31D = 2Zi+2
f =5 <V, (g0, 400> = Yo tY,
Leotlninde, Meceapdt”
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Dualisieren der Synthese-Abbildung tua Avalypee AS,

Lemma 21.4
Es sei V ein Vektorraum mit Basis B = (vi, ..., v,) und zugehdriger
dualer Basis B* = (vy,..., v, ). Dann gilt:

© Die duale Abbildung der Synthese-Abbildung ®5: K" — V ist die
Analyse-Abbildung ®51: V* — K", also &% = ¢l
Fane o, auor v

@ Die duale Abbildung der Analyse-Abbildung d>§1: V — K" ist die
Synthese-Abbildung ® 5. : K" — V*, also ¢5* = &g..

Do Lo &+ T’
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Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen

Lemma 21.5
Es seien U, V und W Vektorraume iiber dem Korper K.

Fir f € Homo(V, W) und g € Homo(U, V) gilt
(fog)*=g*of".

Beweis. Ubung
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Homomorphismus — dualer Homomorphismus

Satz 21.6

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.
o Duad idrungan b ety

D: Howo (Vi) 3 £ £+ & Howo (LOT V)
ist ein injektivHomomorphismus.

Beweis. - D ot adokihd: T Dt5) 1 (W) = w¥o q’tfy‘) AV

= Wwed *t W‘koj :;f(Df] (%) < C:Dﬁ’_](wi-) Yiotels
*D ol Uomogen
c D w]uq);) {s K ), A, {*= D(¢)=0 eHomol\V)
=> {H*)= wref =0y A, w*({(u\\ =0 €l Yo HweV
Dowr eyt JOv)e ﬂwl,{w ) = °(Lo%)

Levnwa 20.24 =0 (Lo*) = {Ou’] Algo Ut 4= O CHormo
N (L) .
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Homomorphismus +— dualer Homomorphismus

Satz 21.6

@ Sind V und W endlich-dimensional, dann ist D auch surjektiv, also
ein Isomorphismus. Dann gilt

dim(Homo(W*, V*)) = dim(Homo(V, W)) = dim(V) dim(W)

Beweis.
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Injektivitat und Surjektivitat von f und f*

Satz 21.7

Es seien V und W Vektorraume iiber dem Korper K.
@ f € Homo(V, W) injektiv < f* € Homo(W*, V*) surjektiv.A°¢
@ f € Homo(V, W) surjektiv < f* € Homo(W?*, V*) injektiv.A°¢
© f € Homo(V, W) bijektiv < f* € Homo(W*, V*) bijektiv.A°
Q Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)™! = (f~1)*.

Wt Snumen dalrer Macl/t 3-* sclueben
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§ 21.1 Darstellungsmatrizen dualer
Homomorphismen
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Darstellungsmatrizen dualer Homomorphismen

dna O Roseu
Satz 21.8

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K nut Basen
By = (vi,...,Vm) bzw. By = (wi,...,w,) und f ZHgmo(V, W).

A :MBWFBV(’C) = Al :MB\*/<_B;/(f*) =:8
Beweis. = 4(vj) = Z Ay W /}\,‘\« J=1 e m

. Wonde WE ot =y
U % >v’f <y, &) Py = E ag; <wl<)’/'71,>

=

‘B it £0f)= oy it eV :

Sethe Vi, e »
)‘-

({ (I,O‘*’) Ve = Z; LQL'J' VY ,V,‘} = lOkJ‘ = Q'L_'

\l pJ =\ _q_zk \/
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Rang der dualen Abbildung

Folgerung 21.9

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tber dem
Korper K.

Fir f € Homo(V, W) gilt Rang(f*) = Rang(f).

Beweis.

@®®® Roland Herzog (Heidelberg University) Lineare Algebra Il Woche 01 45 / 47



duale Abbildung der von einer Matrix induzierten Abbildung
Z(/\—('d -‘='/4c)<. /(/\.‘EHOIMO {KH1 IZ‘)
Folgerung 21.10

Es seien K ein Korper und A € K"*™. Fiir die duale Abbildung zu f4 gilt
bt DL W) KO F A
(fa)" = far. @, (=)

—
) Homo ( K" KM
Beweis. < (K7w™)
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Transform. von Darstellungsmatrizen dualer Abbildungen

M§W<—§v(f) = 7-I§W<—BW MBWHBv(f) 7-Bv<—§v

A = S A T
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