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Polynome

Bemerkung 28.5

o (RNo)qq ist eine ,neutrale”
Formulierung des
Polynomringes

@ zwei Polynome sind gleich,
wenn die Folgen
tibereinstimmen

@ konstante Polynome

(Ozo, 0, 07 .. )
@ lineare Polynome
(a0, 1,0,0,...)
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R[t] ist eine isomorphe
Darstellung unter Verwendung
der Variable t

zwei Polynome sind gleich,
wenn die Koeffizienten aller
Potenzen von t ubereinstimmen

konstante Polynome
Qp £0

lineare Polynome
agt® + ag t!

PULAII (Inhalts)-Wochen 06/07 6/ 26


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1

Es sei (R, +, ") ein kommutativer
Ring. Ein R-Modul (M, +, ) hat

+MxM-—=M
< RxM—M

@ (M, +) ist abelsche Gruppe

@ gemischtes Assoziativgesetz
(a-B) u=a-(8-u)
gemischte Distributivgesetze

a-(u+v)=(a-u)+(a-v)
(a+p)-v=(a-v)+(B-V)
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Definition 11.1
Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein
K-Vektorraum (V,+,-) hat

+:VxV=V
T KxV =V

@ (V,+) ist abelsche Gruppe

@ gemischtes Assoziativgesetz

(a-B)-u=a-(8-u)
gemischte Distributivgesetze

a-(u+v)=(a-u)+(a-v)
(a+p)-v={(a-v)+(B-V)
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1
Es sei (R, +, ") ein kommutativer
Ring. Ein R-Modul (M, +, ) hat

+MxM—=M
T RxM-—-M

© M heiBt unitarer Modul,
wenn 1 € R existiert und
neutral bzgl. der
S-Multiplikation - ist

l-u=u
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Definition 11.1
Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein
K-Vektorraum (V,+,-) hat

+:VxV=V
T KxV =V

© 1 € K ist neutral bzgl. der
S-Multiplikation -

l-u=u
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freie Moduln

Definition 29.16
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring.

@ Ein unitdrer R-Modul (M, +, ) heilt frei, wenn es ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem (eine Basis) von M gibt.

@ Ein unitdrer R-Modul (M, +, ) heit endlich frei, wenn es ein
endliches, linear unabhingiges Erzeugendensystem (eine endliche
Basis) von M gibt.

Lemma 29.18

Es seien R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und (v;);c/ eine
Basis von M. Dann gilt:

Jeder Vektor v € M |3sst sich in eindeutiger Weise (bis auf Summanden
mit Nullkoeffizienten) aus Basisvektoren linearkombinieren.
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Algebren liber kommutativen Ringen

Definition 29.22

Es sei (R,+, ) ein komm. Ring. Eine R-Algebra (A, +, -, ) erfiillt:
Q (A, +,-) ist ein R-Modul.
@ (A, +, ) ist ein Ring.
© Die Multiplikation x ist vertraglich mit der S-Multiplikation:

(ax-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)
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Einsetzungshomomorphismus

Definition 30.3

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, ) eine
unitdre R-Algebra mit Eins. Fiir a € A heifit die Abbildung

ev,: R[t] > p—ev,(p) =p(a) € A
der Einsetzungshomomorphismus zu a.

Definition 30.8

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, %) eine
unitdre R-Algebra mit Eins. Fiir p € R[t] mit p = > ]_, a t* heiRt die
Abbildung
n
p(-): A>a— p(a) = Zakak €A
k=0

die durch p induzierte Polynomfunktion auf der Algebra A.
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Polynome liber Kérpern

Definition 31.9

Es seien K ein Korper und p € K[t]. Das Element A € K heiit eine
Nullstelle oder Wurzel von p in K, wenn p(\) = 0 gilt.

Satz 31.12
Es seien K ein Korper und p € K][t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt:

@ Es existieren s € Np, paarweise verschiedene Zahlen A1,..., s € K
sowie Exponenten ny,...,ns € N und ein Polynom g € K|[t] ohne
Nullstelle in K, sodass gilt:

p=(t—=A)™ - (t=Xs)"™ - q

Weiter gilt deg(p) = m + - - - + ns + deg(q).

@ Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A\q,..., As € K.
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Ubersicht
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Ubersicht - Kombination

von Strukturen

Polynome R][t]

Gruppe
(G, +)

Ring (Rng)
(R, +,%)

Ring mit 1
(k29

Korper
(K, +,%)

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University)

PU LA Il

Modul
(M, +,)

Unitdrer Modul
(M, +,)

Vektorraum
(Vit:)

Algebra
(A, +,0)

Unitére Algebra
(A, +,-,0)

Algebra mit 1
(A+,-0)

Unitare Algebra
mit 1 (A, +,-,0)
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Moduln
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Intuition zu Moduln
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Vektorraumkonzepte in allgemeinen Moduln

Unterrdume
Linearkombination
Erzeugendensysteme
Lineare (Un-)Abhangigkeit
Basen

Faktorraume

© 06 6 6 0 o o

Dartellungsmatrizen
@ (Bi-)Dualrdume
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Charakterisierung der Z-Moduln

Die Z-Moduln sind gerade die abelschen Gruppen.
Ist (G, +) eine abelsche Gruppe, dann ist (G, +, ) mit

z-g:=(g+ -+8) (%)
z-mal

ein Z-Modul.
Ist (M, +,-) ein Z-Modul, dann ist (M, +) eine abelsche Gruppe und

(+) gilt.
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Beispiel - Modulbasen verschiedener Kardinalitaten

Beispiel
Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (&;)jen und n € N. Dann besitzt
Endo( V') aufgefasst als Modul iiber sich selbst eine n-elementige Basis.
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Untermodulkriterium mit einem Skalar

Aufgabe

Es sei (M, +,-) ein R-Modul und U C M. Beweisen oder widerlegen
Sie: U ist genau dann ein Untermodul von M, wenn U nichtleer ist und
fir alle v, € U und «, 5 € R gilt, dass

au+ Bie U.
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Algebren
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Beispiel einer Nicht-Algebra

C als C Vektorraum mit komponentenweiser Ringmultiplikation
Wir betrachten
C:={a+bila,beR}
+:(a+bi,c+di)— (a+c)+(b+d)i
: (a+ bi,c+ di) — (ab— bd) + (ad + bc)i
a+ bi,c+ di)— (ac) + (bd)i

—~ —~

*

Im

Re
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Zusammenspiel der Vektorraum- und Ringeigenschaften

Lemma:

Jede endlichdimensionale und nullteilerfreie K-Algebra (A, +, -, x) mit
Eins ist eine Divisionsalgebra.

Beweis:
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Beispiel der zwei Einsetzungssichtweisen

Wie sehen die moglichen Einsetzungen von {tX | k € [1,5]} C R[t] und
1 00 0 20 0 01
01 0[,/0 0 1/,[0 0 0f p CR>3 {iberR
0 01 0 00f] [00O

aus?
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Ubersicht: Darstellung erzeugter Objekte

Struktur l Unterstruktur l Faktorstruktur
Gruppe Untergruppe. E C G erzeugt Normalteiler. E C G erzeugt
(G,+) {>I,ai|a € £E} {Xi(gitai—g/)|a € £E, g € G}
Ring Unterring. E C R erzeugt Ideal. E C R erzeugt
(R,+,) {27:1 HJ',":il aj ‘ aj € iE} {27:1 ai|ai € iEuERUREuRER}
Korper Unterkorper. E C K erzeugt Nicht sinnvoll
(K,+,) SEa e |
Seiy | % © 6}

Vektorraum Unterraum. E C V' erzeugt | Unterraum
(V7+") {Zlea,-v,- v;i € E, Ot,'EK}

Untermodul. E C V erzeugt Untermodul
Modul
(V7 +, )

Unteralgebra. E C A erzeugt Algebra-ldeal
Algebra
(A7 +7 B *)
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Polynome iiber Korpern
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Grolte gemeinsame Teiler in N — Euklidischer Algorithmus

Definition
Fir n,m € N sind die Teiler D(n,m) :={t € N|t|nAt|m} und

ggT(n,m) =k € D(n,m), so dass t | k Vt € D(n, m).

Man kann ihn durch Division mit Rest bestimmen. Z. B. fiir 98 und 35:
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Grolte gemeinsame Teiler in K[t] — Euklid. Algorithmus

Definition
Fiir p, g € K|[t] sind die Teiler D(p,q) :={d € K[t]|d | pAd | g} und

ggT(p, q) = {k € D(p, q) hochsten Grades|d | k Vd € D(p, q)}.

Man kann sie durch Division mit Rest bestimmen. Z.B. fiir p == t3 — 1
und g == t3 — 2+t —Lin (R[t], +,")
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Polynome liber Polynomen

Frage

Polynome werden iiber komm. Ringen mit Eins definiert und formen
dann einen komm. Ring mit Eins. Wie sehen Polynome iiber Polynomen
aus?
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Polynome in mehreren Variablen

Frage

Wie kdnnte man Polynome in mehreren Variablen definieren?
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