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Introductory Class into IATEX

In the future, Roland Herzog and | (Georg Miiller) will be offering an
introductory class into the text typesetting system IATEX.

Basic Class Information

© ,Introduction to Latex" © 2h lecture+2h exercises/week
@ teaching language is english @ 3 ECTS , UK"
© offered every winter semester @ pass/fail in-class-examination
Goals Documents
Upon finishing the class, students are able to: © Presentations
@ configure a IKTEX system (locally or online) @ Theses
@ structure and edit complex IATEX projects © CVs
© identify and correct compile errors © Letters
@ select and utilize external packages Q ...
© implement and use ATEX macros No pre-class

requirements
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Tastebreaker-Quiz (5 Titel je Dozent)

Numb
Linkin Park

Schifoan
Wolfgang Ambros

Squander - Live and Acoustic
Skunk Anansie

| Miss the Misery
Halestorm

¢, Buffalo
| Connor Price, Nic D

® #41-Live at Continental Airlines Arena, East Rutherford, NJ - September 1999
/ Dave Matthews Band
Zistig
Jule X, Lil Bruzy

Ich will mehr - Unplugged / Remastered 2016
Herbert Gronemeyer

Empire State Of Mind
JAY-Z, Alicia Keys

Beer Garden Baby

Tyler Halverson, Parker McCollum
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Tastebreaker-Quiz (5 Titel je Dozent)

Numb Resultate " Komekt
= Faisen
Linkin Park
Linkin Park — Numb (RH| o 9,
Y%
. Ambros = Schifoan (GM 2
Schifoan T———
Wolfgang Ambros Halestorm - | Miss the Misery (G —
Prie, Nic D - Bufialo (G| —

Squander - Live and Acoustic Dave Mathews Band - #41 (R [ ——
Skunk Anansie ueX. L1 o \:} ?ﬂq’

Gronemeyer - e it menr (- —— ]
| Miss the Misery JAY-Z, Keys - Empire State of bind (=H
i Halversan, McCollum - Beer Garden Baby ([ E—

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100

Buffalo
Connor Price, Nic D

#41 - Live at Continental Airlines Arena, East Rutherford, NJ - September 1999
Dave Matthews Band

Resultate

Zistig w000 .\[

Jule X, Lil Bruzy —\
50,0 %
Ich will mehr - Unplugged / Rem

40,0 %
Herbert Gronemeyer

Empire State Of Mind
JAY-Z, Alicia Keys 200%

Beer Garden Baby 100% I

Tyler Halverson, Parker McCollum 00%

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
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Das heutige Programm
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Wocheniiberblick
Wochenwiederholung in wenigen Folien:

@ Polynome
@ Moduln
@ Algebren

Ubersicht der Kombination bekannter Strukturen

Intuition zu Moduln

Sinn der Vektorraumkonzepte in Moduln

Genauerer Blick auf das Untermodulkriterium

Zusammenspiel der Modul- und Ringeigenschaften in Algebren
Beispiel zu Einsetzungsoperationen

Ubersicht Faktorstrukturen
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Wochenwiederholung
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Polynome

Bemerkung 28.5 Ewll gdlc. Folyam

o (RNo)qq ist eine ,neutrale”
Formulierung des
Polynomringes

@ zwei Polynome sind gleich,
wenn die Folgen
tibereinstimmen

@ konstante Polynome

(Ozo, 0, 07 .. )
@ lineare Polynome
(a0, 1,0,0,...)

Torwol® Souty wl freteu & feetth

R[t] ist eine isomorphe
Darstellung unter Verwendung
der Variable t €t€vt=3%

" gk
zwei Polynome sind gleich,
wenn die Koeffizienten aller
Potenzen von t libereinstimmen
konstante Polynome
(7)) £0
lineare Polynome
agt® + ag t!

Z—"§+//£4’
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1 Definition 11.1

Es sei (R, +,") ei@a\/e‘r Es sei (K,+,") ei Ein

@ Ein R-Modul (M, +,-) hat K-Vektorraum (V, F,7) hat
+ MxM-—>M +:VXxV-=>V

.;@M—H\/f (K V=V

Q (M, +) ist abelsche Gruppe PELAN Q (V,+) ist abelsche Gruppe
V-

@ gemischtes Assoziativgesetz ¢ <> @ gemischtes Assoziativgesetz
(Ozﬁﬂ)'uzg/é%) (al@)'U:&éﬁiJ’)
gemischte Distributivgesetze gemischte Distributivgesetze
a-(u+v)=(a-u)+(a-v) a-(u+v)=(a-u)+(a-v)

(@+p)-v=(a-v)+(8-v) (@+p)-v=(a-v)+(8-v)
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Moduln iiber kommutativen Ringen

Definition 29.1
Es sei (R, +, ) ein kommutativer
Ring. Ein R-Modul (M, +, ) hat

+MxM—=M
:RxM—>M

© M heiBt unitarer Modul,
wenn 1 € R existiert und

neutral bzgl. der \J\z
1
Uutiore %}u(v gle

S-Multiplikation - ist

l-u=u

Definition 11.1
Es sei (K, +,-) ein Korper. Ein
K-Vektorraum (V,+,-) hat

+:VxV =V
KXV =V

@ 1 € K ist neutral bzgl. der
 S-Multiplikation -

cu=u

%&‘J VQ{A‘H(tmuu&

Mool T Uoqe ek vk whadogt \/Q\
%e‘: AT NG AT fa M!‘*'Udﬂ obelille 6((,'1()9
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freie Moduln

Definition 29.16 Z/ I vhv F Wi feel
Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring. ‘ dee $LATS i all,
@ Ein unitdrer R-Modul (M, +, ) heillt frei, wenn es ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem (eine Basis) von M gibt.
@ Ein unitdrer R-Modul (M, +, -) heilt endlich frei, wenn es ein
endliches, linear unabhingiges Erzeugendensystem (eine endliche
Basis) von M gibt.

Lemma 29.18 HMaude loyiiste U(M%euéu AU
Es seien R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und (v;);c/ eine
Basis von M. Dann gilt:

Jeder Vektor v € M |3sst sich in eindeutiger Weise (bis auf Summanden
mit Nullkoeffizienten) aus Basisvektoren linearkombinieren.
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Algebren liber kommutativen Ringen

Definition 29.22

Es sei (R,+,-) ein komm. Ring. Eine R-Algebra (A, +, -, x) erfilllt:
O (A, +,) ist ein R-Modul. (V€ “ESE) 6.+ 0,-C )+ aq -
@ (A +,%) ist ein Ring. £~ £, x &

© Die Multiplikation * ist vertréigl'féh mit der S-Multiplikation: ) 75
Vouer Vo

A
Aosfok ooy i Beaknoy’ b Polguane. ercrtyl ol

/Kou,um A wdk ui-“é.
1 W
Q +o§,,-g+a16 te £

(ax-a)xb=a-(axb)=ax(a-b)
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Einsetzungshomomorphismus

Definition 30.3
Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und (A, +, -, ) eine
unitdre R-Algebra mit Eins. Fiir a € A heifit die Abbildung

AR
p wotted o fisc evy RIt] S p o evy(p) i=p(a) €A/ V/’Wﬂqﬁ
A L —
. . -+ { -
der Einsetzungshomomorphismus zu a. //q"y T
14 -7 \
Definition 30.8 e ﬁvf%‘“?f%.)

Es seien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins undbeA +, ) eine A
unitire R-Algebra mit Eins. Fiir p € R[t] mit p = >"}_, ax t* heift die
Abbildung

p(-): A a— p(a) Zaka €A
qurH.‘U‘l‘faﬁU\

die durch p induzierte Polynomfunktlon auf der Algebra A.
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Polynome iiber Kérpern Besefe>  wegos lwvotteleolat woumkoelf.

Definition 31.9

Es seien K ein Korper und p € K[t]. Das Element A € K heiit eine
Nullstelle oder Wurzel von p in K, wenn p(\) = 0 gilt.

Satz 31.12
Es seien K ein Kérper und p € K][t] ein Polynom, p # 0. Dann gilt:

@ Es existieren s € Ng, paarweise verschiedene Zahlen A1,..., s € K
sowie Exponenten ny, ..., ns € N und ein Polynom g € K|[t] ohne

Nullstelle in K, sodass gilt: Uu\kgkta@/wé&@f%ef

TN
p:(t—/\l)nl-"(t—/\s)ns'q

Weiter gilt deg(p) = m + --- + ns + deg(q). . Acod| v 1
doco ﬁ,(‘&(ud L%NEDH
@ Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen A\q,..., \s € K.
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Ubersicht
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o - ~ la
Ubersicht - Kombination von Strukturen (A% 7 e

Polynome R][t] ((;g‘p_:_); (A’\jl,oiul.)
AN S o -
Unitdrer Modul
(M, +,-)
Ring (Rng)
(R, +,%)
Vektorraum
A foe /lt s
D ¥ ~ & ~ e~ ¢ [
Ring mit 1 N
LA (R, +,%) o iebrau)
£ = 004,0,..
A
, Unitére Algebra
Kdrper (A, +,-,0)
(K, +,%)
Algebra mit 1
(A+,-0)
Unitare Algebra
mit 1 (A, +,-,0)
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Moduln
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Intuition zu Moduln

yrwe vl
LWV}
v/

~ L

7 A) 2" ey
ZV | Mdetalien” e vl uagh
Vad% 2

\ €U+ Q)'g{; %Z)
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Vektorraumkonzepte in allgemeinen Moduln

Unterriume  Udeuodllc lir}@é*f‘wﬂ 8(93&/1/ Kedertou dwolet, oy

Linearkombination 632 NS lu&u‘:HwA wcﬁveﬁg- S\Q.‘JL ottl‘ef.

1=

Fw/endensysteme Ok - A, vl sl M&/Mé

Lineare (Un-)Abhingigkeit Grouclsrtaltd @(Mr Wwateolie ?s&f?/“ér""d‘*(*w

© 0 6 0 o0 o

e () okl > 24, Vo= 2l
Basen
Vossou wdit €. liouu(u\ vosde, Vel - ladiy Cofg @«d& o l'@\d)
Faktorraume
Foldswgo\u

Qo Dartellungsmatl;izen

Svgedrsuld Stuuwedl
Q (Bi—%Dualréume f I
Cotn v ey, Saehaslono Ul s vty
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Charakterisierung der Z-Moduln

Die Z-Moduln sind gerade die abelschen Gruppen.

Ist (M, +,-) ein Z-Modul, dann ist (M, +) eine abelsche Gruppe.
9 Ist (G, +) eine abelsche Gruppe, dann ist (G, +,-) mit

zg=(g++8 &
—_——

z-mal

ein Z-Modul.

A
%—A' b\-(uw(@: Qma)-t,_'ﬂ‘*—\é) = (81._-18> -~ _ o~ ([‘q__-‘\é:) swu,)(j
7.0 ulad) = (axdr. (asl) g/\gsél\::_g = ta il

) <

Y Ted do S)z&luﬂlw,\ ' ® l&“’*&n rq* (4. 14\% %—! -ua
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Beispiel - Modulbasen verschiedener Kardinalitaten

ANl
Beispiel oy

Sei V ein K- Vektorraum mit BaS|s (ei)ieny und n € N. Dann besitzt
M aufgefasst als Modul'iiber sich selbst eine n- elementige Basis.

Uih- Lo W“’g (Bt , =) ( bowa. Life st i Lo 1)
= (d) W wan (Eaelusk) de

etl ep_ |
(L W»U@ud}%hdq‘— 0= %’/ < =0
VRN eiu p
Selre gn(ei\:= z 0”' : Uﬂ E% 4 '{ °f 4. j‘i
%,L (er)* ‘{ ei , &tccj&a AL j(ea -) f,(e) - flez)
o i .
SRR O ot e B
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Untermodulkriterium mit einem Skalar

Aufgabe

Es sei (M, +,-) ein R-Modul und U C M.-Beweisenoder widerlegen
Sie: U ist genau dann ein Untermodul von M, wenn U nichtleer ist und
fir alle u, 7 € U und a, 8 € R gilt, dass th\
AUF (g\mzﬂe u
au—+ pio e U. 2
2 R

eﬂfa(;g?l. Y71=2 R=-Z , U_.«;U[,{S | S~rvf fpucwers bdt{ﬂ’(@}

DA=AA & | g lotfe Ueokgymeades|

Ak +59C/( Y ubal, dell W alwél u}eﬁdb«%dufuloo@,

H=% U=22+, R=2&

Ab<p 0 IRt o lelue Ut
CIZ ce9E-A SMW
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Algebren
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Beispiel einer Nicht-Algebra

C als C Vektorraum mit komponentenweiser Ringmultiplikation

Wir betrachten
C={a+bila,beR —

Tl la+ bila,b €R) : | o €

S +: (a+ bi,c+di) = (a+ )+ (b+d)i <= w>+5::‘i

VW ol -2 (a+ bi,c+ di) — (ab— bd) + (ad + bc)i ‘

sheasdlit o (a4 bi,c 4 di) s (ac) + (bd)i o (4=)

Potalon. wl calsgee QUL\:\(hW
Ay v (&Qu,«&&b\-) aMoyov uﬂ‘*r&d\ﬁh
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Zusammenspiel der Vektorraum- und Ringeigenschaften

Lemma:_yste VR

Jede éﬁchdimensionale und nullteilerfreie K-Algebra (m, *) mit

Eins ist eine Divisionsalgebra. &— g¢ coniivan I A\G s - luvete, diese Yo,
Beweis: Lu
Esgitt fek byl \duu\e\vﬁge&ﬁ bedotef dbowy ol 20 ¥ abeANSo)

m-«&u&w\’lc{!x
AlSo s ;@: a—>o b NGQQA&W MW/k.‘;mw A
L by Do abe Ao

Cwene M. vR2 B‘)Gaaﬂu,#
W&’M Yo Verapubled
W e g N \\J
A\ ‘Q,U(‘L“&#&\WMM = gh\%/ CUIDL ?‘)%&1\‘\\/ (OI\WQ}UOV)(!J?)
= Voo SR Fht axbod day geale o Rl
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Beispiel der zwei Einsetzungssichtweisen S Te e Ecidimgefld.

[
Wie sehen die moglichen Einsetzungen von\{tk |k € [1,5]} € R[t] und

} C R3*3 {iber R
t_/\'\ V\

A K
aus? 4\'5{ oher Eooluods
A

e
o €7 2)
vjj,n;uamx
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Ubersicht: Darstellung erzeugter Objekte

Struktur l Unterstruktur l Faktorstruktur
Gruppe Untergruppe. E C G erzeugt Normalteiler. E C G erzeugt
(G,+) {>r,a ‘ a € +E} {7 i(eit+ai—g/)|ai € £E, g € G}
Ring Unterring. E C R erzeugt Ideal. E C R erzeugt
(R,+,) {27:1 HJ',":il aj ‘ aj € iE} {27:1 ai|a e iEuERUREuRER}
Korper Unterkorper. E C K erzeugt Nicht sinnvoll
K7 +7 . Z,n Hm. ji
( ) 7?‘“//1; i, by € +E }
Vektorraum Unterraum E C V' erzeugt | Unterraum
(V7+’ ) {27:1 ajvi|vi € E, a; € K} e
Untermodul. E C V erzeugt Untermodul
Modul " L
(V7+7') %;D(:V;*EVI- J\/.,,s'rso(‘eQzD
Unteralgebra. E C A erzeugt Algebra-ldeal (Ud‘wﬂvl&ldwﬂ)
Algebra oAL! Q
73 c \ ‘e »Q
A: +7 Yk
( ) ?o{ * as ‘Q*th,ar‘j 20{ ?’QQSV? QIl Q
= 8T S it A 615
N—— VAD
VEA
v v et
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Polynome iiber Korpern
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Grolte gemeinsame Teiler inJ}L— Euklidischer Algorithmus

Definition Besserin Z  faculieti! 6%‘%%%
Fir n,m € N sind die Teiler D(n,m) .= {t e N|t|nAt| m} und

ggT(n,m) =k € D(n,m), so dass t | k Vt € D(n, m).

Man kann ihn durch Division mit Rest bestimmen. Z. B. fiir 98 und 35

=) %38 B | O 1D (B2 ol 9
L/ c/ f \
/ Q? ? *f];l“ = oAeD(%B ==
2874 +0 ERAbYy,
7 Ty 0 @ 7 kgt
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Grolte gemeinsame Teiler in K[t] — Euklid. Algorithmus

Definition

Fir p, g € K|[t] sind die Teiler D(p,q) :={d € K[t]|d | pAd | g} und

ggT(p, q) = {k € D(p, q) hochsten Grades|d | k Vd € D(p, q)}.

Man kann sie durch Division mit Rest bestimmen. Z. B.

und g =3 — 2+t —1in (R[t], +,-)
ELCtLA =N + () %—ﬂlﬂg@j

_— 1

£ - H:L’%) | (i w W Aol
c/ J]\T
SRR - Dvelt £t
Q‘é ’X)Te.‘ @

firp=1t3-1

g D(p It 22

\
deD(p 0

=d| -1

(é-Q&CI"
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Polynome iiber Polynomen

Polynome werden iiber komm. Ringen mit Eins definiert und formen
dann einen komm. Ring mit Eins. Wie sehen Polynome iiber Polynomen
aus?

@-E%ﬁié\l = 0o *&é*ﬂ)’hé_((’l‘g -

—

a°°*0‘04§‘* a‘zb*a's,lg <. ..

Q (@m ‘qw____\l(a,,aram__..) o >
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Polynome in mehreren Variablen

Wie kdnnte man Polynome in mehreren Variablen definieren?

|3\9u¢)c\. ml§
\ Q@Y'QXBNS ode/ WA Qt::ﬂ

Ak UA
Mo sk Ty i/ o Go 014y 640, 14,85 10,654

n (b A4 U e -
? K_Z Oy, 9) £ —s —Z z U, QL wt VJ\%\SGW'%WB
w =0 feo

SR P70
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