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Wocheniberblick

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 05 5 / 23


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Wochenwiederholung
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € Np.

Eine alternierende Multilinearform A € Mult(V"; K)
A: V'S (vi,...,vp) = A(va, ..., v) €K

heilt eine Determinantenform auf V.

Mult(V™" K) = v*on

Unterraum der alternie- ~  \r®n
renden Multilinearformen — alt
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Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis (by, ..., by)
und (b7, ..., b}) die zugehdrige duale Basis.

@ Die Determinantenformen A auf V sind genau die Tensoren in
V*®" der Gestalt

A=« Z(sgno) by ® - ® by
O'GSn

v*®n

e 2 A a € Kist ein Isomorphismus.

Die Zuordnung

n
@ Sind vq,...,v, € V beliebig mit v; = Za,-j b;, dann gilt
i=1

A(Vl, 600 V,,) = <Z (sgn O’) 80(1)71 cee ao(,,)ﬂ,,) A(bl, 000y b,,)

g€S,
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

© det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (ae1, ..., den) von A.

Q det(aA) = a" det(A) fir alle o € K.
O det ) = det(A) det(B).
Q det(/) =

(A
(
© det(A) # 0 < Aist reguldr < Rang(A) = n
< (361, .-, aen) ist linear unabhangig.

(

(

Q det(A1) = 1/det(A), falls A invertierbar ist.
Q det(AT) = det(A).

det(D;(a)) = «, det(S,-J-(a)) =1, det( T,"j) =-1
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Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Korper und A € K"*" fiir n € Ny.

@ Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des Index (i, /) ist
die Determinante der zugehdrigen Streichungsmatrix, also

a1l ———— d1,j-1 a1,j+1
di—1,1 — 4di—-1,j—1 4di—1,j+1
[A]U — det , N J+
di+1,1 dj+1,j—1  di+1,j+1

dpl1 — dn,j—1 an,j+1
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al,n

di—1,n
ai+1,n

an,n
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die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit
der Basis By. Die Determinante von f € Endo(V) ist definiert als

det(f) = det(A)

mit A = MB eBV(f) = Téver MBVer(f) 77‘3v%§v'

Lemma 27.22 vgl. Lemma 27.8
@ det(f) ist eine alternierende Multilinearform auf (f(v1), ..., f(vy)).
@ det(af) = a"det(f) fir alle @ € K.
© det(fog) = det(f) det(g).
Q det(idy) =
@ det(f) # 0 < f ist invertierbar & Rang(f) = n <
(f(v1),...,f(vy)) ist linear unabhéngig
Q det(f~1) = 1/det(f), falls f invertierbar ist.
@ det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € Endo(V*).
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Orientierung in Vektorraumen

Es sei V ein endl.-dim.Vektorraum iliber dem geordneten Korper K.

Definition 27.23
Ein Automorphismus f € Auto(V) heilt
e orientierungstreu im Fall det(f) > 0

e orientierungsumkehrend im Fall det(f) < 0

Definition 27.25

@ Zwei Basen By, und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsm. T = 7, die Bedingung det(T) > 0 erfiillt.

B\/(—B\V
@ Zwei Basen By, und év heilen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsm. T = T, die Bedingung det(T) < 0 erfiillt.

B\/(—E\/

Lemma 27.26
Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation auf der Menge aller V-Basen.
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

Q det(fo---of) =0« Defekt(f) >0

n—mal, n>0

Q det (ﬁ ﬂ) = 0 besitzt

zweidimensionalen Ldsungsraum

i © det(ABC) = det(BCA) sofern beide
https://partici.fi/06765060 Produkte definiert sind

Q det(P,) = sgn(o).

@ Sind f und g orientierungsumkehrend,
dann ist dies auch f o g.
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Basics zur Determinanten
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Determinante als Werkzeug

Wofir konnen wir die Determinante nutzen?
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Warum nicht direkt diese Definition?

Definition 27.5

Es seien K ein Kérper und n € Ng. Die Determinante (englisch:
determinant) einer Matrix A € K"*" ist definiert durch

det(A) = Z (sgno) ag(1),1 """ Ao(n),n-
o€Sy
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Mehr zu Determinantenformen
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Determinante von Blocktridiagonalmatrizen

Lemma 27.9
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € No.

@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt
det(A) = a11 - - - ann.
@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also
_ | A1 O _ | A1 A2
A= [A21 A22:| bzw. A= [ 0 A22]v

dann gilt
det(A) = det(A11) det(Ax).
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Determinantenformen und Endomorphismen

Lemma

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € No.
AuBerdem sei A eine Determinantenform auf V und f € Endo( V).

Dann gilt
A(f(v1),...,f(vn)) =det(f)A(ve, ..., vp)

fur alle (vi,...,vp).
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Interpretation der Determinante
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Volumen von Parallelotopen

Bemerkung

Man hort/liest hiufig: Die Determinante liefert ,den Flacheninhalt eines
von Vektoren aufgespannten Parallelograms”.
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Spiegelungen und die Determinante

Warum eigentlich Orientierung von Vektorraumen?
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Berechnung der Determinante
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Flowchart (Programmablaufplan) Determinantenberechnung

-

OO0
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Beispiel Determinantenberechnung

Beispiel
Es ist
1 2 2 3 2 3]
2 6 8 10 9 11
g |13 6 6 11 7 10| _
4 8 11 17 11 14 -
5 10 10 17 12 16
|5 10 10 17 12 18]
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Satz von Binet-Cauchy

Satz
Sind n,m € N und A € K™ sowie B € K™*", dann gilt

det(AB) = > det(Ay ) det(Bw)
WC[1,m], #W=n

wobei Ay und By Spalten-/Zeilenauswahlmatrizen zu A und B sind.
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Beispiel zum Satz von Binet-Cauchy

Beispiel
Es ist
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Tipps und Tricks
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Anwendung der Adjunkten
Aufgabe

Bestimmen Sie eine vollbesetzte ganzzahlige Matrix A € R3*3 mit
ganzzahliger Inversen A71.
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