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Das heutige Programm

1 Wochenüberblick
2 Wochenwiederholung in wenigen Folien:

1 Determinatenformen
2 Determinante
3 Minoren, Adjunkte etc
4 Determinante von Endomorphismen
5 Orientierung in Vektorräumen

3 Kurzquiz
4 Der „Abstecher“ über Determinantenformen
5 Interpretation - Volumen von Parallelotopen, Orientierung
6 Flowchart zur Determinantenberechnung
7 Satz von Binet-Cauchy
8 Ganzzahlige Matrizen mit ganzzahliger Inversen
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Wochenüberblick
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Wochenwiederholung
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n ∈ N0.

Eine alternierende Multilinearform ∆ ∈ Mult(V n;K )

∆: V n ∋ (v1, . . . , vn) 7→ ∆(v1, . . . , vn) ∈ K

heißt eine Determinantenform auf V .

Mult(V n;K ) ∼= V ∗⊗n

Unterraum der alternie-
renden Multilinearformen

∼= V ∗⊗nalt
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Gestalt von Determinantenformen
Satz 27.3
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn)
und (b∗1, . . . , b

∗
n) die zugehörige duale Basis.

1 Die Determinantenformen ∆ auf V sind genau die Tensoren in
V ∗⊗n der Gestalt

∆ = α
∑
σ∈Sn

(sgnσ) b∗σ(1) ⊗ · · · ⊗ b∗σ(n)

Die Zuordnung V ∗⊗nalt ∋ ∆ 7→ α ∈ K ist ein Isomorphismus.

2 Sind v1, . . . , vn ∈ V beliebig mit vj =
n∑

i=1

aij bi , dann gilt

∆(v1, . . . , vn) =
(∑
σ∈Sn

(sgnσ) aσ(1),1 · · · aσ(n),n
)
∆(b1, . . . , bn)
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Körper und A,B ∈ Kn×n für n ∈ N0.

1 det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (a•1, . . . , a•n) von A.

2 det(αA) = αn det(A) für alle α ∈ K .

3 det(AB) = det(A) det(B).

4 det(I ) = 1.

5 det(A) ̸= 0 ⇔ A ist regulär ⇔ Rang(A) = n
⇔ (a•1, . . . , a•n) ist linear unabhängig.

6 det(A−1) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.

7 det(AT) = det(A).

det(Di (α)) = α, det(Si ,j(α)) = 1, det(Ti ,j) = −1
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Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Körper und A ∈ K n×n für n ∈ N0.

2 Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des Index (i , j) ist
die Determinante der zugehörigen Streichungsmatrix, also

[A]ij := det



a1,1 a1,j−1 a1,j+1 a1,n

ai−1,1 ai−1,j−1 ai−1,j+1 ai−1,n
ai+1,1 ai+1,j−1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j−1 an,j+1 an,n


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die Determinante eines Endomorphismus
Definition 27.21
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K mit
der Basis BV . Die Determinante von f ∈ Endo(V ) ist definiert als

det(f ) := det(A)

mit A = M
B̂V←B̂V

(f ) = T
B̂V←BV

M
BV←BV

(f ) T
BV←B̂V

.

Lemma 27.22 vgl. Lemma 27.8
1 det(f ) ist eine alternierende Multilinearform auf (f (v1), . . . , f (vn)).
2 det(α f ) = αn det(f ) für alle α ∈ K .
3 det(f ◦ g) = det(f ) det(g).
4 det(idV ) = 1.
5 det(f ) ̸= 0 ⇔ f ist invertierbar ⇔ Rang(f ) = n ⇔

(f (v1), . . . , f (vn)) ist linear unabhängig
6 det(f −1) = 1/ det(f ), falls f invertierbar ist.
7 det(f ∗) = det(f ) für die zu f duale Abbildung f ∗ ∈ Endo(V ∗).
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Orientierung in Vektorräumen
Es sei V ein endl.-dim.Vektorraum über dem geordneten Körper K .

Definition 27.23
Ein Automorphismus f ∈ Auto(V ) heißt

orientierungstreu im Fall det(f ) > 0
orientierungsumkehrend im Fall det(f ) < 0

Definition 27.25
1 Zwei Basen BV und B̂V heißen gleich orientiert, wenn die

Transformationsm. T = T
BV←B̂V

die Bedingung det(T ) > 0 erfüllt.

2 Zwei Basen BV und B̂V heißen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsm. T = T

BV←B̂V
die Bedingung det(T ) < 0 erfüllt.

Lemma 27.26
Gleichorientierung ist Äquivalenzrelation auf der Menge aller V -Basen.
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

https://partici.fi/06765060

1 det(f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n−mal, n>0

) = 0 ⇔ Defekt(f ) > 0

2 det

([
x y
1 2

])
= 0 besitzt

zweidimensionalen Lösungsraum

3 det(ABC ) = det(BCA) sofern beide
Produkte definiert sind

4 det(Pσ) = sgn(σ).

5 Sind f und g orientierungsumkehrend,
dann ist dies auch f ◦ g .
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Basics zur Determinanten
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Determinante als Werkzeug

Wofür können wir die Determinante nutzen?
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Warum nicht direkt diese Definition?

Definition 27.5
Es seien K ein Körper und n ∈ N0. Die Determinante (englisch:
determinant) einer Matrix A ∈ Kn×n ist definiert durch

det(A) :=
∑
σ∈Sn

(sgnσ) aσ(1),1 · · · aσ(n),n.
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Mehr zu Determinantenformen
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Determinante von Blocktridiagonalmatrizen
Lemma 27.9
Es seien K ein Körper und A ∈ Kn×n für n ∈ N0.

1 Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) = a11 · · · ann.

2 Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also

A =
[
A11 0
A21 A22

]
bzw. A =

[
A11 A12
0 A22

]
,

dann gilt
det(A) = det(A11) det(A22).
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Determinantenformen und Endomorphismen

Lemma
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n ∈ N0.
Außerdem sei ∆ eine Determinantenform auf V und f ∈ Endo(V ).
Dann gilt

∆(f (v1), . . . , f (vn)) = det(f )∆(v1, . . . , vn)

für alle (v1, . . . , vn).
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Interpretation der Determinante
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Volumen von Parallelotopen

Bemerkung
Man hört/liest häufig: Die Determinante liefert „den Flächeninhalt eines
von Vektoren aufgespannten Parallelograms“.
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Spiegelungen und die Determinante

Warum eigentlich Orientierung von Vektorräumen?
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Berechnung der Determinante
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Flowchart (Programmablaufplan) Determinantenberechnung

Start Stop

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra II (Inhalts)-Woche 05 19 / 23

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Beispiel Determinantenberechnung

Beispiel
Es ist

det





1 2 2 3 2 3
2 6 8 10 9 11
3 6 6 11 7 10
4 8 11 17 11 14
5 10 10 17 12 16
5 10 10 17 12 18



 =

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra II (Inhalts)-Woche 05 20 / 23

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Satz von Binet-Cauchy
Satz
Sind n,m ∈ N und A ∈ Kn×m sowie B ∈ Km×n, dann gilt

det(AB) =
∑

W⊆J1,mK,#W=n

det(AW ) det(BW )

wobei AW und BW Spalten-/Zeilenauswahlmatrizen zu A und B sind.
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Beispiel zum Satz von Binet-Cauchy

Beispiel
Es ist

det

[
1 2 3
1 2 4

]3 4
2 2
1 1

 =
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Tipps und Tricks
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Anwendung der Adjunkten

Aufgabe
Bestimmen Sie eine vollbesetzte ganzzahlige Matrix A ∈ R3×3 mit
ganzzahliger Inversen A−1.
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