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Sidenote – Nichtmathematische Anfragen

Welche Fragen oder Anregungen zur Veranstaltung haben Sie?
Wir haben uns gefragt, was Sie (Herr Herzog und Herr Müller) so für
Musik hören? Reines Interesse, LG

(Anonym – 28.04.2026 10:27:52)
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Tastebreaker-Quiz (5 Titel je Dozent)

Playlist auf Spotify

Antwortformular
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Das heutige Programm

1 Wochenüberblick
2 Wochenwiederholung in wenigen Folien:

1 Determinatenformen

2 Determinante

3 Minoren, Adjunkte etc

4 Determinante von Endomorphismen

5 Orientierung in Vektorräumen

3 Kurzquiz
4 Der „Abstecher“ über Determinantenformen
5 Interpretation - Volumen von Parallelotopen, Orientierung
6 Flowchart zur Determinantenberechnung
7 Satz von Binet-Cauchy
8 Ganzzahlige Matrizen mit ganzzahliger Inversen
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Wochenüberblick
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Multilinewitat
-

Teasoren(-produkte)-
Determinente
-

Ir ,S) -Treasures CalsAbb) Determinanten formen
-

Ichief-symmetrischeT.

spezichfall
T ↑ spezielltwetugs

Afternierende T
.

L Determinante gestalt

Schieftsgunk .

Determinate einer Matrix

(Leibniz-Formel)

Dimensione van Ermglichtdeea receuregeln
Unterumen

Minoren
, Adjuchte etc.

Laplace - EntwicklungCramersche-Regel
Determinate eines Endomorph .

Orientierung eines Vektarraus



Wochenwiederholung
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n → N0.

Eine alternierende Multilinearform ! → Mult(V n;K )

! : V n ↑ (v1, . . . , vn) ↓↔ !(v1, . . . , vn) → K

heißt eine Determinantenform auf V .

Mult(V n;K ) ↗= V →↑n

Unterraum der alternie-
renden Multilinearformen

↗= V →↑n
alt
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Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K mit Basis (b1, . . . , bn)
und (b→1, . . . , b

→
n) die zugehörige duale Basis.

1 Die Determinantenformen ! auf V sind genau die Tensoren in
V →↑n der Gestalt

! = ω
∑

ω↓Sn

(sgnε) b→ω(1) ↘ · · ·↘ b→ω(n)

Die Zuordnung V →↑n
alt ↑ ! ↓↔ ω → K ist ein Isomorphismus.

2 Sind v1, . . . , vn → V beliebig mit vj =
n∑

i=1

aij bi , dann gilt

!(v1, . . . , vn) =
(∑

ω↓Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n
)
!(b1, . . . , bn)
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Körper und A,B → K n↔n für n → N0.

1 det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (a•1, . . . , a•n) von A.

2 det(ωA) = ωn det(A) für alle ω → K .

3 det(AB) = det(A) det(B).

4 det(I ) = 1.

5 det(A) ≃= 0 ⇐ A ist regulär ⇐ Rang(A) = n
⇐ (a•1, . . . , a•n) ist linear unabhängig.

6 det(A↗1) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.

7 det(AT) = det(A).

det(Di (ω)) = ω, det(Si ,j(ω)) = 1, det(Ti ,j) = ⇒1
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[ -

8

Inverterbarkeitscheck

↳ Spalten-/Zeilenverhalten gleich



Minor/Unterdeterminante

Definition 27.12
Es seien K ein Körper und A → K n→n

für n → N0.

2 Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des Index (i , j) ist

die Determinante der zugehörigen Streichungsmatrix, also

[A]ij := det





a1,1 a1,j↑1 a1,j+1 a1,n

ai↑1,1 ai↑1,j↑1 ai↑1,j+1 ai↑1,n
ai+1,1 ai+1,j↑1 ai+1,j+1 ai+1,n

an,1 an,j↑1 an,j+1 an,n




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Kafakturmatrix

]
↓&echugswatrit begl. (iij)e ,-11=( - 1)

[(-1)"[A]ji) Adjuste adj(A)
Minarbzyl .

(i
,j)

adj(A) A= def(A) .I



die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über dem Körper K mit
der Basis BV . Die Determinante von f → Endo(V ) ist definiert als

det(f ) := det(A)

mit A = MB̂V↘B̂V
(f ) = TB̂V↘BV

MBV↘BV
(f ) TBV↘B̂V

.

Lemma 27.22 vgl. Lemma 27.8
1 det(f ) ist eine alternierende Multilinearform auf (f (v1), . . . , f (vn)).

2 det(ω f ) = ωn det(f ) für alle ω → K .

3 det(f ⇑ g) = det(f ) det(g).

4 det(idV ) = 1.

5 det(f ) ≃= 0 ⇐ f ist invertierbar ⇐ Rang(f ) = n ⇐
(f (v1), . . . , f (vn)) ist linear unabhängig

6 det(f ↑1) = 1/ det(f ), falls f invertierbar ist.

7 det(f ↓) = det(f ) für die zu f duale Abbildung f ↓ → Endo(V ↓).
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Orientierung in Vektorräumen

Es sei V ein endl.-dim.Vektorraum über dem geordneten Körper K .

Definition 27.23
Ein Automorphismus f → Auto(V ) heißt

orientierungstreu im Fall det(f ) > 0
orientierungsumkehrend im Fall det(f ) < 0

Definition 27.25
1 Zwei Basen BV und B̂V heißen gleich orientiert, wenn die

Transformationsm. T = TBV↘B̂V
die Bedingung det(T ) > 0 erfüllt.

2 Zwei Basen BV und B̂V heißen umgekehrt orientiert, wenn die
Transformationsm. T = TBV↘B̂V

die Bedingung det(T ) < 0 erfüllt.

Lemma 27.26
Gleichorientierung ist Äquivalenzrelation auf der Menge aller V -Basen.
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

https://partici.fi/06765060

1 det(f ⇑ · · · ⇑ f︸ ︷︷ ︸
n↗mal, n>0

) = 0 ⇐ Defekt(f ) > 0

2 det

(
x y
1 2


= 0 besitzt

zweidimensionalen Lösungsraum

3 det(ABC ) = det(BCA) sofern beide
Produkte definiert sind

4 det(Pω) = sgn(ε).

5 Sind f und g orientierungsumkehrend,
dann ist dies auch f ⇑ g .
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-zu
det(f)" = Okdet(f)=0

X

in (xy]

1-dim]
T

-
C= 12

det([n][11]) = det (in) = 0+2 = def2) = def (in[])
V

Endo(ver) Darst.-Matrizen/Leibnizfarm
.

X

--det(fag)=detSet



Basics zur Determinanten

cbna Georg Müller (Heidelberg University) Plenarübung Lineare Algebra II (Inhalts)-Woche 05 12 / 23



Determinante als Werkzeug

Wofür können wir die Determinante nutzen?
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· Profes line . Unabkingigkeit (EV1 , · . .. Un3 1
. 9

.
E deffan

, ..,an =0
· Invertizbarkeit profen ) Alf invetiebar Edef(A(q)

+o)
· Grauersche Regel liefert Kamp van Lsungen zu LaS

·

Vektorraume arientieren (Det. van Trafe-matrizen)
Zukuftig:

· Eigenwerte untersuchen

In der Analysis :

· "Verzerrugen messen"

Trafo van IntegrationsbereichenStep Sfot I dest'lla



Warum nicht direkt diese Definition?

Definition 27.5
Es seien K ein Körper und n → N0. Die Determinante (englisch:
determinant) einer Matrix A → K n↔n ist definiert durch

det(A) :=
∑

ω↓Sn

(sgnε) aω(1),1 · · · aω(n),n.
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-
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Essentielle Eigenschaftener Det
- Multifinevitat
- Alternierendersensch .

- "Eindeutigkeit" ?



Mehr zu Determinantenformen
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Determinante von Blocktridiagonalmatrizen

Lemma 27.9
Es seien K ein Körper und A → K n↔n für n → N0.

1 Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) = a11 · · · ann.

2 Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also

A =

A11 0
A21 A22


bzw. A =


A11 A12

0 A22


,

dann gilt
det(A) = det(A11) det(A22).
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Determinantenformen und Endomorphismen

Lemma
Es seien V ein Vektorraum über dem Körper K und dim(V ) = n → N0.
Außerdem sei ! eine Determinantenform auf V und f → Endo(V ).
Dann gilt

!(f (v1), . . . , f (vn)) = det(f )!(v1, . . . , vn)

für alle (v1, . . . , vn).
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Interpretation der Determinante
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Volumen von Parallelotopen

Bemerkung
Man hört/liest häufig: Die Determinante liefert „den Flächeninhalt eines
von Vektoren aufgespannten Parallelograms“.
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↳
↳ ech mit parallelenSeiten

In Ge : Y1
by ax

↳
valy(P) = 191 - h = 19l +/simi

one Schnittpukte

M by-bay = det
w

↳ prin warb = (9x+bx) · (ay+by) -2 y
8 · (las -2aybx

at

Bessere Sichtweise :

Parallelotop ist affineTraf val(p) = S1dm =SM detde
des Einheitswurfal
W : E(x1 .../xie(o , 133 +sw -eril

also P = T(WI = y+ MW
-u

versch
. Verzerrug



Spiegelungen und die Determinante

Warum eigentlich Orientierung von Vektorräumen?
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Motivation : Physik , Flussintegrate Scheibe-&

- -- ->4 -
⑨ - --

↓ge -

&#
2 Spigelungen sind als Rotation dastellba

e



Berechnung der Determinante
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Flowchart (Programmablaufplan) Determinantenberechnung

Start Stop
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(persnlich)

Beweistedin 3 04 .u ! )
Leibniz

Formel

↓ ↑
Eingabe Trigonal? Ja Produkt de Ausgabe

4 =4 7 2 Diagonal eit.

> det(A)

↓ein

A& R

Bi >

Blochentwicklung
Erekursion

↓Nein
Ja

,
Merkregeln

u
brig?

za
Laplace-·

M

↓rein Entwicklung- -Nein Einsdrit OC]
~

Hieprofen ob Elementerm .

d
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Beispiel Determinantenberechnung

Beispiel
Es ist

det









1 2 2 3 2 3

2 6 8 10 9 11

3 6 6 11 7 10

4 8 11 17 11 14

5 10 10 17 12 16

5 10 10 17 12 18








=
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1223 23

0244 55

zt

def 00 211I O 3532I
00

122323
ZS 024455
2

[ 00 0211I~) d=
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8 O 0 O 10 2 -2
00012



Satz von Binet-Cauchy

Satz
Sind n,m → N und A → K n→m

sowie B → Km→n
, dann gilt

det(AB) =
∑

W↓!1,m",#W=n

det(AW ) det(BW )

wobei AW und BW Spalten-/Zeilenauswahlmatrizen zu A und B sind.
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Beispiel zum Satz von Binet-Cauchy

Beispiel
Es ist

det








1 1

2 2

3 3




[
1 2 3

1 2 3

]

 =
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!23 3
1 let(i)) = - 1

d(22)d(22) +d))d(34) +d((d)(2) =
-1

O 1 -1 O



Tipps und Tricks
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https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/


Anwendung der Adjunkten

Aufgabe
Bestimmen Sie eine vollbesetzte ganzzahlige Matrix A → R3→3

mit

ganzzahliger Inversen A↑1
.
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Ru Initix)
Hilfreich bein Erstellen van EA

.ganzzehlig ?
auzzahlig? be

· HA: A, 'Ganzalig Es Aganzzehtig und detCA)e3113 (Adjuhte)
· Zeiten-/Spaltentrafosndern nur das Vorzeichen

Vorgehen: Start mit Tridingmutrit mit dete 5-1,13 and modifizie via /S Jafo

[+J
Dut=1 +> Det = 1 EP Def-1 Det 1 ↑

in[


