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Sidenote — Nichtmathematische Anfragen

Welche Fragen oder Anregungen zur Veranstaltung haben Sie?

Wir haben uns gefragt, was Sie (Herr Herzog und Herr Miiller) so fiir
Musik horen? Reines Interesse, LG

(Anonym — 28.04.2026 10:27:52)
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Tastebreaker-Quiz (5 Titel je Dozent)

B3 Numb
Linkin Park

Schifoan
Wolfgang Ambros

Squander - Live and Acoustic
Skunk Anansie

| Miss the Misery
Halestorm

i Buffalo
j Connor Price, Nic D

' #41- Live at Continental Airlines Arena, East Rutherford, NJ - September 1999
/ Dave Matthews Band
Zistig
Jule X, Lil Bruzy

| Ich will mehr - Unplugged / Remastered 2016
Herbert Grénemeyer

Empire State Of Mind
JAY-Z, Alicia Keys

Beer Garden Baby
Tyler Halverson, Parker McCollum AntWOrthrm u |a r
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Das heutige Programm

© Wocheniiberblick
© Wochenwiederholung in wenigen Folien:

@ Determinatenformen

@ Determinante

© Minoren, Adjunkte etc

@ Determinante von Endomorphismen
© Orientierung in Vektorrdumen

© Kurzquiz

@ Der ,Abstecher” iiber Determinantenformen

@ Interpretation - Volumen von Parallelotopen, Orientierung
O Flowchart zur Determinantenberechnung

@ Satz von Binet-Cauchy

O Ganzzahlige Matrizen mit ganzzahliger Inversen
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Wochentberblick
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Wochenwiederholung
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Determinantenformen

Definition 27.1
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und|dim(V) = ne Np.

Eine aIternierende! Multilinearform| A € Mult(V®, ‘7’
>

L.
deeomege DV (v, o vn) = A, ., v) €K
wicd ¢
heilt eine Determinantenform auf V.

Mult(V™" K) = v*on

d I — ~Y *xXNn
DA, = Y e
/dm
¢l Aldeld) (+ ) ( o1
A ?«f&gi{%@/

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 05 6 / 23



Gestalt von Determinantenformen

Satz 27.3

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Basis (b1, ..., by,)
und (b7, ..., b}) die zugehdrige duale Basis.

@ Die Determinantenformen A auf V sind genau die Tensoren in
V*®" der Gestalt

A=) (Eno)by®  © by

Sh 2% Ay
6K IS GQ’I/(SK \/“?{f & dle) bwvmk‘ze,,
Die Zuordnung Va*lf@" 5 A+— a € K ist ein Isomorphismus.

n

@ Sind vi,..., v, € V beliebig mit v; = Z‘?_:J’"?iv dann gilt
o Ao = Ly J vt

A(Vl, socy V,,) = Z (sgn 0’) 30(1)71 s ao(,,)m A bl, aocy b,,)
(O'ESn e)\“véd““* <\;;;;;:/
:\‘Md(\’*\
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Eigenschaften der Determinante

Lemma 27.8
Es seien K ein Korper und A, B € K™*" fiir n € Ny.

v@ det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den
Spaltenvektoren (ae1, ..., den) von A.

V@ det(awA) = " det(A) fiir alle v € K.
— @ det )— det(A) det(B). ¥
L Q det(/) =

© det(A) # 0 < Aist reguldr < Rang(A) = n

(A

(

( (

< (361, -, aen) ist linear unabhangig. [t lnsigdoalt
(

(

5@ det(A™!) = 1/ det(A), falls A invertierbar ist.
@ det(AT) = det(A). o Spubtew-2ellewvlatieu gledh

det(D;(a)) = «, det(S,-J-(a)) =1, det( T,"j) =-1
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Minor/Unterdeterminante
Definition 27.12

Es seien K ein Korper und A € K"*" fiir n € N.

@ Der Minor oder die Unterdeterminante von A bzgl. des Index (i, /) ist
die Determinante der zugehdrigen Streichungsmatrix, also

KDM"WWS( a1 arj—1 a1 j+1 ain
i aji-1,1 aji—1,j-1 | di—1j+1 ai—1,n
(~I)“ [A];j|:= det / J
ai+1,1 dj+1,j—1 | di+1,j+1 di+1,n
an,1 anpj—1 an,j+1 an,n

T/ -
f{i
B\”) E@ﬂ Ayl odj(A)
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) )
NPLEY w&\_ (;‘5\& ,Z(L;—I\k('u-/')
YMuor &%:l. C\‘S)

o.oﬁ(/% A=A CA) T
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die Determinante eines Endomorphismus

Definition 27.21

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit
der Basis By. Die Determinante von f € Endo(V) ist definiert als

det
i 5 . oféf)Cr) =A
mit A = Mg, . g, (f) = TBVeBV MBVer(f)TLVeBV' (%Qutd.ﬁiuéx@

~I

Lemma 27.22 T T vgl. Lemma 27.8

@ det(f) ist eine alternierende Multilinearform auf (f(v1), ..., f(vy)).

@ det(af) = a"det(f) fir alle @ € K.

© det(fog) = det(f) det(g).

Q det(idy) =

@ det(f) # 0 < f ist invertierbar & Rang(f) = n <
(f(v1),...,f(vy)) ist linear unabhdngig

Q det(f~1) = 1/ det(f), falls f invertierbar ist.

@ det(f*) = det(f) fiir die zu f duale Abbildung f* € Endo(V*).
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Orientierung in Vektorraumen
Es sei V ein endl.-dim.Vektorraum iiber dem} geordneten Kb’M

Definition 27.23
Ein Automorphismus f € Auto(V) heillt

e orientierungstreu im Fall det(f) > 0 9 Vlesseu
e orientierungsumkehrend im Fall det(f) < 0

Definition 27.25

@ Zwei Basen By und EV heilen gleich orientiert, wenn die
Transformationsm. T = 7, die Bedingung det(T) > 0 erfiillt.

B\/<—§V

@ Zwei Basen By, und év heilen umgekehrt orientiert, wenn die

Transformationsm. T =7, _ 5 die Bedingung det(T) < 0 erfiillt.
L

Lemma 27.26
Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation auf der Menge aller V-Basen.
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
3uer)
V@ det(fo---of)=0< Defekt(f) > 0
n—mal, n>0

dedtH" = o exted(H=0

v\ _ )
X @ det (L 2}) = 0 besitzt

zweidimensionalen Ldsungsraum
L — e
A=A ERETEC)
o X@ det(ABC) = det(BCA) sofern beide
https://partici.fi/06765060 Produkte definiert sind = la
det( P]D[\) deb (% -) OF#1 = 4dl@) =def wﬂ
Vo det(w) = sgn(o).
&do(|/® l‘) oot - Tedezes /&.QA?;,@W,‘
X @ Sind f und g orientierungsumkehrend,

dann ist dies auch f o g. ji(y 6\#&(@0@@)
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Basics zur Determinanten
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Determinante als Werkzeug

Wofiir kdnnen wir die Determinante nutzen?
P Rofer . ohiggih ( §Uaceivad Lo, 0@“"4"""9”)
o |y et avlest \"%’” ( A/ bttt @ delCA) *‘0>
o CreurtRdee \&éiee @vg@-(— Ugwf o éosuﬁow'&v &8s
i ° \/nd)o!e(rmuw{ asedity  (Ook Vo T %&'>
o 6}&@4(»0‘& udervdeeun
AN 7% Aml@‘g:
. \'Vwe/m%w veee."
Tl vou Megu\m\m% S{ 4‘4 S\%OT l‘M[TI)]
T
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Warum nicht direkt diese Definition?

Definition 27.5

Es seien K ein Kérper und n € Ny. Die Determinante (englisch:
determinant) einer Matrix A € K"*" ist definiert durch

detlA) = D () 2o Satahy
v v

madnlle & guadefi. v ot
= 1o (Dbt
~ Aljvutvadaeosd
- “mc«euc;&w ‘2
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Mehr zu Determinantenformen
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Determinante von Blocktridiagonalmatrizen

Lemma 27.9
Es seien K ein Korper und A € K™ fiir n € No.

@ Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, dann gilt

det(A) = a11 - - ann

@ Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also

A= ] baw A—n%ﬁ;ﬁ],hi
dann gilt r‘xwﬁ(tou(] e A(,,,A-qwffmé
det(A) = det(A11) det(Az).
.; (L( ,z\\) = J@Q AA@“B g~ Dl l,,r\w Ru(#m@«wa&ﬂu (‘D:F)
A A= o@@KAMy A(fu«) del ) - el 7} MA(&Q(@T)
= At oot (g )«
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Determinantenformen und Endomorphismen

Lemma
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Kérper K und dim(V) = n € Np.
AuBerdem sei A eine Determinantenform auf V' und f € Endo( V).
Dann gilt K —IE

A(F(n), - ., F(va)) = SO Avar - -, vi)

- ————
fur alle (vi,...,vp). DF e ly..w) DT My )
QR Set R=(bybw) Goat vV b ASYOIYVTY) el TR

A (L0, . ) = dek O )a (b b

= el (4] alb,...bu),
VFeu iz au Eitaﬂ.u \A‘eﬂ\c‘vh@ Codit 540 sHul ef deﬁlf o

d‘w(\/a )/f°
lee? Ao = (@@ '
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Interpretation der Determinante
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Volumen von Parallelotopen

Bemerkung

Man hort/liest hdufig: Die Determinante liefert ,den Flacheninhalt eines
von Vektoren aufgespannten Parallelograms (o ey Wit @%@.gﬂw

Zosre %&ﬂtwsc

ﬂm«h\u % ue w
‘K g

Lg  seqn)] XeeP R
ke 0= T(w) =Y+ Hw
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a&ue st

— Vokg(@-—\ar\/;* (E[ZRIZA b >

“onby-boy = det (4 ¥
7 feth): (071“5/3“2 q—;lf -2 %—LY
-a O‘YL)(

WOE SM/,, SmMe@(h}W/fﬂ
TCw\ -laﬂd(vr)( v&kﬁ@
= Y
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Spiegelungen und die Determinante

Warum eigentlich Orientierung von Vektorraumen?
Slalt -

/-7

de* ( Tﬁvd_g\/)

de{(v(%‘% ) v
>y kg )
271 as -3
<7 .
2 s'ﬁw %wufx Rt iau, dtlelbas
b/,. * 4 ! ?
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Berechnung der Determinante
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(pvg&a'\&ﬂ( _
Flowchart (Programmablaufplan) Determinantenberechnung

el O )
Letbniz
%Md
v

E\-.&ulg

yxta

Ae it

Prodclel e~
-‘ugawl eots]

Blodk uafmkl:ltj

A Hul««ddu
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S o ot
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Beispiel Determinantenberechnung

Beispiel
Es ist

det

oo s wN e
==
S8 @o o N

© 00 A

e e 7%
B\ |ogletss

4 A

0 I¢ 3 X

o op
606G Op

40
A&

10
11
17
17
17
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Satz von Binet-Cauchy (lﬁng, ohe ﬂoofwdf@*‘“)

Satz
Sind n,m € Nund A € K™ ™ sowie B € K™*" dann gilt

I =
det(A B) > det(Aw) det(Bw)
@::t:[‘_)(g >WC[[1,m]] #W=n

pa

T ek C Ay Beo )
wobei Ay und By,

Iten-/Zeilenauswahlmatrizen  zy A und B smd.
oo Sowe Ac 175 wit A, . 8)H
Ak AD)= A () 1 AB) = & (plec . M)

- A(AQ&) |A@‘)>= A (Aé@;ﬁ.../ A?;Z%B,-\;
2_ 2 B,,,{ rB,w/\A (A\e,g“f_,., A\f.'.,):

r,,—l r =(

Zl%& u0) Gy, . @f(’h) M}

nWe.. 4\4
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Beispiel zum Satz von Binet-Cauchy

Eei.sEieI —
S Is 2 ‘Z
det( : ;] E&i}) Lob(| 2250) = 4
1 (4 2) (30~ (<320 e (W2 = o
O Y —y o
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Tipps und Tricks
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https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Anwendung der Adjunkten

Aufgabe

Bestimmen Sie eine vollbesetzte ganzzahlige Matrix A € R3x3 mlt(
ganzzahliger Inversen A71. "1’7"'“&?.2(;

tkad W bl v GA. £ = A'b
(Sbwﬁﬁm‘é\ 3%9.(5 5“6”ﬁf"67

o fth: A,A; Gzl (S Awwﬂ‘é uunl dbl{A]e—Q'f/B (N&‘wﬂe)

. 2eilen- /S(hﬁm&zzgeg Bdken wx dby Untsddle
\/br&@&h'- Ve Wik "\?‘ds«aa ekt WAL thed € FAA el uali{FRive s 2/s dq/o

A ~/sz - §-3-
L I:“‘ pELINIE _fﬂ*ﬂ’ﬁ[‘;aﬂ

—> Del=A &
[o 2
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