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Das heutige Programm

@ Wochenuberblick

© Wochenwiederholung in wenigen Folien:

@ Mehrstufiges Tensorprodukt

@ Analoge Resultate wie im zweistufigen Fall
@ Tensoren iiber einem Vektorraum

O (Schief-)symmetrie

© Kurzquiz

@ Tensorrang und Matrixrang

© Rangdarstellung und lineare Abhingigkeit
O Parallele vs. Sequentielle Tensorierung

@ Tensoren als (multi-)lineare Abbildung
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Wocheniberblick
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Wochenwiederholung
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Multilinearitat und Tensorprodukt XN Vi =2 @V, Vi

xlf

w
Definition 24.1 vgl. Definition 23.1
Es seien Vi, ..., V)y sowie W Vektorrdume iiber demselben Korper K.

Eine Abbildung m: X3, Vi = V4 x --- x Viy = W heiRt multilinear,
wenn sie in jedem Eingang linear ist.

Definition 24.5 vgl. Definition 23.6
Es seien V4, ..., Vy Vektorrdume iiber dem Korper K. Weiter seien
Qr_; Vi ein K-Vektorraum und ©: lezl Vi = @N_, Vi N-linear.
Das Paar (®LV:1 Vi, ®) heilt ein Tensorprodukt von Vi,..., Vp,
wenn die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jede N-lineare Abbildung m: Xivzl Vi — W in irgendeinen
K-Vektorraum W gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
fe Homo((@fy:1 Vi, W) mit m=f o®.
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Analoge Resultate wie im zweiachsigen Fall

Es libertragen sich analog:
@ Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie

@ Erzeugendensysteme und Basiseigenschaften
© Rangdefinition

@ Rang von Elementartensoren

@ Tensorprodukt von Homomorphismen

@ Darstellung als Komponentenhypermatrizen
@ Duales Tensorprodukt

@ Interpretation als lineare Abbildungen
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Tensoren Uber einem Vektorraum

Definition 25.1

Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.
Fiir (r,s) € No x Np heifit

7‘(’75)(\/) =V - VIV'®--- V*

Ve
r-mal s-mal

der Tensorproduktraum vom Typ (r,s) iiber dem Vektorraum V.

Definition 26.1
Es seien V ein Vektorraum, r € Ng und o € S, eine Permutation auf
[1,r].

Ver _ yer

ViR - QV, — Vo-1(1) R Vo—1(r)
eindeutig definierte lineare Abbildung die durch ¢ induzierte
Permutationsabbildung auf V®'.

Dann heiBt die durch P, :
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(Schief-)symmetrie
Definition 26.3

Es seien V ein Vektorraum und r € Ng. Ein Tensor t € V®' heilt
O (total) symmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € S, gilt:

PE) = i
@ (total) schiefsymmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € S,
gilt:
P,(t) =sgn(o)t
© (total) alternierend, wenn fiir alle v1,... v" € V* gilt:
vi=vifireini#£j = t(vi...,v)=0
Wir setzen vor — {t c Vver | tist s isch
ym = ymmetrisch}
VEr = {t € V®|t ist schiefsymmetrisch}
Vs

©r = {t e V¥ |t ist alternierend}
@®®® Georg Miiller (Heidelberg University)
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Zusammenhang zwischen den Symmetrie-Eigenschaften

Lemma 26.5
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Np.
@ ImFall r=0und r=1gilt V& = Vo — & — yer

sym skew alt

Q V& Cver

alt = "skew"

© Im Fall char(K) # 2 gilt sogar V&' = V3"

alt skew "

Q Im Fall char(K) = 2 gilt V& = V!

sym skew"

Q@ Ve V& und V& sind Unterrdume von V&',

sym' " skew alt
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Symmetrisierung und Schiefsymmetrisierung von Tensoren

Satz 26.10

Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0 und
r € Np. Die folgenden Abbildungen sind Endomorphismen

@ Die Symmetrisierung

1
VO St Sym(t) = 5 Z P,(t) € VS C V&
’ O'ES!
Fiir t € V®" gilt Sym(t) = t genau dann, wenn t € V5 ist.

@ Die Schiefsymmetrisierung

1
V"5t Skew(t) = > (seno) Po(t) € VgL, C V&'

skew
’ UESr

Fiir t € V©" gilt Skew(t) = t genau dann, wenn t € V5! st

skew
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

O In R? ® R? ® R? existieren Tensoren
vom Rang 3.

@ Die Rdume V37 und VS sind nie
gleich.

© Es gibt symmetrische

. Elementartensoren.
https://partici.fi/06765060

@ Alternierende Tensoren der Stufe 3
haben mindestens Rang 2.
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Tensorrang

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 04 10 / 22


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Rang von Tensoren vs Rang von Matrizen

Definition 15.14

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A

definiert als
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A).

Definition 23.16

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

n
E u; Q v;
i=1

Satz 23.38

[...] Dann gilt fiir jeden Tensor t € U ® V und seine Komponentenmatrix
A € K" bzgl. der Basis Bygv:

Rang(t) = Rang(A)
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Zusammenhang Rang von Tensoren und Rang von Matrizen

Definition 15.14

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A
definiert als
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A).

Definition 23.16

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

n
E u; X v;
i=1
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Rangdarstellungen und lineare Abhangigkeit

Hausaufgabe 11-3.3

Es seien n € N, U und V zwei K-Vektorrdume sowie

t=311u®v; € U® V fiir Familien (u;)ic(1..ny und (v;)jcq1..n} aus
U bzw. V.

Zeigen Sie: Der Rang von t ist genau dann n, wenn (u;)ieq1...ny und
(Vi)ie{1...n} linear unabhangige Familien von Vektoren in U bzw. V sind.

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 04 13 / 22


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Rangbestimmung von Tensoren der Stufe-2

Der Rang eines Tensors T € U ® V ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung der Form T = >/ | ux ® vk
mit n € Ng, ux € U und v, € V moglich ist.

U und V seien dreidimensionale R-VR mit Basen (u, ..., u3) und
(v1,...,v3). Wie sieht eine entprechende Rangdarstellung von

1 ®(vi+v3)+2(ur @ vp) +3u3 ® (vi + v3) aus?
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Parallele vs. Sequentielle
Tensorierung
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Parallele vs. Sequentielle Tensorierung

Hausaufgabe 11-4.2
Es seien U, V, W K-Vektorrdume. Weiterhin sei

HUVIWsueveaw— (uedv)eawe (U V)W (%)

@ Zeigen Sie, Trilinearitdt von
f=UxVxW)3(uv,w)— (uav)eawe (Ua V) W.
© Zeigen Sie, dass (x) einen Vektorraum-Isomorphismus definiert.

© Zeigen Sie, dass (%) keinen Tensorprodukt-Isomorphismus definiert.
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Parallele vs. Sequentielle Tensorierung
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Rang des W-Zustands

Gegeben sei R? ® R? @ R?. Der Rang des Tensors
RV teReaRet+ea®e e

ist
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Tensoren als Lineare Abbildungen
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Welche Tensorkombinationen kann man ,auswerten’?

Gegeben seien die R-Vektorraume U = V := R? und

vm (O cvr vm () ev

u* ((;) »—>1x+2y) ey, vi=0eV"
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 id: KM<m — Knxm

@ Wir identifizieren K™™ mit K" @ K™ liber den von den
Standardbasen induzierten Synthese-Isomorphismus und betrachten

id: K" K" 5 K"@ K™ = (K")*® (K™)*® K"® K™

Wir setzen e; ® ¢; in die identische Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:

ajjke = <7rk&7rg,e,-®ej) :5ik5j€
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Tensorkomponenten und Bildkomponenten

Istte Vi ®...® V, mit
t=v1i®...Q vp,

dann ist
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 id: KM<m — Knxm

@ Wir identifizieren K™™ mit K" @ K™ liber den von den
Standardbasen induzierten Synthese-Isomorphismus und betrachten

id: K" K" 5 K"@ K™ = (K")*® (K™)*® K"® K™

Wir setzen e; ® ¢; in die identische Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:
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(Schief-)Symmetrische Tensoren
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Beispiel fiir (Schief-)symmetrische Tensoren

Es sei R?2 ® R? ® R? (jeweils iiber R) durch seine Komponenten bzgl.
der kanonischen Basis-Tensoren dargestellt. Wie sehen die
symmetrischen und schiefsymmetrischen Tensoren aus?
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