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Das heutige Programm

@ Wochenuberblick

© Wochenwiederholung in wenigen Folien:

@ Mehrstufiges Tensorprodukt

@ Analoge Resultate wie im zweistufigen Fall
@ Tensoren iiber einem Vektorraum

@ (Schief-)symmetrie

© Kurzquiz

@ Tensorrang und Matrixrang

© Rangdarstellung und lineare Abhangigkeit
O Parallele vs. Sequentielle Tensorierung

@ Tensoren als (multi-)lineare Abbildung
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Wochenwiederholung
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Multilinearitat und Tensorprodukt @
@ . —Sf

Definition 24.1 vgl. Definition 23.1

Es seien Vi, ..., V)y sowie W Vektorrdume iiber demselben Korper K.
Eine Abbildung m: X3, Vi = V4 x --- x Viy = W heiRt multilinear,

wenn sie in jedem Eingang linear ist.<— Alle (s M/Q/H 5{% &e/%r-ﬁ
Definition 24.5 vgl. Definition 23.6

Es seien V4, ..., Vy Vektorraume_iiber dem Korper K. Weiter seien
®r_; Vi ein K-Vektorraum und|e: lezl Vi = @N_, Vil N-linear.

Das Paar (®LV:1 Vi, ®) heilt ein Tensorprodukt von V4,..., Vy,

wenn die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jede N-lineare Abbildung"m: Xivzl Vi — Q in irgendeinen
K-Vektorraum W gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
fe Homo((@fy:1 Vi, W) mit Im=fo. \
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Analoge Resultate wie im zweiachsigen Fall

Es iibertragen sich analog:

@ Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie V/ﬁ( oo
~> g qaip e Sloudaficn. iyt ldton w /<&>

@ Erzeugendensysteme und Basiseigenschaften

TU®.. BV (Vie 1/‘3 (L,.©. @b, 3(/ ) Wo(f.lm'H
Rangdefinit
© Rangdefini /o?( zq U®.Oi =£ LA (MM)g&u&rdQ/a(&
o & odsser Tl
@ Rang von Elementartensoren 4
auo
@ Tensorprodukt von Homomorphismen
7 ol L5 . 8 d (U@ . ) ~ )@ .. &0
@ Darstellung als Komponentenhypermatrizen
£2 0, i togu Mafobcdods
@ Duales Tensorprodukt Vl‘”a Nellln, Teuptse,
o R Mostotes
oln

© Interpretation als lineare Abbildungen .
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Tensoren Uber einem Vektorraum

Definition 25.1 (WA arboee, qubaoefb] vor sk anlifiollaaiucche V//)
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und V* sein Dualraum.
Fiir (r,s) € No x Np heift

T(r,s)(\/) =V - VIV'®--- V*

Vv
r-mal s-mal

der Tensorproduktraum vom Typ (r,s) iiber dem Vektorraum V.

Definition 26.1 Ccuaitdht duch awcﬂe Qoue  \ux Terdscpradb
Es seien V ein Vektorraum, r € Ng und o € S, eine Permutation auf
[1,r].

Ver _ yer

ViQ: - QV, — Vo-1(1) R R Vo—1(r)
eindeutig definierte lineare Abbildung die durch o induzierte o
. . r “u (v, W, )
Permutationsabbildung auf V®'. ?é (VA®..@U‘) (v'@._@l/) (®.& )/@gm)
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(Schief-)symmetrie
Definition 26.3

Es seien V ein Vektorraum und r € Ny. Ein Tensor t € V®' heilit
O (total) symmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € S, gilt:

O Wit Topier o

@ (total) schiefsymmetrisch, wenn fiir jede Permutation o € S,
gilt: Verlaageen ten Ggiogti
Po(t) =sgn(0)t  wyod Lawseht vuo! peEslitt
© (total) alternierend, wenn fiir alle v*,... v € V* gilt:
»

fur em iZj = t(vi...,v))=0
_ (ﬂ‘\d ¢ ok Lougd = (,,m arblaghateel}
Wir setzen V®r o {t c V |uq

Yool
ym - ist symmetrisch} e
VEr = {t € VO |t ist schiefsymmetrisch} Uhdemoue
skew " LA Y
V®r .

©r = {t e V¥ |t ist alternierend}
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Zusammenhang zwischen den Symmetrie-Eigenschaften

Lemma 26.5
Es seien V ein Vektorraum iiber dem Korper K und r € Ny.
@ ImFall r=0und r=1gilt V& = VO — & — yer
L/V_\_/

sym skew alt

lisddans ehuex Béu@-«a
@ Vi € Vieew:
\
© Im Fall char(K) # 2 gilt sogar V" = Vsﬁferw

Q@ Im Fall char(K) =2 gilt Vi, = VL, %

Q Ve V& und V& sind Unterrdume V%

sym' " skew alt
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Symmetrisierung und Schiefsymmetrisierung von Tensoren

Satz 26.10

Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K mit char(K) = 0 und
r € Np. Die folgenden Abbildungen sind Endomorphismen

@ Die Symmetrisierung

V5t Sym(t) = Zp(t Vin Ve
/7' o€ES, ] Howo G
“‘U@!{;‘é Ales feru
Fur t e Vergilt Symft =t genau dann, wenn t € V®’ ist.
@ Die Schiefsymmetrisierung gﬂ‘““’) o0& &s 1@

r 1 r r
VE"S o Skew(t) = — Z((sErla\)'P (t) e Vir, cve

Vocgeiol: Ifele
Fiir t € V©" gilt Skew(t) = t genau dann, wenn t € V'

skew !
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

V@ In R2® R2 @ R? existieren Tensoren

vom Rang 3.
Wr2ede , i edh
X' @ Die Raume V! und VS sind nie

gleich. d’xo\r(z) -Q

‘/9 Es gibt symmetrische

. Elementartensoren.
https://partici.fi/06765060 BBV

X @ Alternierende Tensoren der Stufe 3
haben mindestens Rang 2.

WwleseC O oo
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Tensorrang
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Rang von Tensoren vs Rang von Matrizen

Definition 15.14 LA:I

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A
definiert als Diwm (Sﬁnaa[d
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A). =dk. (4q,, 594,__,,‘\)>
A

Definition 23.16

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) & Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung def Form

[...] Dann gilt fiir jeden Tensor t ¢ U ® V und s¢ine Komponentenmatrix

A € K" ™ bzgl. der Basis Bygv:

Rang(t) = Rang(A)
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Zusammenhang Rang von Tensoren und Rang von Matrizen

Definition 15.14

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A
wiu ra i ¢

definiert als -
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A). A:@ZQZ -

Definition 23.16
Der Rang eines Tensors t € U ® V, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die Z‘_bu'kck\‘)
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

(Zx Yo rgw) ] %
“gefteq T Luer mj{

Ertwony mo&wéxwuﬂre‘wj#g ’jvr%ﬁ s 37 | T
ISR e
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Rangdarstellungen und lineare Abhangigkeit

Hausaufgabe 11-3.3  Addut: A -Adga ¥

Es seien n € N, U und V zwel K-Vektorré%me sowie

= Z”@zl ui ® vi € U® V fiir Familien (u;)ieq1..ny und (vi)icq1..ny aus
U bzw. V.

Zeigen Sie: Der Rang von t ist genau dann n, wenn (u,-),-e{lm,,} und
(Vi)ie{1...n} linear unabhangige Familien von Vektoren in U bzw. V' sind.

y
LD Auﬂeu-(u-)ﬁ‘ dd. W 2 oLit: =, O alo “J'“Zf‘“
i‘<r

u
Dos b 4o Z'u®v = UBV, « ?qav -‘(“5"‘—"@@\4* Z wau
»7, ':2 ‘ '

= =7
z ~% 2L opgu, + %w@w Z v %t«.‘@v-
SL M T g ( ) 4 OO

Gw, =2

u
l E& “® (V‘. - fj';‘/) => @wzjm
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Rangbestimmung von Tensoren der Stufe-2

Der Rang eines Tensors T € U ® V ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung der Form T = >/ | ux ® vk
mit n € Ng, ux € U und v, € V moglich ist.

U und V seien dreidimensionale R-VR mit Basen (u, ..., u3) und
(v1,...,v3). Wie sieht eine entprechende Rangdarstellung von

n®(v1+v3) + 22 ®v2) +3u3 @ (v1 + v3)  aus?
Qw:é@-—'&t‘f?ﬁ Voo dhenes Besgd ol o 25T el ‘lﬂg%ﬂ bef\uey

LS K4 o A Ao £ o
0 &o o %ol ° ogg [0‘2,0
203 ‘%o,f

] (’2) (eod) » ( 7)28) > £ (LcrSn)Bau)+ 162v2
Lote powy Loefrrs &\aw@cﬂm Peullds oB8e W%
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Parallele vs. Sequentielle
Tensorierung
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Parallele vs. Sequentielle Tensorierung

Hausaufgabe 11-4.2
Es seien U, V, W K-Vektorrdume. Weiterhin sei

HUVIWsueveaw— (uev)ewe (U V)W (%)

@ Zeigen Sie, Trilinearitdt von
f=UxVxW)s((uv,w)—~ (uv)ewe (U V) W.
© Zeigen Sie, dass (x) einen Vektorraum-Isomorphismus definiert.
© Zeigen Sie, dass (x) keinen Tensorprodukt-Isomorphismus definiert.
(o) (v () B vebh. ke £ wOyET M= Lefd)
PN

o/ T = o8~ (® kLo
T Cou @) & Qo A
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Parallele vs. Sequentielle Tensorierung

U xvx W/ —®—> UGVQUO

£ (4e0) r mmwﬁ(mv)@w i
Uy 1 Qev)mo Z u@\ )®"°H ZE%

u®v)®w C (wov) <t

®
@@v)&&u@) v

& (o= T8 ) %([ w@w*aléw‘z\@ ) <

*
= Q@V)@D)

Caded) W B o Slauadoiey.
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Rang des W-Zustands
Ole2

Gegeben sei R?® R? ® RéDer Rang des Tensors

RV teReaRet+ea®e e
ist $>7L
wmmﬁwme@MMﬂM\
NI Doy A1 Sougt  (daestdae)B (Rentftren)® (’GAQ*K»LGD = e E@ESC ...
® X0
&, 54'61 A
ik Qmé?.: A.aw t: osbec +x8y@2 Dan T(£): C@;?_L)®C+C§f2‘m
vk ot/ TCE)= (e eei®e, t (@68 & 1@ 8O Lyt by
- €090~ CF"/QQ;?L’@&)@@ L me” [ e o™
owide 1)) w2 (%) > (el xey> 29 =B/

CAQ0GtGRL,
A (€8%) « B &8 < Eme) T ({} B) vuy f w0 2 Loov san cos) i
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e il
"W‘xe\p = agb @y e {ee) %7
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Tensoren als Lineare Abbildungen
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Welche Tensorkombinationen kann man ,auswerten’?

Gegeben seien die R-Vektorrdume U = V := R? und

éha,u =°r2
<0>6U y_::(4>ev (e =2)

1 4 l'\u*‘w> =0

u* ((;) »—>1x+2y) eU*, vi=0eV"

uel ©o(%)

AN

£ (8), vemle) HowVT) (D%

gy N e
Hor (u*eViK) (-,z>4-,Z>Lw= 2o
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 id: KM<m — Knxm

@ Wir identifizieren K™™ mit K" @ K™ {iber den von den
Standardbasen induzierten Synthese-Isomorphismus und betrachten

Kn®Km_>Kn®Km i (Kn)* (Km)*®Kn®Km

< Yone (L'BL her )
Wir setzen e; ® ¢; in die identische Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:

—

LMJ: <7Tk §7rg,e,- X ej)@\/é,-k 5J'g
Ty (e)® W, (eo\ Re(e )R ((=>
whaz
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Tensorkomponenten und Bildkomponenten

Istte Vi ®...® V, mit
t=v1®...Q vp,
dannist Wl T: U e.B8U=uvg sur—>C o (uiB.ou Léﬁgus

Vi ..omv” (£): Vv, o dviud
I

= LvTw L ()L

Q‘*ZSWCI(Q) < vlovt
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Tensordarstellung von Abbildungen zwischen Matrixraumen

Beispiel 24.24 id: KM<m — Knxm

@ Wir identifizieren K™™ mit K" @ K™ {iber den von den
Standardbasen induzierten Synthese-Isomorphismus und betrachten

id: KT K" - K" K" = (K")Y®(K")"?@K'e K™
€= T(0l) = 277 godoeincy
Wir setzen ¢; ®Jej in die identische Abbildung ein und ermitteln die
Komponenten des Bildes mit Hilfe der Elemente der dualen Basis:
?a,'jkg : <7Tk Xy, e ® ej) = 0k 511
.
[
To, BY, R
B (1\(6)(6&56»
‘ECI—'(M?»:‘}M

© R Mo (£)
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(Schief-)Symmetrische Tensoren
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Beispiel fiir (Schief-)symmetrische Tensoren

Es sei R? ® R? ® R? (jeweils iiber R) durch seine Komponenten bzgl.
der kanonischen Basis-Tensoren dargestellt. Wie sehen die
symmetrischen und schiefsymmetrischen Tensoren aus?

2L
'é,: ? % cgi G”Q‘M Cf;'@e&'@eh)

T=0C 40 wea
CHEM.«': mda\éqj)d:m Vdé% Q,‘&-L: S?gug)q‘;n.)“&ﬂﬂ
e 5
QY1
ul
P
PN e -
2R e { e laguede t= -(3)=
e O gua Fw=(3)ZO

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 04 22 / 22



