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Das heutige Programm

© Wocheniiberblick
© Wochenwiederholung in wenigen Folien:

® Erzeugung/Basen in Tensorproduktrédumen

@ Tensorrang

© Tensorprodukte linearer Abbildungen

@ Darstellung von Tensoren (Komponentenmatrizen)
@ Tensoren als lineare Abbildungen

Kurzquiz

(Bi-)lineare Uberbestimmung auf Erzeugendensystemen

Rang von Tensoren vs. Rang von Matrizen

o

o

© Konstruktion von Tensoren
o

@ Beispiel Rangbestimmung

o

Beispiel Tensoren als lineare Abbildungen
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Wocheniberblick
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Wochenwiederholung
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Erzeugendensystem und Basis

Lemma 23.12 KBOQ%UW[/\/IE% %‘f'?M@/f %?

1Y
| ey e
Es seien U und V Vektorrdume uber demselben Kérper und (U ® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt: Die Elementartensoren
bilden ein Erzeugendensystem von U ® V. @y | &@U(u&l/g

Lemma 23.13 ( RpyQubla-u )Q

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Kérper und (U ® V,®)
ein Tensorprodukt von U und V. Weiter seien By = (u;)ic; bzw.

By = (vj)jes Basen von U bzw. V. Dann gilt:

© Bugv = (U; ® vj)(ij)eixJ ist eine Basis von U® V.
> feduriete oy /m&)c?mm 'S
Q dim(U® V) =dim(U) - dim(V).

™ Cowvekarn 5, O o0
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Tensorrang

(w %l 2- aodggg/ Teesy Con é\wi*wm%p\/
Definition 23. 16

Der Rang eines Tensors t € U ® V ist die minimale Anzahl von
Summanden in einer Darstellung der Form
\mﬂ?

(/)@(S)Gt@@“ﬂv%a/z &=
Zu,@v, e(‘ih@V’ueU VGVD“U@)/

WA Voeffiareda \0m
A Teopen o @\nﬁtzs&:wlz{ ~> Gpt Kowpoueten balc'ze,
Lemma 23718

Es seien U und V Vektorraume mit Basen {iber demselben Kérper und
(U® V,®) ein Tensorprodukt von U und V. Dann gilt:

@ Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0. HA:

@ Firue Uundve Vgilt U®¥;L@V
e

uv=0 <& wu=0oderv=0 VvV
7}&\21//1

'&Sso\)«&ﬁ

© Jeder Elementartensor u ® v mit 5;& 0 ist vom Rang 1.
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Tensorprodukt linearer Abbildungen

Definition 23.30 und Lemma 23.32
Es seien i € Homo(Us, V1) und f, € Homo(Us, V2). Dann heifit

I A esuddoe {

el —-VieW,
be Dualiskmgliefl @2 (7 L

u ® up = fi(u1) ® f(u2)

*adge wexye "

das Tensorprodukt der Abbildungen f; und f,. Ordnen wir die
(endlichen) Basen By, gy, und By, gy, lexikographisch, dann gilt

Freoy
MBV1®V2“BU1®U2(f1 I f2) A X B e K(”1’72)><(m1m2 eu%!z
Bodk tu e/ Qsc)cnaw*f}k s f /(,./)

mit
a12 8 a1my ["/ )
a22 B a2m; B C214)
am1B ap2B——anmB ( ’M2>

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 03 6 / 24



Darstellung von Tensoren

Vektorraum V
Fir dim(V) = n ist
V = K"
Ist By = (v1,...,V,) eine Basis
von V/, dann reprasentiert ein

Koordinatenvektor x € K" den
Vektor

V—ZXJVJ dg (x)

Die Koordinaten x; kdnnen mit
Hilfe der zu By dualen Basis
von V* ermittelt werden.

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University)

fbewc
a«g&‘w Jm%@l&a@
Tensorproduk A UV

Fir dim(U) = n, dim(V) = m ist
UV = K™m

Sind By = (v1,...,up) und

By = (vi,...,vy,) Basen, dann
reprasentiert eine Komponentenmatrix
A € K™™ den Tensor

n m

t= DD B @ ) = 0, (A)

= oy YN (E)
Die Komponenten aU kénnen mit
Hilfe der zu Bygy dualen Basis
von (U ® V)* ermittelt werden.
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Zusammenfassung der kanonischen Isomorphismen

uv
Cusv
%
/ \ Veaut i — Ly uel
Homo(U*, V) Homo(V*, U)

\ / Ksey acleden bibal

Homo(U* ® V*, K) @F dour Drodramen

@ Ein Tensor in U ® V kann an seinen beiden , Eingangen” Vektoren
aus U* bzw. V* entgegennehmen.

@ Wird ein Eingang mit einem Vektor belegt, so wird er vom Tensor
.konsumiert”. Der Faktor entsprechende Faktor in U ® V wird
dabei ,verbraucht".

@ In Komponentendarstellung wird die entsprechende Achse mit dem
Koordinatenvektor des anliegenden Vektors kontrahiert.
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

Ve UeVv=VveU
eavowedies sy UBY —> vOU
X @ InZ5 @ P({r, g, b}) iiber Z,
existieren Tensoren vom Rang 5.

D (PE1GER) =T 48k dsreLude

()2 (0o mme

https: //partici.fi/06765060 /g # & fy(u©0) =0 (Che[3) T 4

Y, 2ty 4p) = {)®0 =0
@ Sind f; und £ injektiv, dann ist f; X £,
injektiv

Gy Lowedagodltt &w@)=%%%f%>
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Konfliktfreie Uberbelegung bei
Linearer Fortsetzung auf
Tensorproduktraumen
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Uberbelegung von ®

Gegeben seien K-Vektorraume U, V und die Vorschrift:
fURVsuvirvveVeV
i 2 2 L

@ Wieviele Bedeutungen des Symbols ® sehen wir in der Vorschrift?

A vl b e uotokiowedd
2: Al v @ ua (UeV,®)
3 = = (V@V@Z
@ Definiert die gegebene Vorschrift eine lineare Abbildung
f € Homo(U® V.,V ® V)?

[ AL it wol M&v& 2el\GAS ;utow4)

vov ~{fua)= £( rluav) = L(u@av)= 3 veV
Vsl i ol ol Erquoredloiey i ke !
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Definition von Homomorphismen iiber lineare Fortsetzung

Satz 17.10
Es seien (V,+,-) und (W, +,-) zwei K-Vektorraume und (w;);c; eine
Familie in W. 2
Q Ist (v)ies l&.uwf}b(’l— , dann gibt es ein 2.8, ’Q =l QV@)“;/;C«)
f € Homo(V, W) mit f(v;) = w; fiiralle i € . ~2>¥(ed=p)

£ee Lel
Q Ist (vi)ies Bou'sS , dann gibt es genau ein Q/;)\*GQ,,&L)
f € Homo(V, W) mit f(v;) = w; fiir alle i € /. e =0
)=

Vermeidet man Konflikte in den Werten, dann darf man f aber sogar
auf fﬂlf‘%’i&tg% Teddian  die Werte vorgeben. &%&&@usﬁrﬁq’m @Iv#ev\«
douwnn ehuisfige Voo wcfiguu

ARt M)‘/SI = (& /e‘lftffe‘g

€)=
,ﬁfr@ :S) (e, e’a =/ \‘/
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(Uber-)definition von Homomorphismen auf Tensorriumen

Haufig beschreiben wir lineare Abbildungen auf Tensorproduktrdumen
durch ihr Verhalten auf den einfachen Tensoren, also

b;f{gw/ g&;«ﬂ Wea A (e

LCuy) W(a@oxictﬂu T3\

e ytu Bt
Y alle Zoufl‘,[ﬁ:
‘Dﬁg&-«ika&fc@e&hh
A W, be%ﬂ?(%u;w}

2. Dty ezwlfé’f ducpl. euclniyy
£: (e 0717@\/ ol

fUQV3uQv—

UxV

Vo Jivuclay i hwa‘adlui
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§ 23.4 Konstruktion eines
Tensorprodukts
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Ubersicht: Tensorproduktkonstruktion

Unser gewiinschtes Tensorprodukt
Zu VR U, V, W eine bilineares ® mit isomorpher Zuordnung bilinearer
b zu eindeutigen linearen f mit b = f o ® existiert.

A UV
Vele v ‘( —> B [U&V),o 2 @l

< Houwyp | . lesuoplia b
W 3Bsuavw)3\< f % ) = ;d% )

Wir konstruieren jetzt:

UxV —57 T ,7/7
721%

g
wsf -

YA rL(a,u,v) 117 . émdlﬁc&(’ﬂ (1”'9? .
Ale %Mla& {e w”xv g&\‘k\(} Wrw%\w&“ o
Dol Foddseato

N ¢
i %%Houo(,,‘l/\/)&vdq% Qowar 0 L
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freier Vektorraum iiber einer Menge X ( o/ guz@&wwa)

Eougr g VsV wi ey (\/)e“l\ dhu IRy \/E ]C Mﬂ
Definition 23.22 Vie=Cy,

Es sei X eine Menge und K ein Kérper. Der freie K-Vektorraum iiber
der Menge X ist der K-Vektorraum

(KX)OO ={f: X — K| suppf ist endlich}
%6

— i 7 —
der endlich getragenen Funktionen X — K. m'\

Basis des freien Vektorraums
Die Menge {e, | x € X} ist eine BaS|s von (KX)00. 472 30@0@

@ Fiir X = () und beliebiges K S>> =307 -
a4 % ﬁ&(kéﬂ?—ﬁ

@ Fir X ={T,L} und K = Z3~{o2]
et L
l< : Z %O 61—‘ CJ_( ae-r\ﬂel_ | -+ f(L&r‘('C_L 196_1_ +€T|2CT +?@\z
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universelle Eigenschaft des freien Vektorraumes

Satz 23.24
Es sei X eine Menge, K ein Kdrper und W ein Vektorraum iiber K.

© Zu jeder Funktion f: X — W existiert genau eine lineare
Abbildung g: (KX)oo — W mit der Eigenschaft f = g o e,.

X —=— (KX)o
S|
w

@ Umgekehrt wird fiir jede lineare Abbildung g: (KX)o — W durch
f(x) = g(ex) fiir alle x € X eine Funktion f: X — W definiert.

© Die Zuordnung
=
WX 5 f — g € Homo((K*)g0, W)
ist ein kanonischer Isomorphismus von Vektorraumen.
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universelle Eigenschaft des freien Vektorraumes

Satz 23.24
Es sei X eine Menge, K ein Kérper und W ein Vektorraum iiber K.

@ Zu jeder Funktion f: X — W existiert genau eine lineare
Abbildung g: (KX)o — W mit der Eigenschaft f = g o e,.

X =S (KX)o Defiriots @ and Basty G €| xeX v T
7lg (VES %(E,J:;@@(}V«e)(wu_\@ S2uy®

X _f
W Z W %‘sr\&e&%u«& Cuear Mozt ol Sleoadglelt
( P/ Yoreulabts

Fir (ZgT’J‘})oo und f: X — Z3 mit

i g(ler +2e1) = Ag (eﬂﬁk?a‘(ei%/f(%’)*;) {9-¢ @ NG)

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 03 16 / 24



Faktorisierung durch einen kleineren (Faktor-)raum

Beobachtung:

Falls wir nur an Darstellungen von f aus einem Unterraum S ¢ WX
interessiert sind, dann haben wir zu viele g € Homo((K*)oo, W) bzw.
der Raum (KX)o ist noch zu groR.

X —2 (KX)o @ (KX)OO@

Df \So %g% ‘5(6’«) ont e}sw%m“
@L«)Xé__{ Yeoofyert

Der grolte Unterraum N den wir ausfaktorisieren kdnnen, so dass alle

Cﬂgﬁgn\t@dg auch durch (KX)o / N faktorisieren ist

%G(,H;\MOiglw)\M’q' N = /\ { KWC@]%@ MC@ \“b [ 8()8(')68?
% ) o ungéﬁf(lﬂ_@ §§6 Mo(zg/’\)m/)w( _{;ﬁof\oeﬂ
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die Tensorproduktkonstruktion mit X := U x V Kodde

Fiir das Tensorprodukt: ohgl,sd@
Setze X := U x V und S :=Bil(U, V; W) und N = (E) fiir

D'— {e(urtusv) = Eurw) — o) | U1, 12 € U, v € V} L/<E>Lm°+
I A, Mekekop = {e(u vitv2) T Suv1) T Eu,v2) ‘u el vi,vw e V} GIAQ’UM
a=A >U{e(au7\,) ey, v) |U€U vev, OzEK} SOKe..
U{e(uﬁv)—ﬁeuv \ueu vev, BeK}g (KYYYo0
U><V NA/ C/(@f/

l
S" Etouo CUBYL)
Setze dann: Toew sk ¥ Vele Y
\,Wollomﬁ?r lWM
U,V = (K)o /(E) o s ooy

und wu Qv = lew,v)] = €u,v) +(E) firalleue UveV
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Tensorprodukteigenschaften

Lemma 23.27 - Bilinearitat von ®/

Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Korper. Dann gilt
N v+ u® v=(u+u) ®/v§ AV
u®/ Vi T U@, v = u®/ v1

S(au)®, v=a(u®, v) Moo,
u®/(5v):5(u®/v) 3 u%

fur alle u, u1,up € U und v, vy, vo € V sowie , 8 € K.

Beweis. (olU)®,V = EE(AO,VWK = 6(0(:;&) +<E) 4E>

- OL e('tuv)"“ eUu,v] = DLe(‘urv) -+ <£
W(EM

T Gt T [sean] &[] = ()
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Tensorprodukteigenschaften

Satz 23.28

Es seien U und V Vektorrdume iiber demselben Korper K. Dann ist die
obige Konstruktion ein Tensorprodukt von U und V.

ueV Vi
@ Lifiy Al uaeh ol adlobos
fW@(‘yLvE e, L’C—:Df

E= 89% Aoreohin VCukedkiomou
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Tensorrang
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Rang von Tensoren vs Rang von Matrizen

Definition 15.14

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A

definiert als
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A).

Definition 23.16

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

n
E u; X v;
i=1

Satz 23.38

[...] Dann gilt fiir jeden Tensor t € U ® V und seine Komponentenmatrix
A € K" ™ bzgl. der Basis Bygv:

Rang(t) = Rang(A)
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Zusammenhang Rang von Tensoren und Rang von Matrizen

Definition 15.14

Es seien K ein Korper, m,n € Ng und A € K"*™. Dann ist der Rang von A
definiert als
Rang(A) := ZRang(A) = SRang(A).

Definition 23.16

Der Rang eines Tensors t € U ® V/, geschrieben Rang(t) € Ny, ist die
minimale Anzahl von Summanden in einer Darstellung der Form

n
E u; X v;
i=1
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Rangbestimmung von Tensoren der Stufe-2

Der Rang eines Tensors T € U ® V ist die minimale Anzahl von
Summanden, mit denen eine Darstellung der Form T = >/ | ux ® vk
mit n € Ng, ux € U und v, € V moglich ist.

U und V seien dreidimensionale R-VR mit Basen (u, ..., u3) und
(v1,...,v3). Wie sieht eine entprechende Rangdarstellung von

i ®(vi+v3) +2(ur @ vp) +3u3 ® (vi + v3) aus?
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Tensoren als Lineare Abbildungen
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Welche Tensorkombinationen kann man ,auswerten’?

Gegeben seien die R-Vektorraume U = V := R? und

vm (v vm () ev

u* ((;) »—>1x+2y) eU*, vi=0eV"
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