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Organisatorisches

@ Bitte registrieren Sie sich:

@ MUSLI
@ MaMpf
© Heico (1100111008 (VL) und 1100111009 (Ubung))

@ Fragestunde Do 12:30 - 14:00

© Anonyme Umfrage fiir Feedback, Themenwiinsche und allgemeine
Fragen

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 01 2 / 20


https://muesli.mathi.uni-heidelberg.de/lecture/view/2143
https://mampf.mathi.uni-heidelberg.de/lectures/302
https://heico.uni-heidelberg.de/heiCO/ee/rest/pages/slc.tm.cp/course/414050
https://heico.uni-heidelberg.de/heiCO/ee/rest/pages/slc.tm.cp/course/414055
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Das heutige Programm

© Ergebnisvergleich LA 1 / LA Il
@ Wocheniiberblick

© Wochenwiederholung in 5 Folien:

@ Dualrdume
@ Duale Basen
© (Pra-)Annihilatoren
@ Duale Abbildungen

Q Kurzquiz

@ Ausfiihrungen zum ,Bestimmen einer dualen Basis"

@ Hausaufgabe 11-1.4 ((Pra-)Annihilatoren)

@ Wiederholung Koordinatendarstellung und Identifikation K™ mit
Kn

O Ausfiihrungen zu Beispiel 21.3 (duale Abbildung der
Koordinatenprojektion)
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Vergleich LA | 2023 / 2025

Median Punkte auf UB Personen mit Punkten auf Blattern 1-12
100,00 % 18,00 %
90,00 % 16,00 %
80.00% \/\/—’—\ 1200%
70,00 % 12,00 %
60,00 % ——2023  10.00% ——2023
50,00 % — 2025 8,00 % —— 2025
40,00 % 600%
ot 4,00%
30,00% 200%
20,00 % 0.00%
10,00 % S
0,00 % N S
$
2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 B
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Vergleich Priifungen LA 1 2023 / LA I 2024

Personen mit Anderung
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Punkieanderung LA |/ LA Il Klausur 2023/24
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Notenverbesserung
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Schnitt: -13,7%
Punkte / 0,4 Note
Median: -11%
Punkte / 0,3 Note
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LA |- und Wochentuberblick
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Der Dualraum eines Vektorraumes

Definition 20.1
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Der Vektorraum

V* :=Homo(V,K) ={f: V — K| f ist linear}
der linearen Abbildungen V — K heilt der (alg.) Dualraum von V.

Die Elemente von V* heilen lineare Funktionale auf V oder
Linearformen auf V oder Covektoren.
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Dimension eines Dualraumes

Satz 20.8 vgl. Satz 19.6

Es sei V' ein Vektorraum iliber dem Koérper K mit Dualraum V*. Weiter
sei B = (v;)ies eine Basis von V. Die Zuordnung

Ig: V'3 v = (v, vi)ies € K'

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Satz 20.10
Es sei V/ ein Vektorraum iiber K mit Dualraum V*. Ist B = (v1,..., ;)
mit n € Ng Basis von V/, dann bilden v € V*, i=1,...,n mit
. 1 imFalli=j
GRS S
0 imFallji#

die zu B duale Basis von V*.
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Koordinatenermittlung und Darstellung der dualen Paarung

Satz 20.10
Es sei V' ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit Dualraum V*.
Ist B = (v1,...,Vv,) eine Basis von V und B* = (v{,...,v;) die

zugehdrige duale Basis von V*, dann gilt

n
v:z<v,-*,v> Vi und v :Z<v*,v,-> v
i=1 '

i=1
Lemma 20.14
Es sei V/ ein Vektorraum mit Basis B = (v1,. .., v,) und zugehdriger
dualer Basis B* = (v{, ..., v, ). Dann gilt

n n n
v*:Z&v,-* und V:ijvj = <v*,v>:Z§jxj:§Tx
=1 =1 =1
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(Pra-)Annihilatoren

Definition 20.20
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Q@ Fiir M C V heiRt M° := {v* € V*|(v*,v) =0 fiir alle v € M}
der Annihilator von M.
@ Fiir F C V* heift °F := {v € V| {v*,v) =0 fiir alle v* € F} der
Pra-Annihilator von F.

Satz 20.23
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Kérper K mit der Basis
B = (v1,...,v,) und dualer Basis B* = (v{,...,v}).
Q Ist (v1,..., vx) eine Basis des Unterraumes U C V/, dann ist
(Vii1s---, V) eine Basis von U°.
Q@ Ist (v,...,v;) eine Basis des Unterraumes F C V/*, dann ist
(Vk+1y---,Vvn) eine Basis von OF.

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 01 10 / 20


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Dualer Homomorphismus

Definition 21.1

Es seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K und
f € Homo(V, W). Dann heiBt *: W* — V*, definiert durch

*(w*) =w*of

der zu f duale oder transponierte Homomorphismus.
v* = w* o f heilt der Pullback von w* durch f.

K _ wf_v
\_/

v¥=w*of
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Particify

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

@ Jeder Vektorraum besitzt einen zu sich
dualen Vektorraum.

@ Jeder Vektorraum ist isomorph zu
einem Dualraum eines Vektorraumes.

© Ist V unendlichdimensional mit Basis

. B, dann existiert in V* die duale Basis
https://partici.fi/06765060 B*

@ Jeder Unterraum ist Praannihilator
eines Annihilators.
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Bestimmen dualer Basen 1

Es seien B := (e1, e2) und B = (e1, e1 + ) zwei Basen von R2.
Die dualen Basen sind

=) () )e=(0) () )
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Bestimmen dualer Basen 2

Wir betrachten (P({x1,...,xa}),2,) mit der Basis
B = ({x1},...,{xs4}). Die duale Basis B* hat die Darstellung
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Duale Unterrdume sind (nicht immer) Annihilatoren

Lemma
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Dann gilt
F = A

fir alle Unterrdume Fvon V* genau dann, wenn V' (und V*)
endlichdimensional ist.

=

=-: Wir zeigen: Ist V unendlichdimensional, dann gibt es Unterrdume
von V*, die kein Annihilator sind.
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Beispiele und Aussagen zu Annihilatoren

Hausaufgabe 11-1.4
© Bestimmen Sie eine Basis von °{f — (1)} in R{012} iiber
(Ra I )
@ Es seien V ein K-Vektorraum und Wy, W, Unterrdume von V.

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) WA+Wo)P=wW2nwyg (i) (WAnWs)° =W+ W2
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Dualer Homomorphismus 1

Was sind die dualen Abbildungen der folgenden Abbildungen?
Q7 Qecx— e \eQ jeweils iiber Q

@ f: U3 urs ue V fir einen Unterraum U von V, jeweils iiber
dem gleichen Korper K

@®®® Georg Miiller (Heidelberg University) Plenariibung Lineare Algebra Il (Inhalts)-Woche 01 17 / 20


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
https://scoop.iwr.uni-heidelberg.de/

Dualer Homomorphismus 2

Beispiel 21.3

@ Essei V = K" iiber dem Kdrper K und 7;: K" — K die
Projektion auf die i-te Koordinate.
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Koordinatendarstellung und Dualrdume
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Dualer Homomorphismus 2 - nochmal

Beispiel 21.3

@ Essei V = K" iiber dem Kdrper K und 7;: K" — K die
Projektion auf die i-te Koordinate.
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