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HAUSAUFGABE Il - 6 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 18. Mai 2026
Abgabedatum: 25. Mai 2026

Hausaufgabe II-6.1 (Basis zu Polynomringen und -homomorphismen) 2+42+2+1 =
7 Punkte

(a) Bestimmen Sie alle Koeffizienten (und damit die Darstellung als Monomsumme) des

Polynomprodukts
2 2
(A[[l, il n (A{Zi}ti)
i=1 i=0

im Polynomring #(Z)[t] tiber dem Ring (P (Z), &,N).

(b) Es sei (R, +,-) ein Integritéitsring. Bestimmen Sie die bzgl. der Polynommultiplikation
invertierbaren Elemente des Polynomrings (R[¢], +, -).

(c) Es seien (Ry, +1,+1) und (Ry, +, -2) zwei kommutative Ringe mit Eins und f: Rj — R, ein
Ringhomomorphismus. Zeigen Sie, dass durch

f: Ri[t] = Ry[t]
F(Daiat) =2 fla -
i=0 i=0

ein Ringhomomorphismus zwischen den entsprechenden Polynomringen (R;[t], +1, -1)
und (R, [t], +2, -2) definiert ist.

(d) Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen oder widerlegen Sie, dass

f: R[t] — R[t]
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genannt die Ableitungsabbildung auf R[¢], ein Ringendomorphismus von (R[t], +, ) in
sich selbst ist.

Losung.

(a) Die Koeffizientendarstellung der beiden Polynome ist

(0,0,{1},0,[12].0,...)
({1}, {2}, {4}.0,...)

und damit ergibt sich aus der Definition der Polynommultiplikation die Koeffizientendar-
stellung

(0N {1},
{1} n0a{2} N0,
{3 n{1}a{2} n0OA{4} N O,
{1} n0a{2} N {1}A{4} N0,
{1} nL2]a{2} nOa{4} N {1},
{1} noa{2}n[12]a{4} N0,
{1 nL3]a{2} n0a{a} N1 2],
{2y n[1,3]a{4} N0,
{4} n 1,30
=(0,0,{1}, 0, {1}, {2}, {1}, {2},0,...)

und damit die Darstellung
{132 a {1}t a{2} 5 2 {1} 0 A {2}¢7.

(2 Punkte)

(b) Da (R, +,-) ein Integrititsring ist, ist er insbesondere nullteilerfrei. Fir p,q € R[¢] mit
den Darstellungen

p=am-t"+---+a-t+ag
q=Dby-t" +---+by-t+b
mit m,n € Ny ist

D q=Cman ETT o £+ Co,
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(©)

mit den Koeffizienten

k k
ck::Zai-bk_,-:Zai-bj
i=0 i,j=0

i+j=k

fir k € Ny. Es ist also p - q das Einspolynom genau dann, wenn ¢y = ao-by = 1lg und ¢t = 0
fur 0 < k < m + n. Die Koeflizienten ay und b, miissen also zueinander multiplikativ
invers sein (und damit insbesondere ungleich 0g). (1 Punkt)

Aus ¢ = Og fir 1 < k < m + n folgern wir nun, dass a; = b; = Opfir1 < i < n
und 1 < j < m, also dass p und g konstant sein miissen. Entsprechend sind dann die
invertierbaren Polynome gerade die konstanten Polynome, deren Koeffizient in (R, -)
invertierbar ist. Wir fithren den Beweis induktiv iiber d: n + m, den Hochstwert der
Potenzen vontinp - q.

Fir d = 0 ist nichts zu zeigen, denn p und q sind dann schon konstant. (0.5 Punkte)

Gilt die Aussage fir alle Hochstpotenzen kleiner als d > 1, dann ist
OR = €4 = Cpm = an * b. (0.3)

Daraus folgt mit der Nullteilerfreiheit, dass a, = Og oder b,,, = Og. In jedem Fall lasst sich
eines der beiden Polynome p, g mit einer Darstellung schreiben, deren hichste Potenz in ¢
um eins niedriger ist und nach Induktionsvoraussetzung sind dann also p und g konstant.
(0.5 Punkte)

Fir p, g € Ry[t] mit den Darstellungen

p=am1t" o+ a e t+ a

q=by1t" +1-- bt +bo

mit n,m € Ny und N = max(n, m) (und den notwendigen Koeffizienten in den jeweiligen
Polynomen mit Og, aufgefiillt) ist

fo+iq)=f Zai-lti+2bj.1tj)
j=0

i=0

N N
=f Zai-ltl+ bi'ltl)
i=0 i=0

N
= f Z(ai +1bi) 1 ti)
i=0

N .
= Zf(ai +1b;) o t!
i=0
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N
= > (@) +2 (b)) - ¥
]:]o

= > fla) -t +sz(b) ot
i=0

= ) fla) 2t +sz(b) 2t/
i=0 j=0

= f(p) +2 f(9),

denn da f ein Ringhomomorphismus ist, ist f(0g,) = Og,. (1 Punkt)

Auflerdem ist

f(P'lq)Zf(Zai gt .IZbJ. ; tj)
i=0 j=0

(g

k=0

n+m k
= 2 f (Z ai 1 bk—i) g tF
k=0 i=0

n+m

= Z (Z (@) 2 f(bi l>)
= Zf(ai) oty Zf(b]) ot
i=0 Jj=0
=f(zn:“i 1 ti) -zf(ibj 1 tj)
Jj=0

i=0
=f) 2 f(@)
(1 Punkt)
(d) Die vorliegende Abbildung stellt das Verhalten der Ableitungen auf den zugehéorigen
Polynomfunktionen in ¢ dar. Dass die Ableitungen mit Summen vertraglich ist, ist ein

Standardresultat aus der Analysis, das dirfte uns also keine Probleme machen. Mit
Produkten hingegen ist die Ableitung im Allgemeinen nicht vertriglich in dem benétigten
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Sinn, hier gibt es ndmlich die Produktregeln fiir Ableitungen. Ein Beispiel, an dem man
diese Unvertraglichkeit auch fiir Polynome sieht, sind die Polynome 1g und 1 - ¢, denn
hier ist
fr-1g-1) =1g # 0r = Or - 1g = f(1r) - £ ().

Hier sieht man, dass die Abbildung also nicht einmal im Kontext von Polynomringen
ohne Eins ein Ringhomomorphismus ist. Im Kontext von Ringen mit Eins erkennt man
natiirlich schneller, dass f(1gr) = Og nur genau dann gleich 1 ist, wenn R der Nullring
war. (1 Punkt)

Hausaufgabe II-6.2 (Polynomgrad) 3 Punkte

Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins und p,q € R[t] zwei Polynome. Zeigen Sie
Lemma 28.10 des Skripts, also die folgenden Aussagen:

(a) deg(p +q) < max{deg(p), deg(q)}.

(b) deg(p - q) < deg(p) + deg(q).

(c) Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Dabei sollen formal fiir n € Ny die Beziehungen max{n, (—c0)} = max{(—o0),n} = n gelten
sowie max{(—o0), (—0)} = —cound n + (—o0) = (—c0) + n = (—0) + (—00) = —co.

Losung.

Wenn p oder g das Nullpolynom ist, dann sind Aussagen (a) bis (c) klar, denn deren Produkt ist
wieder das Nullpolynom mit Grad —oco.

Wir nehmen also fiir den Rest des Beweises an, dass p und g beide nicht das Nullpolynom sind
und Darstellungen

p=am-t"+---+a-t+ag
q=by-t" +---+b-t+b

besitzen. Dabei seien die fithrenden Koeffizienten a,, und b, ungleich 0Og, also ist deg(p) = m €
Ny und deg(q) = n € Ny.

(a) Alle Koeffizienten ay + by von p + ¢ mit k > N = max{m, n} sind gleich 0. Also gilt
deg(p + q) < max{m,n} = max{deg(p), deg(q)}. (1 Punkt)

(b) Nach Definition der Polynommultiplikation sind alle Koeffizienten c; von p-q mit k > m+n
gleich Og. Also ist deg(p - q) < m+n = deg(p) + deg(q). (1 Punkt)
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(c) Der fithrende Koeffizient von p - q ist ap, - b,. Da a,, # Og und b, # Og waren und R
nullteilerfrei ist, ist auch a,, - b, # Og. Daraus folgt mit deg(p - q) = deg(p) + deg(q).
(1 Punkt)

Hausaufgabe II-6.3 (Basics zu Moduln) 1+1+2+1 =5 Punkte
(a) Erklaren Sie, wann ein R-Modul ein R-Vektorraum ist.

(b) Bestimmen Sie alle Untermoduln eines kommutativen Rings R iiber sich selbst. Was ist
besonders, wenn R sogar ein Korper ist?

(c) Bestimmen Sie alle n,m € N, fiir die nZ mit den Ringverkniipfungen aus Z ein Modul
iiber dem Unterring mZ von Z ist und entscheiden Sie, wann es sich um unitdre Moduln

handelt.

(d) Erklaren Sie, welche Moduln iiber dem Nullring existieren.

Losung.

(a) Ein R-Modulist genau dann ein R-Vektorraum, wenn R ein Kérper ist. Das ist offensichtlich
eine notwendige Bedingung, weil wir Vektorraume ausschliefllich tiber Kérpern definiert
haben. Hinreichend ist die Bedingung, denn die Definitionen sind fiir Kérper (welche per
Definition ein Einselement besitzen) exakt gleich. (1 Punkt)

(b) Entsprechend des Untermodulkriteriums sind alle Untermoduln gerade nichtleer und
sind additiv und multiplikativ abgeschlossen, sie sind also Untergruppen der additiven
abelschen Gruppe, die R- U = U - R C U erfiillen, und sind damit genau die Ideale.
(1 Punkt)

(c) Der Unterring mZ von Z ist kommutativ, es macht also schonmal zumindest Sinn sich
diese Frage zu stellen. Weiterhin gibt es in mZ genau dann ein Einselement, wenn m =1
ist, und beziiglich der aus Z geerbten Multiplikation ist dieses Element auch neutral, das
haben wir also schonmal aus dem Weg.

Nun ist nZ mit der geerbten Addition offensichtlich eine Untergruppe von Z und damit
abelsch, es gilt also die Vertraglichkeit der beiden Verknipfungen zu priifen. Da es
sich hier um die Ringverkniipfungen aus Z handelt gelten alle Distributivitéts- und
Assoziativititsgesetze weiter und somit sind alle nZ auch mZ-Moduln fiir beliebige n,m €
N. (2 Punkte)

(d) Wird der Nullring als Ring mit Eins interpretiert, indem die Eins mit der Null {iberein-
stimmt, dann bildet nur die triviale Nullgruppe ein unitares Modul iiber dem Nullring,
denn aus den Distributivitatsgesetzen folgt exakt wie schon im Fall von Vektorraumen

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 6 von 9


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025-Sommersemester 2026

(Lemma 11.5), dass Og - v = Oy fiir alle v € M. Damit folgt aus der Neutralitit von 1g
beziiglich der S-Multiplikation, dass fiir jedes v € M gilt:

U=1R'U=0R'Z)=0M.

(0.5 Punkte)

Wird der Nullring nicht als Ring mit Eins interpretiert, dann bildet die S-Multiplikation
notwendigerweise konstant auf 0y ab (Argumentation wie oben) und alle zusitzlichen
Bedingungen aus der Definition eines Modul sind trivialerweise von jeder abelschen
Gruppe erfillt. (0.5 Punkte)

Hausaufgabe II-6.4 (Basen, Synthese und Analyse in Moduln) 3+ 4 =7 Punkte

6)-6)-6)

ein linear abhingiges Erzeugendensystem von Z? iiber Z ist, welches keine Basis als
Teilfamilie enthalt.

(a) Zeigen Sie, dass

(b) Es sei M ein R-Modul, n € Ny und (v;);¢[y,,] eine Familie von Vektoren aus M. Zeigen
Sie, dass die Abbildung

r n

R's|: [+ Z riv; €M
’ i=1
n

ein Modulhomomorphismus ist. Wann handelt es sich um einen Isomorphismus?

Loésung.
(a) Die lineare Abhingigkeit der Familie sieht man direkt ein, denn
e e e
Wir versuchen nun beliebige Vektoren

)<=
22
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aus der gegebenen Familie zu erzeugen.

1 0
0/’ \1
(die ,Standardbasis®) ein Erzeugendensystem ist, denn
z1 _ 1 + 0
Z =2z 0 V) 1]

Wir erzeugen also diese Standardbasisvektoren aus unserer Basis und sind dann fertig.
Konkret gilt:

Klar ist, dass

Entsprechend ist

21 _ 1 0
) == (o)=L
= (221 + Zz) ((2)) — (321 + 222) (1) + (21 + Zz) (g) .

(2 Punkte)

(b) Wir bezeichnen die Abbildung hier als ® in Anlehnung an die Syntheseabbildung in Vek-
torraumen. Auf Grund der Struktur im Modul M, konkret den gemischten Distributivitéts-
und Assoziativitatsgesetzen) gilt fiir a, § € R:

r $1 n
®la| i [+B]:||= D (ari+Bso)
b i=1

T'n Sn

n
= Z ariv; + fsiv;
i=1

n n
= aZrivi+ﬁZsi0i
i=1 i=1
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" 1
=ad + o
Tn Sn
(2 Punkte)

Surjektivitat liegt genau dann vor, wenn die Familie der v; erzeugend ist beziiglich der
Darstellungen als Linearkombinationen mit Ringkoeffizienten. Besitzt der Ring R ein
Einselement (ist also M ein unitirer Modul), dann stimmt das gerade mit der Erzeugung
im Hiillensinn iiberein, wie wir das aus Vektorraumen gewohnt sind. Falls keine Eins in R
existiert ist die Bedingung ,erzeugend beziiglich der Darstellungen als Linearkombinatio-
nen” i. A. sogar strenger, denn evtl kénnen die v; selbst nicht in der Summe eingebracht
werden. (1 Punkt)

Injektivitat liegt genau dann vor, wenn die Familie linear unabhéngig ist, denn eindeutige
Darstellbarkeit von Vektoren als Linearkombination ist auch in Moduln dquivalent zur
linearen Unabhangigkeit, der Beweis folgt ganz analog wie in Vektorrdumen. (1 Punkt)
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