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Hausaufgabe II-5.1 (Determinante einer Dreiecksmatrix) 2 + 3 =5 Punkte

Es sei K ein Korper und A € K" mit n € Nj. Zeigen Sie Lemma 27.9, also die folgenden
Aussagen:

(a) IstA € K%X” oder A € Kﬁxn, dann gilt
det(A) = ay - - - ann.

(b) Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also A = [AO“ ﬁlz ] bzw. A = [ ﬁ“ AO ]
22 21 22
dann gilt

det(A) = det(An) det(Azg).

Beachte: Es sollen nur Resultate und Techniken vor Lemma 27.9 genutzt werden. Unterscheiden
Sie in Aussage (b) den Fall von (ir-)reguldren Matrizen und nutzen Sie die Eindeutigkeit der
Determinantenformen.

Hausaufgabe II-5.2 (Beispiele zu Det. und Cramersche Regel) 2 + 2 + 2.5 + 2 = 8.5 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

(i) (ii)

1 2 3 4 ) )

2 5 8 11 axca a 1 10 0P

3 8 14 20 eR 0al 0Db O

4 11 20 30 0.0 ab 0 0f exe
000 c 00 >
0 0 01 ¢ O
0 0 0 1 1 c]

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 1 von 3


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025-Sommersemester 2026

(b) Die Zahlen 136, 561 und 986 haben 17 als gemeinsamen Teiler. Zeigen Sie, dass 17 auch
1 3 6
det|5 6 1
9 8 6

teilt (ohne die Determinante einfach auszurechnen).

(c) Zeigen Sie per Induktion, dass fiir beliebige n € Ny und beziiglich R

1 Xpeooeeeee xln
n
1 Ko x2
det] - D : = l_[ (xj—x,-)
: : IR 1<i<j<n+l
) n
1 Xpi1 - - xn+1

ist und erkliren Sie, wann die Matrix invertierbar ist. Hinweis: Transformieren Sie durch
Spaltenumformungen die erste Zeile bis auf den ersten Eintrag zu einer Nullzeile.

ssein e Nund A € eine ganzzahlige Matrix. Zeigen Sie, dass A™' genau dann
d) Es sei N und A € R™" eine g hlige Matrix. Zeigen Sie, dass A™! g d
ganzzahlig ist, wenn det(A) € {-1,1}.

Hausaufgabe II-5.3 (Eigenschaften der Determinante fiir Endomorphismen) 3 Punkte

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € Ny. Weiter seien
f.9 € Endo(f). Zeigen Sie mindestens drei der Aussagen aus Lemma 27.22, also der folgenden
Eigenschaften der Determinante von Endomorphismen:

(a) det(a f) = " det(f) fir alle @ € K.

(b) det(f) # 0 & f istinvertierbar < Rang(f) = n & Jede Darstellungsmatrix von f ist
invertierbar.

(c) det(idy) =1.

(@) det(f o g) = det(f) det(g).

(e) det(f™') = 1/det(f), falls f invertierbar ist.
() det(f*) = det(f).

Hausaufgabe II-5.4 (Geordnete Kérper und Orientierung eines Vektorraums) 15+1 =
2.5 Punkte

(a) Es sei V ein Vektorraum mit dim(V) € N iiber dem geordneten Korper K. Zeigen Sie,
dass es genau zwei Aquivalenzklassen von gleichorientierten Basen gibt.
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(b) Es seiV ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber dem geordneten Kérper K und V*
sein Dualraum. Weiter seien By und By Basen von V mit dazugehorigen dualen Basen
By, By, von V*. Zeigen Sie, dass By und By genau dann gleichorientiert sind, wenn es Bj,

und ET, sind.
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