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Hausaufgabe II-3.1 (Rang-1 Tensoren bilden i. A. keien Unterraum) 3 Punkte
Es seien U und V zweidimensionale R-Vektorrdume mit Basen (uy, u2) und (vy, v,). Zeigen Sie,
dass die Tensoren vom Rang kleiner oder gleich 1 keinen Unterraum von U ® V bilden.
Hausaufgabe II-3.2 (Basics zum Tensorprodukt linearer Abbildungen) 3 Punkte
Zeigen Sie die Behauptungen aus Beispiel 23.31, also die folgenden Aussagen:

(a) Sind U und V Vektorrdume tiber demselben Koérper, dann gilt idy ® idy = idygy.

(b) Es seien Uy, Uy, V3, Vo, Wy, W, Vektorrdume tiber demselben Korper. Weiter seien f; €
Homo(V;, W), f, € Homo(Uy, V;), g1 € Homo(V,, W,) und g, € Homo(Us, V;). Dann gilt

(icf)B(g1092) = (iBg) o (f2R32).

Hausaufgabe II-3.3 (Lineare Unabhéngigkeit in Elementartensordarstellungen) 7 Punkte

Es seien n € N, U und V zwei K-Vektorrdume sowie t = )/ u; ® v; € U ® V fur Familien
(ui)ieq1..ny und (v;)ie(1..n} aus U bzw. V.

Zeigen Sie: Der Rang von t ist genau dann n, wenn (u;);e1...n} Und (;);e{1...n} linear unabhéngige
Familien von Vektoren in U bzw. V sind.

Hinweis: Fiir die Riickrichtung sollten Sie idy ® o] nutzen, um einen Widerspruch zu erzeugen.

Hausaufgabe II-3.4 (Maximaler Rang eines Tensors) 1+ 2 + 2 =5 Punkte

Es seien U und V Vektorraume iiber demselben Korper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt
von U und V. Zeigen Sie Folgerung 23.39, also die folgenden Aussagen:
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(a) Furalle t € U ® V gilt Rang(t) € N,.

(b) Hat mindestens einer der Raume U und V endliche Dimension, so gilt fiirallet e U @ V
Rang(t) < min{dim(U), dim(V)}. (23.21)

Fir jedes r € Ny mit r < min{dim(U), dim(V)} existiert ein Tensor t € U ® V mit
Rang(t) =r.

(c) Haben U und V beide unendliche Dimension, dann existiert fiir jedes r € Ny ein Tensor ¢ €
U ® V mit Rang(t) =r.

Hausaufgabe II-3.5 (Tensoren als lineare Abbildungen) 4 Punkte

Gegeben seien die Q-Vektorraume U = Q3 und V = Q12 ¢ == 4 € Q sowie die Vektoren

1 x
u=|2|eU, v=xrHx+2)eV, u=|ly|lPpx+y+z|cU" v = f()).
3 z

Bestimmen Sie alle méglichen Auswertungen von den beziiglich des Diagramms

UV =
Homo(K,U ® V)

(vom Ende von § 23) zu u ® v gehorigen Groflen an den Stellen o, u*, v und u* ® v*.
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