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Hausaufgabe II-2.1 (Fundamentale Unterräume) 4 Punkte

Bestimmen Sie über Z3 die vier fundamentalen Unterräume zu 𝑓 : ZZ2
3 ∋ 𝑔 ↦→

(
𝑔(0) + 𝑔(1)

𝑔(1)

)
∈ Z2

3.

Hausaufgabe II-2.2 (Existenz einer primalen Basis) 4 Punkte

Es sei 𝑉 ein endlichdimensionaler 𝐾-Vektorraum und 𝐵∗ eine Basis des Dualraums 𝑉 ∗. Zeigen
Sie, dass dann eine Basis 𝐵 von 𝑉 existiert, zu der 𝐵∗ die duale Basis ist.

Hausaufgabe II-2.3 (Tensorprodukte) 3 Punkte

Es seien𝑈 und 𝑉 Vektorräume über demselben Körper 𝐾 . Zeigen Sie Satz 23.11 (𝑖𝑖), also dass
wenn (𝑈 ⊗𝑉 , ⊗) ein Tensorprodukt von𝑈 und𝑉 und 𝐼 ∈ Homo(𝑈 ⊗𝑉 ,𝑈 ⊗̃𝑉 ) ein Isomorphismus
mit einem weiteren 𝐾-Vektorraum𝑈 ⊗̃𝑉 ist, dann ist auch (𝑈 ⊗̃𝑉 , ⊗̃) mit ⊗̃ := 𝐼 ◦ ⊗ : 𝑈 ×𝑉 →
𝑈 ⊗̃𝑉 ein Tensorprodukt von𝑈 und 𝑉 .

Hausaufgabe II-2.4 (Komponentenweise lineare Abhängigkeit bei Tensoren) 6 + 1 = 7 Punkte

(a) Es seien𝑈 und 𝑉 zwei 𝐾-Vektorräume und𝑈 ⊗ 𝑉 mit ⊗ ein Tensorprodukt. Weiter seien
𝑢,𝑢 ∈ 𝑈 \ {0} und 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉 \ {0}. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:
(𝑖) Es ist 𝑢 ⊗ 𝑣 = 𝑢 ⊗ 𝑣 in𝑈 ⊗ 𝑉 .
(𝑖𝑖) Es existieren 𝜆𝑈 , 𝜆𝑉 ∈ 𝐾 , so dass

𝑢 = 𝜆𝑈 𝑢, 𝑣 = 𝜆𝑉 𝑣 und 𝜆𝑈 𝜆𝑉 = 1.
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(b) Es sei 𝑉 ein 𝐾-Vektorraum und 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉 . Weiterhin sei 𝑉 ⊗ 𝑉 mit ⊗ ein Tensorprodukt.
Zeigen Sie, dass genau dann 𝑣 ⊗ 𝑣 = 𝑣 ⊗ 𝑣 ist, wenn {𝑣, 𝑣} linear abhängig ist.
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