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HAUSAUFGABE Il - 1 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 13. April 2026
Abgabedatum: 20. April 2026

Hausaufgabe II-1.1 (Basics zu Linearformen und Dualrdumen) 2 + 2 = 4 Punkte
(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Abbildungen Linearformen sind.
(i) R3 3 (x,y,2) — (x,y) € R, jeweils tiber (R, +, -)
(ii) (P(Zy),A,-) 2 A #A mod 2 € (Zy, +, -») jeweils iiber (Z,, +2, -2)

(b) Es sei V ein Vektorraum und v, 0, € V. Zeigen Sie, dass genau dann v, = v, gilt, wenn
v*(v1) = 0*(vy) fur alle 0* € V™.

Losung.

(@ (i) Rs 3 (x,y,2) — (x,y) € Ry jeweils iiber R ist keine Linearform, denn der Zielraum
ist kein Korper tiber sich selbst. (1 Punkt)

(ii) (P(Z3), A, ) Uber (Zy, +2,2) 2 A > #A mod 2 € (Z,, +2, 2) jeweils iiber (Z,, +2, +2)
ist eine Linearform, denn der Zielraum ist der zugrunde liegende Korper iiber sich
selbst und die Abbildung ist linear, denn fiir A, B C Z, und a € Z, und die Abbildung
als f bezeichnet ist

f(aB) =#(aB) mod 2= (#B mod 2) = f(B) =af(B) fira=1
f(aB) =#(0) mod2=0=af(B) fira=0

und

f(AAB) = #(AAB) mod 2 = (#A+ #B — 2#(AN B)) mod 2
=#A mod 2+ #B mod 2 = f(A) + f(B).

(1 Punkt)
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(b) Wir setzen v = vy — ;.

Isto = 0, dann wissen wir aus den grundlegenden Figenschaften der linearen Abbildungen,
dass v*(v) = 0 fur alle 0* € V* und damit v*(v;) = 0" (v,) fiir alle v* € V™. (1 Punkt)

Ist v # 0, dann ist {0} linear unabhingig und es existiert eine lineare Abbildung mit
v*(v) = 0" (v1) —v*(vy) =1 # 0, siehe Satz 17.10 und damit v*(v;) # v*(v2). (1 Punkt)

Hausaufgabe II-1.2 (Duale Basen) 2 Punkte

a
Bestimmen Sie die Koeffizienten von v*: Z3 5 | b| > a+3 b +3 ¢ € Z3 in (Z3)* beziiglich der
c
1 1 1 2
dualenBasis B zuB :=||1{,[2],]| 1 ||und nutzen Sie die Koeffizienten um v* | 2 | zu bestimmen.
1 1 0 1

Losung.

Die Koeffizienten erhalten wir direkt aus der Koordinatenermittlereigenschaft der primalen Basis
fiir die Darstellungen von Linearformen beziiglich der dualen Basis, also aus Gleichung (20.7b)
in Satz 20.10, also die Koeflizienten

1 1 1
§1=U*1=1+31+31=0, §2:Z)*2 =14+32431=1, 5320*1 =14+314+33=2.
1 1 3
(1 Punkt)
Wegen
2 1 1 1
2|1=1[1|+0f2]+1f1
1 1 1 0
2 1
isto*[2]=1(0,1,2)|0]=2. (1 Punkt)
1 1
Hausaufgabe II-1.3 (Darstellung von Linearformen) 3 Punkte

Gegeben seien die kanonische Basis des R? iiber R als B := {ej, e;, e3} sowie die weitere Basis
B = {2¢; + €5 + €3, €, 3 }. Bestimmen Sie B N B und B* N B*. Was konnen Sie beobachten?
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Losung.

Um die dualen Basen zu bestimmen und zu vergleichen um ihren Schnitt zu bestimmen benéti-
gen wir eine Darstellung der dualen Basiselemente beziiglich einer gemeinsamen Basis. Am
einfachsten ist es hier, die Dualbasiselemente beziiglich einer der Dualbasen darzustellen, wir
wihlen hier B*. Dann ist sofort klar, dass

1 0 0
ozH(BY) =1<(o| .[1] .[o0
0/p \0/, \1/,,

(1 Punkt)

Die Darstellung der Elemente von B* beziiglich B* erhalten wir gemif Gleichung (20.7b) durch
Auswerten der Elemente von B* an den Elementen von B. Das sind aber auch genau die Eintriige
der Basiswechselmatrix M. _ 3. (idv+) = My _ B(idv)_T. (Den Wechsel von Basismengen in
Basisfamilien der hier notwendig ist fithren wir nicht explizit durch.)

Da es sich bei E um die kanonische Basis handelt ist Mg p(idy) gerade die Matrix, in der
spaltenweise die Elemente von B beziiglich E dargestellt stehen, also die Matrix

2 00
110
1 0 1
deren Inverstransponierte ist
1 1 1
2 T2 T2
0 1 o0
0 0 1
also ist
1 _1 _1
N 2 2 2
dpi(BY=1{lo] | 1| .o
0/p \NO /g \ 1 /5

Die duale Basis dndert sich also vollstindig und der Schnitt der dualen Basen ist entsprechend
leer, obwohl in der primalen Basis nur ein Vektor ausgetauscht wurde. Dabei hat das Skalieren
von e; das Element e} verdndert und die Summenbildung die Elemente ej, e5. (2 Punkte)

Hausaufgabe II-1.4 ((Prd-)-Annihilatoren) 1+ 3 = 4 Punkte

(a) Bestimmen Sie eine Basis von °{f - f(1)} in R{%>2} iiber (R, +, -).
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(b) Esseien V ein K-Vektorraum und W;, W, Unterraume von V. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen gelten:

M) (Wi+ W)= W2 Wy (i) (Wi W) = WY+ Wy
Losung.
(a) Esist
Hf = fD) = {f: {012} = R[f(1) = 0} = (e, e2),
wobei (eg, e5) bereits eine Basisfamilie ist. (1 Punkt)
(b) (i) Ist f € (W +W,)°, dann ist f(w;) = f(w; +0) = 0 fiir alle w; € W; und das analoge
Argument fiir W, liefert (W; + W;)° C W10 N WZO. (0.5 Punkte)
Ist f € WY NW,, dann ist fiir jedes w = wi+w, € Wi+ W, auch f(w) = f(wi+w) =
f(w1) + f(wz) = 0+ 0 und damit (W; + W3)° 2 W n W), (0.5 Punkte)
(ii) Ist f € W2 + W), dann ist f(w) = fi(w) + fo(w) =0+ 0 = 0 fiir alle w € (W; N Wy)
und damit (W; N W2)° > W2 + W) (0.5 Punkte)

Ist f € (W; N W,)?, dann ergiinzen wir eine Basis By von (W, N W,) zu einer Basis
B; von W] und zu einer Basis B, von W,. Dann ist By = B; U B, eine Basis von
W, + W,. Wir definieren f; auf By durch f auf By \ B; und 0 auf By, also f € Wlo.
Wir definieren f; auf By durch f auf By \ B; und 0 auf By, also f € WZO. Dann ist

f=h+te (1.5 Punkte)

Hausaufgabe II-1.5 (Basics zur dualen Abbildung) 1.5 + 1.5 = 3 Punkte

Beschreiben Sie das Verhalten der dualen Abbildungen zu den folgenden Vektorraumhomomor-
phismen.

(a) RN 3 (a1, x5,...) (x5, x3,...) € RY jeweils iiber R

(b) U 3 u + u €V fiir einen Unterraum U von V, jeweils tiber dem gleichen Kérper K

Loésung.

(a) Fiir alle o* € (RY)* und x € RY ist

fT@)(x) =v"(f(x)) = 0" (x2,x3,....)
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die Funktion f*(v*) arbeitet also wie v* nur auf dem Rest der Folge ab dem zweiten
Element. Eine zusétzliche Veranschaulichung findet man, wenn man die linear unab-
hangigen Folgen (e; = (1,0,0,...),e; = (0,1,0,...)) nimmt. Diese bilden eine Basis der
endlich getragenen Folgen. Fiir jedes Element der linear unabhéngigen Menge der dualen
Elemente ({e; | i € N}) sieht man dann, dass

fr(e))(ej) = €f (f(e))) = ef (ej—1) = by, (j-1)

also dass f*(e;) = e},,. Das zeigt gerade, dass (zumindest auf den endlich getragenen

Folgen) f* als Rechtsshift arbeitet. (1.5 Punkte)

Fir jedes 0* € V* und u € U ist

)W =0"(fw)= o° (u )= u )
—— —— —_—
ev* ev cU* eU

die zur Einbettung duale Abbildung ist also die Restriktion. (1.5 Punkte)
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