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Ubungsaufgabe II-13.1. (Normierte Raume)

Es sei R™ fiir n € N der Standardvektorraum tiber den reellen Zahlen. Entscheiden Sie, fiir
welche Dimensionen n und p € [1, co0) die Normen

n
wmz(ZuM
i=1

von Innenprodukten induziert sind, und skizzieren Sie die deren Einheitssphiren

1
P

o Ixlle = max |x;
i=1,...,n

{x e R*|[Ix]l, =1}
fir p ={1,2,c0} und n = 2.
Ubungsaufgabe II-13.2. (Orthogonale Projektion und Abstandsminimierung)

Sei (V,y) ein reeller Innenproduktraum mit endlichdimensionalem Unterraum U C V.

Zeigen Sie, dass

y (v - proj)l}(v), v— proj{](v)) <y(v-u,0—u) furalleueU.
Was bedeutet das im Sinne der induzierten Norm?
Ubungsaufgabe II-13.3. (Orthogonalitit)

(a) Es sei (V,y) ein reeller Innenproduktraum. Zeigen Sie Satz 41.37, also dass Algorith-

men 41.33 und 41.35 aus einer linear unabhangigen Familie (uy, . .., ux) von V eine ortho-
gonale Familie (vy,...,0x) von V mit der Eigenschaft (vy,...,0;) = (uy,...,u;) fur alle
j=1,...,k generieren.
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4 0 2
(b) EsseiM = |0 4 2| e R¥3 Bestimmen Sie mithilfe des Gram-Schmidt Verfahrens in
2 2 3
(R3, (x, y) — x"My) eine Orthonormalbasis von R3.

Ubungsaufgabe 1I-13.4. (Orthogonale Gruppe)

Es sei (V,y) ein endlichdimensionaler reeller Innenproduktraum. Zeigen Sie Lemma 41.48 zur
orthogonalen und speziellen orthogonalen Gruppe, also die folgenden Aussagen:

(i) Die Menge
O(V,y) = {f € Endo(V) | f ist y-isometrisch} (41.31)
bildet mit der Komposition eine Gruppe.

(i) Ist V endlich-dimensional, dann ist die Menge

SO(V.y) ={f € O(V.y) | det(f) =1} (41.32)

ein Normalteiler in O(V, y).
Ubungsaufgabe II-13.5. (Isometrie)

(a) EsseiV ein R-Vektorraum ungleich dem Nullraum und fir & € Rsei f,: Voo > av e V.
Zeigen Sie:
(i) Fir @ € {+1} und jedes beliebige Innenprodukt y auf V ist f, ein y-isometrischer
Endomorphismus auf (V,y).

(ii) Fir o ¢ {£1} gibt es kein Innenprodukt y auf V, so dass f, ein y-isometrischer
Endomorphismus auf (V,y) ist.

iii) Fir a € R\ {0} und jedes beliebige Innenprodukt y; auf V existiert ein Innenprodukt
J g p Y p
Y2, so dass fy (1, y2)-isometrisch als Homomorphismus von (V, y;) nach (V,y,) ist.

(b) Es seien (V,y;) und (W, y,) zwei reelle Innenproduktraume und f € Homo(V, W) ein
isometrischer Homomorphismus. Zeigen Sie Lemma 41.42, also die folgenden Aussagen:

(i) f ist injektiv.
(ii) Gilt zusétzlich dim(V) = dim(W) = n € Ny, dann ist f bijektiv, also ein isometri-
scher Isomorphismus.

(c) Essei (V,y) ein reeller Innenproduktraum und U = (u) fir u € V \ {0}. Die Abbildung
Su: V-V, Syl =uv- 2projiy](v)

heifit die Spiegelung an U+.
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(i) Zeigen Sie, dass Sy ein y-isometrischer, selbstinverserser Endomorphismus ist.
(ii) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von Sy .

(iii) Zeigen Sie, dass es fir jedes Paar v, w € V mit ||o]| = ||w|| und v # w genau einen
eindimensionalen Unterraum U gibt, so dass Sy (v) = w ist.
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