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UBUNG Il - 12 (LOSUNG)
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Ubungsaufgabe II-12.1. (Orthogonalitit)

Es seien V ein Vektorraum und y € Bilsymm(V, V) eine symmetrische Bilinearform. Zeigen Sie
Lemma 40.4 des Skripts, also die folgenden Aussagen:

(a) Fur Mengen E, E, C V gilt
E,CE, = Ey CEf. (40.3)

(b) Fiir eine Menge E C V gilt
E*=(E)". (40.4)

Losung.

Aussage (a): Jeder Vektor v € V mit der Eigenschaft v 1L, E; erfiillt auch v L, E;. Das zeigt
Ey C Ef.

Aussage (b): Wegen E C (E) folgt (E)*~ C E* aus Aussage (a). Es ei nun w € (E), d. h., es gibt
eine endliche Menge Ey C E und Skalare «a, fiir v € Ey, soadss

gilt. Aufgrund der Linearitit im zweiten Argument der Bilinearform y gilt fiir jedes u € E*:

y(u,w) =y(u Z apv) = Z ayy(u,0) = 0.
——
0

veEE, v€EE,

Das heifit aber: u L, w fiir alle w € (E), also u € (E)*.
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Ubungsaufgabe II-12.2. (Komposition/Inverse von Homomorphismen von Vektorraumen
mit symmetrischer Bilinearform)

Es seien (U, y1), (V, y2), (W, y3) Vektorrdume iiber demselben Korper mit symmetrischen Biline-
arformen y; € Bil(U,U), y; € Bil(V,V) und y; € Bil(W, W). Zeigen Sie Satz 40.13 des Skripts,
also die folgenden Aussagen:

(@) Sind f: U — Vund g: V — W Homomorphismen von Vektorraumen mit symmetrischer
Bilinearform, dann ist auch g o f: U — W ein Homomorphismus von Vektorrdumen mit
symmetrischer Bilinearform.

(b) Ist f: U — V ein Isomorphismus von Vektorrdaumen mit symmetrischer Bilinearform,
dann ist auch f~!: V — U Isomorphismus von Vektorraiumen mit symmetrischer Biline-
arform. Ist U endlich-dimensional, dann gilt auflerdem Rang(y;) = Rang(y2).

Losung.

Der Beweis folgt ganz analoger Struktur wie die bisherigen Beweise von Strukturvertraglichkei-
ten. Dass die inversen Abbildungen zu linearen Bijektionen wieder linear sind haben wir in ??
bereits gesehen, es gilt also nur die Orthogonalitat zu untersuchen.

(a) Hier ist fur beliebige u € U wegen der Orthogonalitit der jeweiligen Homomorphismen

y3((go f)(w), (go fHw) = ys((g(f (), (9(f (W) = y2(f (), f(w)) = y1(u, u).

(b) Hier ist
n(f @), fH(02) = v2(F (F 7 00)), f(f T (02)) = ya(vr,05)  fiir alle vy, 05 € V.

Beziiglich beliebiger Basis By und dazugehorigem By = f(By) von U respektive V gilt
weiterhin, dass

My, 8y (11) = My -y (r2(f (), £(4))) = M, By (12)

und damit die Gleichheit der Range der Bilinearformen.
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