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Übung II - 8 (Lösung)

Ausgabedatum: 1. Juni 2026

Übungsaufgabe II-8.1. (Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus)

Es seien 𝐾 ein Körper und𝑉 ein Vektorraum über 𝐾 mit dim(𝑉 ) = 𝑛 ∈ N0. Weiter sei 𝑓 : 𝑉 → 𝑉

ein Endomorphismus und 𝐿 ∈ N. Zeigen Sie Satz 32.7, also die Äquivalenz der folgenden
Aussagen.

(a) Es existieren 𝑓 -invariante Unterräume 𝑈1, . . . ,𝑈𝐿 der Dimensionen dim(𝑈 𝑗 ) = 𝑛 𝑗 ∈ N0,
sodass gilt:

𝑉 = 𝑈1 ⊕ · · · ⊕ 𝑈𝐿 . (32.8)

(b) Es existiert eine Basis 𝐵𝑉 von 𝑉 , sodass die Darstellungsmatrix von 𝑓 die Blockdiagonal-
gestalt

M𝐵𝑉←𝐵𝑉 (𝑓 ) =



𝑛1 𝑛2 · · · 𝑛𝐿

𝑛1

𝑛2

...

𝑛𝐿

𝐴11
𝐴22

𝐴𝐿𝐿


(32.9)

besitzt, wobei für die Blöcke 𝐴 𝑗 𝑗 ∈ 𝐾𝑛 𝑗×𝑛 𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝐿 gilt.

Lösung.

Aussage (a)⇒ Aussage (b): Die Unterräume𝑈 𝑗 sind 𝑛 𝑗 -dimensional, besitzen also Basen 𝐵𝑈 𝑗

aus je 𝑛 𝑗 Vektoren.Wir konkatenieren diese Basen zu 𝐵𝑉 ≔ 𝐵𝑈1 ∥ · · · ∥ 𝐵𝑈𝐿
. Dass es sich bei 𝐵𝑉

um eine Basis handelt folgt direkt aus der direkten Summeneigenschaft der Unterräume𝑈 𝑗 . In
der DarstellungsmatrixM𝐵𝑉←𝐵𝑉 (𝑓 ) stehen dann spaltenweise in jeweils Blöcken der Länge
𝑛 𝑗 die Koeffizienten der Bilder der Basisvektoren, damit sind die Spaltenanzahlen der Blöcke

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 1 von 2

https://tinyurl.com/scoop-la


R. Herzog, G. Müller

Universität Heidelberg

Lineare Algebra

Wintersemester 2025–Sommersemester 2026

geklärt. Zum Unterraum des Index 𝑗 gehört also der Spaltenblock mit den Indizes ⟦∑𝑗−1
𝑖=1 𝑛𝑖 +

1,
∑𝑗−1

𝑖=1 𝑛𝑖 + 𝑛 𝑗⟧. Dass in diesem Spaltenblock alle Zeilen zu Indizes aus dem entsprechenden
Komplement ⟦1, 𝑛⟧ \ ⟦∑𝑗−1

𝑖=1 𝑛𝑖 + 1,
∑𝑗−1

𝑖=1 𝑛𝑖 + 𝑛 𝑗⟧ nur Nullen enthalten folgt sofort daraus, dass
die Unterräume 𝑓 -invariant sind, für 𝑣 ∈ 𝐵𝑈 𝑗

also 𝑓 (𝑣) ∈ 𝑈 𝑗 liegt und damit in ⟨𝐵𝑈 𝑗
⟩ liegt. Da

die Darstellung bezüglich 𝐵𝑉 eindeutig ist, stimmt sie gerade mit der Linearkombination in𝑈 𝑗

überein und beinhaltet damit nur Koeffizienten zu Basisvektoren aus 𝐵𝑈 𝑗
.

Aussage (b)⇒ Aussage (a): Wir teilen die Basis 𝐵𝑉 gerade in die Teilfamilien

𝐵𝑈 𝑗
= (𝐵𝑉 (𝑘))𝑘∈⟦∑𝑗−1

𝑖=1 𝑛𝑖+1,
∑𝑗−1

𝑖=1 𝑛𝑖+𝑛 𝑗⟧

auf und setzen𝑈 𝑗 := ⟨𝐵𝑈 𝑗
⟩. Dabei ergeben sich automatisch Unterräume deren direkte Summe

den ganzen Vektorraum ergibt, siehe Satz 14.17. Die Invarianz der Unterräume lässt sich direkt
an der Blockstruktur ablesen, da

𝑓 (⟨𝐵𝑈 𝑗
⟩) = ⟨𝑓 (𝐵𝑈 𝑗

)⟩ ⊆ ⟨𝐵𝑈 𝑗
⟩.
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