R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025-Sommersemester 2026

UBuUNG Il - 7 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 25. Mai 2026

Ubungsaufgabe II-7.1. (Tensorprodukt zweier Algebren)
Es seien (V, @y, Oy, xy) und (W, @y, Ow, ) zwei (assoziative) K-Algebren fiir einen Koérper

K und mit zugehorigen K-Basen By, Byy.

(a) Zeigen Sie, dass der Tensorproduktraum (V ® W, @g, ©g) mit der Abbildung, die durch
bilineare Fortsetzung iiber

(01 ® Wy) *g (v ® Wy) = (v] *y 03) ® (W *xw wy)  fiir v; ® w; und v3 ® Wy aus By ® By

definiert ist, eine (assoziative) K-Algebra ist.

(b) Es seien (V, @y, Oy, xy) und (W, @, O, *xw) zusitzlich Algebren mit Eins und nicht
Nullalgebren. Zeigen Sie, dass

Voo u®ly eVely und Wowb 1lyQwely W

Algebraisomorphismen zwischen Algebren mit Eins sind.

Losung.

(a) Wir wissen bereits, dass (V ® W, @g, ©Og) einen Vektorraum ergibt. Die Abbildung % ist
per Definition bilinear, es bleibt also nur zu zeigen, dass (V ® W, @g, xg) ein Ring ist.

Dass (V ® W, ®g) eine abelsche Gruppe ist, wissen wir schon aus der Vektorraumeigen-
schaft. Die Distributivgesetze sind Teil der Bilinearitit von *g im Tensorproduktraum, es
verbleibt also nur die Assoziativitdt von xg zu priifen, damit (V ® W, xg) eine Halbgruppe
ergibt.
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Zuerst zeigen wir, dass fiir beliebige v! ® w! und v? ® w? aus V® W (nicht nur aus By ® Byy)
ebenfalls 0! ® w! xg 02 ® W? = (v; *y v3) ® (w; %y wy) gilt. Es gilt nimlich mit den
Basisdarstellungen dieser Vektoren

ny nw
1/2 _ 1/2 1/2 _ Z /2
v/t = Z AN und w'/® = ﬁjl/zwh/z

i1/2=1 jl/Z:1

mit v;, w; aus By bzw. Byy:

ny nw ny nw
2 o a2 2 2
(o' @ w') *g (v° ® W?) = Za}lvil ®Zﬁ}lwh *g Zaizviz ®Zﬂj2wj2

i1=1 Ji=1 ip=1 J2=1
ny nw ny nw
_ 1 pl 2 02
=D D B ew) | *e | D) D al B (v, @ wy,)
i1=1 ji=1 ir=1 jo=1
ny nw

= >, D, aBLap v, @ w)) %e (2, ®wy)
i,i2=1 ji,j2=1
ny nw
_ 1p1 2 p2
= Z Z a;, o, B, (03, *v 03,) ® (wj; *w wi,)
ir,i2=1 j1,j2=1
ny nw
_ 1 2 1 2
= Z Z (@05 *v a;,01,) ® (B wj, *w B, w),)
i,i2=1 ji,j2=1

= (0! %y 0?) ® (W', w?).

Diese Eigenschaft wird an der rot markierten Stelle in der kommenden Umformung fiir
den Nachweis der Assoziativitat benétigt. Fiir deren Nachweis seien nun Tensoren

k
ti:Zai'i (Uji®wji)’ =123
Ji=1

gegeben mit v; ® w; aus By ® Byy. Dann ist auf Grund der Assoziativitit von %y und %y,
und der Bilinearitit der Ringmultiplikationen:

k k k
(1 %o t2) *o t3 = Z aj, (vj, ® Wj,) *e Z a;, (0, ® Wj,) | *e Z o, (0, ® )
J=1 J2=1 J3=1
k k
1 2 3
= Z @j @j, (Ujl ® wj *g Vj, ® sz) *g Z @j, (013 ® Wj3)
Juj2=1 J3=1
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= i af (vj, %y v, ® wj *w wj,) | * a, (v, ® wj,)
- 7%\ XV Y L TW Wi, ® Jjs \“J3 J3
Jts 12:1 Jjs=1

E 0{ 0{ 0{ ZJJl *xy 0j, @ Wj, kyy sz) *w (Z)j3 ® szs)
Ji.J2,J3=1

Z 0( 0(]20(]3 (Uj] *y sz) *y Uj, ® (le * 1 WjQ) 29714 Wj.})
Ju.j2,j3=1

Z oc oc oc (v, *v (v), *xv 0},) ® wj, *w (W), *w wj,))
J1j2,j3=1

=t kg (ty *g 3)

wobei die fehlenden Zwischenschritte die gleichen Transformationen wie vorher riick-
gangig machen.

Fiir beide Rédume sind die Argumente analog zueinander, wir zeigen also nur die Aussagen
fiir die Einbettung von V in V®W. Als erstes ist dafiir zu zeigen, dass (V®1y, ®g, Og, *g)
eine unitire K-Unteralgebra von (V ® W, @g, Og, *g) ist, also dass sowohl Unterraum-
als auch Unterringstruktur (mit Eins) vorliegt.

Wir verwenden das Unterraumkriterium und priifen, ob die 0 € VW in V®1yy liegt, was
sie tut, namlich in Form von 0y ® 1y, was auf Grund der Bilinearitét des Tensorprodukts
® der Nulltensor im Tensorproduktraum sein muss. Abgeschlossenheit beziiglich der
Vektorraumverkniipfungen folgt ebenfalls aus der Bilinearitat, denn fiir Skalare ¢ € K
und ; ® 1y und v, ® 1y ist

aA0g (11®1y) B2 @1y = (( OV 1) ®ly) B2 @1y = ((x Oy v1) By v2) @1y € VRI1yy.

Da wir die Untergruppeneigenschaft mit der Unterraumeigenschaft schon mitgezeigt ha-
ben verbleibt von der Unterringeigenschaft lediglich die Abgeschlossenheit beziiglich g,
welche man anhand Definition von *g, beziehungsweise dem oben gezeigten Verhalten
auf einfachen Tensoren, und der Neutralitit von 1y beziiglich %y einsieht, denn es ist

(01 ® lyy) *g (02 ® Iyy) = (01 %y 02) ® (lw *w lw) = (01 kv v2) ® Iy € V @ lyy.
Weiterhin ist 1y ® 1y wegen

(W) *xg (Iy @1y) = (0 xy 1y) @ (Wrg lyy) =0 @ w
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das neutrale Element in der Algebra V ® W und liegt damit auch in beiden Unteralgebren.
Die Unteralgebreneigenschaft liegt also auch im Sinne von Algebren mit Eins vor.

Es bleibt die Strukturvertraglichkeit zu zeigen und Invertierbarkeit von f: V 3 v —
v ® 1l € V ® 1y zu zeigen. Fir die Strukturvertréiglichkeit seien @ € K und v,v, € V.
Dann ist (wieder wegen der Bilinearitit des Tensorprodukts)

flaoy v ®yvz) = (aOy v Oy vy) @1y = a Og (01 ® lyy) Bg (v2 ® lyy) = & Og f(v1) Bg (v2)
fo1 %y 02) = (01 %y 02) @ Ly = (01 *y 02) ® (Iw *w 1) = (01 ® lw) *g (v2 ® 1) = f(v1) *g f(02).

Es bleibt die Invertierbarkeit von f zu zeigen. Diese liegt genau dann vor, wenn Kern(f) =
{0y}, also wenn genau dann f(v) = 0 ® 1y = Og ist, wenn v = Oy ist. Dao ® w = 0 genau
dann, wenn v = 0 oder w = 0 und 1yy # Oy wegen der Nichtnullalgebrenvoraussetzung
muss v = Oy sein.

Dass 1y — 1y ® 1y = 1g ist, ist offensichtlich, damit haben wir Algebrenisomorphie im
Sinne mit Einsen.

Ubungsaufgabe II-7.2. (Polynomdivision)

Nutzen Sie den euklidischen Algorithmus, um den grofiten gemeinsamen Teiler der Polynome
t3—1und t3 — t? + t — 1in (R[t],+, -) zu bestimmen.

Losung.

Anwendung der Polynomdivision mit Rest auf die Eingangspolynome t*> — t* + t — 1und t* — 1
liefert

B-t+t-1=F-D1-t2+t
-3 +1

— 2+t

also den ersten Quotienten g; = (1) und den ersten Rest r; = ( — t% + t).

Teilt man weiter > — 1 durch den ersten Rest r; = — t? + t, dann erhilt man
t3 —1=(-t2+t)(-t-1)+t—1
—t3 + 12
£2
— 2+t
t—1
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also den zweiten Quotienten g, = ( — t — 1) und den zweiten Rest r, = (t — 1).

Teilt man weiter den ersten Rest r; = —t? + t durch den zweten Rest r, = (¢t — 1), dann erhilt

man

-t 4t=(t-1) -t
t2—t
0

also den dritten Quotienten g3 = ( —t) und den dritten Rest r3 = (0), hier ging die Division also
restfrei auf und der grofite gemeinsame Teiler ist entsprechend der zweite Rest r, = (¢ — 1).
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