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UBUNG Il - 4 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 4. Mai 2026

Ubungsaufgabe II-4.1. (Permutationen eines Tensors vom Typ (r, 0))

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dim(V) = n € Ny iiber dem Kérper K und
r € Ny. Zeigen Sie Lemma 26.2, also die folgenden Aussagen.
(a) Fiir jedes o € S, definiert die Abbildung P, aus (26.1) einen Automorphismus von V®”.
(b) Es gilt
Py, 0 Py, = Pyoq, (26.2)
fur alle 0y, 0y € S,

(c) Ist By eine Basis von V, t € V®" ein Tensor und A = CD;/@“@V (t) seine Komponentenhy-
permatrix bzgl. der Tensorproduktbasis Byg...gv, dann gilt fiir jedes o € S,:

i (1)se-lo(r _ A1
(al Wt ())(il,...,ir)e[[l,n]]><~--><[[1,n]] - CDBV®-~®V(PG(t)) (26.3)

ist die Komponentenhypermatrix von P, (t).

(d) Betrachten wir den Tensor t € V®" als Multilinearform in Mult(V*,. .., V*;K), dann gilt
fir jedes o € S,
Po()(0,...,0") = t(®D, ... 07", (26.4)

Loésung.

(a) Die Abbildung ist multilinear auf den Elementartensoren definiert und damit auf Grund
der universellen Eigenschaft von ® wohldefiniert und linear mit passenden Raumen, also
ein Endomorphismus.

Bijektivitat ist klar, weil wir die inverse Abbildung gerade als P,-1 gegeben haben, das
sehen wir im nichsten Aufgabenteil.
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(b) Wir verifizieren die Behauptung auf den Elementartensoren und erhalten durch die
linearen Erweiterung der Permutation Gleichheit auf dem gesamten Tensorraum. Dabei
ist zu beachten, dass hier die Belegung der Eingange der multilinearen Abbildung geandert
wird, nicht die Permutationen auf Indizes angewandt werden.

P0'1 o Paz (Ul Q- ® Ur) = PO'l (00.2—1(1) K- Uo-zfl(r))
= Uy (o' (1) B B Vo167 (r))
=] 00.2—100.1—1(1) R ® Uo—z‘loal_l(r)

= U(01005)71(1) @ * " ® U(51005)1(r)
= 0'100'2(01 -1 Ur)-

(c) Aus der Komponentenermittlereigenschaft der dualen Basis, siehe Gleichung (24.12),
kriegen wir (wieder auf den Elementartensoren und damit auf allen weiteren Tensoren)
fur alle Indextupel (iy, ..., i) € [Ln] x---x[1,n] die Eintrage der Komponentenmatrix
A von @g:}@mw (P5(1))

@i = (0 B 80 ) (Pe(01® ... ®0y))
= (v: JUg1(1)) " (0; »0o-1(r))
= (0;, 00 - (Vi 2 0r)
= (o, B--Bo; )(01®...80)

= gloWsslo(r)

(d) Esist (wieder auf den Elementartensoren und damit auf allen weiteren Tensoren)

Po(0,®...00,)(",...,0") = (V5-1(1) ® ... ® UU—l(r))(Ul, .5 00)
= (0", 05m11)) - (0, V1))
=@ o) @7 o)
=(®...00,) 0" "Y,...,07").
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