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UBuUNG Il - 3 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 27. April 2026

Ubungsaufgabe II-3.1. (Isomorphe Tensorprodukte)
Zeigen Sie Beispiel 23.20, also die folgenden Aussagen:

(a) Fur jeden K-Vektorraum U existiert ein kanonischer Isomorphismus K @ U = U.

(b) Fiir je zwei K-Vektorrdume U und V gibt es einen kanonischen Isomorphismus U ® V =
VeU.

Loésung.

(a) Der Isomorphismus ist auf den Elementartensoren durch K @ U > (q,u) — au € U
gegeben. Seine Konstruktion ist nicht abhéngig von Basen, womit er kanonischt ist. Die
Linearitat folgt direkt aus der Konstruktion auf den Elementartensoren. Die Isomorphie
sieht man direkt an der Umkehrfunktion, die U 3 u — 1 ® u ist. Das alles funktioniert,
weil wegen der Bilinearitat von ® gerade a ® u = 1® au gilt.

(b) Der Isomorphismus ist auf den Elementartensoren durchU®V s uQuv— 0oQ@ue VU
gegeben. Seine Konstruktion ist nicht abhéngig von Basen, womit er kanonischt ist. Die
Linearitét folgt direkt aus der Konstruktion auf den Elementartensoren. Die Isomorphie
sieht man direkt an der Umkehrfunktion VU 30 Q@u i —» u®veU®V.

Ubungsaufgabe II-3.2. (Basics zum freien Vektorraum)

(a) Beschreiben Sie mit eigenen Worten knapp, wie zu einer Menge X der dazugehorige freie
K-Vektorraum konstruiert wird, welche Dimension er hat und welche Konsequenz das
fiir Abbildungen f: X — W in einen K-Vektorraum W hat.

(b) Bestimmen Sie die Dimension des freien Vektorraums zu der Menge X = {P(R), P(Q), P(Z), P(N)}.

(c) Entscheiden Sie, ob eine Menge X existiert, deren freier K-Vektorraum ein Nullraum ist.

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 1von 6


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025-Sommersemester 2026

Losung.

(a) Der freie Vektorraum (KX )go zu X ist gerade das, was in dem Symbol kodiert ist, namlich
dass wir zu allen Punkten x € X die (natiirlicherweise linear unabhéngige) dazugehorige
charakteristischen Funktion {e, | x € X} als Basis eines Vektorraums auffassen indem
wir ihre lineare Hiille betrachten. Die Dimension dieses Vektorraums stimmt dann mit
der Michtigkeit von X iiberein, denn X ist gerade die Indexmenge der Basis. Beliebige
Abbildungen f: X — W erhalten so genau eine zugehérige lineare Funktion g: (KX)gp —
W, die das Verhalten von f auf der Indexmenge X auf den freien Vektorraum tibersetzt.

(b) Wie im obigen Punkt ausgefithrt kommt es nur auf die Méchtigkeit von X an, hier handelt
es sich also fiir beliebige K bei (K{P(R)’P(Q)’P(Z)’P(N)})00 um einen 4-dimensionalen
K-Vektorraum.

(c) Das ist gerade der Fall fir die leere Menge, also wenn X = () ist. Hier ist auch die Menge
{ex | x € X} leer und der einzige Vektorraum mit leerer Basis ist gerade der/ein Nullraum.

Ubungsaufgabe II-3.3. (Tensorproduktkonstruktion durch den freien Vektorraum)

(a) Beschreiben Sie mit eigenen Worten knapp die Konstruktion eines konkreten Tensorpro-
dukts tiber einen freien Vektorraum.

(b) Gegeben seien die R-Vektorrdume U = R® und V := R®. Bestimmen Sie die Dimension
des Unterraums N = (E) in der Definition von U ®, V in Gleichung (23.11).

(c) Erklaren Sie, welchen Vorteil die Konstruktion eines konkreten Tensorprodukts tiber den
freien Vektorraum im Vergleich zu den Alternativen in Beispiel 23.29 hat.

Loésung.

(a) Der freie Vektorraum (KY*V)y erméglicht die Identifikation von beliebigen f: U X V —
W mit linearen Funktionen g € Homo((KY*V)y, W). Schrinkt man sich auf einen
Unterraum der Funktionen KY*V ein, dann erlaubt das sogar die Identifikation mit
g € Homo((KY*V)o/ N, W) fiir einen geeigneten Unterraum N (gerade dem Schnitt
aller Kerne der erreichten linearen Funktionen in Homo((KY*V)o, W)). Bei der Konstruk-
tion des Tensorproduktraums nutzt man als Teilraum von KY*V gerade die bilinearen
Funktionen, was genau die Identifikation von bilinearen Funktionen auf U X V mit linea-
ren Funktionen auf einem anderen Raum ermdglicht. Um das Bild zu vervollstdndigen
muss man nun gerade (KY*")qo/ N (den ,anderen Raum®) als den Tensorproduktraum
wihlen und der bilinearen Abbildung ® bleibt nun gerade, (u,v) auf [e(,,,)] abzubilden,
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also die Klasse aller charakteristischer Funktionen von Punkten, deren Bilder unter allen
bilinearen Abbildungen iibereinstimmen. Diese Klassenbildung tibertrégt jedes bilineare
Verhalten (kodiert in N) auf ®.

(b) Der freie Vektorraum (RR3XR6)OO hat unendliche Dimension, der Tensorproduktraum
R3 ®R¢ aber die Dimension 3 - 6 = 18, der rausfaktorisierte Unterraum muss also ebenfalls
unendliche Dimension haben, denn der Faktorraum hat die gleiche Dimension wie ein zu
N komplementérer Unterraum.

(c) Die Konstruktion tiber den freien Vektorraum benétigt weder Endlichdimensionalitét
noch Existenz von Basen und ist damit unter schwécheren Voraussetzungen durchfiihrbar.
Ubungsaufgabe II-3.4. (Faktorisierung von Abbildungen durch freien Vektorraum)

Gegeben sei eine Menge X, ein K-Vektorraum W und eine Abbildung f: X — W. Zeigen Sie,
dass fiir den zu f gehorigen Homomorphismus g: (KX)g9 — W die Gleichheit Bild(g) = (f(X))
gilt.

Losung.

Es ist per Definition von g

Bild(g) = g((K¥)00) = g({{ex | x € X}) = (g({ex | x € X})) = ({f (x) | x € X})) = (f(X)).

Ubungsaufgabe II-3.5. (Eigenschaften des Kronecker-Produkts von Matrizen)

Es sei K ein Korper. Zeigen Sie Lemma 23.33, also die folgenden Aussagen fiir das Kronecker-
Produkt:

(a) Das Kronecker-Produkt ist bilinear:
(Aj+A)"B=A ®"B+A, X B
AxX(B;+B;) =AXRB +AR B,
a(ArRB)=(¢A)®RB=AR (aB).
(b) Das Kronecker-Produkt ist assoziativ:

(ARB)RC=AR (BxC).

(c) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit der Matrixmultiplikation:

(A1 Az) ® (B By) = (A1 R By) (Az R By).
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(d) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit der Transposition:

(ARB)' =A"mB".

(e) Das Kronecker-Produkt ist vertraglich mit der Invertierung: Sind A und B invertierbar,
dann auch A ® B, und es gilt

(ARB)'=A"'mw B

(f) Das Kronecker-Produkt ist vertriglich mit dem Rang:

Loésung.

Rang(A = B) = Rang(A) Rang(B).

Die Beweise sind unschwierig, da lediglich die Definitionen aufgeldst werden miissen, aber auf
Grund diverser Indizes aufwendig aufzuschreiben. Wir beweisen hier exemplarische (a) und

(©).
Zu (a): Es ist

(A1 +A2) X B

[ (agn+az1) B (a2 + az12) B
(a121 + az21) B (ay22 + ai22) B

anB+a;uB  ayp2B+az; B
a1 B+ay;n B ajpoB+ajgnB

|a1n1 B+ azn1 B ayn2B+azn2B——

agnB+auB  ap2B+axB
a1 B+ax; B ajpB+agB

e RN

(a1 B+ azn1 B ayn2B+azn2B——

_(al,ml + a2,n11) B (al,n12 + aZ,n12) B—

(a11m, + a21m,) B
(01,2m1 + a2,2m1) B

(al,n1m1 + az,nlml) B

a1,1my B + azim, B

a1,2m, B+ azam, B

al,n1m1 B + a2,n1m1 B

a1,1m, B+ az1m, B

a1,2m, B+ az2m, B

al,n1m1 B + a2,n1m1 B

anB a2 B aiim, B anB a2 B—— az1m, B
an B ajnB aiom, B a1 B az B az,am, B
| 91,1 B ain,2 B aLnim B az n;1 B az n,2 B—— az nim; B

== A RB+A,RB
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und
an (Bi+By)  ayp (B + By) A1m, (B1 + B2)
as (By+By)  ag (B + By) azm, (B1 + By)
it I R N
_anll (Bl + BZ) an12 (Bl + BZ) - anlml (Bl + BZ)
anBi+anB,  apBit+apB; Aim, B1 + aim, B2
az Bi+ax By azy By +az By azm, B1 + azgm, B2
= \ ‘ ARB +ARB,
K By + an;1 B, Aan,2 B, + Aan,2 By —— anymy B + anymy B,
und
aan B aapp B adym, B
aan B aayy B adzm, B

(dA) ® B = \ ‘
aan1 B aapy B —— aapm, B
anaB app aB Qim, 0B
as aB aso aB az2m, aB
= a(AR B) ‘ ‘ \
anaaB  an ., aB Anym, B

= AR (aB).

Zu (c): Gegeben seien Matrizen
A c Knxm A c Kle B e KVXS B c KSXt
so dass

AAe K™ BBe K™ ARBe K" ™ ABe K™ AArBB e K" (ArB)(ARB) € K"*!,

Wir vergleichen die Eintrige der Matrizen AA® BB und (AR B)(AR B) am Eintrag (i, j) €
[L,nr] <[]
Durch ganzzahlige Division und Division mit Rest findet man zu jedem solchen Indexpaar

eindeutige Darstellungen

i=(—Dr+iy j=(i—-Dt+jo
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miti; € [Ln], iz € [Lr] und j; € [11], j2 € [1£]-

Nun gilt
((AA) ® (BB))i; = (AA);,, - (BB)i,

= (Z ailvdvjl) (( bizyévjz)
v=1 p=1

S

- Zml Z(aiw‘il/jl)(bizlll;"jz)'

v=1 p=1

Ebenfalls ist

m N
(ABB)(ARB))y = ) aivivi, Y biybyi,
v=1 p=1

v=1 p=

(ailvdl/ﬁ)(biz[lgl{iz)'
1
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