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Übungsaufgabe II-1.1. (Basics zu Linearformen und Dualräumen)

(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Abbildungen Linearformen sind.
(𝑖) Q3 ∋ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ 𝑥 ∈ R jeweils über (Q, +, ·)
(𝑖𝑖) Z3

2 ∋ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ 𝑥3 ∈ Z2 jeweils über (Z2, +2, ·2)
(b) Es sei𝑈 ein Unterraum vom Vektorraum 𝑉 . Zeigen Sie, dass𝑈 ∗ höchstens gleichmächtig

zu 𝑉 ∗ ist.

Übungsaufgabe II-1.2. (Duale Basen)

Gegeben sei der Vektorraum Z2
3 über Z3 mit der Basis 𝐵 :=

((
1
0

)
,

(
1
2

))
. Bestimmen Sie die Bilder

der dualen Basiselemente an dem Punkt
(
1
1

)
.

Übungsaufgabe II-1.3. (Darstellung von Linearformen)

Es sei 𝑉 := (P({0, 1, 2}, △, ·) über (Z2, +2, ·2) mit den Basen 𝐵 := ({0}, {1}, {2}) und 𝐵 :=
({0}, {0, 1}, {0, 1, 2}).

(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Darstellung von 𝑣 := {0, 2} bzgl.𝐵 und der Darstellung
der Linearform 𝑣∗ := 𝑣 ↦→ #(𝑣 ∩ {1}) bzgl. 𝐵∗.

(b) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen T̂
𝐵←𝐵

und T̂
𝐵∗←𝐵∗ .

(c) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Darstellung von 𝑣 und 𝑣∗ bzgl. 𝐵 und 𝐵∗ mithilfe der
Basiswechselmatrizen.

Übungsaufgabe II-1.4. ((Prä-)-Annihilatoren)
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(a) Bestimmen Sie eine Basis von {(0, 1, 2)}0 in R∗3 über R.
(b) Es seien 𝑉 ein 𝐾-Vektorraum und 𝑀1, 𝑀2 ⊆ 𝑉 sowie 𝐹1, 𝐹2 ⊆ 𝑉 ∗. Zeigen Sie, dass die

folgenden Aussagen gelten:
𝑀1 ⊆ 𝑀2 ⇒ 𝑀0

2 ⊆ 𝑀0
1 .(i) 𝑀0 = ⟨𝑀⟩0.(ii)

𝐹1 ⊆ 𝐹2 ⇒ 0(𝐹2) ⊆ 0(𝐹1).(iii) 0𝐹 = 0⟨𝐹 ⟩.(iv)

Übungsaufgabe II-1.5. (Basics zur dualen Abbildung)

Beschreiben Sie das Verhalten der dualen Abbildungen zu den folgenden Vektorraumhomomor-
phismen.

(a) Q3 ∈ 𝑥 ↦→ 𝜆𝑥 ∈ Q3, 𝜆 ∈ Q jeweils über (Q, +, ·)
(b) (P(Z4), △, ·) ∋ 𝐴 ↦→ 𝐴 ∩ {1, 3} ∈ P(Z6, △, ·), jeweils über (Z2, +2, ·2)

Übungsaufgabe II-1.6. (Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen)

Es seien 𝐾 ein Körper und 𝑈 , 𝑉 und𝑊 Vektorräume über 𝐾 sowie 𝑓 ∈ Homo(𝑉 ,𝑊 ) und
𝑔 ∈ Homo(𝑈 ,𝑉 ). Zeigen Sie Lemma 21.5, also dass dann für die duale Abbildung der Komposition
𝑓 ◦ 𝑔 ∈ Homo(𝑈 ,𝑊 ) gilt:

(𝑓 ◦ 𝑔)∗ = 𝑔∗ ◦ 𝑓 ∗.
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