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UBUNG Il - 1 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 13. April 2026

Ubungsaufgabe II-1.1. (Basics zu Linearformen und Dualrdumen)
(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Abbildungen Linearformen sind.
(i) Q33 (x,y,2) — x € R jeweils iiber (Q,+,-)
(ii) Zg > (x, y,2) > x° € Z, jeweils iiber (Zg, +2, 2)

(b) Es sei U ein Unterraum vom Vektorraum V. Zeigen Sie, dass U* hochstens gleichméchtig
zu V* ist.

Losung.

(@ (i) Q3 3 (x,y,2) — x € R jeweils iiber Q ist keine Linearform, denn der Zielraum

ist R iiber Q und damit nicht der Koérper des Ursprungsraums iber sich selbst.

Die Abbildung wird zu einer Linearform, wenn man den Bildraum auf Q tiber Q
einschrankt, das ist gerade Teil von Beispiel 20.2.

(ii) Zg > (x, y,2) = x° € Z, jeweils iiber (Zy, +3, 2) ist eine Linearform, denn in Z, ist

x3 = x, hier handelt es sich also um die Projektion auf die erste Koordinate, damit

handelt es sich um eine Linearform, siehe auch Beispiel 20.2.

(b) Um hochstens Gleichméachtigkeit der Mengen zu zeigen mussen wir eine Bijektion von
U™ auf eine Teilmenge von V* angeben. Eine naheliegende Moglichkeit dies zu tun ist,
die Funktionen aus U™ auf ganz V* fortzusetzen.

Sei also By eine Basis von U und By eine Basisergdnzung von By zu einer Basis von V,
also By C By. Sei f € U* beliebig. Wir definieren fy, als die eindeutige lineare Abbildung
aus V*, die fy(u) = f(u) fur alle u € By und fy(v) = 0 fiir alle v € By \ By erfillt. Damit
ist die Abbildung ¥: U* — V* mit ¥(f) == fy wohldefiniert.
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Da fiir jedes f auch fi eindeutig festgelegt ist und zwei Fortsetzungen genau dann
iibereinstimmen, wenn ihre Einschrankungen auf U iibereinstimmen, ist ¥ injektiv und
damit die Einschrankung der Abbildung ¥ auf ihr Bild (eine Teilmenge von V*) surjektiv
und somit bijektiv.

Ubungsaufgabe II-1.2. (Duale Basen)

1 1
Gegeben sei der Vektorraum Zg uiber Zz mit der Basis B = (( O) , ( 2)) . Bestimmen Sie die Bilder

der dualen Basiselemente an dem Punkt (1)

Losung.

Es gilt

(=202 )= (o) ()

und nach Satz 20.10 entsprechen die Auswertungen gerade den Koeffizienten aus der Linear-
kombination, beide sind also % =2.

Ubungsaufgabe II-1.3. (Darstellung von Linearformen)

Es sei V = (P({0,12}, A,-) iiber (Zg, +2,2) mit den Basen B = ({0}, {1},{2}) und B =
({0}, {0,1}, {0,1,2}).

(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Darstellung von v = {0, 2} bzgl. B und der Darstellung
der Linearform v* = v — #(v N {1}) bzgl. B*.

(b) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen 75, , und 75._ p..

(c) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Darstellung von v und ™ bzgl. B und B* mithilfe der
Basiswechselmatrizen.

Loésung.

(a) Der Koordinatenvektor von {0, 2} ist gerade x = (1,0,1)", was man an der Standardbasis
direkt ablesen kann.

Der Koordinatenvektor zu v* ergibt sich durch Auswerten an den Basismitgliedern von B
und ist entsprechend (0,1, 0)".
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(b) Die Bestimmung der Basiswechselmatrix 75, , kennen wir bereits aus der Linearen
Algebra I, hier ergibt sich

1 1 0
Tseg=0 11
0 0 1
und entsprechend Lemma 20.18 ist
GM
1 0 0 1 0 0
— g T _ _ GM
Tooep =T5 ,=[1 10 =110
0 1 1 1 1 1
(c) Es ergeben sich die Koordinatenvektoren
110 1 1 0|/1 1
x=10 1 1|x=|0 1 1||{0|=]1
00 1 o o 1\t \1
und
1 0 0 1 0 0]/0 0
E=l1 1 ole={1 1 o||1]=]1
1 1 1 1 1 1]\0 1

Ubungsaufgabe II-1.4. ((Pri-)-Annihilatoren)
(a) Bestimmen Sie eine Basis von {(0,1,2)}° in R} iiber R.
(b) Es seien V ein K-Vektorraum und M;, M, C V sowie Fj, F, € V™. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen gelten:

(i) M CM = M) <M. (i) M° = (M)°.
(iii) F, € F, = °(F,) € °(F). (iv) °F = °(F).
Losung.

(a) Wir ergéinzen {(0,1,2)} durch (1,0,0) und (0,1, 0) zu einer Basis von R;. Deren duale
Basis besteht nun aus 3 Elementen, ist eine Basis von R} und eines der Elemente ist
nicht im Annihilator, wihrend es die anderen beiden sind, also ist {eJ, eg‘} eine Basis des
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Annijhilators. Beziiglich der dualen der kanonischen Basis haben diese die Darstellung in
den hinteren beiden Spalten von

0
1

S O =

O o=
Il
NEN =)

1
2

(b) (i) Ist My € My und f € M?, dann ist f(m) = 0 fiir alle m € M; C M,.
(ii) Da M C (M) ist M® 2 (M)° klar. Die C Inklusion folgt sofort, da f(X %, a;m;) =
Z?zl aif(m,-) =0 fur m; € M.
(iii) Ist F; € F, und v € °F,, dann ist f(v) = 0 fiir alle v € F; C Fo.
(iv) Da F C (F) ist °F 2 °(F) klar. Die C Inklusion folgt sofort, da (X%, a;f;) (v) =
2 aifi(v) =0 fur f; € F.

Ubungsaufgabe II-1.5. (Basics zur dualen Abbildung)

Beschreiben Sie das Verhalten der dualen Abbildungen zu den folgenden Vektorraumhomomor-
phismen.

(a) Q% € x — Ax € Q% 1 € Q jeweils iiber (Q, +, )

(b) (P(Z4),n,-) 3A— AN{L3} € P(Zs, A, -), jeweils tiber (Zy, +2, 2)

Loésung.
In der Losung wird die Abbildung immer mit f bezeichnet und die duale mit f*.
(a) Fiir alle v* € Q* und v € Q ist
(f@)(v) = @) (f(v)) = 0" (do) = 207 (0) = (A7) (0)

und damit ist die duale Abbildung der Skalierung die gleiche Skalierung der Abbildungen
im Dualraum.

(b) Die Abbildung f bildet jede Teilmenge von Z4 auf deren Teilmenge der ungeraden Ele-

mente ab. Entsprechend ist
[T @) M) =" (f(M)).

Die duale Basis zur Punktmengenbasis besteht aus Indikatorfunktionen zur Existenz
der Punkte in dem eingesetzten Element M € $(Z,). Jede Linearkombination zu einem
v™ gibt also aus, ob eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Elementen der an o*
beteiligten Basiselemente in M enthalten sind. Die duale Abbildung dndert diese Abfrage
auf die gerade oder ungerade Anzahl von ungeraden Elementen in M.
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Ubungsaufgabe II-1.6. (Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen)

Es seien K ein Korper und U, V und W Vektorraume iiber K sowie f € Homo(V, W) und
g € Homo(U, V). Zeigen Sie Lemma 21.5, also dass dann fiir die duale Abbildung der Komposition
f 0 g € Homo(U, W) gilt:

(feg) =g of"

Losung.

Fir alle u € U und w* € W ist

(feg) (W) (w) = w'((fog)(w)) = w'(f(g(u))) = fT(w)(g(u) ) = g"(f" (W) (u) = (g7 f") (w").

N—— N——— N—— N——
w ov* [ "
—
u*
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