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Ubungsaufgabe I-13.1. (Koordinatendatendarstellung von Vektoren)

Gegeben seien die folgenden Kombinationen von Vektorrdumen V mit Basen B und Vektoren
v € V. Bestimmen Sie fir jede Kombination die Koordinatendarstellung von v bzgl. B.

1 1 1 1 0
0 1 0|0 1
(a) V =R*iber (R, +,-), B = ol Lol libloll 2 =15
0/ \0/ \O 1 3

(b) V= (P({1,2,3,4}), 2,0) 0ber (Zy, +2,2) , B = ({1,3}, {1, 2,3}, {1, 4}, {1, 2}) ,0 = {2,3,4}

Ubungsaufgabe I-13.2. (Darstellungsmatrizen)

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der linearen Abbildungen aus Ubungsaufga-
be I-11.3 Teilaufgabe (a), sofern dies moglich ist, jeweils bzgl. der Standardbasen der
entsprechenden Vektorrdume.

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der unten stehenden linearen Abbildung

(i) (P(13]).4,-) 2 M — Mn {3} € (P([L4]), 4, ) iiber (Zy,+,,2) bzgl. der
Basen

({1,2,3}, {1,3}, {12}) und ({12}, {2}, {3,4}, {4}).
(i) (P([1,4]),4,-) 3 M > ey € ((Z)[¥), 4, ) iiber (Zy, +,, -3) bzgl. der Basen
({1,2}, {2}, {3,4}, {4}) und (e, e;+ey, es+e3, €3+ eq, €4+ 65),

wobei ejr die Elemente aus M auf 1 und jedes andere Argument auf 0 abbildet.

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 1von 4


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025 - Sommersemester 2026

(iii) Die Komposition der beiden obigen Abbildungen bzgl. der Basen
({1, 2,3}, {1,3}, {1}) und (e}, €1 +ez, €2+ €3, €3+ €4, €4+ €5).

Hinweis: Hier konnen Sie sich mit einem Resultat aus dem Skript den Grofiteil der
Arbeit sparen.

Ubungsaufgabe I-13.3. (Links- bzw. Rechtsinvertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer
Darstellungsmatrizen)

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben Korper K mit dim(V) =m €
Nj und dim(W) = n € N,. Weiter seien By = (vy,...,0y,) und By = (wy, ..., w,) Basen von V
bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Schlieflich sei A = Mg, 5, (f) € K"™™
die Darstellungsmatrix von f bzgl. dieser Basen. Zeigen Sie Satz 19.14, also die folgenden
Aussagen:
(a) Es sind dquivalent:
(i) f ist surjektiv, also Rang(f) = n.
(ii) Es existiert eine Rechtsinverse von f, also eine lineare Abbildung f,: W — V, sodass
f o f, =idw gilt. f; ist notwendig injektiv.
(iii) A besitzt vollen Zeilenrang, also Rang(A) = n.

(iv) Es existiert eine Rechtsinverse von A, also eine Matrix R € K"™*" mit AR = I, gilt.
R besitzt notwendig vollen Spaltenrang.

(b) Es sind dquivalent:
(i) f istinjektiv, also Defekt(f) = 0, d. h. Rang(f) = m.

(ii) Es existiert eine Linksinverse von f, also eine lineare Abbildung f;: V. — W, sodass
fi o f =1idy gilt. f; ist notwendig surjektiv. Ihre Einschrankung f;| V) auf das Bild
von f ist eindeutig.

(iii) A besitzt vollen Spaltenrang, also Rang(A) = m.

iv) Es existiert eine Linksinverse von A, also eine Matrix L € K™*™ mit LA = I,,, gilt. L
8
besitzt notwendig vollen Zeilenrang.

https://tinyurl.com/scoop-la Seite 2 von 4


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025 - Sommersemester 2026

Hausaufgabe I-13.1 (Koordinatendarstellung in unendlich-dimensionalen Rdumen) 4 Punkte

In Satz 19.1 werden Koordinaten(vektoren), Synthese- und Analyseabbildung fiir endlichdimen-
sionale Vektorraume eingefiihrt. Entscheiden Sie, ob sich dieses Konzept auf unendlichdimensio-
nale Vektorraume verallgemeinern ldsst, und beschreiben Sie, wie die entsprechenden Aussagen
und Konzepte angepasst werden miissten.

Hausaufgabe I-13.2 (moglichst einfache Darstellungsmatrizen fiir lineare Abbildungen)
6 Punkte

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber demselben Kérper K mit dim(V) =m €
Ny und dim(W) = n € N. Weiter sei f: V — W ein Homomorphismus mit r = Rang(f) und
Defekt(f) = dim(Kern(f)) = m — r nach Dimensionsformel (18.5). Zeigen Sie Lemma 19.5, also
dass wir Basen By, By so wihlen konnen, dass gilt

Bw = (Wy, ..o, Wr, Wyity ..., Wy)
—_—— —
Basis von Bild(f) Ergénzung zu einer Basis von W
und
BV = (Dls e U Uty e e vm):

v;ef M ({ws}) Basis von Kern(f)

und dass die Darstellungsmatrix Mp,, g, (f) von f bzgl. dieser Basen die folgende Gestalt
hat:

Ma o (F) = [ € e (01)
w \4 0 O
Hausaufgabe I-13.3 (Koordinatendatendarstellung von Vektoren) 15 + 1.5 = 3 Punkte

Gegeben seien die folgenden Kombinationen von Vektorrdumen V mit Basen B und Vektoren
v € V. Bestimmen Sie fiir jede Kombination die Koordinatendarstellung von v bzgl. B. Woraus
bestehen die Spalten der Koeffizientenmatrizen der dazugehorigen linearen Gleichungssyste-
me?

(@ V= RIL4D gber (R, +,), B = (ke)ke[ra]> 0 = id

1 1 2 1
(b) V= Q3/< -1 >1"1ber Q+),B=|I{1|l.[I3||,oe=][2
4 3 7 7
Hausaufgabe I-13.4 (Darstellungsmatrizen) 3 + 3 = 6 Punkte
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(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der linearen Abbildungen aus Hausaufgabe I-
12.4Teilaufgabe (a), jeweils bzgl. der Standardbasen der entsprechenden Vektorrdume.

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der unten stehenden linearen Abbildung

(i) @1+ 3 f o flp, 5 € QP +) iaber (Q.+, ) bzgl. der Basen
(1—e3,1—ey 1—e;) und (1—e3 1—ey).
(i) (QI23 +..) 3 f > f(2) + f(3) € (Q+,-) iiber (Q,+,-) bzgl. der Basen
(1—e3,1—ey) und (2).
(iii) Die Komposition der beiden obigen Abbildungen bzgl. der Basen
(1—e3,1—ey 1—¢) und (2).

Hinweis: Hier konnen Sie sich mit einem Resultat aus dem Skript den Grofiteil der

Arbeit sparen.

Bitte reichen Sie Thre Losungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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