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UBUNG | - 12

Ausgabedatum: 19. Januar 2026
Abgabedatum: 26. Januar 2026

Ubungsaufgabe I-12.1. (Matrix-Vektor-Multiplikation)

Gegeben sei ein Endomorphismus f auf R? iiber R mit der Eigenschaft, dass
1 1 1 2 1 3
flol=12],  fl1l=|3]. rFl1]=|1].
0 3 0 1 1 2
Bestimmen Sie die Matrix A, so dass f = f4, siehe Lemma 17.12.

Ubungsaufgabe I-12.2. (Faktorraume und Homomorphiesatz)

(a) Es sei U = (N) mit den entsprechenden Verkniipfungen der Unterraum von V =
(P(N), A, -) iber (Zy, +2, -2). Geben Sie eine Beschreibung der Elemente von V /U an.

(b) Essei (V,+,-) ein Vektorraum iiber einem Kérper K und U C V ein Unterraum. Entschei-
den Sie, welche der folgenden Aussagen i. A. giiltig ist, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(i) Ist (v;)ier eine linear unabhiangige Familie von Vektoren in V, dann ist ([v;]);es eine
linear unabhéngige Familie von Vektoren in V / U.

(ii) Ist ([v;]);es eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in V /U, dann ist (v;);es
eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in V.
Ubungsaufgabe I-12.3. (Vektorraum der Vektorraumhomomorphismen)

Es seien (V, +,-) und (W, +, -) Vektorrdume iiber dem gleichen Korper K und V; C V sowie W; C
W mit den entsprechenden Verkniipfungen Unterraume von (V, +, -) bzw. (W, +, -). Entscheiden
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Sie, welche der folgenden Mengen Unterrdume von Hom(V, W) sind und beweisen Sie Ihre
Antwort.

H- = {f € Hom(V, W) | Kern(f) = V;} G- ={f € Hom(V, W) | Bild(f) = W;}

Hc = {f € Hom(V,W) | Kern(f) C V;} Gc ={f € Hom(V,W) | Bild(f) € W;}

H- = {f € Hom(V,W) | Kern(f) 2 V;} G- ={f € Hom(V, W) | Bild(f) 2 Wi}

Ubungsaufgabe I-12.4. (Basics zu Dimensionssitzen)

Gegeben seien die unten stehenden Paare von Vektorraumen V und Unterrdumen U. Bestimmen
Sie zu jedem Paar mit Hilfe des Dimensionssatzes fiir Faktorrdume codim(U) oder erkliren Sie,
warum anhand dessen keine Aussage moglich ist.
(a) V = (Z3)**3 mit den Matrixverkniipfungen iiber (Zs, +3,3), U = {A € V| Kern(A) 2
(e, €3)}
(b) V = (Z3)" mit den Funktionsverkniipfungen iiber (Zy, +,-), U = {f € V| f(2N) = {0}}
(c) V :=P(R) mit A und der einzig moglichen S-Multiplikation tiber (Zy, +,-), U = P([13])

Ubungsaufgabe I-12.5. (Charakterisierung der Bijektivitit von Homomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorraume)

Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +,-), (W, +, -) zwei Vektorrdume tiber K sowie f: V. — W
ein Homomorphismus. Zeigen Sie Folgerung 18.9, also die folgenden Aussagen:
(a) Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V) = dim(W), dann sind dquivalent:
(i) f ist injektiv.
(ii) Defekt(f) = 0.
(iii) f ist surjektiv.
(iv) Rang(f) = dim(V).
(v) f ist bijektiv.
(b) Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € N U {co}, dann kann f nicht
surjektiv sein.
(c) Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € N U {co}, dann kann f nicht
injektiv sein.
(d) EsseiV oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V' — W existiert genau dann,
wenn der andere Vektorraum auch endlich-dimensional ist und dim(V') = dim(W) gilt.
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Hausaufgabe I-12.1 (Matrix-Vektor-Multiplikation als Vektorraumhomomorphismus) 1 + 1 +
0.5 + 1.5 = 4 Punkte

Es sei K ein Korper und n, m, k € Nj. Zeigen Sie Lemma 17.12, also die folgenden Aussagen:

(a) Ist A € K™™, dann definiert die von A induzierte lineare Abbildung
fa: K" 3 x - fa(x) =Ax e K"

tatsachlich eine lineare Abbildung K™ — K".
(b) Ist f: K™ — K" eine lineare Abbildung, dann gibt es eine Matrix A € K™*™, sodass

f = fu gilt.
(c) Sind A € K™™ und B € K™**, dann gilt

fA ° fB = fAB-

(d) A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn fy: K" — K" invertierbar ist. In diesem Fall
gilt
(f)™" = fa-t.

Hausaufgabe I-12.2 (Faktorrdume und Homomorphiesatz) 1+ 3 = 4 Punkte

(a) Es sei U = (N) mit den entsprechenden Verkniipfungen der Unterraum von V =
(P(Q), 4, -) iber (Zy, +3, 2). Geben Sie eine Beschreibung der Elemente von V /U an.

(b) Essei (V,+,-) ein Vektorraum iiber einem Kérper K und U C V ein Unterraum. Entschei-
den Sie, welche der folgenden Aussagen i. A. giiltig ist, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(i) Ist (v;);es eine erzeugende Familie von Vektoren in V, dann ist ([v;]);e; eine erzeu-
gende Familie von Vektoren in V / U.

(ii) Ist ([v;])ier eine erzeugende Familie von Vektoren in V /U, dann ist (v;);es eine
erzeugende Familie von Vektoren in V.
Hausaufgabe I-12.3 (Vektorraum der Vektorraumhomomorphismen) 5 Punkte

Es seien (V,+, -) und (W, +, -) Vektorraume iiber dem gleichen Korper K. Entscheiden Sie, welche
der folgenden Mengen Unterraume von Hom(V, W) sind und beweisen Sie Thre Antwort.

H. ={f € Hom(V,W) | dim(Kern(f)) < co} G< :={f € Hom(V,W) | dim(Bild(f)) < oo}
H- = {f € Hom(V,W) | dim(Kern(f)) = oo} G- = {f € Hom(V,W) | dim(Bild(f)) = oo}
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Hausaufgabe I-12.4 (Basics zu Dimensionssitzen) 1+ 3 = 4 Punkte

(a) Gegeben seien die unten stehenden Vektorraumhomomorphismen f: V. — W zwischen
Vektorraumen iiber demselben Korper. Bestimmen Sie in jeder Teilaufgabe den Rang
und den Defekt von f. Wenden Sie in jeder Teilaufgabe einmal den Dimensionssatz fiir
Vektorraumhomomorphismen an.

(i) v =RII w = RIS iiber (R, +, ), f =id
0 1
(i) V = R23 W = R33 {iber (R,+,), f(A) =|1 0f|A
1 1

(b) (i) Esseien (K,+,-) ein Korper und (U, +, ), (V,+,-), (W, +, ) drei Vektorraume iiber K
sowie f: U —» V,g: V — W Homomorphismen. Zeigen Sie, dass

dim(Bild(g o f)) + dim(Bild(f) N Kern(g)) = dim(Bild(f))

gilt.
(ii) Gegeben sei die lineare Abbildung f: R* — R?, die folgende Bedingungen erfiillt:

1 1 0 0 2
flioll=(1].  rflill=(2].  fllol|=]0].
0 1 0 2 1 0

Nutzen Sie Teilaufgabe (i) um dim(Bild(f o f)) zu bestimmen.

Hausaufgabe I-12.5 (Charakterisierung der Bijektivitdt von Homomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorraume) 0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5 = 2 Punkte

Gegeben seien die unten stehenden Paare von Vektorrdaumen V und W tiber demselben Kor-
per. Welche Aussagen konnen Sie beztiglich der Injektivitit und Surjektivitit einer linearen
Abbildung f: V — W anhand des obigen Satzes machen?
(a) V = K3, W = K, iiber einem Kérper (K, +, -)
(b) V = Ky, W = K iiber einem Korper (K, +, -)
(C) V= (Zz)N, W = P(ZZ) uber (Zz, +9, '2)
d) V= P(Z)", W = P(Z})) iiber (Zy, +2, -2)

Bitte reichen Sie Thre Lésungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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