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Übungsaufgabe I-11.1. (Beispiele linearer Gleichungssysteme)

(a) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems 𝐴𝑥 = 𝑏 für

𝐴 =


2 1 2 4
4 2 4 1
1 3 1 3

 und 𝑏 =
©­«
4
2
𝑧

ª®¬
über (Z5, +5, ·5) in Abhängigkeit von 𝑧.

(b) Gegeben sei der Vektorraum R{1,2,3,4} über (R, +, ·) mit den Basen

𝐵1 := {𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒4, 𝑒2 + 2𝑒3 + 𝑒4, 𝑒1 + 𝑒4, 2𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4}
𝐵2 := {2𝑒1 + 𝑒3, 3𝑒2 + 2𝑒4, 𝑒1 + 2𝑒2 + 3𝑒3 + 𝑒4, 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 + 5𝑒4}

Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Elemente in 𝐵2 bezüglich 𝐵1,
indem Sie das dazugehörige lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten
aufstellen und lösen.

Übungsaufgabe I-11.2. (Resultate zu Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme)

Es sei 𝐾 ein Körper und 𝐾̃ ein echter Teilkörper von 𝐾 sowie 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ N und 𝐴 ∈ 𝐾̃𝑛×𝑚 und
𝑏 ∈ 𝐾̃𝑛 .

Zeigen Sie, dass die Lösungsmenge L(𝐴,𝑏) bezüglich 𝐾 genau dann mit der bezüglich 𝐾̃
übereinstimmt, wenn das System eindeutig oder garnicht lösbar ist.

Übungsaufgabe I-11.3. (Basics zu Vektorraumhomomorphismen)
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(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.
(𝑖) 𝑓 : 𝐾5 ∋ (𝑣1, . . . , 𝑣5) ↦→ (𝑣5, . . . , 𝑣1) ∈ 𝐾5 jeweils über einem Körper 𝐾 .
(𝑖𝑖) 𝑓 : R ∋ 𝑥 ↦→ max(𝑥, 0) ∈ R jeweils über R.
(𝑖𝑖𝑖) 𝑓 : P(Q) ∋ 𝑀 ↦→ Q \𝑀 ∈ P(Q) für (P(Q), △, ·) über (Z2, +2, ·2).

(b) Es seien (𝑈 , +, ·), (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über dem gleichen Körper 𝐾 . Zeigen Sie
Satz 17.3(𝑖), also dass wenn 𝑓 : 𝑉 →𝑊 und 𝑔 : 𝑈 → 𝑉 lineare Abbildungen sind, dann ist
auch 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝑈 →𝑊 eine lineare Abbildung.

Übungsaufgabe I-11.4. (Konstruktion linearer Abbildungen)

Wir betrachten die Vektorräume (RN, +, ·) und (R, +, ·) über dem Körper R. Zeigen Sie, dass es
eine lineare Abbildung 𝑓 : RN → R gibt, so dass 𝑓 (𝑒𝑛) = 2𝑛 für alle 𝑛 ∈ N gilt. Ist eine solche
Abbildung eindeutig, surjektiv, injektiv oder bijektiv?
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Hausaufgabe I-11.1 (Beispiele linearer Gleichungssysteme) 2 + 4 = 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems 𝐴𝑥 = 𝑏 für

𝐴 =


−2 0 −1 −1
0 0 0 0
6 1 4 2
2 −1 0 2

 und 𝑏 =

©­­­«
𝑟

𝑠

0
−8

ª®®®¬
über (R, +, ·) in Abhängigkeit von 𝑟, 𝑠;

(b) Gegeben sei 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} und eine einelementige Menge 𝑌 sowie die Basen

𝐵1 := ({𝑥1, 𝑥3}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}, {𝑥1, 𝑥4}, {𝑥1, 𝑥2})
𝐵2 := (𝑋 \ {𝑥𝑖})𝑖∈⟦1,4⟧

zu dem Vektorraum (P(𝑋 ), △, ⊙) über (P(𝑌 ), △,∩).
Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Mitglieder in 𝐵2 bezüglich 𝐵1
und die der Mitglieder in 𝐵1 bezüglich 𝐵2, indem Sie die dazugehörigen linearen Glei-
chungssysteme mit mehreren rechten Seiten aufstellen und lösen.

Hausaufgabe I-11.2 (Resultate zu Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme) 1 + 2 + 2 =
5 Punkte

Es sei 𝐾 ein Körper und 𝑛,𝑚, 𝑘 ∈ N sowie 𝐴 ∈ 𝐾𝑛×𝑚 und 𝑏 ∈ 𝐾𝑛 .

(a) Zeigen Sie, dass L(𝐴,𝑏) genau dann ein Unterraum von 𝐾𝑚 ist, wenn 𝑏 = 0 ist.
(b) Zeigen Sie, dass für alle𝑀 ∈ 𝐾𝑘×𝑛 gilt:

L(𝑀𝐴,𝑀𝑏) = L(𝐴,𝑏 + L(𝑀, 0)) :=
⋃

𝑐∈L(𝑀,0)
L(𝐴,𝑏 + 𝑐).

(c) Zeigen Sie, dass für alle𝑀 ∈ 𝐾𝑚×𝑘 gilt:

L(𝐴𝑀,𝑏) = L(𝑀,L(𝐴,𝑏)) :=
⋃

𝑐∈L(𝐴,𝑏 )
L(𝑀,𝑐) .

Hausaufgabe I-11.3 (Basics zu Vektorraumhomomorphismen) 1.5 + 1 + 1.5 + 3 = 7 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.
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(𝑖) 𝑓 : R5 ∋ (𝑣1, . . . , 𝑣5) ↦→ (3 𝑣1, 2 𝑣4 + 𝑣1, 0, 0, 𝑣5 + 1) ∈ R5 jeweils über R.
(𝑖𝑖) 𝑓 : ZN

2 ∋ 𝑓 ↦→ 𝑓 2 ∈ ZN
2 jeweils mit den punktweisen Funktionsverknüpfungen über

(Z2, +2, ·2), wobei 𝑓 2 = 𝑓 ·2 𝑓 punktweise zu verstehen ist.
(𝑖𝑖𝑖) 𝑓 : P(Q) ∋ 𝑀 ↦→ 𝑀 ∩ N ∈ P(Q) für (P(Q), △, ·) über (Z2, +2, ·2).

(b) Es seien (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über dem gleichen Körper 𝐾 und 𝑓 : 𝑉 → 𝑊

bijektiv. Zeigen Sie, dass 𝑓 genau dann ein Vektorraumisomorphismus von 𝑉 nach𝑊 ist,
wenn 𝑓 −1 ein Vektorraumisomorphismus von𝑊 nach 𝑉 ist.

(c) Es sei (𝑉 , +, ·) ein Vektorraum über einem Körper 𝐾 und 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ein Vektorraumendo-
morphismus mit 𝑣 ∈ 𝑉 und 𝑛 ∈ N so, dass

𝑓 (𝑛) (𝑣) := 𝑓 ◦ · · · ◦ 𝑓︸      ︷︷      ︸
𝑛-mal

(𝑣) ≠ 0 und 𝑓 (𝑛+1) (𝑣) := 𝑓 ◦ · · · ◦ 𝑓︸      ︷︷      ︸
𝑛+1-mal

(𝑣) = 0.

Zeigen Sie, dass
{
𝑣, 𝑓 (𝑣), . . . , 𝑓 (𝑛) (𝑣)

}
linear unabhängig ist.

(d) Es sei (𝑉 , +, ·) ein Vektorraum über einem Körper 𝐾 der Charakterstik char(𝐾) ≠ 2.
Zeigen Sie:
(𝑖) Ist 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ein selbstinverser Vektorraumautomorphismus, dann sind

𝑉+(𝑓 ) := {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣) = 𝑣} und 𝑉− (𝑓 ) := {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣) = −𝑣}
𝑉 -komplementäre Unterräume.

(𝑖𝑖) Sind𝑈 und𝑊 zwei𝑉 -komplementäre Unterräume, dann gibt es genau einen selbstin-
versen Vektorraumautomorphismus mit 𝑉+(𝑓 ) = 𝑈 und 𝑉− (𝑓 ) =𝑊 .

Hausaufgabe I-11.4 (Konstruktion linearer Abbildungen) 2 + 2 = 4 Punkte

(a) Gegeben sei 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}. Entscheiden Sie, ob es eine lineare Abbildung 𝑓 von
(P(𝑋 ), △, ⊙) nach (P({𝑥1, 𝑥2}), △, ⊙) über (Z2, +2, ·2) geben kann, so dass

𝑓 ({𝑥1, 𝑥2}) = {𝑥1}, 𝑓 ({𝑥1, 𝑥3}) = {𝑥2}, 𝑓 ({𝑥2, 𝑥3}) = {𝑥1}
ist. Falls ja, begründen Sie, weshalb das gerade in dieser Konfigurationmöglich ist, erklären
Sie anderenfalls, wie die Bedingungen verändert werden müssen, damit dies möglich ist.

(b) Es seien (𝑉 , +, ·), (𝑊, +, ·) Vektorräume über demselben Körper 𝐾 und (𝑉1, +, ·) sowie
(𝑉2, +, ·) Unterräume von (𝑉 , +, ·). Zeigen Sie, dass lineare Abbildungen 𝑓1 : 𝑉1 → 𝑊

und 𝑓2 : 𝑉2 → 𝑊 zu einer linearen Abbildung 𝑓 : 𝑉 → 𝑊 mit 𝑓 |
𝑉1

= 𝑓1 und 𝑓 |𝑉2
= 𝑓2

fortgesetzt werden können, wenn 𝑓1 = 𝑓2 auf 𝑉1 ∩𝑉2 gilt. Entscheiden und beweisen Sie,
unter welcher Bedingung an 𝑉1 und 𝑉2 diese Fortsetzung eindeutig ist.

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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