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Ubungsaufgabe I-11.1. (Beispiele linearer Gleichungssysteme)

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir

2 1 2 4 4
A=14 2 4 1 und b=|2

1 3 1 3 z
tber (Zs, +s, -5) in Abhangigkeit von z.

(b) Gegeben sei der Vektorraum R{%%34} {iber (R, +, -) mit den Basen

B, = {61 +e3+ey, €9+ 2e3+e4, €1+ ey, 260 +e3+ 64}

By = {2e; +e3, 3es +2e4, €1+ 2e5 +3e3 + €4, €1+ €3 + €3+ 5e4}

Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Elemente in B, beziiglich By,
indem Sie das dazugehorige lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten
aufstellen und I6sen.

Ubungsaufgabe I-11.2. (Resultate zu Losungsmengen linearer Gleichungssysteme)

Es sei K ein Korper und K ein echter Teilkérper von K sowie n,m, k € N und A € K™™ und
beK"

Zeigen Sie, dass die Losungsmenge L (A, b) beziiglich K genau dann mit der beziiglich K
iibereinstimmt, wenn das System eindeutig oder garnicht 16sbar ist.

Ubungsaufgabe I-11.3. (Basics zu Vektorraumhomomorphismen)
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(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.

(i) f: Ks > (vq,...,05) > (0s,...,01) € K5 jeweils tiber einem Korper K.
(ii) f: R > x > max(x,0) € R jeweils tiber R.
(iii) f: P(Q) > M- Q\M e P(Q) fiir (P(Q), 4, ) ber (Zy, +2, -2).
(b) Es seien (U,+,-), (V,+,-), (W, +,-) Vektorraume iiber dem gleichen Koérper K. Zeigen Sie

Satz 17.3(i), also dass wenn f: V — W und g: U — V lineare Abbildungen sind, dann ist
auch f og: U — W eine lineare Abbildung.

Ubungsaufgabe I-11.4. (Konstruktion linearer Abbildungen)

Wir betrachten die Vektorraume (RY, +, ) und (R, +, -) iiber dem Korper R. Zeigen Sie, dass es
eine lineare Abbildung f: RY — R gibt, so dass f(e,) = 2" fiir alle n € N gilt. Ist eine solche
Abbildung eindeutig, surjektiv, injektiv oder bijektiv?
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Hausaufgabe I-11.1  (Beispiele linearer Gleichungssysteme) 2 + 4 =6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir

2 0 -1 -1 r
0 0 o0 s
A=y 1 4 o| wd b=y
2 -1 0 2 -8

tiber (R, +, -) in Abhéngigkeit von r, s;
(b) Gegeben sei X = {xi, x2, x3, X4} und eine einelementige Menge Y sowie die Basen
By = ({x1, x5}, {301, x2, x3}, {1, x4}, {61, %2 })
By = (X \ {xi})icra]

zu dem Vektorraum (P (X), A, ®) tiber (P (Y), A,N).

Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Mitglieder in B, beziiglich B,
und die der Mitglieder in B; beziiglich B;, indem Sie die dazugehorigen linearen Glei-
chungssysteme mit mehreren rechten Seiten aufstellen und 16sen.

Hausaufgabe I-11.2 (Resultate zu Losungsmengen linearer Gleichungssysteme) 1+ 2 + 2 =
5 Punkte

Es sei K ein Korper und n,m, k € N sowie A € K™ und b € K".

(a) Zeigen Sie, dass L(A, b) genau dann ein Unterraum von K™ ist, wenn b = 0 ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K kxn gilt:

L(MA,Mb) = L(Ab+ L(M,0)) = U L(Ab+c).

ce L(M,0)
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K™ gilt:

L(AM,b) = L(M, L(A,b)) = U L(M,c).
ce L(AD)

Hausaufgabe I-11.3 (Basics zu Vektorraumhomomorphismen) 1.5+ 1+ 15+ 3 =7 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Ihre Antwort.
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(i) f:Rs>3 (v1,...,05) > (301,204 +01,0,0,05 + 1) € Rs jeweils iiber R.
(i) f:ZY 5 f — f? € ZL jeweils mit den punktweisen Funktionsverkniipfungen iiber
2 2 p piung
(Zy, 42, +2), wobei f? = f -, f punktweise zu verstehen ist.
(iii) f: P(Q) >MmH— MNN e P(Q) fur (P(Q), A, ) Uber (Zy, +2, -2).

(b) Es seien (V,+,-), (W, +,-) Vektorrdume tber dem gleichen Korper K und f: V — W
bijektiv. Zeigen Sie, dass f genau dann ein Vektorraumisomorphismus von V nach W ist,
wenn f~! ein Vektorraumisomorphismus von W nach V ist.

(c) Essei (V,+,-) ein Vektorraum tiber einem Kérper K und f: V — V ein Vektorraumendo-
morphismus mit v € V und n € N so, dass

fP@=fo-of(®#0 und [ (0)=fo-- 0 f(v)=0.
S ——’ N ——
n-mal n+1-mal

Zeigen Sie, dass {v,f(v), L fW (v)} linear unabhéngig ist.
(d) Es sei (V,+,-) ein Vektorraum tber einem Korper K der Charakterstik char(K) # 2.
Zeigen Sie:
(i) Ist f: V — V ein selbstinverser Vektorraumautomorphismus, dann sind
Vi(f)={veV|f()=0} und V(f) ={veV]|f(v) =-0}
V-komplementire Unterrdume.

(ii) Sind U und W zwei V-komplementare Unterrdume, dann gibt es genau einen selbstin-
versen Vektorraumautomorphismus mit V,(f) = U und V_(f) = W.

Hausaufgabe I-11.4 (Konstruktion linearer Abbildungen) 2 + 2 =4 Punkte

(a) Gegeben sei X = {xi,x2,x3}. Entscheiden Sie, ob es eine lineare Abbildung f von
(P(X), A, 0) nach (P ({x1,x2}), A, ©) Gber (Z,, +,, -2) geben kann, so dass

fxnx}) ={xi}, f{xnx3}) ={x2},  f({x2,x3}) = {x1}

ist. Falls ja, begriinden Sie, weshalb das gerade in dieser Konfiguration méglich ist, erklaren
Sie anderenfalls, wie die Bedingungen verandert werden miissen, damit dies moglich ist.

(b) Es seien (V,+,-), (W, +,-) Vektorraume tiber demselben Korper K und (V4, +, -) sowie
(Va, +, ) Unterrdume von (V,+,-). Zeigen Sie, dass lineare Abbildungen fi: V; —» W
und f: V, — W zu einer linearen Abbildung f: V. — W mit f|,, = fi und f1;, = f2
fortgesetzt werden kénnen, wenn fi = f; auf V; NV, gilt. Entscheiden und beweisen Sie,
unter welcher Bedingung an V; und V; diese Fortsetzung eindeutig ist.

’ Bitte reichen Sie Thre Losungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein. ‘
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