R. Herzog, G. Miiller Lineare Algebra
Universitat Heidelberg Wintersemester 2025 - Sommersemester 2026

UBUNG | - 11 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 12. Januar 2026
Abgabedatum: 19. Januar 2026

Ubungsaufgabe I-11.1. (Beispiele linearer Gleichungssysteme)

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir
2 1 2 4 4

A=1[4 2 4 1 und b=]2

1 3 1 3 z

tber (Zs, +s, -5) in Abhangigkeit von z.

(b) Gegeben sei der Vektorraum R{%%34} {iber (R, +, -) mit den Basen

B, = {61 +e3+ey, €9+ 2e3+e4, €1+ ey, 260 +e3+ 64}

By = {2e1 + e3, 3ey + 2e4, €1+ 25 + 3€3 + €4, €1+ €3 + €3+ 5ey}
Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Elemente in B, beziiglich By,
indem Sie das dazugehorige lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten
aufstellen und 16sen.
Losung.

(a) Wir stellen die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems auf und iiberfithren Sie
in Zeilenstufenform.

2 1 2 4|4 2 1
642412«»600
2 13 13|z 38 1o o
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Hier sehen wir, dass der Rang von A genau dann dem von A|b entspricht, wenn z = 0
ist. Nur dann ist das System 16sbar. In dem Fall erkennen wir sofort, dass der Rang des
Systems 2 ist, also haben wir einen 4 — 2 = 2-dimensionalen affinen Lésungsraum. Fiir
diesen Fall fithren das System in die reduzierte Zeilenstufenform und erhalten

2¢ 12 1 2 4|4 3( 1 3 1 22 1 3 1 01
1¢ 10 0 0 3|4~ 0 0 0 1|3[~1|0 0 0 1]|3
0 0 0 00 0 0 0 0]0 0 0 0 0O

Die abhangigen Variablen gehéren zu den Indizes aus {1, 4}, die unabhéngigen zu denen
aus {2, 3}. Wir erhalten also eine Partikularlésung durch

Xo =

w O O =

Fir das homogene System

1 3 1
0 0 O
0 0 O

S = O

0
0
0

erhalten wir x4 = 0 und x; = 2x; + 4x3 und damit die Losungsmenge

1 2a +4f 1 2\ (4
0 104 0 1 0
+ €Zs ¢ = +
0 g ||®PEE=], < o|'|1 >
3 0 3 0 0
(b) Fiir jedes Basiselement fl.(z) € By, i =1,...,4 gilt es, die Koeffizienten x,i der Kombination

4
2 i 1 .
A2 =30 i1
k=1

zu bestimmen, also das lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten in dem
die Koeffizienten der Polynome spaltenweise auftauchen, also

10 10(2 0 1 1
010 2|0 3 2 1
12 0 1|1 0 3 1
1 11 1(0 2 15
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Wie in der letzten Teilaufgabe tiberfithrt man das System in die Zeilenstufenform via

10 1 0(2 0 1 1 10 10 2 0 1 1 10 1 0 2 0
010 2|0 3 2 1 01 0 2 3 2 1 01 0 2 0 3
~ ~
12 0 1{1 0 3 1 02 -1 1|-10 2 0 0 0 -1 -3|-1 -6
1 11 1{0 2 15 01 0 1|-2 2 0 4 00 0 -1|-2 -1

Hier kann man nun den Vollrang der Matrix schon erkennen und damit die Invertierbarkeit
tiberpriifen. Wir transformieren nun weiter in die reduzierte Zeilenstufenform (und
invertieren damit letztendlich die Matrix).

10 1 o0f 2 o 1 11 [1 0 1 02 0 1 1 10 1 0] 2
01 0 2| 0 3 2 1 010 2|0 3 2 1 010 0|-4
0 0 -1 -3[-1 -6 -2 =2 00 13/162 2/ oo 10]|-5
00 0 -1{-2 -1 -2 3 0 0 0 12 1 2 -3 00 0 1| 2
(1 0 0 0] 7 -3 5 -10
010 0|/-4 1 -2 7
~“lo o 10/-5 3 -4 1
o000 1) 2 1 2 =3

Auf der rechten Seite steht nun die Inverse der Systemmatrix angewandt auf die Matrix
der rechten Seiten, und damit (spaltenweise) die Koeffizienten der Linearkombinationen.

Ubungsaufgabe I-11.2. (Resultate zu Losungsmengen linearer Gleichungssysteme)

Es sei K ein Korper und K ein echter Teilkérper von K sowie n,m, k € N und A € K™™ und
beK"

Zeigen Sie, dass die Losungsmenge £ (A, b) beziiglich K genau dann mit der beziiglich K
iibereinstimmt, wenn das System eindeutig oder garnicht 16sbar ist.

Losung.

Sowohl fiir die Matrix A als auch fiir die erweitere Matrix [A, b] werden bei der Bestimmung
einer Rangfaktorisierung per Zeilenstufentransformation unabhingig vom zugrunde gelegten
Kérper (also K oder K) lediglich Matrizen aus K™ auftauchen. Insbesondere sieht man daran,
dass Rang(A) und Rang([A, b]) beziiglich einem beliebigen der beiden Korper bestimmt werden
koénnen.

Daraus kénnen wir folgern, dass das System Ax = b beziiglich beider Kérper K und K genau
dann nicht 16sbar ist, wenn Rang(A) # Rang([A, b]), siehe Satz 16.3. Dann ist die Losungsmenge
also unabhingig vom Koérper leer.
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AuBerdem ist ebenfalls laut Satz 16.3 eindeutige Losbarkeit 'aiquivaler}t zuRang(A) = Rang([A, b]) =
m, ebenfalls wieder in beiden Koérpern. Dass die Losung dann in K" liegen muss, liegt eben an
der Eindeutigkeit der Losung.

Ist das System nun lésbar aber nicht eindeutig 16sbar, so liefert Satz 16.3 gerade wieder die
Existenz einer Partikularlgsung x, € K™, so dass

L(A, b)I? =x9+ L(A, O)I?

L(A’ b)K =Xo + L(A! O)K
mit dimg (L(A, 0)k) = dimg (L(A,0)z) = m — Rang(A). Dabei gilt offensichtlich £(A,0); <
L(A, 0)g. Sobald aber das System losbar ist und Rang(A) < m gilt, existierteino € L(A, 0)z\{0}

und fiir jedes @ € K \ K ist av € L(A,0)x \ L(A,0) % und die Lésungsmengen stimmen nicht
iiberein.

Ubungsaufgabe I-11.3. (Basics zu Vektorraumhomomorphismen)

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Thre Antwort.
(i) f: K53 (vy,...,05) > (vs,...,01) € Ks jeweils tiber einem Korper K.
(ii) f: R 3 x > max(x,0) € R jeweils tiber R.
(iii) f: P(Q)>M— Q\M e P(Q) fur (P(Q), 4, ) tiber (Zy, +3, -2).
(b) Esseien (U, +,-), (V,+,-), (W, +, ) Vektorrdume tiber dem gleichen Kérper K. Zeigen Sie

Satz 17.3(i), also dass wenn f: V — W und g: U — V lineare Abbildungen sind, dann ist
auch f og: U — W eine lineare Abbildung.

Losung.

(@) (i) Hier handelt es sich um eine lineare Abbildung. Um die Strukturvertraglichkeit
nachzuprifen seien u = (uy,...,us), v = (vy,...,05) aus Ks und @ € K gegeben.
Dann gilt

flu+o)=f((u+0y,...,us+0s)) = (s +0s,...,u+01) = (us,...,u1) + (vs,...,01) = f(u) + f(v)

flaw) = f((aw,...,aus)) =(aus,...,au) =a(us,...,u) = a f(u).

Der Definitions- und Zielbereich der Abbildung stimmen tiberein, es handelt sich
also auch um einen Endomorphismus. Die Bijektivitit der Abbildung folgt sofort
aus der komponentenweisen Struktur der Abbildung. Es handelt sich also sogar um
einen Isomorphismus, also einen linearen Automorphismus.
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(ii) Hier handelt es sich um keine lineare Abbildung, denn sogar beide Komponenten
der Strukturvertraglichkeit sind i. A. nicht gegeben, denn firu =1=-v=-a € R
ist

f(u+9) =max(1-10) =0 # 1 =max(1,0) + max(-10) = f(u) + f(v)
flau) =max(-1,0) =0 # -1 = —-1max(1,0) = af (u).

(iii) Hier handelt es sich um keine lineare Abbildung, denn es ist

fC 0 )=Q=0.
~——

=0€(P(-).4)

(b) Sind f und g lineare Abbildungen wie angegeben und u,v € U sowie ¢ € K, dann ist
wegen der Linearitat von f und g:

fog(u+o)=f(g(u+0)) = f(g(u)+g(v)) = f(g(w) + f(g(v)) = fog(u) + f o g(v)
foglau) = f(g(au)) = f(ag(u)) = af(g(u)) = af o g(u)

Ubungsaufgabe I-11.4. (Konstruktion linearer Abbildungen)

Wir betrachten die Vektorraume (RY, +, ) und (R, +, -) iiber dem Korper R. Zeigen Sie, dass es
eine lineare Abbildung f: RY — R gibt, so dass f(e,) = 2" fiir alle n € N gilt. Ist eine solche
Abbildung eindeutig, surjektiv, injektiv oder bijektiv?

Losung.

Wir wissen bereits, dass die Familie (e,),en linear unabhéngig ist. Satz 17.10 des Skripts liefert
dann (fir die Urbildfamilie (ey,),en und die Bildfamilie (2"),¢1y) direkt, dass eine solche gesuchte
lineare Abbildung f: RY — R existiert.

Die Familie (e,),cn ist allerdings nicht erzeugend in (RY, +, ). Wir kénnen also aus dem oben
referenzierten Theorem nicht direkt die Eindeutigkeit der linearen Abbildung folgern. Genauer
kann man am Beweis des Theorems erkennen, dass eine solche Abbildung dann (mit Ausnahme
des Nullraums als Bildraum) nicht eindeutig sein kann, denn ergénzt man die linear unabhangige
Menge zu einer Basis, dann kann man die Bilder der erganzten Basisvektoren beliebig wahlen.

Die Familie (2"),en ist in R offensichtlich erzeugend und linear abhingig, da die Anzahl der
(nicht-Null) Vektoren die Dimension des Raums, also 1, iiberschreitet. Entsprechend ist jede
solche Abbildung surjektiv aber nicht injektiv und damit nicht bijektiv.
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Hausaufgabe I-11.1  (Beispiele linearer Gleichungssysteme) 2 + 4 =6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b fiir

2 0 -1 -1 r
0 0 0 s
A=ly 1 4 o| wd b=y
2 -1 0 2 -8

iiber (R, +, -) in Abhédngigkeit von r, s;

(b) Gegeben sei X = {xy, X3, x3, x4} und eine einelementige Menge Y sowie die Basen
By = ({1, x5}, {1, 2, x3}, {1, X4}, {x1, x2})
By = (X \ {xi})icr4]

zu dem Vektorraum (P (X), A, ®) tber (P (Y), A,N).

Bestimmen Sie die Linearkombinationskoeffizienten der Mitglieder in B; beziiglich B;
und die der Mitglieder in B, beziiglich B;, indem Sie die dazugehorigen linearen Glei-
chungssysteme mit mehreren rechten Seiten aufstellen und l6sen.

Loésung.

(a) Wir stellen die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems auf und tiberfithren Sie
in Zeilenstufenform.

-2 0 -1 -1] r -2 0 -1 -1 r -2 0 -1 -1 r
0 0 0 0 s 62—102—8 0 -1 -1 1[r-8
C61420 6 1 4 2| 0 0 1 1 -1| 3r
2 -1 0 2|-8 0 0 0 0 s 0 0 0 0 s

-2 0 -1 -1 r

0 -1 -1 1| r-8

~>
0 0 0 0[4r—8
0 0 0 0 s

Hier sehen wir, dass der Rang von A genau dann dem von A|b entspricht, wenn s = 0
und r = 2 ist. Ansonsten ist das Gleichungssystem nicht lsbar. In dem Fall erkennen wir
sofort, dass der Rang des Systems 2 ist, also haben wir einen 4 — 2 = 2-dimensionalen
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affinen Losungsraum. Fiir diesen Fall fithren das System in die reduzierte Zeilenstufenform
und erhalten

(-3-2 0 -1 -1| 2 10 4 1]-1
(-0 -1 -1 1|-6 01 1 -1| 6
~>
0 0 0 0| 0 000 0[O0
0 0 0 0| 0 000 0[O0

Die abhangigen Variablen gehéren zu den Indizes aus {1, 2}, die unabhéngigen zu denen
aus {3, 4}. Wir erhalten also eine Partikularlésung durch

-1
o = 6
°“lo
0
Fiir das homogene System
11
101 1o
0 1 1 -1|0
0 0 O 0|0
0 0 O 0|0
erhalten wir x5 = x4 —x3 und x; = —% (03 + x4), also ist eine Basis des Losungsraum durch
die Menge
_1 _1
2 2
-1 1
11’l 0
0 1

gegeben und die gesamte Losungsmenge ergibt sich zu

-1 —Ha+p) -1 -0\ (-3
6 B—a 6 -1 1
+ eR? = +
0 a @ 0 < 1’| o >
0 B 0 1

(2 Punkte)
(b) Fiir jedes X \ {x;}€B,, i =1,...,4 gilt es, die Koeffizienten a]‘; der Kombination

4
X\ {xit=A\aAni=1...4
k=1
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zu bestimmen, also das lineare Gleichungssystem mit mehreren rechten Seiten in dem
die Koeffizienten der Teilmengen spaltenweise auftauchen, also

S ~s~
S
[ SIS SN

~N s s <

~K~<s

~ < S N

~ e <KX

S~~~

Wie in der letzten Teilaufgabe iiberfithrt man das System in die Zeilenstufenform via

SEE RSN
S <<

N~ ess X

SIS S

~ <<

~N~<s <

~ S =~

ST
SIS
SIS SN
~ < s <

S < <K

~ <<

N~ e s XN

e Sl

(SRR M

[SERSIRSERS

SRS SN

Y
0
Y
0

~ s~ =
s~~s

Hier kann man nun den Vollrang der Matrix schon erkennen. Wir transformieren nun
weiter in die reduzierte Zeilenstufenform (und invertieren damit letztendlich die Matrix).

Y Y Y

0 Y 0
0 0 Y
O 0 0

Y

~ s <

0

S <~

Y

0
Y
Y

Y

S <<

Y Y Y Y

~>

0 Y
0 0
0 0

sSxS

Y
0
0

Y

0
0
Y

0

S <~

Y

Y
Y
Y

Y

S <<

Y

S s N

Y 0
Y
0
0

SIS
sxSS
~os S

Auf der rechten Seite steht nun die Inverse der Systemmatrix angewandt auf die Matrix
der rechten Seiten, und damit (spaltenweise) die Koeffizienten der Linearkombinationen.

(2 Punkte)

Analog geht man vor um die Darstellung der Basismiglieder der ersten Basis beziiglich
der zweiten Basis zu bestimmen. Wir vertauschen hier die Reihenfolge der Spalten der
Einfachheit halber nicht und erhalten die Losungen spaltenweise auf der linken Seite

Ss<xSs

S ~ ==

~N s s <

S S NN

Y

~>

<~ =S
<~~~
<~ S =~

Y
Y
0

Y
0
Y
0

0
0
0
Y

~N s s <

S sS NN

S S SN

ss~<sS

sxS S

~oss S

(2 Punkte)

Hausaufgabe I-11.2 (Resultate zu Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme) 1+ 2 + 2 =

5 Punkte

Es sei K ein Korper und n, m, k € N sowie A € K™™ und b € K".
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(a) Zeigen Sie, dass L(A, b) genau dann ein Unterraum von K™ ist, wenn b = 0 ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K**" gilt:
LIMAMD) = LAb+ L(M0) = | | L(Ab+o).

ce L(M,0)
(c) Zeigen Sie, dass fiir alle M € K™ gilt:

LAMb) = LM LAY = | ] LMo

ce L(AD)

Loésung.

(a) Wenn L(A, b) ein Unterraum ist, dann liegt die 0 darin, also ist A0 = 0 = b. Dass es sich
in diesem Fall tatsichlich um einen Unterraum handelt ist in Satz 16.3 nachgewiesen.
(1 Punkt)

(b) Esist

L(MA,Mb) = {x € K™ | MAx = Mb}
= {x e K" |M(Ax - b) = 0}
={xeK"|Ax—be L(MO)}
= {xeKm|ElceL(M,O)mitAx—b:c}

= U L(Ab+o).

ce £L(M,0)
(2 Punkte)
(c) Esist
L(AM,b) = {x € K*|AMx = b}
= {x e K*|Mx € L(A D)}
= {x € K*|3c € L(A b) mit Mx = c}

= U {xeKk|Mx:c}

ce L(AD)

U L(M,c).

ce L(AD)

(2 Punkte)
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Hausaufgabe I-11.3 (Basics zu Vektorraumhomomorphismen) 1.5+ 1+ 15+ 3 =7 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen Vektorraumhomomorphismen, -
endomorphismen oder -automorphismen sind, und beweisen Sie Thre Antwort.

(i) f:Rs> (v1,...,05) > (301,204 +01,0,0,05 + 1) € Rs jeweils iiber R.

(ii) f:7Z) > f — f? € ZL' jeweils mit den punktweisen Funktionsverkniipfungen iiber
(Zy, 42, 2), wobei f? = f -, f punktweise zu verstehen ist.

(iii) f: P(Q)>Mm— MNN e P(Q) fir (P(Q), A, -) tiber (Zy, +2, -2).

(b) Es seien (V,+,-), (W,+,-) Vektorrdume tiber dem gleichen Kérper K und f: V — W
bijektiv. Zeigen Sie, dass f genau dann ein Vektorraumisomorphismus von V nach W ist,
wenn f~! ein Vektorraumisomorphismus von W nach V ist.

(c) Essei (V,+,-) ein Vektorraum tiber einem Kérper K und f: V — V ein Vektorraumendo-
morphismus mit v € V und n € N so, dass

fP@=fo-of(®#0 und [ (0)=fo-- 0 f(v)=0.
S o’ N ——’
n-mal n+1-mal

Zeigen Sie, dass {v,f(v), L fW (v)} linear unabhingig ist.

(d) Es sei (V,+,-) ein Vektorraum tiiber einem Korper K der Charakterstik char(K) # 2.
Zeigen Sie:

(i) Ist f: V — V ein selbstinverser Vektorraumautomorphismus, dann sind

Vi(f) = (o VIf0) =0} und V() ={oeV|f(o) = —0}

V-komplementére Unterraume.

(ii) Sind U und W zwei V-komplementire Unterrdume, dann gibt es genau einen selbstin-
versen Vektorraumautomorphismus mit V, (f) = U und V_(f) = W.

Losung.

(@) (i) Hier handelt es sich um keine lineare Abbildung, denn es ist
£(0) =(0,0,0,0,1) # 0.

(0.5 Punkte)
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(ii)

(iif)

Hier handelt es sich um eine lineare Abbildung, denn fiir jedes z € Z, ist 22 = z -,
z = z und damit ist f die Identitdtsabbildung, fiir welche die Linearitat offensichtlich
ist. Damit ist auch klar, dass es sich auch um einen Endo-, Iso- und somit auch
Automorphismus handelt. (0.5 Punkte)

Hier handelt es sich um eine lineare Abbildung. Die Additivitit folgt sofort daraus,
dass (P (X), &, N) fir nichtleere X, wie wir wissen, einen Ring bildet und damit die
Distributivitatsgesetze erfiillt sind. Die Homogenitit sieht man fir M € P(Q) an
Hand von

fAM)=AM)NN=MNN=1(MNN) =1f(M)
fOM)=(OM)NN=0NN=0=0(MNN) =0f(M).
Allerdings ist die Abbildung nicht bijektiv, denn es haben nur Teilmengen der

natiirlichen Zahlen Urbilder, also handelt es sich nur um einen Endomorphismus.
(0.5 Punkte)

(b) Ist f~': W — V eine lineare Abbildung und u,v € V, « € K, dann ist

(©

flu+o) = F(FF@) + 1 (F @) = F(F (W) + f(0)) = fu) + f(0)
flaw) = flaf 7 (fw)) = f(f(af W) = af (u).

Die Gegenrichtung folgt mit vertauschten Rollen. (1 Punkt)

Fiir jede Linearkombination der 0 mit Koeffizienten oy € K, k =0, ..., n der Form

n

D af® () =0

k=0

und i € N ist

0=rf"0)=r" (Z akf<k><v>) = > af* ) (v) = Z arf D (o).

k=0 k=0 k=0

Fur i = n folgt, dass a,—, = @y = 0 sein muss und sukzessive folgt fiir jeweils kleinere

i,dass a,_; = 0 furalle i = n,...,0 und damit alle der Linearkombinationskoeffizienten.

(1.5 Punkte)

Die Aufgabe zeigt, dass selbstinverse Vektorraumautomorphismen im Grunde nur Anteile

spiegeln und Anteile unveréndert lassen.

(i)

Dass es sich bei beiden Mengen um Unterraume handelt folgt mit dem Unterraum-
kriterium. Dabei ist wegen f(0) = 0 = —0 € V, N V_ klar dass beide nichtleer
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sind. Die Abgeschlossenheit beider Mengen unter den Vektorraumoperationen folgt
direkt aus der Linearitat von f. Wir zeigen das einmal exemplarisch fiir V_. Dafir
seien u,v € V_, a, f € K dann ist

flau+po) = af () + ff(v) = a(-u) + f(-v) = —(au + fo).
(0.5 Punkte)
Fiir die Trivialschnitteigenschaft sei v € V, N V_, dann gilt

0=£(0)=f-0) = f(0) - f©) =0~ (-0) = 2 o
1+1

also muss v = 0 gewesen sein (Achtung, das gilt wieder nur wegen der Charakteris-
tikeinschrankung). (0.5 Punkte)

Die Erzeugendeneigenschaft ergibt sich durch die Zerlegung

0= 5(0+ f0)+ (0~ f(0)

Vi () v (f)

die wir schon aus dem Beispiel der Transposition von Matrizen aus dem letzten
Ubungsblatt kennen, siehe Hausaufgabe I-10.4 . Diese Zerlegung funktioniert nur,
weil es sich um einen selbstinversen Automorphismus handelt. (1 Punkt)

Beachte: Hat der Kérper Charakteristik 2, dann ist V_(f) = V.(f) und die einzige
selbstinverse lineare Abbildung ist die Identitat.

(ii) Der entsprechende Automorphismus ist durch sein Verhalten auf den komplementi-
ren Unterraumen bereits vollstindig vorgegeben, denn auf Grund der Komplemen-
taritit konnen wir jedes v eindeutig als v = u + w mit u, w aus U bzw. W schreiben
und eine lineare Abbildung f muss

f@) = f(u) + f(w)

erfiillen. Die Bijektivitat folgt dann sofort aus der Bijektivitat der Identitat tiber die
entsprechende Abbildung der Anteile. (1 Punkt)

Hausaufgabe I-11.4 (Konstruktion linearer Abbildungen) 2 + 2 = 4 Punkte

(a) Gegeben sei X = {x1,x3,x3}. Entscheiden Sie, ob es eine lineare Abbildung f von
(P(X), &, 0) nach (P ({x1, x2}), A, ©) iber (Z,, 42, -2) geben kann, so dass

fllxnxe}h) = {xa), f({x,x5}) = {x2},  f({x2,x3}) = {x1}
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(b)

ist. Falls ja, begriinden Sie, weshalb das gerade in dieser Konfiguration méglich ist, erklaren
Sie anderenfalls, wie die Bedingungen verdndert werden miissen, damit dies moglich ist.

Es seien (V,+,-), (W, +,-) Vektorraume tiber demselben Korper K und (V3,+, -) sowie
(Va, +, ) Unterrdume von (V,+,-). Zeigen Sie, dass lineare Abbildungen fi: V} —» W
und f;: V, — W zu einer linearen Abbildung f: V' — W mit f|,, = fi und f1;, = f
fortgesetzt werden konnen, wenn f; = f; auf V; NV, gilt. Entscheiden und beweisen Sie,
unter welcher Bedingung an V; und V;, diese Fortsetzung eindeutig ist.

Losung.

(a)

Es ist nicht moglich eine solche lineare Abbildung zu finden, denn die Familie der Vektoren,
deren Bilder vorgeschrieben werden sollen, ist linear abhangig. Insbesondere ist

{xn xo A {1, x3} = {x2, %3}

aber
{xfa{x} # {xi}.

Die Bedingungen koénnen vielfaltig angepasst werden, um erfiillbar zu werden. Man
konnte die dritte Bedingung vollstindig weglassen, deren Bild auf {x;, x;} setzen oder
statt ein Bild fir {x;, x5} zu fordern, das Bild eines Vektors aufierhalb des Spans der
ersten beiden Vektoren fordern, z. B. firr {x3}, welches man dann beliebig wéahlen konnte.
(2 Punkte)

Wir konnen eine Basis B von V; NV, zu einer Basis B; von V; und einer Basis B; von
V, erganzen. Die Menge B; U B, ist dann eine Basis von V] + V,. Wieder kdnnen wir aus
Satz 17.10 folgern, dass dann eine eindeutige lineare Abbildung f: V; + V, — W existiert,
die die Fortsetzungsbedingung erfillt. Ist V; + V, = V ist die Fortsetzung also eindeutig
und ihre Existenz nachgewiesen. Ist V; + V, # V, dann kénnen wir B; U B; zu einer Basis
Bvon V erganzen und fiir jedes v € B\ (B; U B;) haben wir freie Bildwahl in W, die ist
also nur eindeutig, wenn W der Nullraum ist. (2 Punkte)

Bitte reichen Sie Thre Lésungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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