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UBUNG | - 8

Ausgabedatum: 1. Dezember 2025
Abgabedatum: 8. Dezember 2025

Ubungsaufgabe I-8.1. (Vektorrdume)

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Beispiele Vektorraume iiber dem iiblichen Kérper
der reellen Zahlen (R, +, -) sind und beweisen Sie Ihre Antworten.

(i) R,®,0)mitxdy=~x*+y’ unda ©x =+a-x
(ii) (C,e,0)mitxdy=x+y—-iundaOx=a-(x—1i)+i
(iii) (P(R),»,0) mita © A = {a-x|x € A}.

(b) Essein € N. Untersuchen Sie, in welchen Fillen Sie die symmetrische Gruppe (S, ©) mit
einer S-Multiplikation zu einem Vektorraum erginzen kénnen und welche Korper Sie
dafiir verwenden konnen.

Ubungsaufgabe I-8.2. (Linearkombinationen)
Es sei (R, +, -) der uibliche Korper der reellen Zahlen.

(a) Gegeben sei der Vektorraum der reellen Folgen (RY, +, ©) iiber R aus Beispiel 11.3. Berech-
nen Sie die Linearkombination der Vektoren v; = (1,0,1,0,...),v, = (1,1,-2,0,...) und
v3 = (3,2,-3,0,...) zu den Koeffizienten &y = 2, @, = 4, a3 = —1. Zeigen Sie weiterhin,
dass v3 eine Linearkombination von v; und v, ist.

(b) Gegeben sei der Vektorraum (R, +, -) iiber sich selbst. Entscheiden Sie, ob };7 | % eine
Linearkombination der Familie von Vektoren (é)k ist. Falls ja, bestimmen Sie passende

eN

Koeflizienten einer Linearkombination.

Ubungsaufgabe I-8.3. (Unterrdume)

(a) Es sei (K, +, ) ein Korper. Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen des Vektor-
raums (K, +, -) einen Untervektorraum bilden.
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() {veKY|o,=vy=03=04=0} (i) {v e K" |o; =0Vi> 17}
(iii) {v € K |o; # 0} U {0} (iv) {0 € K" |0, = nx fiir ein x € K}

(b) Essei (V,+,) ein Vektorraum und (U, +, ) sowie (Us, +, -) Unterrdume. Zeigen Sie, dass
U, U U, genau dann ein Unterraum ist, wenn U; C U, oder U, C U ist.

UR
(c) Zeigen Sie, dass U < V :& (U ist Unterraum von V) eine Ordnungsrelation auf der
Klasse aller Vektorrdume definiert.

Ubungsaufgabe I-8.4. (Erzeugung in Vektorriaumen)

UR TR
Es sei (V,+,) ein Vektorraum. Dann sind (P (V),C) und ({U € P(V) |U < V}, <) partiell
geordnete Mengen. Zeigen Sie, dass die Hiillenbildung (-): (V) — (V) ein Ordnungsho-
momorphismus ist, also dass fiir E, F € P (V) gilt:

UR
ECF = (E) < (F)

Ubungsaufgabe I-8.5. (Lineare (Un-)abhéngigkeit)

(a) Es sei X eine nichtleere Menge. Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen E von
Vektoren in einem Vektorraum linear (un-)abhéngig sind und beweisen Sie Thre Antwort.

(i) E=1{(1,2,3),(3,2,1),(1,1,1)} in (Rs, 4+, -) Uiber (Q, +, -).
(i) E={1,1,2} in (Z3 = {0,1, 2}, +3, -3) Uber sich selbst.
(iii) E = {{x}|x € X} in (P(X), &, -) iber (Zy, +3, -2).

(b) Es seien (V,+y, ) und (W, +y, -w) Vektorrdume tiber einem Koérper (K, +x, ‘x), ECV
sowie F C W und V X W der Vektorraum mit den komponentenweisen Verkniipfungen
aus Hausaufgabe I-8.1. Was konnen Sie i. A. iiber die lineare (Un-)abhéngigkeit der Menge
E X FinV x W in den folgenden Fillen aussagen?

(i) E istlinear unabhangig in V und F ist linear unabhangig in W.
(ii) E istlinear abhangig in V und F ist linear unabhéngig in W.
(iii) E ist linear abhangig in V und F ist linear abhédngig in W.
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Hausaufgabe I-8.1 (Vektorrdume) 2 + 15 + 1.5 = 5 Punkte

(a) Essei (R, +,-) der ibliche Kérper der reellen Zahlen. Entscheiden Sie, welche der folgenden
Beispiele Vektorraume iiber R sind und beweisen Sie Thre Antworten.

(i) (R,&,0)mitx®y=Ix2+y?undaOx=a-x
(ii) (C,®,0), wobei @ die tibliche Additionin Cistunda @ x =a - x
(iii) (R>0,®,0) mitx® y =x-yund a © x == x%
(b) Es sei X eine nichtleere Menge und (£ (X), A) die bereits bekannte abelsche Gruppe.

Geben Sie eine skalare Multiplikation an, so dass (P (X), A) mit dieser S-Multiplikation
ein Vektorraum tiber dem Korper (Zy, +9, -2) ergibt.

(c) Esseien (V,+y, y) und (W, 4y, -w) Vektorraume tiiber einem Korper (K, +x, k). Zeigen
Sie, dass V' X W mit den Verkniipfungen

+: (VxW)? = (VW) (v,w)+ (0, w) = (0+y 0, w + W)
KX (VXW) - (VW) a-(o,w) =(a-yvo,aww)

ein Vektorraum tiber K ist.

Hausaufgabe I-8.2 (Linearkombinationen) 15 + 1.5 = 3 Punkte

(a) Essei (R,, ®, ©) als Vektorraum tiber dem iiblichen Korper (R, +, -) der reellen Zahlen
aus Beispiel 11.3 gegeben. Bestimmen Sie, fiir welche r € R der Vektor v == (-7,r, 2) eine
Linearkombination der Vektoren v; == (1,2,4), v; == (-2,1,2) und v3 = (3,1, 2) ist, und
bestimmen Sie dann alle moglichen Koeffizienten aus Linearkombinationen von vy, v, vs,
die v ergeben.

(b) Gegeben sei der Vektorraum (P (N), A, ©) mit der S-Multiplikation aus Hausaufgabe I-8.1
iiber (Zy, +2, -2). Bestimmen Sie alle Linearkombinationen der Vektoren

{1,2,4,8}, {1,3,9,27}, {1, 4,16, 64},
die keine ungeraden Zahlen enthalten.

Hausaufgabe I-8.3 (Unterraume) 3.5 + 0.5 + 1 = 5 Punkte

(a) Es sei X eine nichtleere Menge und (P (X), A, ®) der aus Hausaufgabe I-8.1 bekannte
Vektorraum tiber (Z;, +,, -2). Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen einen
Untervektorraum bilden.

(i {AcCX|A+0} (i) PX)\{B}furBC X
(iii) {0, X\ B}furBC X (iv) {A € X|A und X gleichméichtig} U
{0}
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(b) Essei (V,+,) ein Vektorraum und (Uj, +, -);¢; eine nichtleere Familie von Unterrdumen.
Zeigen Sie Lemma 11.14 des Skripts, also dass dann auch ();¢; U; mit + und - ein Unterraum
von (V,+,-) ist.

(c) Es sei (K, +,-) ein Kérper, X eine nichtleere Menge, x, € X beliebig und (K%, +, ) der
Vektorraum der Funktionen von X nach K iiber K mit den punktweisen Verkniipfungen
sowie

U= {f e K*|f(x) =0},
W= {f e KX|f(x) = f(y) ¥x,y € X} .

Zeigen Sie:

(i) U und W sind Unterraume von (KX, +,-) (i) (U nW) = {0}

Hausaufgabe I-8.4 (Erzeugung in Vektorraumen) 2 + 2 =4 Punkte

(a) Es sei (K, +, ) ein Korper, (V,+, ) ein Vektorraum iiber K und E C V. Zeigen Sie:
n
(i) (E) = {Zaiui}an €ENoVi=1...n (e (E) a eK)}.
i=1

(ii) (E) = U{(Eo) | Eo € E, E, endlich}.

(b) Bestimmen Sie eine moglichst explizite Darstellung der folgenden erzeugten Unterrdume.
(i) ((1,2)) in R x Q tiber Q
(ii) ({Q\ZZ}) in (P(Q), A, ©) iiber (Zy, +2, -2), sieche Hausaufgabe I-8.1

Hausaufgabe I-8.5 (Lineare (Un-)abhéingigkeit) 2.5+ 0.5 +1 = 4 Punkte

(a) Es sei X eine nichtleere Menge. Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen E von
Vektoren in einem Vektorraum linear (un-)abhéngig sind und beweisen Sie Thre Antwort.

(i) E={(123),(V2,V2,v2),(1,1,1)} in (Rs,+,-) iiber (Q, +,).

(ii) E = {ex|x € X} U {1} in (KX, +,-) iiber einem Korper (K, +,) (siehe (12.3) des
Skripts).

(iii) E={X\{x}|x € X} in (P(X), A, -) Uber (Z,, +2, -2).

(b) Zeigen Sie, dass in einer linear unabhangigen Familie von Vektoren kein Element doppelt
vorkommen kann.

(c) EsseiV ein K-Vektorraum. Zeigen Sie Lemma 12.5 des Skripts in der Mengenformulierung,
also die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) E C V ist eine linear abhangige Menge.
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(ii) Es gibt einen Vektor v € E, der als Linearkombination von E \ {0} darstellbar ist.

Bitte reichen Sie Thre Lésungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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