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Übungsaufgabe I-7.1. (Ringe und Unterringe)

(a) Es sei𝑋 eine nichtleere Menge. Entscheiden Sie, welche der folgenden Beispiele Ringe sind
und ob diese kommutativ sind. Bestimmen Sie für die Ringe mit Eins die Charakteristik.

(P(𝑋 ), △,∪)(i) (P(𝑋 ),∪,∩)(ii)
(Z, +,max(·, ·))(iii) (R𝑋 , +, ·)(iv)

(b) Es sei (𝐺, +) eine abelscheGruppe. Zeigen Sie, dass der Endomorphismenring (End(𝐺), +, ◦)
(Beispiel 9.2 des Skripts) tatsächlich ein Ring ist.

(c) Es seien (𝑅, +, ·) ein Ring und ((𝑅𝑖 , +, ·))𝑖∈𝐼 eine nichtleere Familie von Unterringen.
Zeigen Sie Lemma 9.16, also dass

⋂
𝑖∈𝐼 𝑅𝑖 mit + und · ein Unterring von (𝑅, +, ·) ist.

(d) Belegen Sie mit einem Beispiel, dass die Vereinigung zweier Unterringe eines Rings im
Allgemeinen kein Unterring ist.

Übungsaufgabe I-7.2. (Nullteiler)

(a) Untersuchen Sie, welche der Ringe aus Übungsaufgabe I-7.1 Teilaufgabe (a) nullteilerfrei
sind, und ob es sich um Integritätsringe handelt.

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring. Zeigen Sie Lemma 9.8, also die Äquivalenz der folgenden Aussagen
für 𝑎 ∈ 𝑅:
(𝑖) 𝑎 ist kein Linksnullteiler von 𝑅.
(𝑖𝑖) Der Gruppenhomomorphismus (𝑅, +) ∋ 𝑏 ↦→ 𝑎 · 𝑏 ∈ (𝑅, +) ist injektiv.
(𝑖𝑖𝑖) Für alle 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 gilt: 𝑎 · 𝑏 = 𝑎 · 𝑐 impliziert 𝑏 = 𝑐 .

(c) Es sei (𝑅, +, ·) ein Integritätsring. Zeigen Sie, dass dann char(𝑅) eine Primzahl oder 0 ist.
(d) Es sei (𝑅, +, ·) ein Integritätsring und 𝑆 ein Unterring von 𝑅, der kein Nullring ist und

eine Eins besitzt. Zeigen Sie, dass dann schon 1𝑅 = 1𝑆 gilt.
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Übungsaufgabe I-7.3. (Ringhomomorphismen)

(a) Es seien (𝑅1, +1, ·1) und (𝑅2, +2, ·2) zwei Ringe und 𝑓 : 𝑅1 → 𝑅2 ein Ringhomomorphismus.
Besitzen die Ringe die Einselemente 1𝑅1 respektive 1𝑅2 , dann fordern wir zusätzlich die
Bedingung 𝑓 (1𝑅1) = 1𝑅2 in Gleichung (9.5c) um 𝑓 einen Homomorphismus von Ringen
mit Eins zu nennen. Zeigen Sie, dass diese Bedingung äquivalent zu 1𝑅2 ∈ Bild(𝑓 ) ist.

(b) Zeigen Sie, dass es für jeden Ring (𝑅, +, ·) mit 1𝑅 genau einen Ringhomomorphismus
𝑓 : (Z, +, ·) → (𝑅, +, ·) von Ringen mit Eins gibt.

Übungsaufgabe I-7.4. (Ideale und Faktorringe)

(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Teilmengen des dazugehörigen Rings Ideale
mit den entsprechenden Verknüpfungen bilden.
(𝑖) Die ungeraden ganzen Zahlen in (Z, +, ·)
(𝑖𝑖) {𝑓 ◦𝑔 | 𝑓 , 𝑔 ∈ End(Q), 𝑓 invertierbar} in demGruppenendomorphismenring (End(Q), +, ◦)

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring. Zeigen Sie Lemma 9.34, also dass wenn (𝐽𝑖 , +, ·)𝑖∈𝐼 eine Familie
von Idealen mit nichtleerer Indexmenge 𝐼 ist, dann ist auch

⋂
𝑖∈𝐼 𝐽𝑖 ein Ideal in 𝑅.

(c) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring mit Eins und 𝐽 ein Ideal in 𝑅. Zeigen Sie, dass wenn 1𝑅 ∈ 𝐽 ist,
dann ist 𝐽 = 𝑅.

(d) Bestimmen Sie ohne Beweis aber mit knapper Erklärung die unten stehenden erzeugten
Ideale in den dazugehörigen Ringen
(𝑖) (

√
2) in (R, +, ·)

(𝑖𝑖) (𝐴) für 𝐴 ∈ P(𝑋 ) in (P(𝑋 ), △,∩)

Übungsaufgabe I-7.5. (Körper und Körperhomomorphismen)

(a) Es sei (𝐾, +, ·) ein Körper. Bestimmen Sie alle Lösungen der Gleichung 𝑥 · 𝑥 = 𝑥 in 𝐾 .
(b) Zeigen Sie, dass die Bedingung 𝑓 (1𝐾1) = 1𝐾2 (also (10.2c)) in der Definition eines Körper-

homomorphismus auch durch 𝑓 (1𝐾1) ≠ 0𝐾2 ersetzt werden kann, also dass für Körper
(𝐾1, +1, ·1) und (𝐾2, +2, ·2) sowie 𝑓 : 𝐾1 → 𝐾2 mit additiver und multiplikativer Strukturver-
träglichkeit ((10.2a) und (10.2b)) die Bedingung 𝑓 (1𝐾1) ≠ 0𝐾2 hinreichend für 𝑓 (1𝐾1) = 1𝐾2

ist.
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Hausaufgabe I-7.1 (Ringe und Unterringe) 3 + 1 = 4 Punkte

(a) Es sei 𝑋 eine nichtleere Menge. Entscheiden Sie, welche der folgenden Beispiele Ringe
sind und ob diese kommutativ sind. Entscheiden Sie, ob die Ringe nullteilerfrei sind, und
bestimmen Sie für die Ringe mit Eins die Charakteristik.

(Z3, +2, ·2)(i) (P(𝑋 ), △,∩)(ii)
(P(𝑋 ), △, △)(iii) (QR, +, ◦)(iv)

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring und 𝑎 · 𝑎 = 𝑎 für alle 𝑎 ∈ 𝑅. Zeigen Sie, dass (𝑅, +, ·) kommutativ
ist.

Hausaufgabe I-7.2 (Nullteiler) 1 + 2 = 3 Punkte

(a) Untersuchen Sie, welche der Ringe aus Hausaufgabe I-7.1 Teilaufgabe (a) nullteilerfrei
sind und ob es sich um Integritätsringe handelt.

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring. Zeigen Sie Lemma 9.8, also die Äquivalenz der folgenden Aussagen
für 𝑏 ∈ 𝑅:
(𝑖) 𝑏 ist kein Rechtsnullteiler von 𝑅.
(𝑖𝑖) Der Gruppenhomomorphismus (𝑅, +) ∋ 𝑎 ↦→ 𝑎 · 𝑏 ∈ (𝑅, +) ist injektiv.
(𝑖𝑖𝑖) Für alle 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑅 gilt: 𝑎 · 𝑏 = 𝑐 · 𝑏 impliziert 𝑎 = 𝑐 .

Hausaufgabe I-7.3 (Ringhomomorphismen) 2 + 1 + 2 = 5 Punkte

(a) Es seien (𝑅1, +1, ·1) und (𝑅2, +2, ·2) Ringe. Weiter sei 𝑓 : 𝑅1 → 𝑅2 ein Homomorphismus.
Zeigen Sie Lemma 9.22 des Skripts, also dass dann gilt:
(𝑖) Bild(𝑓 ) ist ein Unterring von (𝑅2, +2, ·2).
(𝑖𝑖) Kern(𝑓 ) ist ein Unterring von (𝑅1, +1, ·1).

(b) Es seien (𝑅1, +1, ·1) und (𝑅2, +2, ·2) Ringe mit den Nullelementen 0𝑅1 bzw. 0𝑅2 . Weiter sei
𝑓 : 𝑅1 → 𝑅2 ein Homomorphismus. Zeigen Sie Lemma 9.24 des Skripts, also die Äquivalenz
der folgenden Eigenschaften:
(𝑖) 𝑓 ist injektiv.
(𝑖𝑖) Kern(𝑓 ) = {0𝑅1}.
(𝑖𝑖𝑖) Die einzige Lösung der Gleichung 𝑓 (𝑎) = 0𝑅2 ist 𝑎 = 0𝑅1 .

(c) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring mit Eins und char(𝑅) = 0. Zeigen Sie Lemma 9.20 des Skripts, also
dass dann 𝑅 einen Unterring enthält, der isomorph zu Z ist.

Hausaufgabe I-7.4 (Ideale und Faktorringe) 1.5 + 4 + 2.5 + 1 + 2 = 11 Punkte
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(a) Entscheiden Sie, welche der unten stehenden Teilmengen des dazugehörigen Rings Ideale
mit den entsprechenden Verknüpfungen bilden.
(𝑖) N in (Z, +, ·)
(𝑖𝑖) Die geraden ganzen Zahlen in (Z, +, ·)
(𝑖𝑖𝑖) P(𝑌 ) in (P(𝑋 ), △,∩) für eine nichtleere Menge 𝑋 und 𝑌 ∈ P(𝑋 )

(b) Es sei (𝑅, +, ·) ein Ring und 𝐸 ⊆ 𝑅. Zeigen Sie die wesentliche Aussage von Satz 9.36, also

(𝐸) =
{ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

���∃𝑛 ∈ N0 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (𝑎𝑖 ∈ 𝐸 ∪ −𝐸 ∪ 𝑅 𝐸 ∪ 𝐸 𝑅 ∪ 𝑅 𝐸 𝑅)
}
, (9.13a)

und beschreiben Sie kurz, warum und wie sich die Darstellung in kommutativen Ringen
und in Ringen mit Eins vereinfachen lässt.

(c) Es sei (𝑅, +, ·) ein unitärer, kommutativer Ring. Zeigen Sie die Äquivalenz folgender
Aussagen:
(𝑖) (𝑅, +, ·) ist ein Körper.
(𝑖𝑖) (𝑅, +, ·) hat genau zwei Ideale, nämlich die trivialen, welche nicht übereinstimmen.

(d) Es sei 𝑋 eine Menge und 𝑌 ⊆ 𝑋 . Zeigen Sie, dass der Faktorring P(𝑋 ) /P(𝑌 ) von
(P(𝑋 ), △,∩) isomorph zu (P(𝑋 \ 𝑌 ), △,∩) ist.

(e) Bestimmen Sie ohne Beweis aber mit knapper Erklärung die unten stehenden erzeugten
Ideale in den dazugehörigen Ringen und versuchen Sie, ein einzelnes Element des Rings
zu bestimmen, dass schon das jeweilige Ideal erzeugt.
(𝑖) (𝐴, 𝐵) für 𝐴, 𝐵 ∈ P(𝑋 ) in (P(𝑋 ), △,∩)
(𝑖𝑖) (9, 15) in (Z, +, ·)

Hausaufgabe I-7.5 (Körper und Körperhomomorphismen) 1 + 2 + 1 = 4 Punkte

(a) Es sei (𝐾, +, ·) ein Körper und 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 . Zeigen Sie, dass

(𝑎 − 𝑥) · (𝑏 − 𝑥) = 0𝐾

genau dann gilt, wenn 𝑥 = 𝑎 oder 𝑥 = 𝑏 ist.
(b) Es sei (𝐾, +, ·) ein Körper mit char(𝐾) = 0. Zeigen Sie Lemma 10.16, also dass dann 𝐾

einen Unterkörper enthält, der isomorph zu Q ist.
(c) Zeigen Sie, dass kein endlicher Körper geordnet werden kann.

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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