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Ubungsaufgabe I-5.1. ((Abelsche) Gruppen)

(a) Entscheiden Sie, welche der Beispiele aus Ubungsaufgabe I-4.3 Gruppen sind, und ob sie
kommutativ sind. Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

(b) Gegeben seien eine nichtleere Indexmenge I und fiir jedes i € I eine Gruppe (G;, *;). Wir
definieren auf )X;.; G; die Verkniipfung

*x (a,b) = (a; *; b;)ier.

Zeigen Sie, dass ()X ;¢ Gi, *x) eine Gruppe ist. (Diese Gruppe wird direktes Produkt der
Gruppen (G;, x;) genannt). Zeigen Sie weiterhin, dass (}X;c; Gi, *x) genau dann abelsch
ist, wenn alle (G;, %;) abelsch sind.

Ubungsaufgabe I-5.2. (Kommutativitit in (Halb-)Gruppen)

Gegeben sei eine partiell geordnete, nichtleere Menge (H, <) mit der Eigenschaft, dass fiir je
zwei Elemente x, y das Infimum inf ({x, y}) € H existiert. Zeigen Sie, dass (H, inf({-,-})) eine
Halbgruppe ist, und untersuchen Sie, ob diese kommutativ ist, und in welchen Fallen es sich
sogar um eine Gruppe handelt.

Ubungsaufgabe I-5.3. (Symmetrische Gruppe)

Bestimmen Sie die Fehlstande, eine Zerlegung in Transpositionen und das Signum der Permuta-
tion

1 2 3 45 6 7 8
1 7 3 8 2)°

Ubungsaufgabe I-5.4. (Untergruppen)
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(a) Beweisen oder widerlegen Sie, dass
(i) (m2Z,+) fur m € N eine Untergruppe von (Z, +) ist;
Beachte: Hier ist tatsichlich mZ = {mz | z € Z} gemeint, keine Restklassen.
(ii) ({f e R® | Vx € R (f(x) > 0)},0) eine Untergruppe von ({f € R* | f bijektiv}, o)
ist.

(b) Es sei (U, %) eine Untergruppe der Gruppe (G, ). Zeigen Sie Lemma 7.43 des Skripts,
also die folgende Aussage: Das neutrale Element ey von (U, ) ist gleich dem neutra-
len Element e von (G, x). Auflerdem gilt fiir alle a € U, dass das Inverse von a in U
tibereinstimmt mit dem Inversen von a in G.

Ubungsaufgabe I-5.5. (Erzeugung und Ordnung)
Es sei (G, -) eine Gruppe.

Beachte: In dieser Aufgabe werden wir in multiplikativer Notation arbeiten.

(a) Zeigen Sie, dass (a) = {a? | z € Z} fur a € G ist, sowie, dass ord(a) = #(a), wenn ord(a)
endlich ist, und ansonsten {(a) abzdhlbar unendlich ist.

(b) Zeigen Sie, dass zyklische Untergruppen von (G, -) immer kommutativ sind.

Ubungsaufgabe I-5.6. (Nebenklassen)

Es sei (G, %) eine Gruppe und (U, x) eine Untergruppe. Zeigen Sie Folgerung 7.57 des Skripts,

also dass, wenn (G, x) abelsch ist, die Aquivalenzrelationen ~Y und U~ identisch sind und

entsprechend fiir alle a € G die Nebenklassen a x U und U % a iibereinstimmen.
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Hausaufgabe I-5.1 (Gruppen) 2.5 +1+ 3.5 =7 Punkte
(a) Entscheiden Sie, welche der Beispiele aus Hausaufgabe I-4.4 Gruppen sind. Begriinden
Sie Thre Entscheidung.
(b) Es sei G nichtleer und (G, ) eine Gruppe. Wir definieren auf #(G) die Abbildung *
durch

A*xB={axblac Anbe B} firABe®P(G).
Beweisen oder widerlegen Sie, dass (P(G), %) eine Gruppe ist.

(c) Zeigen Sie Lemma 7.25 des Skripts, also die folgenden Aussagen:

(i) Ist (G, %) eine Gruppe, so sind die Links- und Rechtstranslationen %, und g fiir alle
a € G bijektive Abbildungen G — G.

(ii) Ist (H, %) eine nichtleere Halbgruppe und gilt fiir alle a € H, dass die Links- und
Rechtstranslationen %, und g surjektive Abbildungen sind, dann ist (H, %) eine
Gruppe.

Hausaufgabe I-5.2 (Kommutativitat in Gruppen) 1+ 3 =4 Punkte

(a) Entscheiden Sie, welche Beispiele aus Hausaufgabe I-4.4 abelsche Gruppen sind. Begriin-
den Sie Thre Entscheidung.

(b) Zeigen Sie, dass jede Gruppe mit hochstens vier Elementen abelsch ist.

Hausaufgabe I-5.3 (Symmetrische Gruppe) 3 Punkte

Bestimmen Sie die Fehlstande, eine Zerlegung in Transpositionen und das Signum der Permuta-
tion
1 2 3 45 6 7 8

971 6 7 8 3 4 5 2/

Hausaufgabe I-5.4 (Untergruppen) 1+ 2 +1 =4 Punkte

(a) Es sei X eine nichtleere Menge und A C X sowie n € N. Beweisen oder widerlegen Sie,
dass

(i) (P(A), A) eine Untergruppe von (P(X), A) ist;

(ii) ({o € S| sgno = 1}, 0) eine Untergruppe von (S, o) ist.

b) Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e und (Uj, x);¢s eine Familie von Unter-
pPp
gruppen mit der nichtleeren Indexmenge I. Zeigen Sie Lemma 7.47 des Skripts, also dass
dann auch ();¢; U; mit x eine Untergruppe von (G, %) ist.
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(c) Esseien (G, %) eine Gruppe und (Uj, %), (U,, %) Untergruppen. Zeigen Sie, dass (U; UUy, )
genau dann eine Untergruppe von (G, ) ist, wenn U; C U, oder U, C U ist.
Hausaufgabe I-5.5 (Erzeugung und Ordnung) 1+ 2 = 3 Punkte
Es sei (G, -) eine Gruppe.
Beachte: In dieser Aufgabe werden wir in multiplikativer Notation arbeiten.

(a) Zeigen Sie, dass ord(a) = ord(a™?).

(b) Die Menge {a-b-a'-b!|a,b € G} der Kommutatoren aus G erzeugt die sogenannte
Kommutatorgruppe K(G) = ({a-b-a™!-b~'|a,b € G}), eine Untergruppe von (G, -).
Zeigen Sie, dass genau dann (K(G), ) = ({1}, ) ist, wenn (G, -) abelsch ist.

Hausaufgabe I-5.6 (Nebenklassen) 2 Punkte

Es sei (G, x) eine Gruppe und (U, %) eine Untergruppe. Zeigen Sie den Satz 7.60 von Lagrange,
also dass, wenn (G, x) endlich ist, die Beziehung #U | 4G gilt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass #A U B = #A + #B fur endliche, disjunkte
Mengen A, B gilt.

Bitte reichen Sie Thre Lésungen der Hausaufgaben als ein PDF auf Mampf ein.
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