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UBUNG 14 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 27. Januar 2025
Abgabedatum: 3. Februar 2025

Hausaufgabe 14.1 (Eigenschaften von F1(x), Kar(x) und deren Zusammenhang) 1+1+1+3 =
6 Punkte

Es sei M C R” beliebig und x € M. Zeigen Sie Satz 17.7 aus dem Skript, also die folgenden Aussagen.

(@) Fam(x) und Kp(x) sind spitze Kegel.

(b) Fm(x) € Ku(x).

(c) M C x+Ku(x).

(d) Es sei C € R” konvex. Dann ist K¢ (x) fur jedes x € ¢ ein spitzer konvexer Kegel, und es gilt

Fe(x) = Ke(x).

Loésung.

(a) Firx € Mist x +t0 = x € M fiir jedes beliebige ¢t € R und somit 0 € F1(x). (0.5 Punkte)
Fiir x € M ist aulerdem f(x —x) = f0 = 0 fir alle f € R und somit 0 € K(x). (0.5 Punkte)

(b) Seid € Far(x) gegeben. Nach Definition existiert ein ¢ > 0, so dass x + ed € M. Fur f = 1/¢ ist
damit d = f(x + ed — x) und somit d € Ky (x). (1 Punkt)

(c) Sei y € M beliebig gegeben. Damit ist natiirlich y — x € Kj;(x) und somit
y=x+(y—x) €x+Ku(x).

(1 Punkt)
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(d) Dass Fe(x) und K¢ (x) spitz sind, haben wir bereits in Aussage (a) gezeigt.

Die Inklusion Fc(x) € Kc(x) folgte in Aussage (b). Fur die gegenteilige Inklusion sei nun
C konvex und d € Kc(x),d.-h.,d = f(y —x) firein § > Ound y € C. Mit ¢ == 1/p folgt
x+ed=x+(y—x) =y e C.DaC konvex ist, gilt wegen x und x + £d in C, dass auch x + t d
zu C gehort fur alle t € [0, ¢]. Damit stimmen die Kegel iiberein. (1 Punkt)

Wir zeigen die Konvexitit anhand des Radialkegels. Seien dafiir ¢ € [0,1] sowie d und d aus
Ke(x), also, o
d=pf(y-x) ud d=f(F-x)

fir B, ﬂ~ > 0und y, y € C. Dann ist auf Grund der Konvexitit von C auch

apy+(1-a)fy

ad+(1-a)d = af (y-x)+ (1-)f (7-x) = (af+ (1 - @) Y x| e Ke).
| (epra-wh)
>0
eC
(2 Punkte)
Hausaufgabe 14.2 (Eigenschaften des Normalenkegels) 15 + 1.5 =3 Punkte

Es sei M C R” eine beliebige Menge und x € M. Beweisen Sie Lemma 17.11 aus dem Skript, also die
folgenden Aussagen:

(a) Der Normalenkegel Ny(x) ist ein konvexer abgeschlossener Kegel.

(b) Es gilt
Nat(x) = Kn(x)° = {s € R" | s'd < 0 fiir alle d € Kp(x)}.

Loésung.

(a) Dass es sich bei Ny(x) um einen Kegel handelt, ist klar, denn fiir y € M, s € Njy(x) und § > 0
ist

(Bs)'(y —x) = B(s"(y = x)) < 0.
(0.5 Punkte)
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Ebenso leicht folgt die Abgeschlossenheit, denn fiir y € M und eine Folge s*) aus Nj(x) mit
Grenzwert s ist ;
s (y—x)= klim st (y—-x) <0.
(0.5 Punkte)

Die Konvexitit ist genauso offensichtlich, denn fiir € [0,1], y € M und s, § € Ny(x) ist
(as+(1-a)s) (y-x)=as' (y-x)+(1-a)§"(y—x) <0.

(0.5 Punkte)

(b) Dass Kar(x)° S Npy(x) ist, ist ziemlich offensichtlich, denn fiir y € M ist natiirlich immer
y —x € Ky(x). Far s € K (x)° ist also immer

s (y—x)<0

und damit s € Ng(x).

Dass aulerdem Nj(x) € Kyp(x)° sieht man daran, dass fiir y € M, § > 0 und s € N¢(x) immer

s'(B(y —x)) = ps"((y —x)) < 0.

(1.5 Punkte)

Hausaufgabe 14.3 (Standortoptimierung) 1+ 6+ 2+ 2 =11Punkte

Der Standort einer Rettungswache soll geplant werden. Sie soll m Ortschaften versorgen. Maf3 fiir
die Giite eines Standorts ist die gewichtete Summe der Abstinde des Standorts zu den Ortschaften
(je kleiner, desto besser). Dabei sind die Gewichte der Ortschaften proportional zu ihrer jeweiligen
Bevolkerungszahl.

Das mathematische Modell hat die folgende Form: Es seien aj, . . ., a,, paarweise verschiedene Punkte
des R?, welche die Lage der Ortschaften darstellen, positive Gewichte wy, ..., w,, und f: R? > R,
f(x) = 2" wi|lx — aill2 gegeben. Jeder Minimierer von f ist ein optimaler Standort.

(a) Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, dass die Aufgabe im Allgemeinen nicht eindeutig 16sbar ist.

(b) Geben Sie hinreichende und notwendige Optimalitiatsbedingungen fiir Minimierer von f an und
zeigen Sie, dass ein Minimierer existiert.

(c) Der Standort darf nun ausschliefSlich im Kreisscheibensektor K = {x € R? |x > 0, ||x||, < 1}
liegen. Passen Sie die Optimalitatsbedingungen aus Teilaufgabe (b) an.

Hinweis: Sie diirfen den auftretenden Normalenkegel ohne technischen Nachweis angeben.
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(d)

Die Optimierungsaufgaben in Teilaufgaben (b) und (c) lassen sich mit einer mechanischen
Konstruktion 16sen. Geben Sie an, wie diese aussehen konnte.

Hinweis: Interpretieren Sie die Bedingungen aus Teilaufgaben (b) und (c) als Kraftegleichge-
wicht.

Loésung.

(a)

(b)

Fir zwei Punkte a; # a; und w; = wy = 11ist jeder Punkt auf der Verbindungsgeraden von a;
und a; optimal mit dem Optimalwert ||la; — az||,. (1 Punkt)

Da f(x) konvex ist, folgt aus Satz 18.1, dass x* genau dann ein globaler Minimierer von f tiber
R? ist, wenn 0 € 9f (x*). (1 Punkt)

Fiir die Verkettung der Norm mit der affinen Verschiebung gilt die Kettenregel auch fiir das
Subdifferential (in jedem Punkt aufler der Null ist die Norm differenzierbar und in der Null ist das
direkt sichtbar). Die Darstellung des Subdifferentials der 2-Norm kennen wir aus Beispiel 16.5.
Damit erhalten wir, dass

{“;—_;'iﬂz}’ X # a
allx — aillz = -
{seRr |||S||2S1}, X = a;.

(1 Punkt)

Da der eigentliche Definitionsbereich aller summierten Funktionen (der ganze R") iibereinstimmt,
gilt auch die Summenregel fiir Subdifferentiale (Satz 16.9). Ein Punkt x* € R" ist also genau dann
Minimierer, wenn

m
0¢€ Z widllx — aill2
i=1
und damit genau dann, wenn

m - X"—a; « e .
{ i=1 Wi —”x*_ai”} wenn x* # a; fur alle i

0¢ L
{ g}wiﬁ}+wj{seR2||lsllél} x* = aj.
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Das ist dquivalent zu

m

x* —a;
Z Wi—|| . ’” =0 wenn x* # a; fiir alle i, bzw.
- X" =4
i=1
- x* —a;
wi——Il<w;  wennx"=a;.
; I = aill
i#j

(2 Punkte)

Weiterhin ist die Funktion f stetig. Wir kénnen die Existenz einer Losung also aus dem Satz
von Weierstrafl folgern, wenn wir zeigen konnen, dass wir uns bei der Suche auf eine kompakte
Menge einschrinken kénnen. Es gibt zwei naheliegende Wege das zu tun.

Ansatz 1 nutzt, dass wir uns von einem der Punkte a;, 0. B. d. A. sei das a4, so weit entfernen
konnen, dass allein der gewichtete Abstandsanteil zu a; den Funktionswert f(a;) iibersteigt.

Genauer ist fiir Punkte x auflerhalb der Menge B , fla )(al)
W 1

n n n
F&) =) willx = aills = willx = arll + > willx = aill > flar) + > willx = ailla > f(an),
i=1 i=2 i=2

daher muss der Minimierer in B , fla )(al) liegen, auf dem uns der Satz von Weierstrafl die
W 1

Existenz eines solchen liefert.

Ansatz 2 zeigt das interessantere Resultat, dass alle Minimierer in der kompakten Menge
conv(ay,...,an) liegen miissen. Beachte: (Das gilt allgemein natiirlich nur fiir positive Ge-
wichte w;. Fir negativ gewichtete Probleme kann es sein, dass ein Punkt so “abstoflend” wirkt,
dass ein Optimum auflerhalb der konvexen Hiille liegt.)Genauer zeigen wir fiir eine beliebige
abgeschlossene, nichtleere, konvexe Menge C C R” und einen beliebigen Punkt x € R", dass

lx = cl|lz > ||projo(x) —c|| firalleceC

ist, wobei Gleichheit nur dann gilt, wenn x = proj-(x) € C war.

Es seien dafiir x € R" und ¢ € C beliebig gegeben. Dann ist auf Grund der Variationsungleichung
fur die Projektion aus Satz 15.3 auch

lx —c||? = (x — projc(x) + proj-(x) — €)' (x — proj(x) + proj-(x) — ¢)

llx = proje(x)1|* +llproje(x) = cll* + (x = proje(x))" (proje(x) — ¢)
—_—
>0, >0 fiir proj-(x)#c >0

lIproje (x) = cll*.

v
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Wir sehen also, dass der Abstand ||x —a;||, fiir jedes x € R"\conv(ay,...,an)unda;, i=1,...,m
echt kleiner als der Abstand ||projony(a,....a,,) (¥) — @ill ist und damit auf Grund der positiven

.....

Hiille liegen kann. Da die konvexe Hiille nichtleer und kompakt ist, konnen wir den Satz von
Weierstraf} also anwenden, um die Existenz eines Minimierers in der konvexen Hulle zu erhalten.
(2 Punkte)

Wir fiigen die zusatzlichen Nebenbedingungen zu unserem Problem in Form einer Indikator-
funktion hinzu und betrachten das Problem

n
Minimiere Z wi|lx — a;|| +6k (x) tiber x € R"
i=1
N——————
fx)

Nach den Optimalititsbedingungen in Satz 18.1 und der Darstellung des Subdifferentials der
Indikatorfunktion als Normalenkegel aus Lemma 17.12 ist x* genau dann ein Minimierer, wenn

0 € If (x*) + N (x").

(1 Punkt)

Das Subdifferential df (x*) haben wir schon in Teilaufgabe (b) bestimmt, und der Normalenkegel
Nk (x*) an den Kreisscheibensektor {x € R? | x > 0, ||x||> < 1} hingt von x* ab. Dabei ist:

0, x € int(K)
(g ]8> o}, Ielle = 1,31, , # 0
{xeR"|x1>20,x <0}, x=(1,0)
Nk(x) = {{x e R"|x; <0, x, > 0}, x=(0,1)
{xeR"|x1 20, x <0}, x=(0,0)
{B(0,~1) | B > 0}, %1€ (0,1), %, = 0
{p(-1,0)|p > 0}, x2 € (0,1), x; =0

(1 Punkt)

In eine flache Platte bohrt man an den Stellen a; Locher. Von unten fithrt man Schniire durch
die Locher und knotet alle Enden auf der Oberseite zusammen. An die freien Enden unterhalb
der Platte knotet man Gewichte w;. Die Krifte, die auf den Knotenpunkt an der Stelle x auf
der Oberflache in der Ebene wirken ergeben sich genau als die Gewichtskrifte der Gewichte in
Richtung des Lochs, durch das die Schnur des Gewichts gefadelt ist, gegeben durch

X — aj

g

Wi———.
Hlx = aill
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Abbildung o.1: Kreisscheibensektor mit Normalenkegeln (blau) an verschiedenen Punkten

Die Optimalitatsbedingungen an glatten Punkten entsprechen also genau einer Kraftegleichheit
im Knotenpunkt (der sich dann an der Losung befindet). An den nichtglatten Punkten (den
Bohrlochern) entspricht die Optimalitatsbedingung genau der Bedingung, dass das Gewicht w; in
dem Loch a; schwer genug ist, alle weiteren Kréfte dort auszugleichen. Hier sieht man schon, wie
die Richtung, in die gezogen wird, degeneriert, wenn der Knoten auf dem Bohrloch angekommen
ist. Ab da zéhlen nur noch Kraftbetrige, keine Richtungen mehr. Im Fall von Teilaufgabe (c)
muss noch zusétzlich dafiir gesorgt werden, dass der Kreisscheibensektor nicht verlassen wird
(z.B. im Knoten noch eine Kugel einknoten und den Kreisscheibensektor mit Stangenbegrenzen,
unter denen die Schniire frei laufen kdnnen, nicht aber die Kugel drunter durch passt). Diese
Réander geben dann eine weitere Kraftkomponente an den Rédndern dazu. Diese muss aus einer
Konvexkombination der Normalenkrifte an den jeweils aktiven Nebenbedingungen entsprechen
(die Rander kénnen nur nach innen driicken, nicht nach innen ziehen). Diese Konstruktion wird
auch Varignon’scher Apparat genannt (2 Punkte)

Zusatzaufgabe 14.4 (Eindeutigkeit der Richtung des steilsten Abstiegs) 3 Bonuspunkte

Essei f: R® — R konvex und xy € R". Beweisen Sie Lemma 19.1 aus dem Skript, also die folgende
Aussage:

Falls ein d € R" existiert, sodass f’(xp;d) < 0 ist, dann ist die Losung von

Minimiere  f’(x;d) tberd € R"

Gleich .
unter [|d|| < 1 (Gleichung (19.3))

eindeutig.
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Losung.

Nehmen wir an, wir hétten zwei verschiedene globale Minimierer d; und d, von Gleichung (19.3).
Aufgrund der Voraussetzung, dass es ein d € R" mit f'(xo;d) < 0 gibt, gilt natiirlich dann auch

[ (x03d1) = f"(x0;d2) < 0.

Wegen der positiven Homogenitat der Richtungsableitung (Satz 16.16) wissen wir, dass ||di|| = ||dz|| =1
(sonst wire z.B. ' (xo; di/||d1]]) < f” (x0; d1)). (1 Punkt)

Andererseits folgt aus dem Hauptsatz der konvexen Optimierung 14.2, dass auch alle Konvexkombina-
tionen a d; + (1 — @) d, mit « € [0,1] globale Minimierer von (19.3) sind. Jedoch gilt beispielsweise fiir
d:= (dl + dz)/z

2

jay = |4t
2

1 1 1 1 1
= i+ dol? = P+ =Nl doll? = ~lldy — do]|2 = 1= ~||dy — do]|? < 1.
4||1 Al 2|| 1l 2|| 2|l 4||1 2|l 4||1 2|l

Hier wurde die Parallelogramm-Gleichung
2 lxl* + 2 lIyl? = llx + ylI* + llx = 1%,
die in jedem Innenproduktraum gilt, verwendet. Es gilt also
f(xosdi) = £/ (x0:dz) = f'(x0:) < 0,

aber ||d|| < 1. Wie oben bereits erwihnt, ergibt das aber mit der positiven Homogenitit der Richtungs-
ableitung einen Widerspruch zur Optimalitét der Richtungen. (2 Punkte)

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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