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Hausaufgabe 12.1 (Abg., konvexe Mengen sind Schnitt abg. Halbraume) 4 Punkte

Es sei C C R” eine abgeschlossene, konvexe Menge. Zeigen Sie, dass

C= {H C R"| H ist abgeschlossener Halbraum mit C C H}.
g

Hausaufgabe 12.2 (Endlichdimensionale Version des Satzes von Krein-Milman) 2+1+2+7 =
12 Punkte

Es sei C € R" eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge. Zeigen Sie:

(a) Furjeden Punkt X € rel 9(C) existiert eine eigentliche Stiitzhyperebene, also eine Hyperebene
H(a, B), so dass

ax=p=ax firalexeC und f>a'x fiir mindestens ein x € C.

(b) Es seix € rel 9(C) und H(a, ) eine eigentliche Stiitzhyperebene zu C an X. Dann ist

dim(H(a, f) N C) < dim(C).

(c) EsseiXx € rel 9(C) und H(a, f) eine Stiitzhyperebene zu C an x. Dann sind alle Extremalpunkte
der nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Menge C N H(a, ) auch Extremalpunkte von C.

und beweisen Sie damit eine endlichdimensionale Version des Satzes von Kreil-Milman:

(d) Jede nichtleere, kompakte, konvexe Menge C C R" ist die konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte.
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Hinweis: In Aussage (d) konnen Sie induktiv iiber die Dimension der Menge C argumentieren.

Beachte: Aus Aussage (d) folgt mit dem Satz 15.13 von Carathéodory sofort, dass jeder Punkt in C
als die Konvexkombination von héchstens dim(C) + 1 der Extremalpunkte von C dargestellt werden
kann.

Hausaufgabe 12.3 2 Punkte

Beweisen Sie Satz 16.4 aus dem Skript, also die folgende Aussage:

Es sei f: R™ — R U {£o0} eine Funktion und xy € R". Dann ist df (x() abgeschlossen und konvex.

Zusatzaufgabe 12.4 (Konvexe Mengen mit konvexem Komplement) 4 Bonuspunkte

Stellen Sie eine Vermutung auf, welche Teilmengen des R" konvex sind und konvexes Komplement
haben und beweisen Sie Thre Aussage.

Zusatzaufgabe 12.5 (Monotonie des Subdifferentials) 2 + 2 + 1 = 5 Bonuspunkte

Es seien f: R" — R U {oo} eine konvexe Funktion und xj, x, € R”

(a) Zeigen Sie, dass das Subdifferential ein (mengenwertiger) monotoner Operator ist, also dass
(s1=52)"(x1=x2) > 0 (0.1)

fur alle s; € of (x;), i =1, 2.

(b) Zeigen Sie, dass Aussage (a) fiir strikt konvexes f und x; # x, mit echter Ungleichheit in (0.1)
gilt.

(c) Zeigen Sie fiir strikt konvexes f und x1, x; € rel int(dom f) die Beziehung

of (x1) N Af(xz) # 0 & x1 = x3.

Zusatzaufgabe 12.6 (Das Subdifferential von Normen) 3 + 3 = 6 Bonuspunkte
(a) Essei||-||: R® — R eine Norm und |[|-||*: R” — R die dazugehorige duale Norm

lIs||* = max {|s"x|| x € R” und [|x|| < 1}.
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Zeigen Sie, dass fiir jedes xp € R”

allxoll = {s € R | lslI” < 1und s"xp = [lxoll} -

(b) Nutzen Sie Aussage (a) um Beispiel 16.5 zu verifizieren, also um die folgenden Aussagen zu
zeigen:

(i) Esgilt s € 9||x||; genau dann, wenn

{-1} fallsx; <0,
si € 9[-1,1] falls x; =0,
{1} falls x; > 0

firallei=1,...,n.
(i)
Allxl, = {m} falls x # 0,
{s eR"||Is]l <1}, fallsx=0.

(iif) Fir x # 0 gilt

Isll1 =1, s; > 0 fur diejenigen i mit x; = ||x||,
af(x) ={seR" s; < 0 fur diejenigen i mit — x; = ||x|| o,

und s; = 0 fir diejenigen i mit |x;| < |[x||e

sowie
af(0) = {s e R"[Is]ly < 1}.

und
A0lleo = {s € R" [ Isl; < 1},

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die duale Norm der p-Norm fiir p € [1, o]
die g-Norm fiir 1—1, + é = 1ist.

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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