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UBUNG 12 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 13. Januar 2025
Abgabedatum: 20. Januar 2025

Hausaufgabe 12.1 (Abg., konvexe Mengen sind Schnitt abg. Halbraume) 4 Punkte

Es sei C € R" eine abgeschlossene, konvexe Menge. Zeigen Sie, dass

C= H C R"| H ist abgeschlossener Halbraum mit C C H}.
g

Losung.

Wir setzen
D= ﬂ {H € R" | H ist abgeschlossener Halbraum mit C C H}. (%)

Fir leeres C schneidet man in D alle Halbraume und erhilt wieder die leere Menge und fiir C = R”
schneiden wir eine leere Familie von Mengen und erhalten wieder den ganzen Raum. Fiir alle anderen
mengen ist C C D offensichtlich und es bleibt also nur D C C zu zeigen, was wir per Widerspruch
beweisen. (1 Punkt)

Wir nehmen also an, es gébe ein X € D \ C. Da {x} und C nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen
sind und {x} kompakt ist, folgt aus Satz 15.35 die Existenz einer Hyperebene H(a, ) mit

ax < f<adx firallexeC. (%)

Der abgeschlossene Halbraum H* (a, ) = {x € R" | a'x > f} kommt also beim Schnitt der Halbrdume
in der Definition () der Menge D vor. Entsprechend istx € D C H*(a, f§) aber nach (xx)istx ¢ H*(a, f),
was ein Widerspruch ist. (3 Punkte)
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Hausaufgabe 12.2 (Endlichdimensionale Version des Satzes von Krein-Milman) 2+1+2+7 =
12 Punkte

Es sei C C R” eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge. Zeigen Sie:

(a) Fur jeden Punkt X € rel 9(C) existiert eine eigentliche Stiitzhyperebene, also eine Hyperebene
H(a, B), so dass

adx=p>dx firallexeC und B> a'x fiir mindestens ein x € C.

(b) Es seix € rel 9(C) und H(a, ) eine eigentliche Stiitzhyperebene zu C an X. Dann ist

dim(H(a, f) N C) < dim(C).

(c) Esseix € rel 9(C) und H(a, f) eine Stiitzhyperebene zu C an x. Dann sind alle Extremalpunkte
der nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Menge C N H(a, ) auch Extremalpunkte von C.

und beweisen Sie damit eine endlichdimensionale Version des Satzes von Kreil-Milman:
(d) Jede nichtleere, kompakte, konvexe Menge C C R" ist die konvexe Hiille ihrer Extremalpunkte.
Hinweis: In Aussage (d) konnen Sie induktiv iiber die Dimension der Menge C argumentieren.

Beachte: Aus Aussage (d) folgt mit dem Satz 15.13 von Carathéodory sofort, dass jeder Punkt in C
als die Konvexkombination von hichstens dim(C) + 1 der Extremalpunkte von C dargestellt werden
kann.

Losung.

(a) Es seialso x € rel 9(C) gegeben. Der Punkt X liegt nicht im (nach Satz 15.16 nichtleeren und
nach Satz 15.20 konvexen) rel int(C) und es ist relint({x}) = x. Nach Satz 15.32 existiert daher
eine Hyperebene H(a, ), die X und C eigentlich trennt, also

ax< pf<ax firallexeC, und B >a'x fiir mindestens ein x € C,

weshalb das auch fiir die Hyperebene H(a,a'x) gilt. (2 Punkte)
(b) Es seien also x € rel d(C) und H(a, f) eine Stiitzhyperebene wie in der Behauptung gegeben.

Ist dim C = 0 (also C eine Menge aus einem einzelnen Punkt), dann ist rel 9(C) leer, wir konnen
also von dimC > 0 ausgehen. Dann ist a'x = f fiir alle x € aff(C N H(a, f)) und damit
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aff(CNH(a, f)) € aff(C), also dim aff (CNH(a, f)) < dim aff(C). Denn wiren die Dimensionen
gleich, aber die Teilmengeneigenschaft echt, dann gébe es einen Punkt aus aff (C) — x, den wir
linear unabhéngig zu aff (CNH (a, ff)) —x hinzufiigen konnten um einen dim(C)+1-dimensionalen
affinen Unterraum von aff(C) zu erhalten. (1 Punkt)

Es seien also x € rel 9(C) und H(a, p) eine Stiitzhyperebene wie in der Behauptung gegeben
und x ein Extremalpunkt von CN H(a, f) mitx = ay+ (1—a)z fir ¢ € (0,1) und y,z € C. Dann
ist
B=da'x=a dy +(1-a) a'z
—— —
<p <p
und somit wegen a € (0,1) auch @'y = a'z = a'x = f, also y,z € C N H(a,f). Aus der
Extremalpunkteigenschaft von x in C N H(a, §) folgt x = y = z und damit die sofort die

Behauptung. (2 Punkte)
Da C = conv(C) ist, ist die konvexe Hiille der Extremalpunkte von C offensichtlich auch eine
Teilmenge von C. (1 Punkt)

Wir zeigen die verbleibende Inklusion induktiv iber die Dimension der Menge C (also die
Dimension des Unterraums, der zur affinen Hiille der Menge C gehort).

Ist dim C = 0 (also C einelementig), dann ist die Aussage trivial, denn die gesamte Menge C
besteht dann aus ihrem einzigen Extrempunkt.

Fir dimC = k + 1, k € N sei ein beliebiges x € C gegeben. Fiir jedes beliebige h € R™ \ {0}
kénnen wir die Gerade {x + th € R" |t € R} durch den Punkt x betrachten und erhalten auf
Grund von der Beschranktheit der Menge C, dass nicht die gesamte Gerade in C enthalten sein
kann. Genauer ist die Menge der t € R, so dass x + ¢t h € C ist, beschrankt und auf Grund der
Abgeschlossenheit von C auch abgeschlossen - also kompakt. Daher existieren

- =min{t e R|x+theC} und x_=x+t_heC,
ty =max{t e R|x+theC} und x,=x+theC.

(2 Punkte)

Sowohl x; als auch x_ sind in rel 9(C) enthalten, wie wir beispielhaft an x* zeigen: Angenommen
x4+ wére nicht in rel 9(C), dann wire x, in relint(C) und somit gébe es ein ¢ > 0, so dass
x4 + eh € C, im Widerspruch zur Maximumseigenschaft von ;. (1 Punkt)

Nach Aussage (a) existieren zwei Stiitzhyperebenen H(as, ) zu C an x., so dass nach Aus-
sage (b) die Mengen H(a., f+) N C echt kleinere Dimension als C und damit als k haben, so
dass nach Induktionsvoraussetzung die Punkte x. eine Konvexkombination von Extremalpunk-
ten der Mengen H(a., f.) N C sind, und diese Extremalpunkte sind nach Aussage (c) auch
Extremalpunkte von C. Da x eine Konvexkombination von x. ist, hat auch x eine Darstellung
als Konvexkombination der Extremalpunkte, aus denen x. zusammengesetzt werden kénnen.
(3 Punkte).
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Hausaufgabe 12.3 2 Punkte

Beweisen Sie Satz 16.4 aus dem Skript, also die folgende Aussage:

Es sei f: R® — R U {£oo} eine Funktion und xy € R". Dann ist df (x¢) abgeschlossen und konvex.

Losung.

Es sei (s(”)) eine Folge in df (x). Nach (16.1) gilt also
f(x) = f(x) + (s("))T(x —xo) fir alle x € R".
Konvergiert s” — s € R", dann folgt durch Grenziibergang
fx) > lim [£(xo) + (s") (x = x0)| = f(x0) +5"(x = x0) fiir alle x € R™.
Das heif3t, df (xo) ist abgeschlossen. (1 Punkt)

Es seien nun r, s € df (xp) und @ € [0, 1]. Die gewichtete Addition der Subgradientenungleichungen

fx) = f(x0) +77(x = x0)
fx) > fxo) +5™(x — xo)

2
2

ergibt
f(x) > f(x0) + (ar+(1—a)s)" (x - xo)
fir alle x € R™. Also gehort auch ar + (1 — ) s zu 9f (xo). Das heifit, df (xg) ist konvex. (1 Punkt)

Zusatzaufgabe 12.4 (Konvexe Mengen mit konvexem Komplement) 4 Bonuspunkte

Stellen Sie eine Vermutung auf, welche Teilmengen des R" konvex sind und konvexes Komplement
haben und beweisen Sie Thre Aussage.

Losung.

Die konvexen Teilmengen des R” mit konvexem Komplement sind entweder leer, der ganze Raum
oder sind die Vereinigung von offenen Halbraumen und solchen Teilen der definierenden Hyperebene,
die konvex sind und deren Komplement in der Relativtopologie der Hyperebene konvex ist. Also gilt
in der Potenzmenge von R", dass

{C C R"|C konvex und R" \ C konvex} = D.
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mit
D={0}U{R"} U {int(H (a,f)) UR|aeR", fec RundR C H(a,f) s.d. R, H(a, f) \ R konvex} .

(1 Punkt)

Dass jede der angegebenen Mengen konvex ist und konvexes Komplement hat ist fiir das Mengenpaar
der leeren Menge und des ganzen Raumes trivial. Sei nun

C=int(H (a f)) UR

fir einen offenen Halbraum int(H~ (q, #)) und eine Menge R C H(a, f8), die konvex ist und konvexes
Relativkomplement in H(a, f) hat. Dann ist C offensichtlich konvex und fiir das Komplement gilt
R"\ C = int(H*(a,f)) U (H(a, f) \ R), was die gleiche Struktur hat und damit auch konvex ist.
(1 Punkt)

Sei nun eine Menge C gegeben, die konvex ist und konvexes Komplement hat. O.B. d. A. ist C weder
leer noch der ganze Raum. Damit sind C und R" \ C nichtleer, konvex und offensichtlich disjunkt und
es existiert nach Satz 15.32 eine eigentlich trennende Hyperebene H(a, f8), so dass

ax<pf<ay firallex e CundalleyeR"\C

und
ax<ay fireinxeCundeiny e R"\C.

(1 Punkt)

Insbesondere sind also int(H™ (a, f)) € C € H™ (a, f) und int(H*(a, f)) C R" \ C € H*(a, ) und wir
definieren R = C \ int(H (a, §)) = C N H(a, f). Dann ist nach Definition

C=int(H (a,f)) UR
und R ist konvex als Schnitt konvexer Mengen. Ebenso ist
H(a,p)\R=(R"\C) \int(H"(a,p)) = (R"\ C) N H(a, p)

als Schnitt konvexer Mengen ebenfalls konvex. (1 Punkt)

Zusatzaufgabe 12.5 (Monotonie des Subdifferentials) 2 + 2 + 1 = 5 Bonuspunkte

Es seien f: R” — R U {oo} eine konvexe Funktion und xi, x, € R"
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(a) Zeigen Sie, dass das Subdifferential ein (mengenwertiger) monotoner Operator ist, also dass
(s1=52)"(x1=x2) > 0 (0.1)
fir alle s; € 9f (x;), i =1,2.
b) Zeigen Sie, dass Aussage (a) fiir strikt konvexes f und x; # x» mit echter Ungleichheit in (0.1
g g g
gilt.
(c) Zeigen Sie fiir strikt konvexes f und xj, x; € relint(dom f) die Beziehung

Af (x1) NAf(x2) # 0 = x1 = x3.

Losung.

(a) Nach Satz 16.8 kann das Subdifferential nur fiir Punkte in dom f nichtleer sein, wir kénnen also
0.B.d. A. x; € dom f, i = 1,2 annehmen. Fur s; € df (x;), i = 1, 2 gilt dann

fxz2) = f(xn) = s{(x2 = x1)
fx) = fx2) > s3(x1 — x3).
Addieren wir beide Zeilen, dann erhalten wir
0> (52— 1) (31 — x2)
und damit die Behauptung. (2 Punkte)

(b) Die Aussage folgt sofort mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Aussage (a), wenn
wir zeigen konnen, dass fiir eine konvexe Funktion f: R” — R U {0}, zwei Punkte x # x, und
s € df (xo) die striktere Beziehung

f(x) > sT(x = x0) + f(x0)

gilt. Angenommen es wiare x, € dom f und

f(x) =5"(x = x0) + f(x0)
fiir ein x # x¢, dann muss x € dom f sein. Damit liegen alle Punkte auf der Verbindungsgerade
von x und x, in dom f. Fir « € (0,1) ist dann also
flax +(1-a)xo) < af(x)+(1-a)f(xo)
= a(s"(x = x0) + f(x0)) + (1= &) f (x0)
as (x = x) + f(x0)
(1—a)s"(xo — x0) + as' (x — x0) + f(x0)

=s"((ax+ (1 - a)xo) — xo) + f(x0)
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im Widerspruch dazu, dass s € df (x). (2 Punkte)

(c) Fur x; # x; und s € af (x1) N If (x) # 0 folgt aus Aussage (b) sofort ein Widerspruch, was die
Hinrichtung zeigt.

Die Rickrichtung gilt offensichtlich, da wegen x; = x; € relint(dom f) und Satz 16.8 das

Subdifferential nicht leer ist. (1 Punkt)
Zusatzaufgabe 12.6 (Das Subdifferential von Normen) 3 + 3 = 6 Bonuspunkte
(a) Essei||-||: R* — R eine Norm und |[|-||*: R” — R die dazugehorige duale Norm

lIs||* = max {|s"x|| x € R” und [|x|| < 1}.
Zeigen Sie, dass fiir jedes xo € R"

allxoll = {s € R*| Is]I* < 1und s"xo = lxoll}

(b) Nutzen Sie Aussage (a) um Beispiel 16.5 zu verifizieren, also um die folgenden Aussagen zu
zeigen:

(i) Esgilt s € 9||x||; genau dann, wenn

{-1} fallsx; <0,
Si € [—1, 1] falls x; =0,
{1} falls x; > 0

firallei=1,...,n.

(ii)

{L}, falls x # 0,
ol = { PR
{seR"||s]ls <1}, fallsx =0.

(iii) Fiir x # 0 gilt
Isll1 =1, s; > 0 fur diejenigen i mit x; = ||x||,
af(x) ={seR" s; < 0 fur diejenigen i mit — x; = ||x|| o,
und s; = 0 fir diejenigen i mit |x;| < |[x||e
sowie
of(0) = {s e R"|Isll: < 1}.

und
A0]lo = {s € R" [ [Is]l; < 1}.
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Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die duale Norm der p-Norm fiir p € [1, o]
die g-Norm fiir 11) + é = 1ist.

Losung.

(a) Es sei xg € R"” beliebig. Wir definieren

D(xg) = {s e R" | IsI" <1unds'xy = ||x0||} .

Es seinun s € D, dann ist fur alle x € R
llxoll +s7(x = x0) = s < [lx|| [Is[I" < [lx]]
und damit s € 9||xo]|. (1 Punkt)
Es sei nun s € 9||x]|, d. h. es gilt
llll > [0l + s (¢ = x0) (0.2)
fur alle x € R™.
Fir x = 2x, erhalten wir
2||xcoll = Ilxoll + s"xo
und fiir x = 0 ergibt sich
0 > [lxoll = s"xo
und damit
sTxo = ||xo]l. (0.3)
(1 Punkt)

Es bleibt noch zu zeigen, dass ||s||. < 1ist. Dafiir nutzen wir (0.3) fiir eine Ersetzung in (0.2) und
erhalten, dass
lx|| > s'x fiir alle x € R"

und damit auch, dass
[|x]| = |sTx| fiir alle x € R”
sowie

1> |s"—| fiirallex € R"\ {0}.

[l

X
|

Es folgt also
1 > max {|sTx| |x eR", ||x]| = 1} = max {|sTx| |x eR”, |Ix|| < 1} =||s|]«.

(1 Punkt)
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(b) Die dualen Normen zu den p-Normen mit p € [0, o] sind genau die g-Normen zu den konju-
gierten Exponenten mit 11) + é = 1. Damit erhalten wir:

(i)

(ii)

(iii)

Illxlli = {s € R"|Isllco < 1und xs = [|x[l:}.

Dass die s aus der Behauptung im Subdifferential liegen ist damit offensichtlich. Jedes
Element des Subdifferentials muss wegen der Normbeschriankung [s;| < 1 erfullen. Fiir alle
i mit x; = 0 ist das auch die einzige Beschriankung. Fiir alle anderen gilt

D sxi=als=xlli= ) |l

i,%;70 i,x;#0

und wenn s; # sgn x; fiir ein i, dann ist die Summe auf der linken Seite kleiner als die der
rechten. (1 Punkt)

dllxllz = {s € R*|[Isll> < 1und x"s = [Ix]|2}.

Dass die s aus der Behauptung im Subdifferential liegen ist damit offensichtlich. Im Fall
x = 0 ist die Darstellung des Subdifferentials genau die Menge in der Behauptung. Im Fall
x # 0 ist die 2-Norm differenzierbar und das Subdifferential daher einelementig ist, in
diesem Fall ist die Gleichheit also ebenfalls klar. (1 Punkt)

Illxlleo = {s € R"[[Isll < 1und xs = ||x[leo}-

Dass die s aus der Behauptung im Subdifferential liegen ist damit offensichtlich, da

n
Sx=)sx= Y seals)lsilsgn(elnl = > silllxlle = lslillxlle = llxlle
i=1

i, |xi]=]lxleo i, |xi]=]lxleo
(0.4)
Im Fall x = 0 ist die Darstellung des Subdifferentials auflerdem genau die Menge in der

Behauptung. Im Fall x # 0 gilt fiir s € 9||x|| in der Darstellung des Subdifferentials die
geforderte Normbeschrankung der Menge in der Behauptung und es gilt

n

sTx = " sixi = ||xlleo (0:5)

i=1

und somit die Form der s; aus der Behauptung, da fiir jedes andere s mit der Normbeschran-
kung die Summe kleiner als ||x||o Wére. (1 Punkt)

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein. ‘
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