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UBUNG 11 (LOSUNG)
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Abgabedatum: 13. Januar 2025

Hausaufgabe 11.1  (Satz von Carathéodory) 6 Punkte
Beweisen Sie den Satz 15.13 von Carathéodory, also die folgende Aussage:
Es sei M C R" eine beliebige Menge der Dimension k und x € conv(M) eine Konvexkombination der

Punkte xo,...,x,;; € M mit m > 0. Dann ist x bereits eine Konvexkombination von hochstens k + 1
dieser Punkte.

Hinweis: Nutzen Sie, dass die Punkte xy, . .., X, € M im Falle von m > k affin abhangig sind.
Losung.
Esseiena; > 0,i=0,...,m mit )," &; = 1 die Faktoren der Konvexkombination-Darstellung

m
X = Z o X (%)
i=0

von x bzgl. der x; € M. O.B.d. A. sind alle der a; > 0. Wir zeigen jetzt konstruktiv Folgendes: Solange
m > k gilt, dann lasst sich die Darstellung (+) mit m+1 Summanden auf m Summanden (mit angepassten
Koeflizienten) reduzieren.

Wir nehmen also m > k an. Dann sind die m + 1 Vektoren xg, xy, . . ., X, aus M C aff (M) affin abhéngig,
da dim aff (M) = k ist. (1 Punkt)
Es existieren also Koeffizienten y;, i = 1,. .., m, die nicht alle null sind, sodass

m
Z)/i (xi = x) = 0.
i=1
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Wir setzen zusatzlich noch

und erhalten
m m m m
Zyi=0 und ZYixi:YOXO"'Z}’ixi:ZYi(xi_xO):0-
i=0 i=0 i=1 i=1

Wir konnen also x auch als

m m m
x = Zaixi - tZyixi = Z(ai —tyi) Xi
=0 i=0 =0
darstellen mit beliebigem t € R. (3 Punkte)

Den Freiheitsgrad ¢ nutzen wir nun dazu, (mindestens) einen der Summanden zu eliminieren. Dazu
bestimmen wir ¢ (dhnlich wie beim Quotiententest (7.5)) als

. aj
f=minq{—

Yi

. ap
i=0,...,m, yi>0}=—>0.
Ye

Beachte: Auf Grund von Definition der y, gibt es immer mindestens einen Koeffizienten y; > 0.

Dann gilt also

m m
x=Z(a,~—tyi)x,- und Zo(ai_tyi):L
i=
0

i=0 ~———~—

it > i€
d. h., x lasst sich tatsiachlich bereits als Konvexkombination von m der Punkte xq, ..., X/—1, X141, . . . Xm
schreiben. (2 Punkte)
Hausaufgabe 11.2  (Affine Hiille und Minkowskisumme) 4 Punkte

Es seien M;, M; Teilmengen von R” fiir ein n € N. Entscheiden Sie, welche Teilmengenrelation die
Mengen aff (M; + M,) und aff (M;) + aff (M) erfiillen. Beweisen Sie Thre Antwort.

Loésung.

Es gilt Mengengleichheit.
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,C“: Es seien Punkte x; € My, y; € My,i=1,...,nund A; € R firn € Nmit }}}_; A; = 1, dann ist

DAty = ) Axi+ Y- Ay € aff (My) + aff (My).
i=1 i=1 i=1

(2 Punkte)
,2: Es seien Linearkombinationen
n m
x:Zaixi € aff(M;) und y:Zﬁjyjeaff(Mz)
i=1 =1
mit 31, o = Y72, B = 1 gegeben. Dann ist
m m m
x+y=x+d Piyi= ) Filcry) =) Bilx+y))
=1 j=1 =1
m n n m
= Z Bj (Z o (x; + J/j)) = Z Z aifi(xi +y;) € aff (M + My),
=1 i=1 =1 j=1
da 37, Z;n:l a;ffj =1 (2 Punkte)
Hausaufgabe 11.3 (Konvexitat ist fiir Satz 15.21 notwendig.) 2 + 2 = 4 Punkte

Geben Sie jeweils ein Beispiel einer nichtkonvexen Menge M C R" fiir ein n € N an, so dass:

(a) int(M) # int(M)
(b) oM # oM

Losung.

(a) Fiir M = Q fiir n = 1 ist bekannt, dass int(Q) = 0, aber int((Q)) = int(R) = Rist. (2 Punkte)
(b) Im gleichen Beispiel wie oben erhélt man d0Q =R\ Q aber R\ Q =R. (2 Punkte)

’ Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein. ‘
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