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UBUNG 9 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 9. Dezember 2024
Abgabedatum: 16. Dezember 2024

Hausaufgabe 9.1 (Operationen auf konvexen Mengen) 1+ 2+ 4 +2 =9 Punkte

Beweisen Sie Satz 13.3 aus dem Skript, also die folgenden Aussagen:

(a) Essei{C;} ey eine beliebige Familie konvexer Mengen in R". Dann ist der Durchschnitt (¢ ; C;
konvex.

(b) Es seien C; C R™ konvex, i =1,..., k. Dann ist das kartesische Produkt C; X - - - X Cy konvex in
R™M X .- X R™.

(c) Es sei f: R* — R™ eine (affin-)lineare Abbildung, also f(x) = Ax + b, und C C R" sowie
D C R™ konvexe Mengen. Dann sind das Bild f(C) € R™ und das Urbild f~1(D) C R" konvex.

(d) Sind Cy, C; € R" konvex, dann sind die Skalierung (englisch: scaling)
BC={fx1|x1€C} farfeR
sowie die Minkowski-Summe
Ci+Cy={x1+x2|x1 € Cy, x2 € Cy}

konvex.

Loésung.

(a) Esseien x und y aus (;c; C; gegeben. Auf Grund der Konvexitat der C; liegen auch die Punkte
ax + (1- a)y fir jedes a € [0,1] in jedem der C; und damit auch in () ;¢; C;. (1 Punkt)
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(b) Esseien (xi,...,xx) und (y,. .., yx) aus Cy X - - - X Cy. gegeben. Da die Punkte x; und y; fiir jedes
i €{L...,k} in den konvexen Mengen C; C R™ liegen, liegen auf Grund der Konvexitit der C;
auch die Punkte ax; + (1 — a) y; fir jedes « € [0,1] in C; und damit auch

a(xy, ..., x )+ (1=a) (V- 0) = (@a+ (1= a) yr,. . axe + (1— @) yi)
fir jedes ¢ € [0,1] in C; X - - - X C. (2 Punkte)

(c) Es seien x und y aus f(C) gegeben. Dann existieren zwei Urbilder r und s aus C mit x = f(r)
und y = f(s). Fur jedes a € [0,1] ist auf Grund der Konvexitit von C auch ar + (1-a) s € C,
und wegen

flar+(1-a) s) = A(ar+(1-a) s)+b = a(Ar+b)+(1-a) (As+b) = af (r)+(1-a) f(s) = ax+(1-a) y,

istauch ax + (1—«a) y in f(C). (2 Punkte)
Es seien nun x und y aus f~!(D) gegeben. Fiir jedes a € [0,1] ist auf Grund der Konvexitit von
D auch

flax+(1-a)y) =A(ax+(1-a) y)+b=a(Ax+b)+(1—-a) (Ay+b) =af(x)+(1-a) f(y)
in D und damit ax + (1 - a) y in f~1(D). (2 Punkte)

(d) Es seien x und y aus BC' + C%. Damit existieren x;, y; € C! und xy, y; € C?, so dass
x=pxi+x; und y=Lfyi+y
Auf Grund der Konvexitat von C; und C, sind die Punkte
axi+(1—a)y; und axy+(1—a)y,
in C; respektive C,. Somit ist
ax+ (1= @) y = afxy + ax, + (1— ) fys + (1— @) y2 = flaxs + (1- @) y0) + (ax, + (1- @) 32)
in AC! + C2. (2 Punkte)

Hausaufgabe 9.2 (Extremalpunkte konvexer Mengen) 1+1+3+1 =6 Punkte

Die Definition Definition 6.15 eines Extremalpunkts eines Polyeders konnen wir mit Hilfe der Beob-
achtungen in Hausaufgabe 5.1 direkt auf allgemeinere konvexe Mengen erweitern.

Definition (Extremalpunkte konvexer Mengen).
Ein Vektor x aus einer konvexen Menge C € R” heif}t Extremalpunkt von C, wenn aus
x=ay+(1-a)z

fir y,z € Cund a € (0,1) bereits y = z folgt.
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(a) Bestimmen Sie, wieviele Extremalpunkte die abgeschlossene Kreisscheibe
K={xeR"||x||<r}, r>0

besitzt.

(b) In Hausaufgabe 5.1 haben wir gezeigt, dass fiir jede Ecke eines Polyeders (jeden Extremalpunkt)
eine lineare Funktion existiert, so dass die Ecke der eindeutige Minimierer der Funktion iiber dem
Polyeder ist. Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, dass diese Aussage nicht fiir Extremalpunkte
beliebiger kompakter, konvexer Menge gilt.

(c) Es sei eine Menge von Punkten V = {x,...,xx}, k € N, k > 1 gegeben. Zeigen Sie, dass die
Extremalpunkte von conv(V) in V liegen.

(d) Esseieine konvexe Menge C C R” gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge {x € C | C\{x} ist konvex}
genau die Menge der Extremalpunkte von C ist.

Losung.

(a) Die Kreisscheibe besitzt unendlich viele Extremalpunkte, denn die Menge der Extremalpunkte
ist genau der Rand der Menge, also

oK ={x e R"|||x|| =r}.

Dass innere Punkte keine Extremalpunkte sein konnen ist klar. Fiir x aus 0K und zwei Punkte
y # z(# x) mit ||y||, ||z]| < r und a € (0,1), so dass

x=ay+(1-az)
ist auf Grund der strikten Konvexitat der quadrierten Norm

2 2 2 2 2 2
r=xll” = llay + Q= a2)[|” < a [IylI” +(1 - a) |lzl|” <77,
S~—— S~——
<r? <r?

was ein Widerspruch ist. (1 Punkt)

(b) In der folgenden Menge sind die vier markierten Punkte Extremalpunkte. Fiir keinen der Punkte
existiert so eine Funktion (Hyperebene), wenn die Tangenten der gekriimmten Randabschnitte
genau horiztonal in die horizontalen Randabschnitte eingehen.
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(1 Punkt)

(c) Seix € conv(V) ein Extrempunkt von conv(V). Auf Grund von Lemma 13.7 wissen wir, dass
conv(V) die Menge aller Konvexkombinationen der Punkte in V ist. Da V endlich ist, wissen
wir also, dass a; > 0,i=1,...,k mit Zle a; = 1 existieren, so dass

k
X = Z aiXi.
i=1

Wir zeigen jetzt, dass nur eines der ¢; > 0 ist und damit 1 sein muss, womit die Aussage direkt
folgt. (1 Punkt)

Angenommen, es wiren zwei der @; > 0, 0. B.d. A. seien das ¢; und a,. Dann sind die Punkte
k
y = (o +oz)x; + Z X
i=3

k
z=(a1+a)xs + Z aix;
=3

ebenfalls in conv(V), da sie Konvexkombinationen von den Punkten in V sind. Auflerdem sind
sie verschieden und es ist

k k
1 a3 (41 a Z
y+ Z = 0x1 + arxy + + aix; = Z aixX;i =X
a1+ as a1+ s o+ s o+ s = pry

und damit x eine echte Konvexkombination von y und z und damit x keine Ecke, was ein
Widerspruch ist. (2 Punkte)
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Abbildung o.1: Der Punkt x wird aus allen xy, . . ., x3 zusammengesetzt, also «, . . ., @3 > 0. Die Punkte

y und z sind die Punkte, die entstehen, wenn die Anteile a; respektive ¢ in den jeweils
anderen Anteil gesteckt werden als @; = @ + oz oder @, = a1 + a;.

(d) Ohne die Konvexititseigenschaft zu zerstéren, konnen wir aus C genau die Punkte x einzeln
entfernen, die nicht auf einer Verbindungsgerade zwischen zwei verschiedenen Punkten y, z
aus C liegen. Das sind nach Definition genau die Extremalpunkte. (1 Punkt)

Hausaufgabe 9.3 (Operationen auf konvexen Funktionen) 1+2+2+1 =6 Punkte

Beweisen Sie Satz 13.18 aus der Vorlesung, also die folgenden Aussagen:

(a) Sind f;: R™ — R U {co} konvex auf R* und f; > 0 fur i = 1,..., m, dann ist die durch

flx) = _Z Bi fi(x)

definierte Funktion f: R* — R U {oo} konvex auf R".

(b) Sind die Funktionen f;: R” — R U {+oc0} konvex auf R” fiir alle i aus irgendeiner Indexmenge I,
dann ist die durch das punktweise Supremum

f(x) = sup{fi(x) |i € I}

definierte Funktion f: R* — R U {+oo} konvex auf R".

(c) Ist g: R* — R™ affin-linear und f: R™ — R U {+oo} konvex, so ist (f o g): R* —» R U {+o0}
konvex auf R".

(d) Ist g: R* — R konvex und ist f: R — R U {0} konvex und monoton wachsend, so ist
(fog): R" - RU {£oo} konvex.
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Losung.

(a) Es seien x und y aus R” sowie a € [0,1] gegeben. Dann ist auf Grund der Konvexitit der
einzelnen f; auch

flax+(i-a)y) =) fifilax+(1-a)y)

< D Bi(afix) +(1-a) fi()
i=1

=af(x)+1-a)f(y).
(1 Punkt)

(b) Es seien x und y aus R" sowie a € [0, 1] gegeben, so dass der Ausdruck af(x) + (1 - a)f(y)
definiert ist (er ist dann auch fiir alle anderen « € [0, 1] definiert). Ist dieser Ausdruck auch fiir
alle f; definiert, dann ist

flax+(1-a)y)=sup{fi(ax+(1-a)y)|icl}
< sup{a fi(x) + (1-a) fi(y) [i € I}
< asup{fi(x) |i € I} + (1 - ) sup{fi(y) | i € I}
=af(x)+1-a)f(y).
Falls es ein f; gibt, so dass der Ausdruck nicht definiert ist, dann nimmt f; an x und y jeweils genau
einmal den Wert co und —oo an. Dort, wo f; den Wert co annimmt, nimmt dann natiirlich auch f

den Wert oo an und da die rechte Seite fiir f definiert ist, muss also af(x) + (1 - ) f(y) = o
sein, womit die Ungleichung offensichtlich erfiillt ist. (2 Punkte)

(c) Esseien x und y aus R"” sowie a € [0,1] gegeben, so dass der Ausdruck afog(x)+(1—a)fog(y)
definiert ist (er ist dann auch fiir alle anderen « € [0, 1] definiert). Dann ist
foglax+(1-a)y) = f(glax+(1-a)y))

= flag(x) +(1-a)g(y))

<af(g(x) +(1-a) f9(y)

=afog(x)+1-a)fog(y)

(2 Punkte)

(d) Esseien x und y aus R” sowie @ € [0,1] gegeben, so dass der Ausdruck afog(x)+(1—a)fog(y)

definiert ist (er ist dann auch fiir alle anderen « € [0, 1] definiert). Dann ist

flglax+(1-a)y)) < flag(x)+(1-a)g(y) < af(gx)+(1-a)f(g(y)).
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X2 X2

x| x|

Abbildung o.2: Abgeschlossene Menge M (links) und abgeschlossene Menge M mit nicht abgeschlos-
sener konvexer Hiille (rechts)

(1 Punkt)

Zusatzaufgabe 9.4 (Stabilitit von Abgeschlossenheit unter Bildung der konvexen Hiille.) 3 Bonus-
punkte

Beweisen oder widerlegen Sie: Ist M € R" abgeschlossen, dann ist auch conv(M) abgeschlossen.

Losung.

Die Aussage gilt nicht, denn fiir

M={xeR*|x; =0} U{x eR*|x =0, x; € [0,1]}

ist

conv(M) = {x e R?*|x, € [0,1)} U {(0,1)}
und damit nicht abgeschlossen. (3 Punkte)
Zusatzaufgabe 9.5 (Jensensche Ungleichung) 4 Bonuspunkte

Zeigen Sie, dass f: R" — R U {oo} genau dann konvex ist, wenn fiir jede beliebige endliche Mengen
von Punkten {xi, ..., xx} € R" und beliebige (a, ..., ax)" € R mit Zle ai=1und (ay,...,ax)" > 0

f(i al-x,-) < Zklaif(xi)

i=1

gilt.
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Losung.

Die Implikation « gilt offensichtlich, denn die Definition der Konvexitét ist ein Spezialfall der Voraus-
setzung mit m = 2. (1 Punkt)

Die Implikation = zeigen wir induktiv. Sei dafiir f konvex. Fiir k = 1 ist die Aussage offensichtlich

erfullt. Fir k = 2 entspricht die Aussage genau der Definition der Konvexitét von f. (1 Punkt)
Fiir den Induktionsschritt sei nun {xy, . .., X4} und (ay, . . ., Qgy1) mit Zi‘:ll a; =1und (ay,...,asy) = 0

gegeben. Falls nur ein Faktor o; = 1 ist und der Rest der Vorfaktoren « verschwindet ist nichts zu
zeigen. Ansonsten sei 0. B. d. A. ax4; < 1. Dann setzen wir
~ Q;
a=——+— furi=1...,k.
1= agn
Damit ist (ay,...,ax) > 0und Zle a; = 1. Aus der Konvexitét von f und der Induktionsvoraussetzung

folgt

k+1

f(Z ai xi) = f((l — Otk41)

< (1= akn) £

a Xi + O xk+l)

-

1l
—

L

M)~

a; xi) + e [ (Xges1)

i=

—_

k
< (1= an) D @f (x5) + T f (Xks)
i=1

k+1
= > ai f(x).
i=1

(2 Punkte)

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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