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Hausaufgabe 8.1 (Äquivalenzen (totaler) Unimodularität) 12 + 6 = 18 Punkte

Es sei 𝐴 ∈ Z𝑚×𝑛 .

(a) Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:
(𝑖) 𝐴 ist total unimodular.
(𝑖𝑖) −𝐴 ist total unimodular.
(𝑖𝑖𝑖) 𝐴ᵀ ist total unimodular.
(𝑖𝑣)

[
𝐴, −𝐴

]
ist total unimodular.

(𝑣)
[
𝐴, Id𝑚

]
ist total unimodular.

(𝑣𝑖)
[
𝐴

Id𝑛

]
ist total unimodular.

(𝑣𝑖𝑖)
[
𝐴, 0𝑚×𝑛
Id𝑛 Id𝑛

]
ist total unimodular.

und dass diese Aussagen weiterhin äquivalent sind zu den Aussagen
(𝑣𝑖𝑖𝑖)

[
𝐴, Id𝑚

]
ist unimodular.

(𝑖𝑥)
[
𝐴

Id𝑛

]
ist unimodular.

(b) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:
(𝑖) 𝐴 ist unimodular
(𝑖𝑖) 𝐴ᵀ ist unimodular

(𝑖𝑖𝑖)
[
𝐴, 0𝑚×𝑛
Id𝑛 Id𝑛

]
ist unimodular.
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Beachte:Wir sehen also, dass die (totale) Unimodularität der Gleichungsnebenbedingungsmatrizen
von LPs stabil gegenüber Transformationen zwischen den verschiedenen Formulierungen des Problems
(kanonische Form, Normalform, etc.) ist.

Hausaufgabe 8.2 8 + 4 = 12 Punkte

Es sei 𝐴 ∈ Z𝑚×𝑛 .

(a) Zeigen Sie Satz 12.3 aus dem Skript, also dass die folgenden Aussagen äquivalent sind, falls
Rang(𝐴) =𝑚.
(𝑖) 𝐴 ist unimodular.
(𝑖𝑖) Für jeden Vektor 𝑏 ∈ Z𝑚 besitzt das Polyeder

𝑃NF := {𝑥 ∈ R𝑛 |𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0}

nur ganzzahlige Ecken.
(𝑖𝑖𝑖) Für jedes Paar von Vektoren 𝑏 ∈ Z𝑚 , 𝑢 ∈ Z𝑛 besitzt das Polyeder

𝑃NFB := {𝑥 ∈ R𝑛 |𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0, 𝑥 ⩽ 𝑢}

nur ganzzahlige Ecken.
(b) Zeigen Sie Satz 12.5, also dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(𝑖) 𝐴 ist total unimodular.
(𝑖𝑖) Für jeden Vektor 𝑏 ∈ Z𝑚 besitzt das Polyeder

𝑃KF := {𝑥 ∈ R𝑛 |𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ⩾ 0}

nur ganzzahlige Ecken.
(𝑖𝑖𝑖) Für jedes Paar von Vektoren 𝑏 ∈ Z𝑚 , 𝑢 ∈ Z𝑛 besitzt das Polyeder

𝑃KFB := {𝑥 ∈ R𝑛 |𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ⩾ 0, 𝑥 ≤ 𝑢}

nur ganzzahlige Ecken.

Hausaufgabe 8.3 4 Punkte

Es sei ein LP in Normalform gegeben, wobei 𝐴 ∈ Z𝑚×𝑛 total unimodular ist und 𝑏 ∈ Z𝑚, 𝑐 ∈ Z𝑛 .
Zeigen Sie, dass das primale Polyeder und das duale Polyeder nur ganzzahlige Ecken haben.
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Zusatzaufgabe 8.4 (Zuordnungsproblem) 7 + 1 + 3 = 11 Bonuspunkte

In einem Impfzentrum sind 𝑘 Termine frei, für die sich 𝑙 InteressentInnen gemeldet haben. An jedem
Termin kann höchstens eine Person geimpft werden, jede Person darf höchstens einmal geimpft
werden. Für jede/n der InteressentInnen ist bei der Voranmeldung erhoben worden, welcher der
Termine wahrgenommen werden kann. Ziel ist, möglichst vielen Personen einen wahrnehmbaren
Termin zuzuteilen.

(a) Formulieren Sie ein LP, anhand dessen optimaler Basisvektoren Sie optimale Zuordnungen von
InteressentInnen zu Terminen ablesen können und erklären Sie, warum das möglich ist und wie
sie das Problem lösen können.

(b) Das Personal im Zentrum wurde verdoppelt, an jedem Termin können nun 2 Personen bedient
werden. Wie müssen Sie ihr LP modifizieren, um diese Änderung zu modellieren?

(c) Jede Person, die geimpft wird, muss nun zweimal geimpft werden, wobei der Abstand zwischen
den beiden Impfungenmindestens 14 Tage betragenmuss.Wie können Sie ihr Vorgehen anpassen,
um diese Änderung abzudecken?

Zusatzaufgabe 8.5 (Sortieren mit LPs) 3 Bonuspunkte

Gegeben sei eine Liste von Elementen (aus einer geordneten Menge), die nach Größe sortiert werden
sollen. Beschreiben Sie, wie man mit Hilfe von gerichteten Graphen ein lineares Programm formulieren
kann, anhand dessen Lösung man die geordnete Liste ablesen kann.

Bitte reichen Sie Ihre Lösungen als ein PDF auf Mampf ein.
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