R. Herzog, G. Miiller

Universitat Heidelberg Grundlagen der Optimierung

UBUNG 6 (LOSUNG)

Ausgabedatum: 18. November 2024
Abgabedatum: 25. November 2024

Hausaufgabe 6.1 (Duale LPs fiir verschiedene Beispiele) 4 + 6 =10 Punkte

(a) Gegeben sei ein primal-duales Paar von LPs mit primalem Problem in Normalform. Zeigen
Sie, dass das duale Problem zu dem dualen Problem aus dem Paar dquivalent zu dem primalen
Problem des Paars ist.

(b) Zeigen Sie, dass sich die folgenden Paare von LPs fiir m < n als primal-duale Paare auffassen

lassen.
(i)
maximiere c¢'x iiber x € R" minimiere b'A iiber A € R™
sodass Ax <b inR™ sodass A'A>c inR”
und x >0 und A>0
(if)
minimiere c¢'x iiber x € R” maximiere b'A iiber A € R™
sodass Ax>b inR™ sodass A'A=c inR"
und A >0
(iii)
maximiere c'x minimiere (A€ —b) A+ (u—£)"A,+c'¢
iiber x eR" iiber (A, A;) € R™™"
sodass Ax =binR™ sodass A'A1 — Ay < —cinR”
und f<x<u und Ay >0

Hinweis: Starten Sie immer mit einer Formulierung in Normalform.
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Losung.

(a) Gegeben seien also die Daten A € R™" b € R™, ¢ € R" und das primal-duale Paar von LPs

minimiere c¢'x iiber x € R" maximiere b'A iiber (A, ) € R™™"
sodass Ax =b und sodass A"A+p=c
und x>0 und p > 0.

Dann ist die zu dem dualen Problem dquivalente Formulierung in Normalform durch

minimiere - b'A* +b"A”  iiber (A, 17, y) € R
A‘f‘
sodass [AT,-A",1d,]|A" |=¢
u

und (AT,A7,p) > 0.
gegeben. (1.5 Punkte)

Das zu dem dualen Problem in Normalform gegebene duale Problem (ohne Slackvariablen) ist

gegeben durch
maximiere c'z iberz € R?
A -b
sodass -Alz<| b
Id, 0
(1.5 Punkte)
Identifiziert man nun z mit —x, dann ergibt sich direkt wieder die primale Aufgabe
minimiere c¢'x iiber x € R”
sodass Ax=1>
und x > 0.
(1 Punkt)

(b) Zuerstmal stellen wir fest, dass wir nur eines der beiden Probleme in Normalform iiberfithren
und dann zeigen miissen, dass das dazugehdrige duale Problem die Form der Aufgabenstellung
hat, denn der Riickweg ergibt sich aus dem ersten Aufgabenteil.

(i) Das Problem

maximiere ¢'x iiber x € R"
sodass Ax <b inR™
und x>0
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hat die dquivalente Normalformdarstellung

minimiere - c'x iiber (x,s) € R™™

sodass [A,Id,,] (:) =b inR™

und x,s>0

(1 Punkt)
mit dem zugehorigen dualen Problem
minimiere —b'A iitber A € R™
AT -\ . .
sodass [Idm AS(O) in R".

Ersetzt man nun A mit —A, dann erhilt man direkt die Form des rechten Problems. (1 Punkt)

(ii) Das Problem
minimiere c¢'x iiber x € R"

sodass Ax > b inR™

hat die aquivalente Normalformdarstellung

minimiere c¢'x* —c'x” iiber (x%,x7,s) € R¥™
x+
sodass [A,—A,-Id,]|x"|=b inR™
s

(1 Punkt)
mit dem zugehorigen dualen Problem
maximiere b'A iiber 1 € R™
AT c
sodass [-AT|A<|—-c in R™.
Id,, 0

Kombiniert man nun die ersten beiden Ungleichungssysteme zu dem Gleichungssystem
AT = ¢, erhilt man direkt die Form des rechten Problems. (1 Punkt)

(iii) In dem Problem
maximiere ¢'x iiber x € R"

sodass Ax=0b in R™

und f<x<u
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kénnen wir die translatierte Variable x = x — [ betrachten und damit die 4quivalente
Normalformdarstellung

minimiere —c'X —c'f iiber (%,s) € R*"

A 0 |(xy (b-Af\ .
sodass [Idn Idm](s)_(u—f) inR

und (%,8) >0
erhalten. (1 Punkt)
Das dazugehorige duale Problem ergibt sich als
maximiere (b—Af)" A+ (u—1)"Ay —c'¢ iiber (A3, 1,) € R™™"

AT Idn A] —C . 2n
sodass [O Idm} (12) < (0) in R°",
Identifiziert man A, mit —A,, dann erhilt man direkt die Form des rechten Problems.
(1 Punkt)
Hausaufgabe 6.2 (“Selbstduale LPs”) 4 +3 =7 Punkte

Wir betrachten ein lineares Problem in kanonischer Form, also fiir A € R™*" b € R™, ¢ € R" das
Problem
minimiere c¢'x
sodass Ax <b
und x > 0.

Zeigen Sie:

(a) Falls A= —A" und b = c ist, dann ist das zugehorige duale Problem dquivalent zu dem urspriing-
lichen Problem.

(b) In der Situation von Punkt (a) ist entweder der Optimalwert Null oder das Problem ist unzuléssig.

Loésung.

(a) Das Problem

minimiere c¢'x iiber x € R"
sodass Ax <b inR™
und x>0
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hat die dquivalente Normalformdarstellung

T

minimiere c¢'x iiber (x,s) € R™™

sodass [A,Id,,] ()sc) =b inR™

und x,s>0

(1 Punkt)
mit dem zugehoérigen dualen Problem
maximiere b'A tber A € R™
AT c\ . .
sodass [Idm] A< (O) in R",
welches wegen der Form der Daten gleich dem Problem
maximiere c¢'A iber A € R™
-A b\ . _.
sodass [Idm] A< (O) inR
ist. (2 Punkte)

Identifiziert man nun A mit —x, dann erhélt man direkt die Form des Ursprungsproblems, ndmlich

minimiere c¢'x iiber x € R”
sodass Ax <b inR™
und x>0

(1 Punkt)

(b) Zwischen den zuldssigen Mengen des primalen und dualen Problems besteht also iiber die
Abbildung x = —A eine Bijektion. Ist eines der beiden Probleme unzuléssig, dann ist es natiirlich

das andere auch. (1 Punkt)
Ist eines der beiden Probleme unbeschréinkt, bspw. cx(M — —co, dann ist fiir AW = —x™
natiirlich auch ¢, = —¢"x(™ — oo im Widerspruch zur schwachen Dualitit, dieser Fall kann

also nicht auftreten.

Die Probleme miissen bei Zulassigkeit also beide beschrankt und damit 16sbar sein und die
Optimalwerte sind gleich.

In diesem Fall bezeichnen wir je einen primalen und dualen Minimierer mit x* und A*. Dann
sind —x* und —A* dual respektive primal zulédssig. Auf Grund der schwachen Dualitit und der
Gleichheit b = ¢ gilt dann

c(=x*) <A =c'x" < c(=1)
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woraus wir ¢'x* > 0 und ¢"A* < 0 folgern konnen und da beide den gleichen Wert haben muss
dieser Null sein. (2 Punkte)

Hausaufgabe 6.3 ((Un-)zuléssige und (un-)beschrankte primal-duale Paare) 3+ 3 = 6 Punkte

(a) Geben Sie ein primal-duales Paar von LPs an, in dem beide Probleme unzuléssig sind (vgl. Satz 8.9,
Fall (II)).

(b) Geben Sie ein primal-duales Paar von LPs an, bei dem das primale zulédssig und unbeschrankt
und das duale Problem unzuléssig ist (vgl. Satz 8.9, Fall (III)).

Loésung.

(a) DasLP

minimiere (-1, -1) (;1) iiber x € R?
2

sodass (1,0) (xl) =-1
X2
und x3,x, >0

ist unzuléssig (siehe erste Komponente der Gleichungsnebenbedingung).

Das zugehorige duale LP lautet

maximiere —A UberdeR

1 Sty _ -1
sodass (O) A+ (52) = (_1)
und s,82 >0

und es ist ebenfalls unzulissig (siehe zweite Komponente der Gleichungsnebenbedingung).
(3 Punkte)

Beachte: Der Trick beim Bauen solcher Beispiele ist, dass man, um das primale Problem unzu-
lassig zu machen, nur A und b setzen muss. Um dann das duale Problem unzuléssig zu machen,
hat man noch den Vektor ¢, den man quasi nachtraglich setzen kann. Der Vektor b hat dann
im dualen Probleme keine Bedeutung mehr fiir die Zulassigkeit. Wenn man noch zusétzlich
sieht, dass eine Komponenten x;, die im primalen Problem nicht mit in die Beschrankungen
aufgenommen wird, im dualen Problem immer dafiir sorgt, dass die dazugehorige Slackvariable
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s; allein das c¢; ergeben muss, dann kann man mit dem c die Vorzeichenbedingung der Slacks
verletzen.

(b) Das LP

minimiere (—1,—1) (;C_l) iiber x € R?
2

sodass (1,0) (zl) =
2

und x3,x2 >0
ist unbeschriankt.

Das zugehorige duale LP lautet

maximiere A uberA e R

1 $1 _ -1
sodass (0) A+ (82) = (_1)
und s;,8, >0

und es ist unzuldssig. (3 Punkte)

Beachte: Wie oben konnten wir die Unzulassigkeit des dualen Problems erreichen, indem wir
eine Komponente x; nicht in die Nebenbedingungen mit einbeziehen und die Komponenten
c; negativ wihlen. Da x; dann frei ist und der Wert im Kostenvektor negativ, ist das primale
Problem entsprechend unbeschrankt.

Zusatzaufgabe 6.4 (Bestimmung von zuldssigen Punkten/Losungen ist “gleich schwer”.) 4 Bonus-
punkte

Gegeben sei ein LP ein Normalform

Minimiere c¢'x iber x € R"
sodass Ax=b P)

und x> 0.

fir A € R™", b € R™, ¢ € R", und die beiden Aufgabenstellungen:

(a) Finde einen zulassigen Punkt von (P) oder stelle fest, dass keiner existiert.

(b) Finde eine Losung von (P) oder stelle fest, dass keine existiert.

Zeigen Sie, dass ein Algorithmus, der eine der beiden Aufgabenstellungen 16st, auch fiir die Losung
der jeweils anderen Aufgabenstellung verwendet werden kann.
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Losung.

Angenommen, wir haben einen Algorithmus fiir Punkt (a). Dann wenden wir den Algorithmus auf die
aquivalente Normalform des Problems

Minimiere 0 iiber (x, A, ) € R™"™"

Ax =D
sodass A'A+pu=c
c'x=0b"2

und (x,u) >0

an. Dieses Problem hat genau dann einen zulédssigen Punkt, wenn (P) einen Optimierer hat. Wegen
Folgerung 8.5 ist ein zuldssiger Punkt des Problems primal-dual optimal. Wenn hingegen ein primal-
dualer Optimierer existiert, dann erfiillt dieser nach Satz 8.6 die notwendigen Optimalitdtsbedingungen,
ist also insbesondere primal und dual zuléssig und hat keine Dualitétsliicke (zusatzlich wissen wir noch,
dass x und p komplementér sind). Der Algorithmus gibt uns also direkt eine Aussage zur Existenz von
Optimierern. Statt der Bedingung c¢"x = b"A kann natiirlich nicht einfach die Bedingung x"y = 0 in die
Nebenbedingung des Hilfts-LP aufgenommen werden, denn diese Bedingung ist nichtlinear - es ist
also ausschlaggebend, dass hier die Dualitatsliicke verwendet wird. (2 Punkte)

Angenommen, wir haben einen Algorithmus fiir Teil (b). Dann wenden wir den Algorithmus auf das
Problem
Minimiere 0 tber x € R"
sodass Ax=1b

und x> 0.

an. Liefert er eine optimale Losung, so wissen wir, dass das modifizierte Problem und damit auch
Gleichung (P) einen zuldssigen Punkt haben. Anderenfalls kann das modifizierte Problem nicht unbe-
schréankt sein, es bleibt also nur die Unzulassigkeit beider Probleme. (2 Punkte)

Eine Alternative Losung wire, den Algorithmus auf das Phase-I Problem, das wir aus dem Simplex
kennen, anzuwenden und anschlieffend die Komponenten von der Losung in den virtuellen Variablen
zu untersuchen.

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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