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UBUNG 5 (LOSUNG)
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Abgabedatum: 18. November 2024

Hausaufgabe 5.1 (Zusammenhang von Ecken/Extremalpunkten und zuléssigen Basisvektoren)
5 Punkte

Es sei P wie in (6.8) ein Polyeder in Normalform, und es gelte Rang(A) = m. Zeigen Sie die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

(a) x € R" ist eine Ecke/ein Extremalpunkt von P.
(b) x € R" ist zulassiger Basisvektor von P.

(c) es existiert ein Kostenvektor ¢ € R”, sodass x € R” die einzige Optimallosung des Problems

Minimiere ¢'x tber x € R
sodass Ax = b

und x > 0
ist.
Beachte: Die Aquivalenz von Aussagen (a) und (b) ist genau die Aussage von Satz 6.19 aus dem

Skript.

Losung.
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Sei x eine Ecke von P. Wir bezeichnen die Indexmenge, auf der x positiv ist (die Menge der
Indizes zu den inaktiven Nebenbedingungen) mit

I =J(x)={ie{1,...,n} |x; >0}

Die Spalten von A sind nach Satz 6.16 linear unabhangig. Damit muss |7 | < m gelten. Falls
|7| < m gilt, kann J (wegen Rang A = m) zu einer Basis B erginzt werden. (Dann ist x
degeneriert.) (2 Punkte)

Sei x ein zuléssiger Basisvektor mit Basis B. Wir setzen

_Jo fallsjeB
7711 fallsj ¢ B.

Dann ist x optimal wegen ¢" x = 0 und ¢" y > 0 fiir alle zuléssigen y. (1 Punkt)

Zudem ist x die einzige Optimallésung, denn fiir jedes optimale y gilt ¢" y = 0 und somit
yj =0=x; fiir j ¢ B.
Aus Apyp = Ay = b folgt dann, dass
yg = Ag'b = x5

und damit x = y. (1 Punkt)

Es seien x und c aus R"” wie gefordert gegeben. Angenommen x wire kein Extremalpunkt, dann
gabe esv,w € Pund A € (0,1), so dass x = Av + (1 — A)w. Wir konnten dann abschéitzen, dass

cx=c(l+(1A-Dw)=Aco+(1-A)c"w>Ac'x+(1-A)c'x =c"x,

was ein Widerspruch ist. (1 Punkt)

Hausaufgabe 5.2 (“Steilster Abstieg” in der Indexwahl im Simplex-Algorithmus) 4 Punkte

Der Simplex-Algorithmus (Algorithmus 7.6) lasst einige Freiheit in der Wahl der Indizes, welche in
die Basis aufgenommen werden sollen (Zeile 6) bzw. in die Nichtbasis aufgenommen werden sollen
(Zeile 11). Fiir den Index, der in die Basis aufgenommen werden soll, ist eine Moglichkeit bspw. die
Regel des steilsten Abstiegs, welche

r == min(arg min{c; | i € N}) (%)

verwendet.
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Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, dass die Wahl (x) nicht zum bestmdoglichen Abstieg im Kosten-
funktionalwert fithren muss.

Losung.

Die Steilste-Abstieg-Regel nutzt keine Informationen dazu, wie weit der néchste Schritt gehen wird.
Wir bauen also ein Beispiel, bei dem die weitere Schrittweite in die Richtung des weniger steilen
Abstiegs den Funktionswert insgesamt stiarker verbessert.

Wir betrachten dafiir das Problem

Minimiere (—1, -2, 0) (:) iber (x,s) € R2H

sodass x;+4x,+s=4

und (x,s) >0
fur
B={3}, N={12}, (x,5)=(0,0,4), c" (Jsc) =0.

Dann ergeben sich die reduzierten Kosten zu

~ _ -1
CN:CN—A-]rVABT CB :CN:( )

und die Regel (x) liefert den Tausch von r = 2 gegen ¢ = 3, was uns an den Punkt (x,s) = (0,1, 0) mit
T (¥ .
| ]= —2 bringt.

Der Tausch r = 1 gegen ¢ = 3 hingegen hitte uns an den Punkt x = (4, 0, 0) mit ¢’ (JSC) = —4 und damit
direkt an den Minimierer gebracht. (4 Punkte)
Beachte: Das Problem ist die Normalform der Optimierung iiber ein verzerrtes Standardsimplex in R?,

bei dem der Kostenvektor genau so gewahlt ist, dass die Funktionswerte in Richtung x, starker fallen
aber die andere Richtung auf Grund der Schrittlinge direkt zum Minimierer gefiithrt hétte.
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Hausaufgabe 5.3  (Post-Processing der Simplexphase I) 7 Punkte

Gegeben sei ein lineares Programm in Normalform (Gleichung (6.6)), fiir das 0.B.d. A. b > 0 ist. Um
das Optimierungsproblem mit dem Simplex-Algorithmus (Algorithmus 7.6) 16sen zu kénnen, benétigt
man eine Anfangsbasis zu einem zuléssigen Basisvektor. Wenn Rang A = m ist und das Problem
zuléssig ist, dann kann ein solcher zuldssiger Basisvektor durch Losen des linearen Hilfsproblems
(Phase-I-Problem)

Minimiere 1z {iber (x,z) € R” x R™
sodass Ax+z=1» (Gleichung (7.7))

und x>0, z>0

mit1 = (1,1,...,1)7 € R™ mit dem Simplex-Algorithmus bestimmt werden, siehe Satz 7.10. Ist der
berechnete optimale Basisvektor (x*, 0)" des Hilfsproblems nicht entartet, dann kann die dazugehéorige
Basis B* sofort als Anfangsbasis fiir die Losung des Ursprungsproblems verwendet werden. Andernfalls
kann die Basis B* noch Indizes in {n+1, ..., n + m} enthalten und muss daher modifiziert werden. Wie
das geht, sehen wir hier.

Es seien Rang A = m und ein entarteter optimaler Basisvektor des Phase-I-Problems (x*, z*)" mit z* = 0
zur Basis B* gegeben. Weiter sei ¢ € {n+1,...,n+m} N B".

(a) Zeigen Sie, dass ein Index r € {1,...,n} \ B* existiert, sodass fiir den durch [A,Id,,]g-dp- = a,
definierten Vektor d die Aussage d; # 0 gilt.
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(b) Zeigen Sie, dass (x*,0)" fiir jeden Index r, der die Eigenschaft aus Punkt (a) besitzt, ebenfalls ein
Basisvektor zur Indexmenge B* == (B* U {r}) \ {¢} ist.

(c) Beschreiben Sie, wie Sie einen Index r, der die Eigenschaft aus Punkt (a) besitzt, praktisch
bestimmen koénnen und wie Sie mit diesem Vorgehen aus einem optimalen Basis nach der
Phase-I-Optimierung eine Anfangsbasis fiir die Optimierung des Ursprungsproblems generieren

koénnen.
Loésung.
(a) Angenommen kein solch einr € {1,...,n} \ B* existiere, d. h.
firalle re{l,...,n}\ B mit [Aldy,]g dp=a, gilt d,=0.
Dann ist

ar € span {[A,Id;];}ien\ (o} Vre{l,...,n}\ B".

Die Nichtbasis-Spalten von A sind also durch m — 1 linear unabhéngige Spalten darstellbar, die
auch die Basis-Spalten von A enthalten. Jede Spalte von A ist also durch m —1 linear unabhéngige
Spalten darstellbar, das Bild von A also hdochstens (m — 1)-dimensional, also Rang A < m — 1.
Das ist ein Widerspruch zur Rangvoraussetzung an A. (2 Punkte)

(b) Wir missen zeigen, dass die Submatrix [A, Id,,] g+ regulér ist und

x*
e (7)<

Wegen (x*,z%), = (x*,z%), = 0 gilt offensichtlich

* *
X
*

[A, 1dy] g+ (’Z‘) = [A 1dy] 5 (’Z‘) = [A1d,,] (Z*)zb
B+ B*

(1 Punkt)

Auflerdem ist [A, Id,,] g+ regular, denn anderenfalls konnte die Spalte a, durch die verbleibenden
Spalten aus B* \ {r} = B*\ {¢} dargestellt werden kénnen, im Widerspruch zu d;, # 0. Konkret
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wiirden «;, i € B* existieren, die nicht alle 0 sind, so dass

0= Z a;a;

ieB*

Z a;a; + ayay

ieB*\{r}

Z a;a; + a, Z dia; + aydea, (denn [A1d,,] - dp = a;)
ieBt\{r} ieB*\{¢}

Z (a; + ayd;) a; + aydea,  (denn BY\ {r} = B*\ {¢}),
ieB*\{t}

weshalb wegen d;, # 0 auch [A, Id,,] g nicht reguldr wire, im Widerspruch zur Basiseigenschaft

von B*. (2 Punkte)
(c) Fiir einen Index £ € {n+1,...,n+ m} N B* bestimmen wir [A, Id,] 5" [Al {1, _np\pe- In der zu
{-gehorigen Zeile finden wir einen Nicht-Null-Eintrag, dessen Spaltenindex wir gegen £ in die
Basis reintauschen. (1 Punkt)
Das wiederholen wir, bis alle Basisindizes in {1, ..., n} liegen. (1 Punkt)

Zusatzaufgabe 5.4  (Zyklen im Simplex-Verfahren haben mindestens die Lange 3) 10 Bonuspunkte
Zeigen Sie, dass ein im Simplex-Verfahren soeben aus der Basis entfernter Index im nichsten Simplex-

Schritt nicht sofort wieder in die Basis aufgenommen werden wird.

Hinweis: Zeigen Sie, dass der Vektor der reduzierten Kosten im betreffenden Eintrag positiv sein wird.
Verwenden Sie dazu die Cramersche Regel.

Loésung.

Wir befinden uns im Simplex-Verfahren (Algorithmus 7.6) in dem Schritt, der den Index ¢ aus der Basis
entfernt und dafiir r aufnimmt. Hier passieren mit der aktuellen Basis B, die £ noch enthélt, und der
Nichtbasis N also folgende Schritte:

(a) Berechne die reduzierten Kosten ¢y = cy — AjAz ¢y

(b) Wihle einen Index r € N mit ¢, < 0

(c) Berechne Axp = —Ag'a,

(d) Bestimme f > 0 und ¢ € B gemif { = min{—Ax—;i i€B, Ax; < 0} = —Ax—;(
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(e) Setze
xi+tAx; firi€B, i#¢,
xi =1t firi=r,
0 sonst

Setze B = (BU {r}) \ {¢}
Setze N* == (N U {¢£}) \ {r}

(f) Berechne die neuen reduzierten Kosten
~ . T A-T
CN = CN+ — AN+AB+CB+

Wir zeigen, dass ¢; > 0 ist, so dass ¢ im folgenden pricing-Schritt nicht als neue Basisvariable in Frage
kommt, bzw. der Algorithmus in einem Optimierer terminiert. Dabei ist

E’? =Cy — a}AEIcB+.
(1 Punkt)
Abschiatzungsinformation zu dem ersten Term c; erhalten wir aus den Vorzeicheninformationen zu ¢,

aus Punkt (b), weil

0>¢ =c¢ — aIAgTCB =c,+ Ax;cB =cr+ Z Axici = ¢ + Z Axjc; + cpAxy

i€eB ieB\{t}
(2 Punkte)
ist, und damit wegen Ax, < 0 (Punkt (d)) auch
> ! + Z A
Cy —— | Cr XiCj
Axe ieB\{¢}
(1 Punkt)
Es gilt also
¢y =cp — apAgicp
=Cp— (A;ia() TCB+
———
::Ax};+
>—|c + Z Axie; |+ Axgic3+.
X¢ .
i€B\{£)

Dass die rechte Seite 0 ist, werden wir nun mit der Cramerschen Regel zeigen.
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Beachte: Bei der Anwendung der Cramerschen Regel ist wichtig zu erkennen, dass die Reihenfolge
der Spalten in der Matrix keine entscheidende Rolle spielt — durch Umsortieren der Losungseintrage
erhilt man auch immer die Losung zu dem Gleichungssystem mit der umsortierten Matrix. In der
Cramerschen Regel sieht man das daran, dass wir durch die zwei Determinanten teilen. Ein Umsortieren
der Spalten passiert also sowohl in der Matrix im Zahler, wie auch in der im Nenner. Permutation der
Spalten dndert im Zweifel also das Vorzeichen der Determinanten, aber immer in beiden, wodurch sich
der Losungseintrag nicht dndert. Fiir ein sauberes Aufschreiben unserer Losung macht es aber Sinn,
sich auf eine konkrete Reihenfolge einzulassen, da die Cramersche Regel auf verschiedene Matrizen
angewandt wird, die sich jeweils nur in der Spaltenreihenfolge unterscheiden. Die Reihenfolge spielt
beim Vergleich der Vorzeichen der Determinanten dieser Matrizen dann sehr wohl eine Rolle. Zwei
offensichtliche Moglichkeiten bieten sich an: Entweder aufsteigende Sortierung der Indizes oder die
Urpsrungsordnung der Basis B beibehaltend. Da Variante 1 zu stérenden Termen in den Gleichungen
fihrt, werden wir Variante zwei wahlen.

Wir bezeichnen mit

B= {il’ i23 ) iko—l’ lko > ik0+ls ) lm} = {ils i29 D) iko—la [7 ik0+1, LR lm}
——
=t
B" = {ll’ I2, ..., lk()—l’ lko > lk0+13 ) lm} = {ll; 12, .., lko—la r, lk0+1; ) lm}
——

=r

die endlichen Folgen der Indexelemente aus den Indexmengen B, B beziiglich einer durch B fest-
gelegten Reihenfolge (es wird also nicht nur ¢ durch r getauscht, sondern die restliche Reihenfolge
beibehalten). Weiterhin bezeichnen wir fiir k # k, die entsprechenden Folgen zu den modifizierten
Indexmengen mit

B \ {lk} U {r} = {ila i2’ ey ik—la r, ik+13 cees iko—ls lko 5 ik0+17 cees lm}
——
=f
B+ \ {lk} U {[} = {ilr i25 e ik—la f, ik+13 e iko—la lko 5 ik0+11 s lm}
~——

=r

und entsprechend die dazugehorigen Matrizen mit den dazugehorig ausgewéhlten Spalten mit

AB = (aila aiz; e aik,la ag, aik+1; R lm)

Apr = (ai, iy, - -, ig_1, Ary Qi yys - - - im)
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und wieder fur k # k¢ mit

AB\{ik}U{r} = {aip aiza MR aik_1: ar, aik+1: cet aiko—l’ aiko s aik0+1a ctc aim}
~——
=a,

AB*\{ik}U{(} = {ail,aig, ces Qig_ps Qb Qg s -5 Qi > Qi ,aik0+l,---,aim}
N——"
=a,

Die Cramersche Regel liefert sofort den Zusammenhang

det AB* 1

Xe=- detAg  Axf

(2 Punkte)

sowie fur alle ix € B mit k # ko (oder in Mengenschreibweise iy € B\ {¢} = B* \ {r}) den Zusammen-
hang

det Ap\ (i 1u{r} det Apn\ (i, uqe)
Axi = — OBV} g Ay = OBV
ik det Ag u i det Ag+

wobei auf Grund der Reihenfolge der Spalten a,, a; in Ap, (;,}u(r) und Ap+ (i, uqey gilt, dass
det Apy (i ju(ry = — det Apn\ (i ey,
denn eine der jeweiligen Matrizen lasst sich durch eine ungerade Anzahl von Spaltenpermutationen in

die jeweils andere tiberfithren, was das Vorzeichen der Determinante flipt. (2 Punkte)

Damit konnen wir weiter abschitzen:

1 T
E‘; > _A_ cr + Z Axic; | + AXE+CB+
Xe ieB\(¢}
= —Ax}e, - Z AxfAxic; + Ax e, + Z Ax e
ieB\{¢} ieBT \ {r}

———
=B\{¢}

(—Ax)FAx; + Ax]) ¢
ieB\{¢}
=0

. detAB\{i}U{r} + detAB+\{i}U{f}

1
icB\{£} det Ap:

0.
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(2 Punkte)
Zusatzaufgabe 5.5 (Implementierung eines Simplexverfahrens) 15 Bonuspunkte
Bearbeiten Sie P2_Simplexverfahren.ipynb.
Losung.
Siehe P2_Simplexverfahren_solutions.ipynb. (15 Punkte)

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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