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UBUNG 4
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Hausaufgabe 4.1 (Uberfithren auf Normalform) 4 Punkte

Gegeben sei die lineare Optimierungsaufgabe

Maximiere —2x; —3x; —4x3 iber x € R?
sodass x;+x2+x3 < 4
3x,+x3<6
2
3.

N

X1

X

)
N

Uberfiihren Sie das lineare Optimierungsproblem in ein dquivalentes Problem in Normalform.

Hausaufgabe 4.2 (Bezichungen zwischen den Polyederdarstellungen) 2+2+3+1+1+1+2 =
12 Punkte

In dieser Aufgabe untersuchen wir, in welchem Sinne ein beliebiges LP ,aquivalent” zu einem LP in
kanonischer Form ist (Lemma 6.3). Gegeben seien dafiir eine Matrix A € R™*", ein Vektor b € R™ und
ein Vektor ¢ € R™. Wir definieren die drei von uns verwendeten Mengendarstellungen

Pys = {x € R" | Ax < b} (Halbebenenschnitte)

+
Pcr = {(x+,x_) e R™|[A -A] (;C_) <b (x",x7) > O} (Kanonische Form)
x+
Pnr =14 (xt,x7,s) e R*™™M | [A A 1d,] | x~ | =0, (x*,x7,s) >0} (Normalform)
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und damit die dazugehorigen linearen Programme

Minimiere c¢'x iber x € R”

LP
sodass x € P, (LPws)
Minimiere ¢'x* —¢'x~ iber (x*,x7) € R*"
. - (LPcr)
sodass (x",x”) € Pcp,
Minimiere ¢'x* —c'x~ iber (x*,x7,s) € RZ™™
. (LPxE)
sodass (x7,x7,s) € Png.
Weiterhin fixieren wir die Abbildungen
Tie: R" — R*, T (x) = (max(x, 0), max(—x, 0)),
T : R*™ — R", T (xtx7) =xt —x7,
+ 0.1
TAF: R™ — R¥™M, T (x*,x7) = (x+,x_, b—[A —-A] (;_)) (02)
TSE : RE™ 5 R o (x,x7,s) = (x7,x7),

welche die Polyederdarstellungen aufeinander abbilden sollen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Die Abbildung ng ist injektiv und die Abbildung Tg:s ist nicht injektiv, denn es gilt
T (T (x)) = x
T ({x}) = TS (%) + {(8x, 6x) € R*| 6x € R"}

fur alle x € R™.

(b) Die Abbildung T(I:\IFF und die Einschrankung der Abbildung Tlglf auf Pyr sind injektiv, denn es gilt

T (TR (¢, x7)) = (x*,x7) fur alle (x*,x7) € R*",

T (TG (x*,x7,5)) = (x*,x7,s)  fir alle (x*,x7,s) € Pr.

(C) Pcr = TI_(%:(PHS) + {(53(', 5x) € R?" | ox = 0} und Pys = T(I}S(PCF).
(d) TAF (Pcr) = Par und T (Pyr) = Pey.

Wir bezeichnen weiterhin die Mengen der Optimierer der jeweiligen Polyeder Pys, Pcp und Py mit
Ous, Ocr respektive Ong.

(e) Zeigen Sie, dass Ocp = T}?SF (Oms) + {(8x, 5x) € R?" | 5x > 0} und Oys = Tgf(OCF).
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(f) Zeigen Sie, dass Onr = T3y (Ocr) und Ocr = TG (Onp).

(g) Schreiben Sie eine kurze Erklarung, in welchem Sinn die jeweiligen Probleme (LPys), (LPcp) und
(LPnr) »aquivalent® sind.

Hausaufgabe 4.3 (Innerste Punkte eines Polyeders) 3+ 2+1+1 =7Punkte

Es sei ein Polyeder P mit a; € R" und b; € R, i € {1,...,m} durch
P={xeR"|ajx< b, i=1...,m}

beschrieben. Fiir jeden Punkt x € P untersuchen wir den grofitmoglichen Radius r(x), so dass die
abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r(x) noch vollstandig im Polyeder P liegt. Ein
Maximierer von r(x) iiber P heifit Tschebyschow-Zentrum oder innerster Punkt von P. Ein solcher
Punkt hat also den grofitmoglichen Abstand zu den Seitenflachen des Polyeders.

(a) Formulieren Sie die Aufgabe, ein Tschebyschow-Zentrum des Polyeders P zu finden, als ein
lineares Optimierungsproblem in Normalform.

(b) Zeigen Sie, dass jedes beschrinkte, nichtleere Polyeder ein Tschebyschow-Zentrum mit endli-
chem Kugelradius besitzt.

(c) Geben Sie ein Polyeder an, das unendlich viele Tschebyschow-Zentren mit endlichem Kugelradius
besitzt.

(d) Geben Sie ein nichtleeres Polyeder an, das kein Tschebyschow-Zentrum besitzt.

Zusatzaufgabe 4.4 (Diskrete Tschebyschow-Approximation) 6 Bonuspunkte

Zu einer gegebenen Funktion f: [a,b] — R mita < b, a,b € R soll ein Polynom p(t) = ap + oyt +
azt? + ... + a,t" vom Hochstgrad n so bestimmt werden, dass der maximale Abstand zur Funktion f
in den Punkten t; € [a,b] fiir i = 1,..., m minimal wird. Es soll also das Problem

Minimiere max Ip(t:) — f(t)| iber (ay,...,a,) € R"™!
i=1,...m

gelost werden. Formulieren Sie die Aufgabe als lineares Programm in Normalform.

Bitte reichen Sie Ihre Losungen als ein PDF auf Mampf ein.
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