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Kapitel 1 Mathematische Grundlagen

Die Algebra (von arabisch .11, al-gabr, ,das Zusammenfiigen gebrochener Teile®, englisch: algebra)
hat ihren Ursprung in der Beschreibung von Losungsverfahren linearer und quadratischer Gleichungen.
Heute versteht den Begriff Algebra deutlich weiter, es geht jedoch immer um Strukturen, Abbildungen
zwischen Strukturen und die in ihnen geltenden ,Rechen“regeln. Speziell die lineare Algebra (englisch:
linear algebra) befasst sich mit ,linearen Strukturen®, das sind vor allem Vektorraume, Abbildungen
zwischen Vektorraumen und lineare Gleichungssysteme.

Wie andere Wissenschaften auch hat die Mathematik eine eigene Sprache, die man erlernen muss,
um die Gegenstéinde dieser Wissenschaft zu verstehen und sich sachgerecht ausdriicken und argu-
mentieren zu kénnen. Das Herz der Mathematik bilden Beweise. Jede Aussage, jeder Lehrsatz muss
bewiesen werden, d. h., durch logische Verkniipfungen aus den verwendeten Grundaxiomen und
bereits bewiesenen Aussagen hergeleitet werden.

Eine streng formale, axiomatische Einfithrung der Logik und logischer Schlussweisen ist im Rahmen
dieser Lehrveranstaltung leider nicht moglich. Diese kann spéter bei Interesse in weiterfithrenden
Veranstaltungen zur Logik nachgeholt werden. Wir beschrianken uns hier auf eine ,naive“ (nicht-
axiomatische) Einfithrung in die Logik.

§ 1 AUSSAGENLOGIK
Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.1, Magnus u. a., 2023, Kapitel 1-14

Definition 1.1 (Aussage, Wahrheitswert).

Eine Aussage (englisch: statement) ist ein Satz (einer Sprache), dem eindeutig entweder der Wahr-
heitswert wahr (kurz: W oder T, englisch: true, T) oder der Wahrheitswert falsch (kurz: F oder L,
englisch: false, F) zugeordnet werden kann. A

Der Satz kann dabei der gewohnlichen Sprache oder der mathematischen Sprache entstammen. Wir
bezeichnen Aussagen in der Regel mit Grof3buchstaben wie A, B usw.

Beispiel 1.2 (Aussagen und Nicht-Aussagen).

(i) A:9ist durch 3 teilbar.
Dieses ist eine wahre Aussage.

(if) B: Am 17.10.2023 ist London die Hauptstadt von Frankreich.
Dieses ist eine falsche Aussage.

(iii) C: Munchen ist 781 km von Hamburg entfernt.
Dieses ist keine Aussage, da der Satz zuviel Interpretationsspielraum lasst. Was ist mit ,Miinchen®
und ,Hamburg® gemeint? Mit welcher Toleranz ist die Entfernungsangabe zu verstehen?

https://tinyurl.com/scoop-la
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(iv) D: Das Team des VL Wolfsburg ist in der Saison 2023/24 deutscher Meister in der Frauen-
Fufiball-Bundesliga.
Dieses ist eine Aussage, deren Wahrheitswert wir im Moment aber nicht kennen.

(v) E:Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
Dieses ist ebenfalls eine Aussage, deren Wahrheitswert wir zur Zeit nicht kennen.' A

Ein grundlegendes Prinzip in der Mathematik ist es, aus bekannten Objekten durch Verkniipfung neue
Objekte zu schaffen. In der Logik heiflen diese Verkniipfungen Junktoren (englisch: logical operators,
junction, lateinisch: iungere: verbinden, verkniipfen). Ein Junktor erschafft also aus einer oder aus
mehreren Aussagen eine neue Aussage. Der Wahrheitswert der neuen Aussage ergibt sich aus den
Wahrheitswerten der miteinander verkniipften Aussagen. Wir definieren einen Junktor iiber seine
Wahrheitswerttabelle (auch: Wahrheitstafel, englisch: truth table).

Definition 1.3 (Junktoren).

Im Folgenden seien A und B Aussagen. Wir definieren folgende wichtige ein- und zweistellige Junkto-
ren.

(i) Negation (Verneinung, englisch: negation) -

Die Operation —A (sprich: ,nicht A“) heifit Negation. —A ist wahr,
wenn A falsch ist, und falsch, wenn A wahr ist.

L ID <N N
€=

(i) Konjunktion® (Und-Verkniipfung, englisch: conjunction) A

Die Aussage A A B (sprich: ,A und B®) ist dann wahr, wenn A und
B beide wahr sind, ansonsten falsch.

mmEE >
mEmE|w
mH s>

!siehe Primzahlzwillingsvermutung
2lateinisch: coniungere: verbinden
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(iii) Disjunktion3 (Oder-Verkniipfung, englisch: disjunction) Vv

Die Aussage A V B (sprich: ,A oder BY) ist wahr, wenn mindestens
eine der Aussagen A und B wabhr ist, ansonsten falsch. Das ,,Oder”
ist also in einem nicht-ausschlieffenden Sinne gemeint.

mEmE|w
mEEE <

A

W

w
F

F

(iv) Implikation* (Konditional®>, Wenn-Dann-Verkniipfung, englisch: implication) —

Die Aussage A — B ist iiber die nebenstehende Wahrheitswerttabel-

le definiert. Man benennt die Aussage auch als ,,A ist hinreichend A B ‘ A — B
fur B (englisch: ,A is sufficient for BY), ,B ist notwendig fir A* W W W
(englisch: B is necessary for A), ,A impliziert B“ (englisch: ,A W F F
implies B) oder ,Wenn A, dann B (englisch: ,If A, then B®). In F W W
einer Implikation A — B nennt man A auch das Antezedens (eng- F F W

lisch: antecedent, lateinisch: antecedens: das Vorausgehende) und
B das Konsequens (englisch: consequent, lateinisch: consequentis:

folgerichtig).

Die Implikation behauptet keinerlei kausalen oder sonstigen inhaltlichen Zusammenhang zwi-
schen den Aussagen A und B. Man spricht auch von materialer Implikation (englisch: material
implication). Die haufig anzutreffende Sprechweise ,Wenn A, dann B“ ist daher problematisch,
weil wir diese intuitiv als Kausalitét oder zeitliche Néhe interpretieren.

(v) Aquivalenz® (Bikonditional, Genau-Dann-Wenn-Verkn., englisch: equivalence) «

Die Aussage A < B ist wahr, wenn entweder A und B beide wahr

oder beide falsch sind, ansonsten falsch. Man benennt die Aussage A B ‘ A— B
auch als ,A ist notwendig und hinreichend fiir B (englisch: ,A W W W
is necessary and sufficient for B), ,A ist dquivalent zu B“ (englisch: W F F
LA is equivalent to B“), ,A genau dann, wenn B“ oder ,,A dann und F W F
nur dann, wenn B“ (englisch: ,A if and only if BY, ,A iff B). F T W

Auch hier gilt, dass die Aquivalenz nichts tiber einen eventuellen kausalen oder sonstigen
inhaltlichen Zusammenhang zwischen den Aussagen A und B aussagt. Man spricht auch von
materialer Aquivalenz (englisch: material equivalence). A

Quizfrage 1.1: Wieviele verschiedene einstellige Junktoren gibt es? Wieviele zweistellige?
Quizfrage 1.2: Konnen Sie alle zweistelligen Junktoren aus den oben genannten, also aus — sowie A,

V, — und <, zusammensetzen? Reicht evtl. sogar eine Teilmenge davon aus?

Beispiel 1.4 (Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache?).
Die Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache in logische Aussagen ist nicht immer ganz einfach.
Es folgen einige Beispiele jeweils mit einer oder mehreren gleichwertigen Symbolisierungen.

3lateinisch: disiungere: trennen, unterscheiden

4lateinisch: implicare: verwickeln

Slateinisch: conditio: Bedingung

®lateinisch: aequivalens: gleichwertig

7angelehnt an Beispiele aus Magnus u. a., 2023, Kapitel 5, genutzt unter der Lizenz CC-BY 4.0
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(i) Zum Burger servieren wir Pommes oder Salat.
Das ,oder” ist hier im ausschlieSenden Sinne gemeint.

P: Zum Burger servieren wir Pommes.
S: Zum Burger servieren wir Salat.

e (PVS)A(=(PAS))
* (PA(=8)) V(SA(=P))

(i) Obwohl Barbara energisch ist, ist sie nicht sportlich.

E: Barbara ist energisch.
S: Barbara ist sportlich.

o« EA(=S)
(iii) Du wirst keine Suppe bekommen, aber dafiir den Salat.

S1: Du wirst Suppe bekommen.
Sy: Du wirst Salat bekommen.

e (°S)AS
(iv) Du wirst Dich erkalten, es sei denn, Du tragst eine Jacke.

J: Du tréagst eine Jacke.
E: Du wirst Dich erkélten.

« JVE

An den Beispielen sieht man, dass unter der formalen Symbolisierung Nuancen der Sprache zugunsten

der Prézision verloren gehen. A

Lemma 1.5 (Umschreibung von — und <).

Es seien A und B Aussagen.
(i) Die Aussagen

« A—> B
« (WA) VB
+ (=B) — (—4)

haben dieselben Wahrheitstafeln.
(ii) Die Aussagen

« Ao B
e« (A—>B)A(B— A)

haben dieselben Wahrheitstafeln.

Beweis. Wir stellen die Wahrheitstafeln fiir die drei Aussagen in Aussage (i) auf:
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A B|A—>B|(mA)VB| =B =A (=B)— (-A)
W W W w F F w
W F F F W F F
F W W w F W w
F F W w W W w
Der Beweis der Aussage (ii) ist Teil von Hausaufgabe I-1.3. O

Da die Verkniipfung von Aussagen stets wieder auf Aussagen fiihrt, konnen wir durch wiederholte
Verkniipfung komplexe Aussagen aufbauen, wie etwa (A — D) — ((BV C) — (D A ()). Zur
Vereinfachung der Notation vereinbaren wir folgende Bindungsregeln:

- bindet starker als A bindet stirker als Vv bindet starker als — bindet stiarker als < .  (1.1)
Diese Regeln erlauben uns, auf Klammern zu verzichten. Beispielsweise ist

(=A) A B dasselbe wie —-AAB
und (=(AAB)) — (BV -B) dasselbe wie —(AAB)— BV -B.

Es gilt jedoch, dass Klammern zur Verdeutlichung nicht schaden kénnen. Statt (-) kénnen auch |[-]
oder {-} verwendet werden.

Wir berechnen jetzt die Wahrheitstafeln einiger zusammengesetzter Aussagen.

Beispiel 1.6 (Wahrheitstafeln zusammengesetzter Aussagen).

(i) ~(~AA=B)

A B|-A -B -AA-B|—(-AA-B)
W W| F F F W
W F| F W F W
F W|W F F W
F F| W W W F

Diese Wahrheitstafel ist offenbar dieselbe wie die von A V B.

(ii) AVB—> BAC

A B C|AvVvB BAC|AVB—-BAC
W W W w w w
W W F W F F
W F W W F F
W F F W F F
F W W W W w
F W F W F F
F F W F F w
F F F F F w

(iii) ="(AAB) & —-AV —B

https://tinyurl.com/scoop-la 1
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| =(AAB) -AV-B | =(AAB) & -AV-B

A B
W W
W F
F W
F F

€€
£

F
w
w
w

Die letzte Aussage —=(A A B) <> —=A V =B hat also immer den Wahrheitswert W, unabhéngig von
den Wahrheitswerten der Aussagen A und B. Eine solche Aussage nennt man Tautologie® (englisch:
tautology) oder logisches Gesetz. Tautologien spielen eine entscheidende Rollen in mathematischen
Beweisen, siehe § 3.

Definition 1.7 (logische Implikation, logische Aquivalenz).
Es seien A und B Aussagen.
(i) Die Aussage B heifit eine logische Implikation (englisch: logical implication) der Aussage A,
wenn A — B eine Tautologie ist. A heif}t dann Priamisse (englisch: premise), und B heif3t

Konklusion (englisch: conclusion). Wir schreiben: A = B und sagen: ,A impliziert B oder ,B
folgt aus A"

(ii) Die Aussagen A und B heiflen logisch dquivalent (zueinander) (englisch: logically equivalent),
wenn A < B eine Tautologie ist. Wir schreiben: A & B und sagen: ,A ist 4quivalent zu B“ oder
»A und B sind (zueinander) 4quivalent®. A

Beachte: Die logische Implikation und die logische Aquivalenz sind Aussagen iiber Aussagen. Sie sind
von den Junktoren ,Implikation“ (Konditional) und ,Aquivalenz® (Bikonditional) zu unterscheiden!

Wir vereinbaren, dass = und < noch schwicher binden als die Junktoren in (1.1).

Beispiel 1.8 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

(i) Die Aussage (A — B) A A impliziert die Aussage B, kurz: (A — B) AA = B, denn (A —
B) A A — B ist eine Tautologie:

A B|A—>B (A-BAA|(A—>BAA—>B
W wW| w w w
W F F F A
F W| W F w
F F W F w

(ii) Die Aussagen —(A A B) und —A V =B sind logisch dquivalent, kurz: =(A A B) & —AV =B, denn
—(A A B) & —A V —B ist eine Tautologie, wie in Beispiel 1.6 gerade schon gezeigt wurde. A

8altgriechisch: ravro: dasselbe
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Satz 1.9 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

Es seien A, B und C Aussagen. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.

-(-m4A) & A doppelte Verneinung’® (1.2)

A = T »Aus Beliebigem folgt Wahres."'° (1.3a)

1 A ~Aus Falschem folgt Beliebiges. " (1.3b)

ANA A Idempotenz' (1.4a)

AV A A Idempotenz (1.4b)
AANT A Neutralitat™ (1.5a)
AVl © A Neutralitat (1.5b)

AN L 1 Absorption' (1.6a)

AV T T Absorption (1.6b)
AN-A o 1L Komplementaritiat® (1.7a)
AV-A & T Komplementaritit'® (1.7b)
AAB & BAA Kommutativitiat von A" (1.8a)
AVB & BVA Kommutativitit von Vv (1.8b)
(AVB)VC & AV (BVCO) Assoziativitit von V'8 (1.92)
(AANAB)AC & AA(BACQ) Assoziativitat von A (1.9b)
-(AAB) & -AV-B De Morgansches Gesetz" (1.10a)
-(AVB) & —-AA-B De Morgansches Gesetz (1.10b)
AANBVC) o (AAB)V(AAQ) Distributivitiat®® (1.112)
AV(BAC) o (AVB)A(AVCO) Distributivitit (1.11b)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Aufstellen der Wahrheitstafeln und wird hier nicht ausgefithrt. O

Ende der Vorlesung 1

9lateinisch: duplex negatio affirmat
®lateinisch: verum ex quolibet
Mateinisch: ex falso quodlibet
Zenglisch: idempotence
Benglisch: neutrality
Menglisch: absorption
Senglisch: complementarity
16Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, lateinisch: tertium non datur
englisch: commutativity, lateinisch: commutare: tauschen, vertauschen
Benglisch: associativity, lateinisch: associare: verbinden, beigesellen
Yenglisch: De Morgan’s law
2%englisch: distributivity, lateinisch: distribuere: verteilen, aufteilen
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§ 2 PRADIKATENLOGIK

Literatur: Magnus u. a., 2023, Kapitel 22-39

Die Aussagenlogik reicht fiir die Bediirfnisse der Mathematik nicht aus. Beispielsweise lasst sich die
Aussage ,Wenn n eine gerade ganze Zahl ist, dann ist auch n? eine gerade ganze Zahl" innerhalb der
Aussagenlogik nicht wie erforderlich symbolisieren. Die Schwierigkeit ist, dass wir in der Aussagenlogik
keine Aussagen mit Variablen zur Verfiigung haben. Wir benétigen dazu die Priadikatenlogik®',
eine Erweiterung der Aussagenlogik. In der Pradikatenlogik ist es moglich, eine Aussage von dem
Gegenstand, iiber den sie gemacht wird, zu trennen. Neben den schon bekannten Junktoren verwendet
die Pradikatenlogik

« Aussageformen (englisch: statement) oder Pradikate (englisch: predicate), das sind sprachliche
Gebilde mit Variablen (Leerstellen), die nach Einsetzen der Variablen in Aussagen iibergehen.

Beispiele:

A(x) : x wohnt in Aachen.
Z(x) : x ist eine gerade ganze Zahl.

G(x, y) : x ist mindestens so grofl wie y.

Die Anzahl der Variablen einer Aussageform heifit deren Stelligkeit (englisch: arity).

« Quantoren (englisch: quantifier), und zwar

V fiir alle (Allquantor, englisch: universal quantifier),
3 es existiert (mindestens) ein (Existenzquantor, englisch: existential quantifier),

3! es existiert genau ein (Eindeutigkeitsquantor, englisch: uniqueness quantifier).

Zu jedem Quantor geben wir den Grundbereich (auch: Individuenbereich, Diskursuniversum,
Domine, englisch: universe of discourse, domain of discourse) an. In der Regel nimmt man an, dass
der Grundbereich nicht leer ist, um gewisse Komplikationen auszuschliefen. Der Grundbereich ist
wichtig und beeinflusst den Wahrheitswert einer quantorisierten Aussage:

Vx e N (x

0) ,Alle natiirlichen Zahlen sind nichtnegativ.* (wahre Aussage)
VxeR (x>0

>
> 0) ,Alle reellen Zahlen sind nichtnegativ:* (falsche Aussage)

Beispiel 2.1 (Symbolisierung von Séitzen der Umgangssprache mit Quantoren).
Wir betrachten die Aussageformen

E(x) : x hat 100 000 oder mehr Einwohner
S(x) : x ist eine Stadt

mit dem Grundbereich O := ,Menge aller Orte in Deutschland®. Dann kénnen wir die folgenden
Aussagen wie angegeben symbolisieren:

Es gibt mindestens eine Stadt in Deutschland, die 100 000 oder mehr Einwohner hat.
dx € O (E(x) A S(x))

*'genauer: Pradikatenlogik erster Stufe, englisch: first order logic
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Es gibt genau einen Ort in Deutschland, der 100 000 oder mehr Einwohner hat, aber keine Stadt ist.
Alx € O (E(x) A =S(x))

Alle Stadte in Deutschland haben 100 000 oder mehr Einwohner.
Vx € O (S(x) — E(x))

Keine Stadt in Deutschland hat 100 000 oder mehr Einwohner.
—3dx € O (E(x) A S(x)) A

Man sagt, dass die Variable einer Aussageform durch ihren Quantor gebunden (englisch: bound
variable) wird. Auf den Namen der Variablen kommt es dabei {ibrigens nicht an, es sind also Ix (E(x) A
S(x)) und Iy (E(y) A S(y)) aquivalente Aussagen.

Besonders mehrstellige Aussageformen spielen in vielen mathematischen Aussagen eine grofie Rol-
le. Die Reihenfolge verschiedener Quantoren ist dabei wichtig! Unterscheide zum Beispiel (siehe
Lehrveranstaltung Analysis)

Die Funktion f: (a,b) — R ist stetig:
Vx € (a,b) Ve > 035> 0Vy € (a,b) (x—y| <8 = [f(x) = fF()]| <¢).

vierstellige Aussageform

Die Funktion f: (a,b) — R ist gleichméafig stetig:
Ve> 035> 0Vx € (ab)Vy e (ab)(lx—yl <d—[f(x)—f(y)]<e).

Fir Aussagen mit Quantoren gelten folgende Regeln (ohne Beweis).
Satz 2.2 (logische Implikationen und Aquivalenzen von Aussagen mit Quantoren).

Es seien A, B einstellige Aussageformen mit gemeinsamem Grundbereich und C eine zweistellige
Aussageform. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.*

-(Vx A(x)) © Jx (-A(x)) Negation des Allquantors (2.13)
-(dx A(x)) © Vx (-A(x)) Negation des Existenzquantors (2.1b)
VxVyC(x,y) & VyVxC(x,y) Kommutativitit gleicher Quantoren
(2.2a)
Ax Ay C(x,y) o Ty 3IxC(x,y) Kommutativitit gleicher Quantoren
(2.3a)
Vx (A(x) AB(x)) < Vx A(x) AVx B(x) Distributivitit (2.4a)
dx (A(x) VB(x)) & dx A(x)V 3dx B(x) Distributivitit (2.4b)
(Vx A(x)) V (Vx B(x)) = Vx (A(x)V B(x)) (2.5a)
dx (A(x) AB(x)) = (3x A(x)) A (3x B(x)) (2.5b)
Vx (A(x) = B(x)) = (VxA(x)) — (Vx B(x)) (2.6a)

22 Aus Griinden der Lesbarkeit lassen wir die Angabe des Grundbereichs bei den Quantoren hier weg.
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dx (A(x) - B(x)) & (¥x A(x)) —» (3x B(x)) (2.6b)

Aufhttps://de.wikipedia.org/wiki/Pradikatenlogik#Quantoren finden sich schéne Veranschaulichungen
wahrer Aussagen mit zweistelligen Aussageformen und verschiedenen Quantoren.

§ 3 BEWEISMUSTER

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.1, Magnus u. a., 2023, Kapitel 15-21

In einem Beweis versuchen wir in der Regel, fiir gegebene Aussagen A, B die Implikation A = B
nachzuweisen. Das heif3t, wir miissen nachweisen, dass A — B eine Tautologie ist. Meistens besteht die
Pramisse A selbst aus einer Konjunktion (Und-Verkniipfung) mehrerer einzelner Pramissen. Nicht alle
Pramissen werden in der Formulierung eines mathematischen Satzes explizit genannt. Beispielsweise
wird man die als wahr geltenden Grundannahmen (Axiome) iiber die reellen Zahlen nicht jedes Mal
explizit erwihnen.

Ein Beweis wird oft in viele kleine Schritte zerlegt. Das Aufstellen einer Wahrheitswerttabelle ist nicht
zielfiihrend. Vielmehr werden wir Schlussregeln anwenden, die auf Tautologien beruhen. Solche Tau-
tologien haben wir in Satz 1.9 und Satz 2.2 bereits aufgefithrt. Dazu kommen die weiteren Tautologien

(A>BAA = B modus ponendo ponens, (3.12)
(A->B)A-B = -A modus tollendo tollens, (3.1b)
(A—>-B)AA = -B modus ponendo tollens?, (3.1¢)
(rA—>B)A-A = B modus tollendo ponens®, (3.1d)
(A-B)AB—>C) = (A—-0 Kettenschluss (englisch: chain inference). (3.2)

Quizfrage 3.1: Konnen Sie einfache Beispiele in Alltagssprache fiir die Argumentation gemif3 der vier
Argumentationsmuster in (3.1a)—(3.1d) angeben?

Folgende Beweismuster fiir Implikationen A = B werden haufig verwendet:

(1) Beim direkten Beweis (englisch: direct proof) wird A = B, typischerweise unter Verwendung
von Axiomen und bereits bewiesenen Satzen, direkt mit Hilfe von Schlussregeln hergeleitet.

(2) Beim indirekten Beweis oder Beweis durch Kontraposition (englisch: indirect proof, proof
by contrapositive) nutzen wir die Aquivalenz (A — B) & (=B — —A) aus. Wir fithren also
einen direkten Beweis fiir =B = —A.

(3) Beim Widerspruchsbeweis (englisch: proof by contradiction, lateinisch: reductio ad adsurdum:
Zuriickfithrung auf das Sinnlose) nutzen wir die Aquivalenz (A — B) & (A A =B) — L aus.
Dazu nehmen wir die Aussage A als wahr und die Aussage B als falsch an und zeigen, dass dann
1 folgt.

23Der modus ponendo tollens wird héufig als -(A A B) AA = —B geschrieben.
24Der modus tollendo ponens wird haufig als (A V B) A ~A = B geschrieben.
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(4) Beim Beweis durch Fallunterscheidung (englisch: proof by distinction of cases) nutzen wir

die Aquivalenz (AAC — B) A (AA-C — B) & A — B. Dabei ist C irgendeine weitere
Aussage. Wir nehmen also zunichst die Aussagen A und C als wahr an und zeigen, dass dann
auch die Aussage B wahr ist. Anschlieflend nehmen wir die Aussage A weiterhin als wahr aber
die Aussage C als falsch an und zeigen, dass dann wiederum die Aussage B wahr ist.

Beispiel 3.1 (verschiedene Beweismuster).

(1) direkter Beweis

()

(3)

Behauptung: Fir natiirliche Zahlen m, n gelte m? < n?, dann gilt auch m < n.

Wir symbolisieren die zugehorigen Aussagen iiber zweistellige Aussageformen:

A(m,n) : m? < n?

B(m,n) :m<n

und verwenden als Grundbereich fiir beide Variablen in beiden Aussageformen die Menge
N :={1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen. Wir wollen zeigen:

Vm € NVn e N (A(m,n) = B(m,n)).

Es seien dazu m,n € N.

m? < n? nach Definition von A
= 0<n’-m’ nach Subtraktion von m?
= 0<(n-m)(n+m) nach Rechenregeln in N
= 0<n-m da n+ m > 0 und nach Regeln von < in N
= m<n nach Rechenregeln in N.

Ab sofort werden wir solche Beweise als FliefStext schreiben, etwa wie folgt: ,Es seien m,n € N
und m? < n?. Dann gilt auch 0 < n* — m? = (n — m)(n +m). Die Division durch die positive Zahl
n+ m ergibt 0 < n — m, also auch m < n, was zu zeigen war.”

Die konkrete Benennung der verwendeten Aussageformen A und B war fiir den Beweis auch
nicht wesentlich, sodass wir im Folgenden darauf verzichten konnen.

Beweis durch Kontraposition

Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn 4" — 1 eine Primzahl ist, dann ist notwendig
n ungerade.

Kontraposition der Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn n gerade ist, dann ist
4" — 1 keine Primzahl.

Beweis: Es sei n € N gerade, also gilt n = 2k fiir eine Zahl k € N. Damit ist 4" — 1 = 42 —1 =
(4% — 1)(4* +1). Beide Faktoren sind > 1, d. h., 4" — 1 ist keine Primzahl.

Widerspruchsbeweis®
Behauptung: Fiir alle reellen Zahlen x € R gilt sinx + cos x # %

Beweis: Wir nehmen an, es gébe eine Zahl x;, € R mit der Eigenschaft sinx + cosx = % Durch
Quadrieren folgt dann (sin x()? + (cos x¢)? +2 (sin x¢)(cos xq) = %. Wegen (sin x)? + (cos x)% = 1

#Dieses Beispiel ist Thiele, 1979 entnommen.
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(4)

und 2 (sinx)(cos x) = sin(2 x) fur alle x € R (insbesondere auch fiir x,) folgt also sin(2 xy) =
% > 1. Jedoch nimmt die sin-Funktion nur Werte zwischen —1 und 1 an.

Weitere klassische Aussagen, die typischerweise mit Widerspruchsbeweisen gezeigt werden,
sind ,Es gibt unendlich viele Primzahlen“ und V2 ist keine rationale Zahl".

Beweis durch Fallunterscheidung

Behauptung: Fiir jede ganze Zahln € Z = {0,1,-1,2, -2, ...} gilt: n* + n ist gerade.
Beweis: Es sei n € Z. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: n ist ungerade.

In diesem Fall gilt also n = 2k + 1 fiir ein k € Z. Dann ist
n+n=0Q2k+1) +2k+1=4k*+4k+1+2k+1=4k>+6k+2,

also eine gerade Zahl.
Fall 2: nist gerade.

In diesem Fall gilt also n = 2 k fir ein k € Z. Dann ist
n“+n=2k?*+2k=4k*+2k,

also wiederum eine gerade Zahl. A

Das Ende eines Beweises wird oft mit der Abkiirzung q.e.d. (lateinisch: quod erat demonstrandum:
was zu zeigen war, englisch: what was to be proved) oder mit dem Symbol 0O markiert.

Andere Sitze sind nicht als Implikation formuliert, sondern in Form mehrerer 4quivalenter Aussagen
Ao A, & - © A, In diesem Fall verwenden wir haufig einen

(5) Beweis durch Ringschluss (englisch: closed chain inference). Bei diesem zeigen wir nach-

einander die Implikationen A; = A,, A, = Az usw. bis A,_; = A, und A, = A;, was dann
wiederum die gewiinschten Aquivalenzen zur Folge hat. Das erfordert n Beweisschritte. Wir
konnen sogar allgemeiner solange verschiedene Implikationen A; = A; zeigen, bis wir mittels
Kettenschluss von jeder der beteiligten Aussagen zu jeder anderen Aussage gelangen kénnen.
Die Anzahl der zu zeigenden Implikationen betragt aber mindestens n.

Quizfrage 3.2: Wieviele Implikationen wiren zu zeigen, wenn man die Aquivalenz der Aussagen
Ajund A fir i, j =1,...,nmit i # j paarweise zeigen wiirde?

Schliefllich betrachten wir noch den

(6) Beweis durch vollstindige Induktion (englisch: proof by induction), der dann verwendet

werden kann, wenn wir die Wahrheit einer Aussageform A(n) fiir alle ganzen Zahlen n € Z
ab einem gewissen Startindex ng € Z zeigen wollen, also fiir n > ny. In diesem Fall zeigen wir
am Induktionsanfang (englisch: base case) die Wahrheit der Aussage A(ny). Oft wird der
Induktionsanfang bei ny = 0 oder ny = 1 gesetzt.

Im Induktionsschritt (englisch: induction step) wird A(n) = A(n+1) gezeigt. Dabei heift A(n)
die Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung (englisch: induction hypothesis).
Bei Bedarf kann sogar auf alle vorgehenden Aussagen A(ny), ..., A(n) zuriickgegriffen werden,
also A(ng) A--- A A(n) = A(n + ny) gezeigt werden.
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Ein schones Beispiel fiir einen fehlerhaft ausgefiihrten Induktionsbeweis ist das Pferde-Paradoxon,
bei dem ,bewiesen“ wird, dass alle Pferde dieselbe Farbe haben.

Beispiel 3.2 (vollstindige Induktion).
Behauptung: Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist gleich %n (n+1).

A(n) : znlj: %n(n+1).
j=1

Induktionsanfang bei ny = 1: A(1) lautet: 2}21 j= % -1-2, was eine wahre Aussage ist. Wir zeigen nun
im Induktionsschritt, dass A(n) auch A(n + 1) impliziert:

n+l n
Z j=n+1+ ) j wegen der Assoziativitiat der Addition
Jj=1 J=1
1
=n+1+ " (n+1) nach Induktionsannahme, dass A(n) wahr ist
1
=(n+1) [1 + En] wegen des Distributivgesetzes fiir Addition und Multiplikation
n+2
=(n+1 [ ]
(4]
1
= E(n +1) (n+2),
was A(n + 1) entspricht. A

Ende der Vorlesung 2

Ende der Woche 1

§ 4 MENGENLEHRE

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.2, Janich, 2008, Kapitel 1.1, Janich, 2008, Kapitel 6

Georg Cantor, Begriinder der Mengenlehre, hat 1895 folgenden Versuch der Definition einer Menge
angegeben:

sunter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung X von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von X genannt werden) zu einem Ganzen.”

Diese urspriingliche Definition hat allerdings Schwichen, wie wir gleich noch sehen werden.

Wir bezeichnen Mengen oft mit Grof3buchstaben. Ist X eine Menge (englisch: set) und x ein Element
(englisch: element) von X, so notieren wir diese Beziehung als x € X (seltener auch X 5 x) und lesen
»Xx ist Element von X oder kurz ,x in X“ oder auch ,X enthilt x“. Das Symbol x ¢ X (oder X # x)
driickt aus, dass x kein Element von X ist.

Mengen sind vollstandig durch ihre Elemente bestimmt. Zwei Mengen X und Y sind also genau dann
gleich (englisch: equality of sets), wenn sie dieselben Elemente enthalten. In Symbolen:

X =Y ist definiert als die Wahrheit der Aussage Vx e X (x€Y) A VyeY (ye€X).
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Mengen koénnen beispielsweise durch Aufzahlung ihrer Elemente in geschweiften Klammern {}
angegeben werden, etwa

X = {2,3,5}.

Da Mengen nur aus ,wohlunterschiedenen® Elementen bestehen und es auf die Reihenfolge nicht
ankommt, kénnten wir dieselbe Menge auch als

X = {5,2,3,2}

beschreiben. Wichtige Mengen sind die Zahlbereiche (englisch: number systems)

N:=1{123...} Menge der natiirlichen Zahlen?,
Np :={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null,
Z:=1{0,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen”’,
@ = {ﬂ ’ mezZ nez\ {0}} (vorliufige) Menge der rationalen Zahlen?®,
n
R Menge der reellen Zahlen®,
C:={a+bilabeR} Menge der komplexen Zahlen3°,

die hier nur informell definiert werden. Fiir die wirkliche Definition der rationalen Zahlen Q verweisen
wir auf das Ende von § 5. Elementare Eigenschaften der komplexen Zahlen C werden in Anhang A
besprochen.

Eine weitere Moglichkeit, Mengen anzugeben, besteht darin, Elemente anhand bestimmter Eigenschaf-
ten zu sammeln. Es sei dazu A eine Aussageform mit Grundbereich X, der eine Menge sein soll. Dann
koénnen wir

Y = {x e X|A(x)} (4.1)

betrachten, bestehend aus den Elementen von X, fiir die A(x) eine wahre Aussage ist. Diese Konstruk-
tion heiit Mengenkomprehension (englisch: set comprehension).

Hier erkennt man ein Problem der sehr freien Definition einer Menge nach Cantor. Sie lasst es zu, X
als die Menge aller Mengen zu definieren. Wahlen wir dann A(x) als die Aussageform ,enthalt sich
nicht selbst®, so definiert

R={xeX|x ¢x}

also die ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten®. Stellen wir jetzt die Frage, ob R sich
selbst enthalt, so erkennen wir das Problem:

« Falls R sich selbst enthélt (R € R), dann liegt das daran, dass R die Komprehensionsbedingung
R ¢ R erfiillt.

« Falls R sich nicht selbst enthilt (R ¢ R), dann erfiillt R die Komprehensionsbedingung R ¢ R
nicht, also gilt R € R.

26englisch: natural numbers

*Tenglisch: integer numbers, lateinisch: integer: ganz, unversehrt
Zenglisch: rational numbers, lateinisch: ratio: Verhltnis
29englisch: real numbers

3%englisch: complex numbers
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In Kurzform erhalten wir den Widerspruch R € R < R ¢ R. Dieser Widerspruch ist als Russell-
Paradoxon (englisch: Russell’s paradox) oder Russell-Antinomie der ,naiven® Cantorschen Mengen-
lehre bekannt geworden, entdeckt 1901 von Russell und unabhingig etwa zeitgleich von Zermelo.?

Die Auflésung in der modernen, axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel (ZF-Men-
genlehre) (englisch: ZF set theory) besteht darin, den Mengenbegriff geeignet einzuschranken, sodass
Konstruktionen wie die ,Menge aller Mengen® nicht mehr moglich sind. In dieser Lehrveranstaltung
konnen wir die zugeho6rigen Axiome3* nicht behandeln und verweisen auf spitere Spezialveranstal-
tungen. Wir weisen aber darauf hin, dass die Mengenkomprehension (4.1) in Form des sogenannten
Aussonderungsaxioms als Konstruktionsprinzip von Mengen weiterhin vorkommt. Wesentlich ist nur
eben, dass der Grundbereich X der Aussageform A eine Menge im Sinne der ZF-Axiome sein muss.?3

Intervalle lassen sich beispielsweise tiber Mengenkomprehension definieren:

Beispiel 4.1 (Mengenkomprehension).
Es seien g, b € R. Dann heift

[a,b] ={x €eR|a < x < b} abgeschlossenes Intervall®,
(a,b] ={xeR|a<x<b} links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall®,
[a,0) = {xeR|a<x<b} links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall3’,
(a,b) ={xeR|a<x < b} offenes Intervall®’,
[a,00) = {x e R|a < x} rechtsseitig unendliches abgeschlossenes Intervall®,
(a,00) = {x eR|a<x} rechtsseitig unendliches offenes Intervall®,
(=00,b] = {x e R|x < b} linksseitig unendliches abgeschlossenes Intervall*°,
(—o00,b) = {x eR|x < b} linksseitig unendliches offenes Intervall®,
(—00,00) ={xeR|T}=R beidseitig unendliches Intervall**.

Dabei ist {x € R|a < x < b} eine gebriauchliche Kurzschreibweise fiir {x € R|a < x A x < b}.
Die Intervalle der Form [aq, b], (a,b], [a,b) und (a, b) heilen endliche Intervalle (englisch: finite
intervals) oder beschrinkte Intervalle (englisch: bounded intervals) mit Endpunkten (englisch:
end points) a,b € R. Diese sind leer, wenn b < a bzw. b < a gilt. Die Bedeutung der Eigenschaften
offen (englisch: open) und abgeschlossen (englisch: closed) wird in der Lehrveranstaltung Analysis
behandelt.

Wir definieren fiir a, b € Z auch

[ab] =[ablnZ ganzzahliges Intervall (englisch: integer interval). A

3'Eine bekannte andere Formulierung des Russell-Paradoxons ist die folgende. In einem Dorf lebt ein (méannlicher) Barbier,
der alle Manner rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert der Dorfbarbier sich selbst?

32Bei Interesse konnen Sie sich aber unter https://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre#
Die_Axiome_von_ZF_und_ZFC einen Eindruck verschaffen.

33Ist der Grundbereich keine Menge, so landet man beim Begriff der Klasse (englisch: class), sieche etwa Deiser, 2022a,
Kapitel 3. Ein wichtiges Beispiel ist die Klasse aller Mengen (englisch: class of all sets).

34englisch: closed interval

35englisch: left-open, right-closed interval

36englisch: left-closed, right-open interval

37englisch: open interval. Bei der Notation (a, b) fiir offene Intervalle besteht eine Verwechslungsgefahr mit den Elementen
(a,b) des kartesischen Produkts von zwei Mengen, siehe Definition 4.8.

38englisch: unbounded above, closed interval

39englisch: unbounded above, open interval

4%englisch: unbounded below, closed interval

4lenglisch: unbounded below, open interval

42englisch: unbounded above and below interval
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Definition 4.2 (Teilmenge, Obermenge).
Fir Mengen A und B definieren wir:

(i)

(if)

A ist eine Teilmenge (englisch: subset) von B, kurz: A C B, wenn jedes Element von A auch ein
Element von B ist, kurz: Ya € A (a € B). In diesem Fall sagen wir auch, B sei eine Obermenge
(englisch: superset) von A, und schreiben B 2 A.

A ist eine echte Teilmenge (englisch: proper subset) von B, kurz: A ¢ B, falls A € Bund A # B
gilt. In diesem Fall sagen wir auch, B sei eine echte Obermenge (englisch: proper superset) von
A, und schreiben B 2 A.

Die Teilmengenbeziehung C zwischen Mengen heift auch Inklusion (englisch: inclusion).43 A

Beispielsweise erzeugt die Mengenkomprehension (4.1) immer eine Teilmenge ¥ € X. Auflerdem
gelten die echten Inklusionen

NCNyoCZCcQcRcC.

Quizfrage 4.1: Wie kann man sich davon iiberzeugen, dass die Inklusionen echt sind?

In der axiomatischen Mengenlehre gibt es genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere
Menge (englisch: empty set) 0.

Definition 4.3 (Schnitt, disjunkte Mengen, Vereinigung, Differenz, symmetrische Differenz).

()

(ii)

Es sei U eine nichtleere Menge von Mengen. Dann heif3t die Menge

(U = {x|VeU (xev)} (4.2)

die Schnittmenge, der Durchschnitt oder Schnitt (englisch: intersection) von U. Sind die
Elemente von U iber eine nichtleere Indexmenge I indiziert, gilt also U = {U;|i € I}, so
schreiben wir auch

m U; = {x|Vi el (xe Ui)}. (4.3)
i€l

Besteht speziell U = {Uy, Uz} aus nur zwei Elementen, so schreiben wir auch
UNU, = {x|x€U1 A xEUz}. (4.4)

Gilt ﬂ U = 0 bzw. ﬂ U; = 0 bzw. Uy NU, = 0, so heiflen die Elemente von U bzw. die Mengen
iel

U; bzw. die Mengen U; und U, disjunkt (englisch: disjoint).

Es sei U eine (moglicherweise leere) Menge von Mengen. Dann heifit die Menge

U(Ll:= {x|3U€(LI(x€U)} (4.5)

die Vereinigungmenge oder die Vereinigung (englisch: union) von Y. Sind die Elemente von
U iiber eine Indexmenge I indiziert, gilt also U = {U; | i € I}, so schreiben wir auch

UU,- ={x|Jiel(xeU)}. (4.6)

iel
Besteht speziell U = {Uj, Uz} aus nur zwei Elementen, so schreiben wir auch

UuU, = {x|er1 \% erz}. (4.7)

43]ateinisch: includere: einschliefSen
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Definition 4.4 (Differenz, symmetrische Differenz, Komplement).
Fir Mengen X und Y definieren wir

(i) die Differenzmenge (englisch: set difference) von Y in X
X\Y={xeX|x¢VY}

kurz auch als ,X ohne Y* bezeichnet.

(ii) die symmetrische Differenz (englisch: symmetric difference) von X und Y

XAY = (X \ Y) U (Y \ X).

Ist weiter X irgendeine Menge und A C X eine Teilmenge, so definieren wir

(iii) das Komplement (englisch: complement) von A in X

A =X\A={xeX|x ¢ A}

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Da die Menge X im Symbol A€ nicht angegeben wird, muss sie dabei aus dem Zusammenhang

klar sein. A
Quizfrage 4.2: Was sind XAX und XA0?
Lemma 4.5 (Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung).
Es seien X, Y und Z Mengen. Dann gilt:
XNY=YNnX Kommutativitiat von N (4.112)
XUY=YUX Kommutativitit von U (4.11b)
XnNnY)ynZ=Xn(YNn2Z) Assoziativitat von N (4.12a)
Xuyuz=XuU((Yuz Assoziativitiat von U (4.12b)
XNYuz)=(XnY)u(Xn2z Distributivitit (4.132)
XU(Ynz2)y=(Xuy)nXxuz Distributivitit (4.13b)
X\Y=X\(XnY) (4.14)
XNY=X & XcCY (4.152)
XUY=Y & XcCVY (4.15b)
Sind A und B Teilmengen einer Menge X, bzgl. der wir das Komplement nehmen, so gilt weiter:
(ANB)=A°UB° De Morgansches Gesetz (4.16a)
(AUB) =A°NB° De Morgansches Gesetz (4.16Db)
(A=A Komplementbildung ist involutorisch** (4.17)
ACB & BCA° (4.18)
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Beweis. Der Beweis kann durch Ausnutzungvon X =Y © Vx (x e X o x € Y)und X C Y &
Vx (x € X — x € Y) auf Satz 1.9 zuriickgefithrt werden. Die Details werden hier nicht ausgefithrt. O

Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir auch hier wieder Bindungsregeln:
-“ bindet stirker als \ bindet stirker als N bindet stirker als U, (4.19)

wodurch wir beispielsweise das erste Distributivgesetz auch als XN (Y UZ) = X NY U X N Z schreiben
konnten.

Definition 4.6 (Potenzmenge).
Fiir jede Menge A heif3t
P(A) == {B|B C A} (4.20)

die Potenzmenge (englisch: power set) von A. A

In der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel gibt es das Potenzmengenaxiom, das
garantiert, dass jede Menge eine Potenzmenge besitzt.

Beispiel 4.7 (Potenzmenge).
(i) Fur A=0ist P(A) = {0}.

(ii) Fur A = {a} ist P(A) = {(2), {a}}.
(iii) Fur A ={a, b} ist P(A) = {(Z), {a}, {b}, {a, b}}. A

Definition 4.8 (kartesisches Produkt endlich vieler Mengen).

(i) Far Mengen A und B definieren wir das kartesische Produkt (englisch: Cartesian product)
oder Kreuzprodukt (englisch: cross product)

AXB:={(a,b)lace A AN b€ B}. (4.21)

Die Elemente des kartesischen Produkts heiflen geordnete Paare (englisch: ordered pairs) oder
einfach Paare (englisch: pairs) (a, b).

(ii) Analog kdnnen wir auch das kartesische Produkt von mehr als zwei Mengen definieren, etwa
A X B x C, dessen Elemente Tripel (englisch: triplets) (a, b, ¢) sind. Allgemeiner heiflen die
Elemente (ay, ay, . .., a,) des Produkts X}, A; von n > 2 Mengen n-Tupel (englisch: n-tuples).
Dabeigilt a; € A; furi=1,...,n.

(iii) Wir schreiben A*> = A x A und allgemeiner A" = X! A fiir das kartesische Produkt einer
Menge A mit sich selbst. A

Beispiel 4.9 (kartesisches Produkt).

(i) Ist A = {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und B = {7, 8, 9, 10, Bube, Dame, Konig, As}, so entsprechen die
Elemente des kartesischen Produkts A X B gerade den 32 Karten eines Skatspiels, also (Kreuz, 7),
(Kreuz, 8) usw. bis (Karo, As).

44auch: selbst-invers, englisch: involutory, self-inverse
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(ii) Fur Intervalle A = [1,3] und B = [2, 3] konnen wir das mehrdimensionale Intervall (englisch:
multi-dimensional interval) A X B = {(x,x2) |1 € x1 € 3 A 2 < x2 € 3} € RXR wie folgt

illustrieren:
3
2
1 4
1 2 3 A

Ende der Vorlesung 3

§ 5 RELATIONEN

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.3

Relationen®> geben Beziehungen zwischen Objekten an wie beispielsweise 1 < 3 oder 5 € N oder
3| 756 (,3 teilt 756°).

Definition 5.1 (Relation).

Es seien X und Y Mengen. Ist R € X XY, so heift (R, X, Y) eine Relation (englisch: relation) zwischen
X und Y. Die Menge R heifit der Graph der Relation (englisch: graph of a relation). Im Fall Y = X
sprechen wir von einer homogenen Relation (englisch: homogeneous relation) auf X. A

Wenn X und Y klar sind, sagt man auch oft, R selbst sei die Relation. Statt (x, y) € R schreiben wir
auch x R y, um die Lesart ,x steht in Relation zu y* zu erleichtern.

Beispiel 5.2 (Relation).

(i) Ist X die Menge der Teilnehmenden an der Lehrveranstaltung Lineare Algebra I und Y =
{Mathematik, Physik, Informatik} eine Menge von Studienfichern, so ergibt die Beziehung ,Die
teilnehmende Person x studiert das Fach y. eine Relation zwischen X und Y.

(ii) Wir sagen, die Zahl x € Z teilt (englisch: divides) die Zahl y € Z, in Symbolen: x | y, wenn eine
Zahl n € Z existiert, sodass y = nx gilt. Insbesondere teilt jede ganze Zahl die Zahl 0, und die
Zahl 1 teilt jede ganze Zahl.

Die folgende Tabelle stellt die Teilbarkeitsrelation (englisch: divisibility relation) ,Die Zahl x
teilt die Zahl y auf der Menge X =Y = {0,1,2,...,10} = [0,10] dar:

45lateinisch: relatio: Verhéltnis, Beziehung
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x|y 011|234 |5|6|7]8]|9]10
0 .

2 . . . . . .
3 . . . .

4 . o .

5 . . .
6 . .

7 . .

8 . .

9 . .

10 . .

(iii) EsseiX =Y =RundR = {(x, y) € R? |x < y} die gewohnliche Kleiner-Gleich-Relation
auf R (englisch: usual less-or-equal relation).

(iv) Es sei X eine Menge, £ (X) die Potenzmenge und R = {(A, B) € P(X) X P(X) |A c B} die
Inklusionsrelation (englisch: inclusion relation).

(v) Auf einer beliebigen Menge X heifit die Menge

Ax = {(x,y)eXxX|x:y} (5.1)

die Diagonale (englisch: diagonal) in X X X. Die Relation idx = (Ax, X, X) heif3t die Gleich-
heitsrelation (englisch: equality relation) oder Identititsrelation (englisch: identity) auf der
Menge X.

(vi) Auf einer beliebigen Menge X heift die Relation Ux = (U, X, X) mit U = X X X die universelle
Relation (englisch: universal relation). A

Quizfrage 5.1: Konnen Sie weitere Beispiele fiir Relationen benennen?

Definition 5.3 (Komposition von Relationen).
Es seien X, Y und Z Mengen sowie (R, X,Y) und (S, Y, Z) zwei Relationen. Dann heif3t die Relation
(SoR,X,Z) mit

SoR = {(x,z) eXxZ|EIy€ Y mit (x, y) € Rund (y,2) ES} (5.2)

die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die Hintereinan-
derausfiithrung, die Verkniipfung oder die Verkettung von R und S. Um die Reihenfolge klar zu
benennen, sagt man auch ,,S nach R". A

Quizfrage 5.2: Durch die Komposition welcher Relationen kann man die Relation ,,Onkel sein von*
ausdriicken?

Definition 5.4 (Umkehrrelation).
Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation. Dann heifit (R™!, Y, X) die Umkehrrelation
(englisch: reverse relation) oder inverse Relation (englisch: inverse relation) von R, wobei

R :={(ba) e YxX|(ab) eR} CYXX

definiert ist. A
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Quizfrage 5.3: Wie bezeichnet man die Umkehrrelationen von ,kleiner oder gleich sein als®, , Teilmenge
sein von“ bzw. ,Teiler sein von“?

Quizfrage 5.4: Wie konnte man die Umkehrrelationen der Teilbarkeitsrelation auf Z bezeichnen?

Wir definieren nun einige wichtige Eigenschaften, die Relationen auf einer Menge besitzen kénnen.

Definition 5.5 (Eigenschaften homogener Relationen).

Es sei X eine Menge und (R, X, X) eine Relation auf X.
(i) Rheiit reflexiv (englisch: reflexive), wenn gilt:

(x,x) € R firalle x € X.

(ii) R heifit symmetrisch (englisch: symmetric), wenn gilt:

(x,y) €R = (y,x) €R.

(iii) R heiflt antisymmetrisch (englisch: antisymmetric), wenn gilt:

(x,y) €Rund (y,x) eR = x=y.

(iv) R heif3t transitiv (englisch: transitive), wenn gilt:

(x,y) €eRund (y,z) R = (x,2) €R.

(v) R heif3t total (englisch: total), wenn gilt:

(x,y) € Roder (y,x) € R furallex,y € X. A

Quizfrage 5.5: Die Reflexivitit von R kann man auch als idx C R ausdriicken. Wie sieht das fiir die
anderen Eigenschaften aus?

Beispiel 5.6 (Eigenschaften homogener Relationen).

« Die Teilbarkeitsrelation | auf Z ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch, antisymmetrisch
oder total.

« Die Teilbarkeitsrelation | auf Ny ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht symme-
trisch oder total.

« Die Relation ,.x liebt y“ auf einer Menge von Personen hat in der Regel keine der fiinf genannten
Eigenschaften. A
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§ 5.1 ORDNUNGSRELATIONEN

Definition 5.7 (Ordnungsrelation).
Es sei X eine Menge.

(i) Eine Relation (R, X, X) auf X heifit eine Ordnungsrelation, Halbordnung oder partielle
Ordnung (englisch: partial ordering), wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Das
Paar (X, R) heifit dann eine halbgeordnete Menge (englisch: partially ordered set).

(ii) Ist die Relation R zusitzlich total, dann heif3t sie eine Totalordnung (englisch: total ordering).

Das Paar (X, R) heiflt dann eine totalgeordnete Menge (englisch: totally ordered set). A

Ordnungsrelationen werden oft mit Symbolen wie <, < oder C notiert. Unter Verwendung der Notation
< konnen wir fir eine Ordnungsrelation auf X also festhalten, dass fir alle x, y, z € X gilt:

x < X, (5.32)
x<yundy<x = x=y, (5-3b)
x<yundy<z = x<z (5.3¢)

Die Idee von Ordnungsrelationen ist es, Elemente einer Menge beziiglich einer bestimmten Eigenschaft
zu vergleichen. Bei einer Totalordnung ist dabei jedes Element mit jedem Element vergleichbar, bei
einer Halbordnung nicht unbedingt.

Beispiel 5.8 (Halbordnungen und Totalordnungen).
(i) Die Identitétsrelation idy ist eine Halbordnung auf jeder Menge X.

(ii) Die universelle Relation Uy ist keine Halbordnung auf jeder Menge X, die mindestens zwei
Elemente enthalt.

(iii) Die Kleiner-Gleich-Relation < ist eine Totalordnung auf jeder Teilmenge von R.

(iv) Die Inklusionsrelation C ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge #(X) jeder beliebigen
Menge X. Sie ist eine totale Ordnung dann und nur dann, wenn X entweder kein oder genau
ein Element enthalt.

(v) Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Halbordnung auf N. A

Lemma 5.9 (Halbordnungen < und ).
Es sei < eine Halbordnung auf einer Menge X. Dann ist auch die inverse Relation > eine Halbordnung
auf X. Ist < eine Totalordnung, dann auch »>.

Beweis. Dieser Beweis ist Teil von Hausaufgabe I-2.3. O

Definition 5.10 (Vergleichbarkeit, obere und untere Schranken, Supremum und Infimum, maximale
und minimale Elemente, Maximum und Minimum).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

(i) Zwei Elemente x, y € X heiflen vergleichbar (englisch: comparable), wenn x < y oder y < x
gilt.
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(ii) b € X heif3t eine obere Schranke (englisch: upper bound) von A C X, wenn gilt:

x < b firallex e A. (,Ganz A ist <)

(iii) b € X heiflt ein Supremum (englisch: supremum, lateinisch: supremum: das Groflte) oder
kleinste obere Schranke (englisch: least upper bound) von A C X, wenn gilt:

b ist eine obere Schranke von A, und fiir jede obere Schranke bvon A gilt: b < b.

(iv) b € X heifit ein maximales Element (englisch: maximal element) von A C X, wenn gilt:

beAundfirallex e Agil: b<x = x=0. (,Kein Element von A ist grofier.)

(v) b € X heifit ein Maximum (englisch: maximum) von A C X, wenn gilt:

b € A, und fur alle x € A gilt: x < b. (,Ganz A ist hochstens so grof3.)

(vi) a € X heif3t eine untere Schranke (englisch: lower bound) von A C X, wenn gilt:

a<x firallex € A. (,Ganz A ist =)

(vii) a € X heif3t ein Infimum (englisch: infimum, lateinisch: infimum: das Kleinste) oder grofite
untere Schranke (englisch: greatest lower bound) von A C X, wenn gilt:

a ist eine untere Schranke von A, und fiir jede untere Schranke a von A gilt: a < a.

(viii) a € X heif}t ein minimales Element (englisch: minimal element) von A C X, wenn gilt:

ac€A undfirallex e Agilt x <a = x=a. (,Kein Element von A ist kleiner.)

(ix) a € X heif3t ein Minimum (englisch: minimum) von A C X, wenn gilt:

a € A, und fur alle x € A gilt: a < x. (,Ganz A ist mindestens so grof3.)

Wenn A C X eine obere Schranke besitzt, so heifit A nach oben beschrankt (englisch: bounded
above), ansonsten nach oben unbeschrinkt (englisch: unbounded above). Wenn A C X eine untere
Schranke besitzt, so heifit A nach unten beschrinkt (englisch: bounded below), ansonsten nach
unten unbeschrinkt (englisch: unbounded below). A

Wir zeigen nun einige ausgewahlte Eigenschaften.

Lemma 5.11 (Eigenschaften und Beziehungen zwischen Supremum und Maximum, Infimum und
Minimum).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge und A C X.

(i) Existiert ein Supremum von A, so ist dieses eindeutig.
(ii) Existiert ein Maximum von A, so ist dieses eindeutig.

(iii) Ist b das Maximum von A, so ist b gleichzeitig das Supremum von A.
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(iv) Hat A ein Supremum b, so gilt: Gehort b zu A, so ist b das Maximum von A. Gehort b nicht zu A,
so besitzt A kein Maximum.

Analoge Aussagen gelten auch fiir das Infinum und Minimum von A.

Beweis. Aussage (i): Wir nehmen an, b € X und b € X seien beides Suprema von A. Dann sind b und
b beides obere Schranken. Da b ein Supremum von A ist, gilt b < b. Da b ein Supremum von A ist, gilt
b < b. Aufgrund der Antisymmetrie von < folgt nun b = b

Aussage (ii): Wir nehmen an, b € X und b € X seien beides Maxima von A. Dann gehdren b und b
beide zu A. Da b ein Maximum von A ist, gilt b < b. Da b ein Maximum von A ist, gilt b < b. Aufgrund
der Antisymmetrie von < folgt nun b = b

Aussage (iii): Es sei b das Maximum von A. Es gilt also b € A und x < b fiir alle x € A. Das heifit aber,
dass b eine obere Schranke von A ist. Ist nun b eine weitere obere Schranke von A, dann gilt x < b fur
alle x € A, insbesondere b < b. Das zeigt, dass b das Supremum von A ist.

Aussage (iv): Es sei b das Supremum von A. Insbesondere ist b eine obere Schranke von A, es gilt also
x < b fur alle x € A. Falls nun b zu A gehort, dann ist b per Definition das Maximum von A. Falls
jedoch b nicht zu A gehort, so ist b per Definition kein Maximum von A. Ein Maximum von A kann
auch nicht existieren, sonst wire es nach Aussage (iii) gleichzeitig das Supremum, also gleich b. O

Beispiel 5.12 (Schranken, extremale Elemente, Maxima und Minima, Suprema und Infima).

(i) In den natirlichen Zahlen N mit der gewohnlichen Totalordnung < ist die Zahl 1 das Minimum
und damit das Infimum. Eine obere Schranke existiert nicht.

(i) Es sei X eine beliebige nichtleere Menge. In der Potenzmenge # (X) mit der Halbordnung C ist
0 das Minimum von $(X) und X das Maximum von P (X) .

Hat X mindestens zwei Elemente, dann besitzt die Teilmenge A = P (X) \ {0} das Infimum 0,
aber kein Minimum. Die minimalen Elemente von A sind genau die einelementigen Teilmengen
von X. A

Quizfrage 5.6: Kénnen Sie sich eine Menge mit einer Halbordnung oder einer totalen Ordnung
vorstellen, die kein maximales Element besitzt?

§ 5.2 AQUIVALENZRELATION

Definition 5.13 (Aquivalenzrelation).

Es sei X eine Menge. Eine Relation (R, X, X) auf X heif}t eine Aquivalenzrelation (englisch: equiva-
lence relation), wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Elemente x, y € X, die x R y erfillen,
heiflen (zueinander) dquivalent (englisch: equivalent). A

Aquivalenzrelationen werden oft mit Symbolen wie =, ~ oder = notiert. Unter Verwendung der Notation
~ konnen wir fiir eine Aquivalenzrelation auf X also festhalten, dass fiir alle x, y, z € X gilt:

X ~ X, (5.42)
X~y = y~x (5.4b)
x~yundy~z = x~z (5.4¢)

Die Idee von Aquivalenzrelationen ist es, die Elemente einer Menge, die eine bestimmte Eigenschaft
gemeinsam haben, zusammenzugruppieren und als gleichwertig zu betrachten.
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Beispiel 5.14 (Aquivalenzrelationen).

(i) Die Identitétsrelation idy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.
(ii) Die universelle Relation Uy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.

(iii) Esseim € N fest gewahlt. Auf der Menge X = Z ist durch
xgy & dneZ(x—y=nm) (5.5)

eine Aquivalenzrelation erklirt (Quizfrage 5.7: Details?). Anders ausgedriickt, x und y unter-
scheiden sich nur um ein Vielfaches von m, also, m | (x — y). Diese Relation heifit Kongruenz-
relation modulo m (englisch: congruence relation modulo m).4° A

Definition 5.15 (Aquivalenzklasse, Reprisentant, Reprisentantensystem).

Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Fur x € X hei3t die Menge
[x] ={yeX|y~x} (5.6)

die Aquivalenzklasse (englisch: equivalence class) von x bzgl. ~. Statt [x] schreibt man manch-
mal auch [x]. oder auch x/ ~.

(ii) Jedes Element einer Aquivalenzklasse heif3t ein Reprisentant (englisch: representative, latei-
nisch: repraesentare: darstellen) dieser Aquivalenzklasse.

(iii) Eine Menge S C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Reprisentanten enthélt, heift
ein Repriasentantensystem (englisch: system of representatives) von ~. A

Beispiel 5.16 (Aquivalenzklasse, Repriisentant).

(i) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der Identitatsrelation. Dann gilt [x] = {x} fur
alle x € X. Jede Aquivalenzklasse hat also nur ein Element und damit einen eindeutigen
Reprasentanten. Das einzige Reprasentantensystem ist X selbst.

(ii) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der universellen Relation. Dann gilt [x] = X fiir alle
x € X.Falls X # 0 ist, dann gibt es also nur eine Aquivalenzklasse, und diese enthilt alle Elemente
von X. In diesem Fall ist jede einelementige Teilmenge von X ein Reprisentantensystem.

(iii) Die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation modulo m (m € N) heiflen auch die Restklassen
modulo m (englisch: residue classes).4” Die Restklasse von a € Z modulo m ist also

la]={yeZly=a}
={yeZ|IneZ(y-a=nm)}
={a+nm|neZ}
=a+mZ.

Das Repriasentantensystem {0,1,...,m — 1} heif}t das natiirliche Reprisentantensystem
(englisch: natural system of representatives) der Kongruenzrelation modulo m.

460ft wird diese Relation statt x = yalsx =y (mod m) geschrieben.
47Der Name leitet sich aus der Tatsache ab, dass die Elemente einer Restklasse durch die Eigenschaft charakterisiert sind,
dass sie bei ganzzahliger Division durch m denselben Rest lassen.
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(iv) Speziell im Fall m = 2 gibt es genau zwei Aquivalenzklassen (Restklassen):

2

[0]={yeZ|y=0}
={yeZ|IneZ(y-0=2n)}
={y € Z| y ist gerade},

2

[U={yeZly=1
={yeZ|IneZ(y-1=2n)}
={y € Z| y ist ungerade}.

Das natiirliche Représentantensystem ist {0, 1}, ein anderes ist {—2, 4339}. A

Satz 5.17 (Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt).
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~. Weiter seien [x] und [y] zwei Aquivalenzklassen.
Dann sind diese entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Nehmen wir an, [x] und [y] seien nicht disjunkt. Das heifit, sie haben ein Element z € X
gemeinsam. Es sei nun x ein beliebiges Element aus [x]. Dann gilt

X~x~2z

Wegen der Transitivitat von ~ ist also X dquivalent zu z, das nach Voraussetzung zu [y] gehort. Damit
haben wir [x] C [y] gezeigt. Die umgekehrte Inklusion folgt analog. m]

Definition 5.18 (Partition).
Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Menge von Teilmengen von X, also U € P (X). U heifit
eine Partition (englisch: partition) oder disjunkte Zerlegung von X, wenn gilt:

(i) Fir alle x € X gibt es eine Menge U € U, die x enthalt.

(ii) Furalle U,V € U gilt, dass U und V entweder gleich sind oder disjunkt.
(iii) 0 ¢ U. A
Zu Eigenschaft (i) sagen wir auch, dass die Mengen in U die Menge X iiberdecken (englisch: to

cover) oder eine Uberdeckung (englisch: cover, covering) von X darstellen. Zu Eigenschaft (ii) sagen
wir, dass die Mengen in U paarweise disjunkt (englisch: pairwise disjoint) sind.

Satz 5.19 (Partitionen werden genau durch Aquivalenzrelationen erzeugt).

(i) Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~. Dann bildet die Menge der Aqui-
valenzklassen {[x] |x eX } eine Partition von X.

(ii) EsseiX eine nichtleere Menge und U eine Partition von X. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Aquivalenzrelation ~, sodass U genau aus den Aquivalenzklassen von ~ besteht.

Wir konnten diesen Satz etwas ungenau auch so ausdriicken, dass die Partition einer Menge X ,dasselbe”
ist wie eine Aquivalenzrelationen auf X.
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Beweis. Aussage (i): Zur Abkiirzung sei U = {[x] !x € X } die Menge der Aquivalenzklassen.
Wir weisen die Eigenschaften der Definition 5.18 nach. Zunéchst ist jedes x € X Element seiner
Aquivalenzklasse [x], da ja x ~ x gilt. Das zeigt Eigenschaft (i). Nach Satz 5.17 sind Aquivalenzklassen
paarweise disunkt. Das zeigt Eigenschaft (ii). SchlieBlich sind Aquivalenzklassen nicht leer. Damit ist
auch Eigenschaft (iii) gezeigt.

Der Beweis von Aussage (ii) ist Teil von Hausaufgabe I-2.3. O

Definition 5.20 (Quotientenmenge, Invarianz).
Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Die Menge der Aquivalenzklassen

X/~={[x]|x € X} (5.7)

heiflt auch die Quotientenmenge (englisch: quotient set) oder die Faktormenge (englisch:
factor set) von ~.

(ii) Eine Aussageform A auf X heifit invariant (englisch: invariant) oder wohldefiniert (englisch:
well-defined) unter ~, wenn x ~ y impliziert, dass A(x) und A(y) denselben Wahrheitswert
haben. A

Die Invarianz ist wichtig, wenn man eine Aussageform auf der Quotientenmenge dadurch definieren
mochte, dass man sie auf den Elementen jeder Aquivalenzklasse definiert. Dabei ist sicherzustellen,
dass sich tatsichlich fiir jedes Element einer Aquivalenzklasse derselbe Wahrheitswert ergibt.

Beispiel 5.21 (wohldefinierte Aussageformen).

{3 . 2 .
(i) Die Aussageform ,x ist eine gerade ganze Zahl” ist unter der Kongruenzrelation = wohldefiniert,
da die Restklassen [0] und [1] jeweils nur aus geraden bzw. nur aus ungeraden ganzen Zahlen
bestehen.

(ii) Dieselbe Aussageform ist jedoch unter der Kongruenzrelation 2 nicht wohldefiniert, da die
Restklassen [0], [1] und [2] jeweils sowohl gerade als auch ungerade ganze Zahlen enthalten. A

Die Menge der rationalen Zahlen wurde zu Beginn von § 4 vorldufig als

Q= {%|meZ, neZ\{O}}

% und :—i unterschiedliche Elemente, die wir

jedoch miteinander identifizieren wollen. Zu diesen Zweck verwenden wir die Aquivalenzrelation

eingefithrt. Darin werden sind aber beispielsweise 3,

m mp
—~— & m-ny=my-n. (5.8)
n ny
Das fithrt uns zur Definition
m
Q::{;|mEZ,nEZ\{O}}/~ (5.9)
fiir die rationalen Zahlen. Statt der Aquivalenzklasse [%] schreiben wir iblicherweise weiter =,
arbeiten also immer mit Reprasentanten. Das erklért auch die iibliche Notation % = % = :—i an Stelle
1.3 =2
von 5 ~ 2 ~ =2
2 76T "4

Ende der Vorlesung 4

Ende der Woche 2
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§ 6 ABBILDUNGEN

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.3, Deiser, 2022b, Kapitel 1.4, Jdnich, 2008, Kapitel 1.2

In diesem Abschnitt geht es um den grundlegenden Begrift der Abbildung oder Funktion. Eine Abbil-
dung ist dabei nichts anderes als eine spezielle Relation.

Definition 6.1 (weitere Eigenschaften von Relationen).
Es seien X und Y Mengen. Eine Relation (R, X, Y) zwischen X und Y heift

(i) linkstotal (englisch: left-total), falls fiir alle x € X ein y € Y existiert, sodass x R y gilt.
(ii) rechtseindeutig (englisch: right-unique), falls fiir alle x € X und alle y;, y, € Y gilt: xR y; A
XRy, = y1 =y, A

Definition 6.2 (Funktion).

Es seien X und Y Mengen. Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation (f, X, Y) zwischen X und
Y heif3t Abbildung (englisch: map) oder Funktion (englisch: function) von X in Y oder auf X mit
Werten in Y. Die Menge X heifit der Definitionsbereich (englisch: domain) oder die Definitions-
menge und die Menge Y der Zielmenge (englisch: codomain) von f. Ist Y = X, so spricht man auch
von einer Funktion von X in sich. A

Den Sachverhalt, dass f eine Funktion von X in Y ist, driicken wir auch in der Form

f: X —>Y oder XLY oder Y<LX

aus. Statt x f y schreiben wir y = f(x) oder x — f(x) und sagen, x werde abgebildet auf f(x). Auch
die kompakten Schreibweisen

X-Y

X>3x f(x) €Y oder f:{ )
x - fi(x

fir die Definition einer Funktion sind tiblich.

Beachte: Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Definitionsbereichen, Zielmengen
und ihren Abbildungsvorschriften tibereinstimmen.

Die Menge
{(x,f(x))|xeX}QX><Y (6.1)

heiit der Graph (englisch: graph) der Funktion f: X — Y .48

Beispiel 6.3 (Abbildungen).
(i) Es seien X und Y Mengen und y, € Y. Dann heifit die Abbildung f mit

Xox f(x) =y €Y

die konstante Funktion (englisch: constant function) auf X mit dem Wert y.

48Der Begriff des Graphen einer Funktion stimmt also iiberein mit dem Begriff des Graphen der Funktion als Relation, vgl.
Definition 5.1.
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(ii) Es seien X und Y Mengen mit X C Y. Dann heif3t die Abbildung i,_,y mit
X3x 0 ixoy(x) =x

die kanonische oder natiirliche Injektion (englisch: canonical injection, natural injection)
oder die kanonische oder natiirliche Einbettung (englisch: canonical embedding, natural
embedding) von X in Y.

(iii) Im Fall X = Y heifit die kanonische Einbettung auch die Identitit (englisch: identity) oder
identische Abbildung (englisch: identity map) von X in Y und wird mit idx bezeichnet, also

X 3 x b idx(x) = x.

Der Graph von idy ist also gerade die Diagonale Ay, siehe (5.1). A

Definition 6.4 (Bild, Einschrankung, Fortsetzung).
Essei f: X — Y eine Funktion.4

(i) Fir A C X heif3t
f(A) = {f(x)[x €A} (62)
die Bildmenge oder kurz das Bild (englisch: image) von f auf A oder das Bild von A unter f.

(ii) Ist A C X, dann heiflt die Funktion f] ,
Asx e fly(x)=f(x) €Y

die Einschriankung oder Restriktion (englisch: restriction, lateinisch: restringere: zuriickzie-
hen) von f auf A.

(iii) Gilt zusétzlich f(A) € B, so bezeichnen wir mit f |ﬁ die Einschriankung von f auf A, wobei
zusatzlich die Zielmenge durch B ersetzt wird, also die Funktion

A>x Hflﬁ(x) = f(x) € B.
Gilt insbesondere f(X) C B, dann bezeichnet f|? die Funktion

X3xm fIB(x) = f(x) € B,
bei der gegeniiber f nur die Zielmenge ersetzt wird.

(iv) Ist C 2 X und D 2 Y, dann heif3t eine Funktion g: C — D, die auf X mit f iibereinstimmt, fiir
die also g|§ = f gilt, eine Fortsetzung (englisch: extension) von f. A

An Stelle von f], schreibt man auch manchmal f [ A.

Beispiel 6.5 (Bild, Einschrankung, Fortsetzung).
Wir betrachten die Funktionen>®

R>x - f(x) =sin(x) € R mit dem Bild [-1,1],
R 3 x — g(x) :=sin(x) € [-11] mit dem Bild [-1,1],

gz 5 x = h(x) = sin(x) € [-1,1]  mit dem Bild {-1,0, 1},
gz 5 x - i(x) = sin(x) € {=1,0,1} mit dem Bild {~1,0,1}.

Dann sind g, h und i Einschriankungen von f, und f ist eine Fortsetzung von g, h und i. A

49Wir sagen damit insbesondere, dass X und Y Mengen sind.
S°Hierbei bedeutet ZZ die Menge der ganzzahligen Vielfachen von 7.
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Definition 6.6 (Urbild).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Fiir B C Y heif3t die Menge

f71(B) = {x e X| f(x) € B} (6.3)

die Urbildmenge oder das Urbild (englisch: pre-image) von B unter f. A

Beispiel 6.7 (Urbild).
Wir betrachten die Funktion
Roxm— x*eR.

Dann ist
{Vy. -y} fallsy > o,
' {yh =110} falls y = 0,
0 falls y < 0. A

Satz 6.8 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Weiter seien I und J irgendwelche Indexmengen und {X; | i € I} eine
Menge von Teilmengen von X sowie {Y; | j € J} eine Menge von Teilmengen von Y. Dann gilt:

f(U Xi) = Uf(Xz) (6.4a)
iel iel

(%) <o (6.4b)
i€l iel

Uy =Usro (6.40)
JjeJ JjeJ

() =N (6.40)
JjeJ JjeJ

Beweis. Wir beweisen hier nur (6.4a) und (6.4c). Die Aussagen (6.4b) und (6.4d) sind Teil von Hausauf-
gabe I-3.1.

Zum Beweis von (6.4a):

seslUv)

iel

& dieldxeX; (y=f(x)) nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge
& diel(yef(Xp)) nach Definition (6.2) des Bildes f(X;)
& yE U f(Xy) nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge.

iel
Zum Beweis von (6.4¢):

ver(UJy)

JjeJ
S dye U Y (y=f(x) nach Definition (6.3) des Urbildes
jeJ
& 3FjeJ3yeY; (y=f(x)) nachDefinition (4.6) der Vereinigungsmenge
e Jje](xefU(Y)) nach Definition (6.3) des Urbildes
&S xe€ U (Y nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge. =

jeJ

36 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

Beispiel 6.9 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
In (6.4b) gilt i. A. nicht die Gleichheit, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei

R*3 (x,y) — f(x,y) =x €R.
Fir die Mengen A = {(0,0)} und B = {(0,1)} gilt

f(ANB)=f(0)=0,
aber f(A) N £(B) = {0} N {0} = {0}. A

§ 6.1 INJEKTIVITAT UND SURJEKTIVITAT
Definition 6.10 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat).
Eine Funktion f: X — Y heifit

(i) surjektiv (englisch: surjective, onto) oder Surjektion oder rechtstotal (englisch: right-total),
wenn f(X) =Y gilt.>" Man sagt auch, f bilde X auf Y ab.

Aquivalent dazu ist
VyeY (f7'({y}) # 0)
(ii) injektiv (englisch: injective, one-to-one) oder Injektion oder linkseindeutig (englisch: left-
unique), wenn fur alle xy, x, € X gilt: f(x1) = f(x2) = x1 = x5

Aquivalent dazu ist

Vy € Y (£ '({y}) hat kein oder genau ein Element)

(iii) bijektiv (englisch: bijective), wenn f surjektiv und injektiv ist.>3
Aquivalent dazu ist
Vy €Y (f '({y}) hat genau ein Element) A
Als Substantive sind die Bezeichnungen Surjektion (englisch: surjection), Injektion (englisch: injec-
tion) und Bijektion (englisch: bijection) gelaufig.
Quizfrage 6.1: Kénnen Sie (nicht-mathematische) Beispiele fiir injektive, surjektive bzw. bijektive

Funktionen benennen?

Lemma 6.11 (Bijektiv-Machen einer injektiven Funktion).

Es sei f: X — Y eine injektive Funktion. Dann ist f|f %) (also die Einschrinkung der Zielmenge auf
die tatsachliche Bildmenge) bijektiv.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-3.2. O

Beispiel 6.12 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitit).

5'Die Surjektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X - Y ausgedriickt.
52Die Injektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X »» Y ausgedriickt.
53Die Bijektivitat von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X »» Y ausgedriickt.
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(i) Die Funktion
Raxm—xeR

ist nicht surjektiv und nicht injektiv.

(ii) Die Funktion
R3x - x? € Ry

ist surjektiv, aber nicht injektiv. Hierbei ist Ry¢ = {x € R|x > 0} die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen.

(iii) Die Funktion
Rsg3xH— x’eR

ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(iv) Die Funktion
R;OBXF—)XZER>()

ist bijektiv.

(v) Sind X und Y Mengen mit X C Y, dann ist die kanonische Injektion ix_,y injektiv. A

Definition 6.13 (Komposition von Funktionen).
Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Die Funktion

X3xm h(x) =g(f(x) eZ

heifit die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die Hin-
tereinanderausfiithrung, die Verkniipfung oder die Verkettung von f und g. Sie wird auch mit
h = g o f bezeichnet. Um die Reihenfolge klar zu benennen, sagt man auch ,g nach f* A

Wir kénnen den Sachverhalt aus Definition 6.13 auch durch

g f

Z«——Y ——X

gof

illustrieren.

Die Voraussetzung, dass die Zielmenge von f mit der Definitionsmenge von g iibereinstimmt, kann
relaxiert werden. Die Komposition g o f ist definiert, sofern f(X) C Y gilt.

Beispiel 6.14 (Komposition von Funktionen).

Es seien
R>x f(x) =x*€R,

Rax—g(x) =x+1€eR.

Dann sind f(R) € R und g(R) C R, also sind sowohl g o f als auch f o g definiert. Sie sind gegeben

durch
R3x (gof)(x) =x*+1€R,

R3x (fog)(x) = (x+1)* e R. A
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Bemerkung 6.15 (Komposition mit der Identitidt und mit der kanonischen Einbettung).
Essei f: X — Y eine Funktion. Dann gilt

foidy=f=idyof, (6.5)
fla=foiasx fiir A C X, (6.6)
f=(iyso )Y fir B2 Y. (6.7)

A

Lemma 6.16 (Komposition von Funktionen ist assoziativ).
Esseien f: X - Y,g: Y — Zund h: Z — W Funktionen. Dann gilt (hog)o f =ho(go f),d. h, die
Komposition von Funktionen ist assoziativ.

Beweis. Fur x € X gilt
((hog)o f)(x) = (heog)(f(x) =h(g(f(x)
und (ko (go f))(x) =h((go f)(x) = h(g(f(x))).

Folglich stimmen (hog) o f: X - Wund ho (go f): X — W in Definitionsbereich, Zielmenge und
Abbildungsvorschrift iiberein. O

Lemma 6.17 (Komposition injektiver und surjektiver Funktionen).
Esseien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.

(i) Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.

(ii) Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.

(iii) Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

(iv) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.
Beweis. Aussage (i): Fiir x;, x; € X gelte (g o ) (x1) = (g o f)(x2), also g(f(x1)) = g(f(x2)). Aus der
Injektivitit von g folgt f(x1) = f(x2), und aus der Injektivitat von f folgt weiter x; = x,. Alsoistgo f
injektiv.
Aussage (ii): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektitit von g gibt es ein y € Y, sodass z = g(y) gilt.
Wegen der Surjektivitit von f gibt es ein x € X, sodass y = f(x) gilt. Es gilt also z = g(y) = g(f(x)) =

(go f)(x),d.h,z e (go f)(X).

Aussage (iii): Es seien xy, x; € X, sodass f(x1) = f(x;) gilt. Dann gilt auch g(f(x;)) = g(f(x2)), und
wegen der Injektivitit von g o f folgt x; = x3, d. h., f ist injektiv.

Aussage (iv): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektivitit von g o f gibt es ein x € X, sodass z = g(f(x))
gilt. Das heifit aber z = g(y) fur y = f(x), also ist g surjektiv. O

Folgerung 6.18 (Komposition zur Identitat).
Esseien f: X — Yundg: Y — X Funktionen. Wenn go f = idy ist, dann ist f injektiv und g surjektiv.

Beweis. Die Identitatsabbildung idy ist bijektiv. Aus Lemma 6.17, Aussagen (iii) und (iv) folgt daher,
dass f injektiv und g surjektiv ist. O

Ende der Vorlesung 5
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§ 6.2 UMKEHRABBILDUNG

Lemma 6.19 (Charakterisierung der Bijektivitit).
Essei f: X — Y eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(ii) Fur alle y € Y gibt es genau ein x € X mit der Eigenschaft f(x) = y.

(iii) Es existiert eine Abbildung ¢g: Y — X mit der Eigenschaft g o f = idx und f o g = idy. Die
Abbildung g ist eindeutig bestimmt und notwendig bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei f bijektiv, also surjektiv und injektiv. Ist y € Y beliebig,
dann folgt aus der Surjektivitit die Existenz eines x; € X mit f(x;) = y.Ist x, € X ein weiteres Element
mit f(x;) = y, dann folgt aus der Injektivitit x; = x;.

Aussage (ii) = Aussage (iii): Wir definieren die Abbildung g: Y — X wie folgt: Wir setzen fiir y € Y
als g(y) das nach Voraussetzung eindeutig definierte x € X, fiir das y = f(x) gilt. Fiir diese Funktion
haben wir also g(y) = x & f(x) = y.

(gof)(x) =9g(f(x)) =x furallexe X

sowie

(fog(y)=f(g(y) =y firalleyey.
Damit ist g o f = idx und f o g = idy gezeigt.

Es seinun g: Y — X eine weitere Funktion mit der Eigenschaft f o g = idy. Dann gilt

g=goidy nach (6.5)
=go (fog) nach Voraussetzung
=(go f)og nachLemma 6.16

=idxog nach Voraussetzung

—

=g nach (6.5).

Aussage (iii) = Aussage (i): Die Abbildung g o f = idx ist bijektiv, insbesondere injektiv. Aus
Lemma 6.17 (iii) folgt also, dass f injektiv ist. Die Abbildung f o g = idy ist bijektiv, insbesondere
surjektiv. Aus Lemma 6.17 (iv) folgt also, dass f surjektiv ist. O

Die Funktion g: Y — X aus Aussage (iii) heifit die Umkehrfunktion, Umkehrabbildung, inverse
Funktion oder inverse Abbildung (englisch: inverse map) von f. Sie wird mit f~!: Y — X bezeichnet.
Fiir ihre Abbildungsvorschrift gilt f 71(y) = x & y = f(x). Die Funktion f: X — Y heifit invertierbar
(englisch: invertible), wenn die Umkehrfunktion existiert. Nach Lemma 6.19 ist das genau dann der
Fall, wenn f bijektiv ist.

Bemerkung 6.20 (Umkehrfunktion).
Das Symbol 7! fiir die Umkehrfunktion muss vom Urbild der Funktion f unterschieden werden.
Wenn die Umkehrfunktion von f: X — Y existiert, so gilt jedoch

) =) A
S—— ——
Urbild von {y} Wert der Umkehrfunktion bei y
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Satz 6.21 (Umkehrfunktion der Komposition).

Es seien f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funktionen. Dann ist auch g o f bijektiv, und die
Umkehrfunktion ist gegeben durch

(gof) ' =fTlog™ (6.8)

Quizfrage 6.2: Wie erklart man sich anschaulich, dass sich bei der Umkehrfunktion die Reihenfolge
andert?

Beweis. Die Bijektivitit von g o f folgt sofort aus Lemma 6.17, Aussagen (i) und (ii). Wir wissen iiber
die Abbildungsvorschrift

(go ) (2) =x
(gof(x) =2z
9(f(x) =z
f(x)=g7"(2)
x=f"(g97"(2))
e x=(fTog (2

fiir alle x € X und z € Z. Das bedeutet aber (go f)™!= flog™. |

t 023

Lemma 6.22 (Charakterisierung der Injektivitat).

Es sei f: X — Y eine Funktion und X # (). Dann sind dquivalent:
(i) f istinjektiv.

(ii) Esexistiert eine Abbildung g: Y — X mit der Eigenschaft gof = idx. Eine solche Abbildung heif3t
eine Linksinverse (englisch: left inverse) von f. Sie ist notwendig surjektiv. Ihre Einschrankung

gl F(X) auf das Bild von f ist eindeutig.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir definieren zunéchst eine Abbildung g: f(X) — X wie folgt:
Wir setzen fir y € f(X) als g(y) das wegen der Injektivitit eindeutig definierte x € X, fiir das
y = f(x) gilt. Fir diese Funktion haben wir also g(y) = x & f(x) = y und damit

(go fi(x) =9(f(x)) =x furallex e X.

Damit ist go f = idx gezeigt. Aufgrund von Folgerung 6.18 ist g surjektiv. Wir setzennung: f(X) — X
zu g: X — X fort. Dazu wihlen wir irgendein x, € X und setzen g(y) = g(y) fir y € f(X) und
g(y) = x fur y € Y \ f(X). Die Funktion g erbt die Surjektivitat von g.

Angenommen, h: Y — X sei eine andere Linksinverse von f. Dann gilt fir y € f(X) aufgrund der
Injektivitit von f: Es gibt genau ein x € X mit der Eigenschaft y = f(x). Wegen h(y) = h(f(x)) = x
und ebenso g(y) = g(f(x)) = x miissen g und h auf f(X) ibereinstimmen. m]

Eine analoge Charakterisierung der Surjektivitat folgt erst in Satz 6.34, weil wir dafiir interessanterweise
das Auswahlaxiom benétigen.
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§ 6.3 MACHTIGKEIT VON MENGEN

Mit Hilfe von Funktionen kénnen wir Mengen in ihrer Méachtigkeit, das heifit vereinfacht gesagt bzgl.
der Anzahl ihrer Elemente, vergleichen.

Definition 6.23 (Gleichmichtigkeit von Mengen).
Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei gleichmachtig (englisch: equinumerous) zu Y, wenn es
eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y. A

Die Gleichmichtigkeit von Mengen ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mengen, siehe
Hausaufgabe I-3.3. Die Aquivalenzklassen heiflen Kardinalzahlen (englisch: cardinal numbers).

Definition 6.24 (Endlichkeit, Abzihlbarkeit, Uberabzahlbarkeit).
Es sei X eine Menge.

(i) X heifit endlich (englisch: finite), wenn X ~ [[1, n] fiir ein n € Nj gilt, ansonsten unendlich
(englisch: infinite).

(if) Wenn X endlich ist mit X ~ [[1,n], dann heiit n € N, die Michtigkeit oder Kardinalitit
(englisch: cardinality) von X. Wir schreiben dann: #X = n.>

(iii) X heifit abzihlbar unendlich (englisch: countably infinite), wenn X ~ N gilt.

(iv) X heifit abzahlbar (englisch: countable), wenn X entweder endlich oder abziahlbar unendlich
ist, ansonsten itberabzihlbar (englisch: uncountable). A

Beachte: Die leere Menge 0 ist nur zu sich selbst gleichmachtig. Sie ist die einzige Menge mit
Méchtigkeit 0.

Beispiel 6.25 (Gleichmichtigkeit von Mengen, Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit).

(i) Die Menge der ganzen Zahlen Z ist gleichmiachtig zur Menge der geraden ganzen Zahlen
{2n|n € Z}. Sie ist abzidhlbar unendlich.

(ii) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzahlbar unendlich.
(Beweis in der Lehrveranstaltung Analysis)

(iii) Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzahlbarer Mengen ist wieder abzahlbar.

(iv) Die Menge der reellen Zahlen R ist iiberabzéhlbar.
(Beweis in der Lehrveranstaltung Analysis) A

Lemma 6.26 (Veranderung der Kardinalitiat um 1).
Es sei X eine endliche Menge und x € X. Dann gilt

#X = #(X \ {x}) + L. (6.9)

Beweis. Es sein = #(X \ {x}) € Ny. Es gibt also eine bijektive Abbildung f: {,...,n} - X\ {x}.
Wir definieren f: {1,...,n+1} — X durch f(i) := f(i) firi=1,...,nund f(n+1) := x. Dann ist f
ebenfalls bijektiv, d. h., #X = n+1=#(X \ {x}) + L m|

54In dieser Lehrveranstaltung verwenden wir das Symbol # nur fiir endliche Mengen.
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Satz 6.27 (Funktionen auf endlichen Mengen).

Es seien X und Y endliche, gleichméachtige Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann sind d4quivalent:
(i) f istinjektiv.
(if) f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir fithren einen Induktionsbeweis nach der Méachtigkeit n =
#X = #Y. Der Induktionsanfang ist der Fall n = 0, also X = Y = (. Dann ist die einzig mégliche
Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im Induktionsschritt schlieffen wir von n auf n + 1
fiir n € Nj. Es sei also nun #X = #Y = n + 1. Wir wahlen ein x € X und setzen y := f(x). Dann gilt
aufgrund von Lemma 6.26 #X \ {x} = #Y \ {y} =n.

Wir bezeichnen mit f X\ {x} — Y\ {y} die Einschrankung von f. Diese ist aufgrund der vorausge-
setzten Injektivitét definiert, denn x ist das einzige Element von X, das durch f auf y abgebildet wird.
AuBlerdem erbt f die Injektivitdt von f. Nach Induktionsvoraussetzung ist f daher auch surjektiv, alle
Elemente von Y \ {y} liegen also im Bild von f und damit im Bild von f. Da auch y im Bild von f
liegt, ist f tatsachlich surjektiv.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir fithren auch hier einen Induktionsbeweis nach der Machtigkeit
n = #X = #Y. Der Induktionsanfang beinhaltet die Fillen =0undn=1.ImFalln =0ist X = Y = 0,
dann ist die einzig mogliche Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im Fall n = 1 gibt es
nur eine mogliche Abbildung, diese ist ebenfalls bijektiv. Im Induktionsschritt schliefen wir von n
auf n + 1fir n € N. Es sei also nun #X = #Y = n + 1. Wir fitlhren einen Widerspruchsbeweis, nehmen
also an, dass f surjektiv, aber nicht injektiv ist. Dann gibt es ein y € Y, sodass das Urbild f~1({3})
(mindestens) aus zwei verschiedenen Elemente besteht, sagen wir x,x € f'({J}) und X # x. Wir
wihlen aulerdem ein y € Y \ {3} aus, was wegen #Y = n+ 1 > 2 moglich ist. Dazu existiert ein X mit
f(x)=79.Wegen y # yistXx # X und X # x.

Wir konstruieren nun eine Funktion f : X\ {x} - Y\ {y} durch

f(x) imFall f(x) # 7,
f( ) _{y imFall f(x)=7y

Dann ist febenfalls surjektiv, denn:

(1) Fiirjedes y € Y\ {7, y} existiert aufgrund der Surjektivitit von f ein x € X mit f(x) =f(x) =
und wegen f(x) =yistx € X \ {x}.

(2) AuBerdem gilt f(x) =, also f (x) =7

Aufgrund von Lemma 6.26 gilt wieder #X \ {x} = #Y \ {J} = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist
f daher auch injektiv. Jedoch enthilt f~!({9}) neben X auch noch mindestens das weitere Element
X € f~1({y}). Das steht im Widerspruch zur Injektivitit von f.

Wir haben jetzt Aussage (i) < Aussage (ii) bewiesen. Da die Bijektivitat sich aus Surjektivitiat und
Injektivitiat zusammensetzt, gilt auch Aussage (i) & Aussage (ii) < Aussage (iii). O
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Beachte: Die Aussage von Satz 6.27 ist falsch, wenn X und Y zwar gleichméchtig, aber nicht endlich
sind, siehe Hausaufgabe I-3.3.

Der Begriff der Gleichméchtigkeit von Mengen erlaubt noch keinen Vergleich von Mengen. Dazu dient
folgende Definition.

Definition 6.28 (Vergleich der Machtigkeit von Mengen).

Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei hochstens gleichmichtig (englisch: at most equinume-
rous) zu Y, wenn es eine bijektive Abbildung von X auf eine Teilmenge von Y gibt. Wir schreiben in
diesem Fall X < Y. A

Die Reflexivitat und Transitivitit der Relation g sind leicht einzusehen. (Quizfrage 6.3: Details?) Der
Beweis der Antisymmetrie ist jedoch aufwéndig und erfordert den Satz von Cantor-Bernstein-Schroder,
der dquivalent zum Auswahlaxiom (siehe § 6.5) ist. Unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms kann man
aulerdem zeigen, dass zwei Mengen bzgl.  stets vergleichbar sind. Es folgt, dass < sogar eine totale
Ordnung auf der Menge aller Kardinalzahlen ist.

§ 6.4 FAMILIEN UND FOLGEN

Definition 6.29 (Familie von Elementen, Teilfamilie, Oberfamilie, Folge, endliche Folge).

Es seien I und Y Mengen.

(i) Eine Abbildung
Isi-y(i) =y €Y
heiflt eine Familie von Elementen (englisch: family of elements) aus Y mit der Indexmenge

(englisch: index set) I. Kurz wird diese auch mit (y;);e; bezeichnet.

(ii) Ist Iy € I, dann heiflt (y;);cs, eine Teilfamilie (englisch: subfamily) von (y;)ier, und (yi)ier
heifit eine Oberfamilie (englisch: superfamily) von (y;)icy, -

(iii) Ist I abzédhlbar unendlich, gilt also I ~ N, so heif3t (y;);e; eine abzdhlbar unendliche Familie
(englisch: countably infinite family). Ist speziell I = N oder allgemeiner I = {n € Z|n > no} mit
einem Startindex ng € Z, so heifit (y;);es eine Folge (englisch: sequence) in Y.

(iv) Ist I endlich, gilt also I ~ [1, n] fiir ein n € Ny, so heift (y;);es eine endliche Familie (englisch:
finite family) der Kardinalitét n. Ist speziell I = [1,n]), so heifit (y;);cr eine endliche Folge
(englisch: finite sequence) in Y der Kardinalitét n. A

Bemerkung 6.30 (Familien und Mengen).

(i) Im Unterschied zu einer Menge kann eine Familie (y;);e; Elemente mehrfach enthalten.
(ii) Jeder Familie (y;);e; von Elementen aus Y konnen wir eine Menge {y; |i € I} C Y zuordnen.

(iii) Wir konnen eine endliche Folge auch als n-Tupel (englisch: n-tuple) (y1, yz, ..., y») notieren.
Wihrend (y;);er keine Reihenfolge hat (da I als Menge ungeordnet ist), hat ein n-Tupel jedoch
eine festgelegte Reihenfolge. A
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Beispiel 6.31 (Folge).
Die Abbildung

1
Non— y,=-—€eR
n

ist eine Folge in R mit der Standard-Indexmenge N. Kurz wird diese Folge auch als (%)neN bezeichnet.
A

§ 6.5 DAS AUSWAHLAXIOM

Das Auswahlaxiom (englisch: axiom of choice) der axiomatischen Mengenlehre besagt: Ist U eine
Menge von nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Funktion F: U — |J U, sodass gilt:

YU € U (F(U) € U).

Eine solche Funktion F heiffit Auswahlfunktion (englisch: choice function) fiir U, weil sie aus jedem
Element U von U irgendein Element auswiahlt. Das Auswahlaxiom besagt also, dass es moglich ist,
aus jedem Element von U ein Element auszuwihlen, selbst wenn U iiberabzéhlbar viele Mengen
als Elemente enthilt und man daher nicht in der Lage ist, ein Verfahren anzugeben, nach dem die
Auswahl geschehen soll.

Das Auswahlaxiom ist kein fester Bestandteil der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und
Fraenkel, sondern es kann dazugenommen werden oder auch nicht.>> Es wird aber wohl von den
meisten Mathematiker:innen akzeptiert. In Fillen, in denen U nur endlich viele Mengen enthalt, wird
das Auswahlaxiom nicht benétigt, weil seine Aussage bereits aus den anderen Axiomen folgt. Wir
werden in der Vorlesung darauf hinweisen, wenn ein Resultat von der Hinzunahme des Auswahlaxioms
abhingt. Einige Beispiele folgen bereits in diesem Abschnitt, siehe Satz 6.34.

Definition 6.32 (allgemeines kartesisches Produkt).

Es sei I eine Indexmenge und (A4;);¢; eine Familie von Mengen. Dann ist das kartesische Produkt
(englisch: Cartesian product) dieser Familie von Mengen gegeben durch

W A = {F: I UA,-|F(i) € A, fir alleie]}. (6.10)

iel iel A

Das kartesische Produkt einer Familie von Mengen besteht also aus Funktionen auf der Indexmenge I,
deren Funktionswerte jeweils im richtigen Faktor liegen. Im Fall I = 0 besteht das kartesische Produkt
(6.10) aus dem einzigen Element F: § — 0.

Bemerkung 6.33 (allgemeine kartesische Produkte).

Das kartesische Produkt hatten wir bisher nur fiir endlich viele Mengen definiert, siehe Definiti-
on 4.8. Die allgemeine Definition 6.32 erfordert den Funktionenbegriff, der nun zur Verfiigung steht.
Die Definition 6.32 lasst sich als Verallgemeinerung der Definition 4.8 verstehen: Ist namlich die
Indexmenge I = [[1,n]|, so ist )X;c; A; nach (6.10) die Menge aller n-elementigen Folgen. Wenn wir
eine solche endliche Folge gemif3 der natiirlichen Kleiner-Gleich-Ordnung der Indexmenge I als
n-Tupel (ay, ay, . . ., a,) schreiben, so haben wir ein Element aus )X;.; A; gemafl Definition 4.8. Diese
Zuordnung ist bijektiv.

55Man spricht von den ZF-Axiomen (ohne das Auswahlaxiom) und von den ZFC-Axiomen (mit Auswahlaxiom).
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Wenn alle Mengen A; = A sind, so schreiben wir statt );.; A auch A’. Es ist also beispielsweise

R die Menge aller Folgen mit Werten in R,
{0,1}*  die Menge aller {0, 1}-wertigen (biniren) Funktionen auf einer Menge A.

Letztere wird manchmal als Schreibweise fur die Potenzmenge P (A) verwendet. (Quizfrage 6.4:
Inwiefern ist diese Schreibweise gerechtfertigt?) A

Das Auswahlaxiom hat eine ganze Menge dquivalenter, teilweise iiberraschender Charakterisierungen,
von denen der nichste Satz (ohne Beweis) einige angibt.

Satz 6.34 (zum Auswahlaxiom dquivalente Aussagen).
Folgende Aussagen sind in der Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel dquivalent:

(i) Es gilt das Auswahlaxiom.

(ii) IstI eine beliebige Menge und (A;);es eine Familie nichtleerer Mengen, so ist das kartesische
Produkt )X;c; A; eine nichtleere Menge.

(iii) Jede Aquivalenzrelation besitzt ein vollstindiges Repriasentantensystem.
(iv) Essei f: X — Y eine beliebige Funktion. Dann sind dquivalent:
(a) f ist surjektiv.

(b) Es existiert eine Abbildung h: Y — X mit der Eigenschaft f o h = idy. Eine solche
Abbildung heifit eine Rechtsinverse (englisch: right inverse) von f. Sie ist notwendig
injektiv.

(v) Es gilt das Lemma von Zorn 6.35.

Lemma 6.35 (Lemma von Zorn5°).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge. Weiter besitze jede totalgeordnete Teilmenge A C
X eine obere Schranke in X.57 Dann existiert in X ein maximales Element.

Wir werden das Auswahlaxiom in Gestalt des Lemmas von Zorn 6.35 spater noch verwenden. Wie
angekiindigt werden wir darauf hinweisen, wenn ein Resultat von der Hinzunahme des Auswahlaxioms
oder der Verwendung eines zu ihm dquivalenten Resultats abhangt.

Die Schwierigkeiten in der intuitiven Erfassung des Auswahlaxioms und des dquivalenten Lemmas von
Zorn 6.35 (sowie des ebenfalls dquivalenten Wohlordnungssatzes (englisch: well-ordering theorem),
den wir hier nicht angeben) werden in folgendem Zitat gut erfasst, das von dem Mathematiker Jerry
Lloyd Bona stammt:

»,The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering theorem is obviously false;
and who can tell about Zorn’s Lemma?“

Ende der Woche 3

56englisch: Zorn’s lemma
57X kann also nicht die leere Menge sein.
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Kapitel 2 Algebraische Strukturen

In diesem Kapitel geht es um die grundlegenden algebraischen Strukturen, Abbildungen zwischen
Strukturen und die in ihnen geltenden Rechenregeln.

§ 7 HALBGRUPPEN UND GRUPPEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 9, Deiser, 2022b, Kapitel 3.4, Fischer, Springborn, 2020, Kapi-
tel 2.2

Definition 7.1 (Verkniipfung).

Es sei X eine Menge. Eine (innere) Verkniipfung (englisch: (inner) operation) auf X ist eine Abbildung
*: X XX — X, A

Wir schreiben a x b statt x(a, b).
Beispiel 7.2 (Verkniipfung).

(i) Ist X endlich, so konnen wir eine Verkniipfung auf X mit Hilfe einer Verkniipfungstafel oder
Verniipfungstabelle (englisch: Cayley table) definieren, zum Beispiel

+5:{0,1} x {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel  +, ‘ 0 1
00 1
1 1 0

2:{0,1} X {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel -, ‘ 0 1
010
110 1

Quizfrage 7.1: Wo kommen die Definitionen dieser Verkniipfungen her?

Beachte: Die Konvention ist, dass die Zeile das erste Argument (a) und die Spalte das zweite
Argument (b) einer Verkniipfung (a x b) angibt.

(if) Die bekannten Verkniipfungen + und - in N

+:NXN—->N mit (x,y) » x+y
NXN-SN mit(x,y) > x-y

sind Verkniipfungen auf N. Analoges gilt fiir die Mengen Ny, Z, Q, R und C.
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(iii) Es sei X eine Menge und RX = {f| f: X — R}. Dann sind durch die punktweise Addition und
die punktweise Multiplikation

+: RXxRX - RX mit (f,9) — f + g, definiert durch (f + ¢)(x) := f(x) + g(x)
S RXXRX 5 RX mit (f,g) — f - g, definiert durch (f - g)(x) := f(x) - g(x)

Verkniipfungen auf der Menge der Funktionen X — R definiert. (Quizfrage 7.2: Was benétigt
man als Minimalvoraussetzung, um die Menge YX der Funktionen X — Y mit einer Verkniipfung
ausstatten zu konnen?)

(iv) Es sei X eine Menge und XX = {f| f: X — X}. Dann ist durch die Komposition
o: XX x X¥ — XX mit (f,g) — f o g,definiert durch (f o g)(x) = f(g(x))

eine Verkniipfung auf der Menge der Funktionen X — X definiert. A

§ 71 HALBGRUPPEN

Definition 7.3 (Halbgruppe).
Eine Halbgruppe (englisch: semigroup) (H, %) ist eine Menge H mit einer assoziativen Verkniipfung
(englisch: associative operation) x auf H. Das heif3t, es gilt x: H X H — H und

(x*xky)*xz=x*%(y*xz) firallex,y,zeH. (7.1)
A

Wegen der Assoziativitat von x diirfen wir fiir die Verkntipfung von drei oder mehr Elementen wie bei
X * y % z die Klammern weglassen.

Beispiel 7.4 (Halbgruppen).
Beispiele fiir Halbgruppen sind:

(i) (N,+), (N, ), (No, +), (No, ), (Z,+), (Z,-), (Q,4), (Q), (R, +), (R,-), (C,+), (C,-)
(ii) ({0,1},+2) und ({0,1}, -2) aus Beispiel 7.2
(iii) (RX,+) und (RX,-). Sie erben die Assoziativitit von (R, +) und (R, -).
(iv) (X%, o). Die Assoziativitit von o wurde in Lemma 6.16 gezeigt.

(v) Ist X eine Menge, dann sind (P (X),N), (P(X),U) und (P(X), o) Halbgruppen.

(vi) EsseiX eine nichtleere Menge und X* := (J,,¢)y, £", also die Menge von Tupeln beliebiger Lange.
Wir definieren eine Verkniipfung o auf ~* durch die Konkatenation von Tupeln:

(X1 sXn) © (V1o ooy Ym) = (X1 e s Xy V1o -+ o> Ym)-

Dann ist (X7, o) eine Halbgruppe. A

Beispiel 7.5 (Gegenbeispiele).
Keine Halbgruppen sind:

'Diese findet Anwendung bei der Definition formaler Sprachen in der Informatik. Dort ist ¥ in der Regel endlich und heifit
das Alphabet (englisch: alphabet) und =* die Kleenesche Hiille (englisch: Kleene star) von X. Die Elemente von >*
heiflen Worte iiber dem Alphabet . Sie werden in der Regel ohne die Klammern notiert, also etwa ab o ba = abba.
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(i) (N,-), denn — (,Minus®) ist keine Verkntipfung auf N, da beispielsweise 1 — 1 kein Wert in N
zugeordnet ist.

(ii) (Z,-), denn — (,Minus®) ist zwar eine Verkniipfung auf Z, ist aber nicht assoziativ.

(iii) (N, A) mita A b := a®. Esist zwar A: N x N — N eine Verkniipfung, sie ist aber nicht assoziativ.
Beispielsweise ist
2A(3A2)=2" aber (2A3)A2=8% A

Definition 7.6 (neutrales Element).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Ein Element e € H heifit neutrales Element (englisch: neutral element)
von (H, %), wenn gilt:

exx=x%e=x furallexe H. (7.2)

Falls in (H, %) ein neutrales Element existiert, dann heifit (H, %) auch ein Monoid (englisch: monoid).
A

Lemma 7.7 (neutrale Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, x) eine Halbgruppe. Sind e; und e; beides neutrale Elemente von (H, x), dann gilt e; = e,.

Beweis. Es gilt
ep =e1k ey = e). O

Beispiel 7.8 (Halbgruppen mit und ohne neutrale Elemente).
(i) (No,+), (Z,4), (Q,+), (R, +), (C, +) haben alle das neutrale Element 0.

(ii) (N, +) besitzt kein neutrales Element.
(iii) (N,-), (No,-), (Z,-), (Q,-), (R,-), (C,-) haben alle das neutrale Element 1.
(iv) ({0,1},+2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 0.
(v) ({0,1},-2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 1.
(vi) (P(X),N) besitzt das neutrale Element X.
(vii) (P(X),V) besitzt das neutrale Element 0.
(viii) (P(X), A) besitzt das neutrale Element (.

(ix) (X% o) aus Beispiel 7.4 besitzt das neutrale Element (), genannt das leere Tupel (englisch: empty
tuple) oder das leere Wort (englisch: empty word). A

Definition 7.9 (Rechts- und Linkstranslation).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Fiir festes a € H heifit die Abbildung

*,: H3x+— xxaeH die Rechtstranslation (englisch: right translation) mit a, (7.3a)
X H>3x— axxeH die Linkstranslation (englisch: left translation) mit a. A (7.3b)

Beispiel 7.10 (Rechts- und Linkstranslation).

(i) In (R, +) ist die Rechtstranslation mit a = V2 gegeben durch die Abbildung x — x + V2. Sie ist
wegen der Kommutativitat von + identisch zur Linkstranslation mit a.
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(ii) In (R, 0) und g = x +> 2 x ist die Rechtstranslation mit g gegeben durch

0g: R® 3 fis fogeRY, wobei f(g(x)) = f(2x),
wihrend die Linkstranslation mit g gegeben ist durch

E RE angofeRR, wobei g(f(x)) =2 f(x). &

Quizfrage 7.3: Wie lasst sich der Begriff neutrales Element in einer Halbgruppe mit Hilfe der
Begriffe Rechtstranslation und Linkstranslation ausdriicken?

Definition 7.11 (invertierbare Elemente).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ein Element a € H heifit invertierbar
(englisch: invertible) oder eine Einheit (englisch: unit) von (H, %), wenn ein b € H existiert mit

axb=bxa=e. (7-4)

In diesem Fall heifit b ein zu a inverses Element (englisch: inverse element) oder ein Inverses
zu a. A

Beachte: b ist Inverses zu a genau dann, wenn a Inverses zu b ist!

Lemma 7.12 (inverse Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ist a € H invertierbar und sind b; und b,
beides Inverse zu a, dann gilt by = b,.

Beweis. Es gilt
bi=byxe
= by x (a* by)
= (b % a) x by
=exby
= b,. ]

Quizfrage 7.4: Welches Element eines Monoids ist immer invertierbar? Was ist sein Inverses?

Bemerkung 7.13 (abkiirzende Schreibweisen).
(i) Das inverse Element von a wird oft mit a’ bezeichnet.
(ii) Bezeichnet man die Verkniipfung % einer Halbgruppe H als ,Addition“ und notiert sie als ,,+*

0.4., so nennt man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Nullelement (englisch:
additive identity) , 05"

Fir n € Nund a € H ist na eine Abkiirzung fiir a + - - - + a (n-mal). (Quizfrage 7.5: Warum ist
a+ - - -+ a auch ohne Setzen von Klammern wohldefiniert?)

Besitzt H das neutrale Element 0, so definieren wir auch 0 a := 0g.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir die Inverse als —a. Dann ist auch n a invertierbar fur
n € Ny, und wir setzen (—n) a := —(na). Insbesondere ist (-1) a := —aund (-0)a = —(0a) =
—0yg = 0g.
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(iii)

(iv)

Es gilt

n(ma)=(n-m)a und (n+m)a=na+ma (7.5)
fir alle n,m € Nbzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.
Die Bezeichnung a — b steht fiir a + (—b), vorausgesetzt, b ist invertierbar.

Bezeichnet man die Verkniipfung dagegen als ,Multiplikation“ und notiert sie als ,,-“, so nennt
man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Einselement (englisch: multiplicative
identity) , 15"

Firn € Nund a € H ist a” eine Abkiirzung fira---- - a (n-mal).
Besitzt H das neutrale Element 1, so definieren wir auch a° := 1g.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir die Inverse als a~!. Dann ist auch a” invertierbar
fiir n € Ny, und wir setzen a™" = (a") " Insbesondere ist a™® = (a®) ' =1, = 1.

Es gilt

(@™ =a"" und d"™=ad"-a" (7.6)
fur alle n,m € N bzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.

Bezeichnet man die Verkntipfung dagegen als ,Komposition® und notiert sie als ,,0% so nennt
man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Identitit (englisch: identity) ,id“. In
diesem Fall verwenden wir ebenfalls die multiplikative Notation, z.B. ist a” eine Abkiirzung fiir
ao---oq(n-mal). A

Beispiel 7.14 (invertierbare Elemente).

(0)

(i)

(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)

In (Z,+), (Q,+), (R,4) und (C, +) sind alle Elemente invertierbar. Das Inverse von a wird mit
—a bezeichnet.

In (Q, "), (R,-) und (C, ) sind alle Elemente bis auf 0 invertierbar. Das Inverse von a wird mit
a~! oder 1/a bezeichnet.

Die Bezeichnung % steht fir ab™!, vorausgesetzt, b ist invertierbar.
In (N, +) ist nur das Element 0 invertierbar. Die Inverse von 0 ist wiederum 0.

In (Z, ) sind nur 1 und —1 invertierbar. Beide sind zu sich selbst invers.

In ({0, 1}, +2) aus Beispiel 7.2 sind beide Elemente invertierbar. Beide sind zu sich selbst invers.

In ({0, 1}, -2) aus Beispiel 7.2 ist nur das Element 1 invertierbar. Es ist zu sich selbst invers.

In (X%, o) sind genau die bijektiven Funktionen X — X invertierbar. A

Quizfrage 7.6: Welches sind die invertierbaren Elemente in den Monoiden (P (X),N), (P (X), V) und
(P(X),0)?

Ende der Vorlesung 7
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§ 7.2 GRUPPEN

Definition 7.15 (Gruppe).
Es sei (H, %) ein Monoid. (H, %) heifit Gruppe (englisch: group), wenn jedes Element aus H ein
Inverses besitzt. A

Beachte: Es gilt also: (G, x) Gruppe = (G, x) Monoid = (G, %) Halbgruppe.

Beispiel 7.16 (Gruppen und Gegenbeispiele).

(i) Es sei (H, %) ein Monoid. Dann ist die Teilmenge der invertierbaren Elemente
E(H, %) := {a € H| a ist invertierbar} (7.7)

eine Gruppe, genannt die Einheitengruppe (englisch: unit group, group of units) E(H, x) von
(H, *%).

(ii) (Z,+) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0. Das Inverse zu a € Z ist —a € Z, denn a+ (—a) =
0 = (—a) + a. Dasselbe gilt fur (Q, +), (R,+) und (C, +).

(iii) (Z,-) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, da nur 1 und —1 invertierbar sind.

(iv) (Qxo, -) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das Inverse zu a € Qg ist 1/a € Q. Dasselbe

gllt fur (R¢0, ) und (C;{:o, )

(v) Firm € Nbildet die Menge Z,,, := {0, 1,. .., m—1} mit der Verkniipfung +,, eine abelsche Gruppe
(siehe Definition 7.19). Dabei ist +,, die Addition modulo m (englisch: addition modulo m)
definiert als®

m-—1

a+b, fallsa+b
a+mb =
a+b-m, fallsa+b

AR/

m
(7.8)
= der natiirliche Reprisentant von a + b in der Restklasse [a + b] modulo m

= Rest von a + b bei ganzzahliger Division durch m.

Diese Gruppe heiflt die additive Gruppe von Z modulo m (englisch: additive group of Z
modulo m), geschrieben (Z,, +,).

Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, +2) aus Beispiel 7.2.

(vi) Fir m € N, m > 2, bildet die Menge Z,, mit der Verkniipfung -, ein kommutatives Monoid.
Dabei ist -, die Multiplikation modulo m (englisch: multiplication modulo m) definiert als?

a -m b = der naturliche Reprasentant von a - b in der Restklasse [a - b] modulo m

= Rest von a - b bei ganzzahliger Division durch m. (79)

Dieses Monoid heifit das multiplikative Monoid von Z modulo m (englisch: multiplicative
monoid of Z modulo m), geschrieben (Z,, ‘).

(Zm, -m) ist genau dann eine Gruppe, wenn m = 1 ist, also wenn Z,, = {0} gilt. In diesem Fall ist
(24, -1) isomorph (Definition 8.1) zu (Z, +1).

Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, -2) aus Beispiel 7.2.

6
>Beispielsweise ist 3 +¢ 5 = 2, weil 3+ 5 = 8 ist und 8 = 2 gilt.

6
3Beispielsweise ist 3 -6 5 = 3, weil 3 - 5 =15 ist und 15 = 3 gilt.
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(vii) (RX,+) ist eine Gruppe.

(viii) (RX,-) ist keine Gruppe, wenn X # () ist, da die Funktionen, die irgendwo den Wert 0 annehmen,
keine invertierbaren Elemente sind. ((Ry)%, -) ist jedoch fiir jede Menge X eine Gruppe.

(ix) (XX, o) ist keine Gruppe, sobald X zwei oder mehr Elemente enthilt, denn dann gibt es Funktio-
nen X — X, die nicht bijektiv sind. Wenn X jedoch null- oder einelementig ist, dann ist (X%, 0)
eine Gruppe. A

Quizfrage 7.7: Kénnen Sie die Additions- und Multiplikationstabellen fiir Z,, im Fall m = 5und m = 8
aufstellen? Haben Sie eine Vermutung, welche Elemente in (Z,,, -,) invertierbar sind?

Satz 7.17 (Rechenregeln fir Inverse).
Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e.

(i) Es gelten die Kiirzungsregeln (englisch: cancellation rules)

axbj=axb, = b =b (7.10a)
bixa=by,xa = b =b (7.10b)

fir a, bl; bz €G.

(ii) In einer Gruppe reicht es fiir den Nachweis, dass a € G und b € G Inverse voneinander sind,
aus, diese in einer der beiden Reihenfolgen miteinander zu verkniipfen:

axb=e = b=4d, (7.11a)
axb=e = a=V0. (7.11b)

(iii) Die Invertierung ist involutorisch (englisch: involutory), d. h., fiir alle a € G gilt
(a') =a. (7.12)

(iv) Fir das inverse Element zu a x b fiir a, b € G gilt

(axb) =b' %xd. (7.13)

Beweis. Aussage (i):

a*b1=a*b2

= a x(axb)=a x(axby) a existiertin der Gruppe (G, x)
= (a’xa)*xb; = (a *xa)xb, wegen der Assoziativitit von %
= exb =exb, da a’ invers zu a ist

= b =b wegen der Eigenschaften von e.

Die Aussage (7.10b) folgt analog.

Aussage (ii): Es gilt a x b = e und ebenso a x a’ = e. Nach (7.10a) muss also b = a’ gelten. Weiter gilt
a* b = eund ebenso b’ x b = e. Nach (7.10b) muss also a = b’ gelten.

Aussage (iii): Wir miissen nachweisen, dass a die Inverse zu a’ ist. Wegen a x a’ = a’ % a = e ist das
aber der Fall.
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Aussage (iv): Wir miissen nachweisen, dass b’ x a’ die Inverse zu a % b ist. Wir haben

(axb)*x (b *xa’)=ax (bxb")xa" wegen der Assoziativitit von

=axexd da b’ invers zu b ist
=axad wegen der Eigenschaften von e
=e da a’ invers zu a ist. O

Das folgende Lemma gibt mit Hilfe von Rechts- und Linkstranslationen eine notwendige und eine
hinreichende Bedingung dafiir an, wann eine Halbgruppe sogar eine Gruppe ist.

Lemma 7.18 (Gruppenkriterium mit Rechts- und Linkstranslationen (,Sudoku-Kriterium®)).

(i) Ist (G, ) eine Gruppe und ist a € G beliebig, so sind die Rechts- und Linkstranslation x, und *
bijektive Abbildungen G — G.

(ii) Ist (H, ) eine nichtleere Halbgruppe und gilt fiir alle a € H, dass die Rechts- und Linkstransla-
tionen *, und _x surjektive Abbildungen sind, dann ist (H, %) eine Gruppe.

Beweis. Dieser Beweis ist Teil von Hausaufgabe I-4.3. O

Definition 7.19 (kommutative Halbgruppe, kommutatives Monoid, kommutative Gruppe).

Eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw. eine Gruppe (H, x) heifit kommutativ (englisch: commutative)
oder abelsch (englisch: Abelian), wenn

xxy=y*xx furallex,yeH (7.14)

gilt. A

Beispiel 7.20 (kommutative Halbgruppen und Gruppen).

(N’ +) > (N’ ') s (NO: +) > (NOa ') 5 (Z: +) 5 (Za ') s (Q: +) 5 (Q, ) 5 (R; +) 5 (R, ‘) 5 (C, +) 5 (C, ') Sind alle
kommutativ. Beispielsweise ist (N, +) eine kommutative Halbgruppe (aber kein Monoid), (Ny, +) ein
kommutatives Monoid (aber keine Gruppe) und (Z, +) eine kommutative Gruppe. A

Weitere Beispiele folgen in der Ubung.

§ 7.3 DIE SYMMETRISCHE GRUPPE

Definition 7.21 (symmetrische Gruppe).

Es sei X eine nichtleere Menge und S(X) = {f: X — X| f ist bijektiv}. Dann heifit (5(X), o) die
symmetrische Gruppe (englisch: symmetric group) auf X. Jedes Element von S(X) heif3t eine
Permutation (englisch: permutation) von X.

Ist X = [[1,n] fur n € N, so schreiben wir auch S,, und sprechen von der symmetrischen Gruppe
vom Grad n (englisch: symmetric group of degree n). Jedes o € S,, heifit eine Permutation (englisch:
permutation) von [[1, n]. A
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Beachte: Nach Beispiel 7.14 (vii) ist S(X) tatsachlich eine Gruppe. Das neutrale Element ist idy. Wenn
X drei oder mehr Elemente enthilt, dann ist (S(X), o) nicht kommutativ, ansonsten kommutativ.

Eine Permutation o € S,, kdnnen wir in der Form
1 2 3 cee n
o) o(2) o(3) -+ a(n)
notieren. Die Anzahl der Elemente von S, fur n € N ist gleich n! (,n Fakultat®).

Beispiel 7.22 (symmetrische Gruppe vom Grad 3).
Die symmetrische Gruppe S5 hat 3! = 6 Elemente:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
00—(1 9 3), 01—(2 3 1), O'g—(3 g 2) (Drehungen),
(123 (123 (12 3) (piegelungen)
el P =\, ] =1, | 3 piegelungen).

Sie lassen sich identifizieren mit den Kongruenzabbildungen, die ein gleichseitiges Dreieck mit den
Eckpunkten 1, 2 und 3 auf sich selbst iiberfithren. Wegen

ot 23y (vt 23)\_(123)_
9°%=13 2 1)1 3 2)7\3 1 2/ 7%
otz sy (12 3\ (12 3)_
@3°%=11 3 2)°3 2 1) 2 3 1%
ist S3 wie erwartet tatsidchlich nicht kommutativ. A

Definition 7.23 (Transposition).
Eine Permutation o € S,,, n € N, heifit eine Transposition (englisch: transposition), wenn es Zahlen
i, j € [1,n] miti # j gibt, sodass gilt:

j furk =i,
o(k)=1i firk=]j, (7.15)
k sonst.
Wir notieren o dann auch als 7(3, j). A

Eine Transposition vertauscht also genau zwei Elemente von [[1, n]] und lisst den Rest unverindert.
Offenbar gilt fiir jede Transposition

“=ror=id, alsor'=r. (7.16)

Transpositionen sind also selbstinvers.

In S, gibt es keine Transpositionen. (Quizfrage 7.8: Wieviele verschiedene Transpositionen gibt es in
Sn?)

Satz 7.24 (Darstellung von Permutationen als Komposition von Transpositionen).
Es sei n € N. Jede Permutation o € S, lasst sich als Komposition von 0 < r < n — 1 Transpositionen
schreiben.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir n > 1 durch vollstdndige Induktion. Induktionsanfang: Das
einzige Element von

Si = {id }
ist eine Komposition von r = 0 Transpositionen.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir n € N bereits bewiesen. Induktionsschritt: Wir betrachten
eine Permutation o € S,,4;.

Fall 1: Falls o(n +1) = n + 1 gilt, dann gilt fir die Einschrankung c: [1,n] — [1,n] von o die
Eigenschaft o € S,,. Aufgrund der Induktionsannahme besitzt o die Darstellung 6 =710 - - - 0 7,
mit 0 < r < n — 1 mit Transpositionen 7; auf S,. Setzen wir diese Transpositionen durch
n+1+ n+1zu Transpositionen auf S,; fort, die wir weiterhin mit 7; bezeichnen, so ergibt
sich die Darstellung o =y 0 - - - 0 7.

Fall 2: Falls o(n+1) = m fir ein 1 < m < n gilt, dann betrachte die Transposition 7(m,n + 1) € S,41.
Firo = t(m,n+1) oo € Sy giltdann 6(n+1) = n+1. Aufgrund von Fall 1 gilt 6 = ry0-- -0 7,
mit 0 < r < n—1. SchlieBlich zeigt 0 = 7(m,n+1) oo = t(m,n+1) oy o - - - o 7, die Behauptung.

O

Die Darstellung einer Permutation als Komposition von Transpositionen ist nicht eindeutig. Jedoch ist
Anzahl der benétigten Transpositionen entweder immer gerade oder immer ungerade, wie wir gleich
beweisen werden (Folgerung 7.30).

Definition 7.25 (Fehlstand, Signum einer Permutation).
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.

(i) Ein Indexpaar (i, j) € [[1, n]|? heifit ein Fehlstand (englisch: inversion) von o, wenn i < j und
o(i) > o(j) gilt.
(ii) Die Zahl*

— a(j) —o(i)
sgno = l_l [ (7.17)
1<i<j<n
heiflt das Signum (englisch: sign, lateinisch: signum: Zeichen) von o. A

Beispiel 7.26 (Fehlstand, Signum einer Permutation).

Die Permutation
1 2 3
o1 =
712 3 1

von Ss hat genau zwei Fehlstiande, ndmlich (1, 3) und (2, 3). Es gilt

0(2) -0 0(3) —o() o(3) —0(2)
2-1 3-1 3-2
3-21-21-3
2-13-13-2
=1

sgn oy

Die Permutation
oot 23
713 2 1

4Definitionsgemafl wird das im Fall n = 1 leere Produkt als 1 interpretiert.
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hat genau drei Fehlstande, ndmlich (1, 2), (1, 3) und (2, 3). Es gilt

0(2) -0 0(3) —a(1) 0(3) —0(2)
2-1 3-1 3-2
2-31-31-2
2-13-13-2
=-1.

sgn oy

Bemerkung 7.27 (zu Definition 7.25).

Da in den Faktoren des Produkts in (7.17) dieselben ganzen Zahlen — abgesehen vom Vorzeichen —
jeweils einmal im Zahler und einmal im Nenner vorkommen, ist das Signum einer Permutation immer
entweder +1 oder —1. Das Signum einer Permutation gibt die Paritit (englisch: parity) der Anzahl der
Fehlstande an, also ob diese gerade oder ungerade ist, da wir fiir jedes Indexpaar (i, j) mit i < j den
Faktor —1 erhalten, wenn es sich um ein Fehlstand handelt, und ansonsten den Faktor +1. Es gilt also

sgno = (_l)Anzahl der Fehlstande von o (7.18)

Dementsprechend nennen wir o € S, eine gerade Permutation (englisch: even permutation), wenn

sgn o = 1ist und eine ungerade Permutation (englisch: odd permutation), wenn sgno = -1 gilt. A

Lemma 7.28 (Signum einer Transposition).
Ist 7 € S, n € N, eine Transposition, so gilt sgnz = —1.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Transposition 7(i, j) in S,, wobei notwendigerweise n > 2 gilt.
0.B.d. A. kénnen wir i < j voraussetzen, also haben wir

.. 1 - i=-1 i i+1 .-+ j=1 j j+1 ---n
(i, j) = e P .
1 i-1 j i+1 .-+ j=1 1 j+1 ---n

7(i, j) hat also genau die Fehlstidnde
(i,i+1),...,(i,)) Anzahl: j —i
(i+1j),....,(j-1j)  Anzahl:j—i-1.
Daher gilt sgn 7(i, j) = (=1)20U~D-1= 1. m]

Satz 7.29 (Signum ist vertraglich mit Komposition von Permutationen).
Es sei n € N und oy, 05 zwei Permutationen in S,,. Dann gilt

sgn(oy 0 02) = (sgnay) - (sgn oz). (7.19)

Beweis. Wir fuhren den Beweis in drei Schritten.

Schritt 1: Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall, dass o7 eine Transposition benachbarter
Elemente ist, sagen wir o7 = 7(k,k +1) fireink € [L,n —1].

Wenn o, !(k) < o;'(k +1) gilt, dann ist (o;'(k), o; *(k + 1)) kein Fehlstand von o3, jedoch
ein Fehlstand von 7(k, k + 1) o 0. Wenn andererseits o, '(k) > o,"(k + 1) gilt, dann ist
(0,'(k),0,'(k + 1)) ein Fehlstand von o,, aber kein Fehlstand von 7(k, k + 1) o g,. Die
anderen Fehlstinde von o, und 7(k, k + 1) o o, sind dieselben. Daher ist die Anzahl der

Fehlstiande von o, und von 7(k, k + 1) o 05 um 1 verschieden. Damit ist
sgn(r(k,k+1) 0 03) = —sgnoy = (sgnz(k, k +1)) - (sgnoy)

gezeigt.
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Schritt 2: Wir beweisen den Satz fiir den Spezialfall, dass 7(k, ) eine beliebige Transposition ist. Wir
haben 0.B.d. A. £ > k, daher kénnen wir 7(k, £) in der Form

t, ) =t(kk+1) o--or(t—-26-1) o t(£,¢—1)0---or(k+1k),

also als Komposition von (2 (£ — k) — 1) Transpositionen benachbarter Elemente schreiben.
Aufgrund von Schritt 1 und der Assoziativitiat der Komposition haben wir nun also

sgn(z(k, £) o 03)
=sgn(r(k,k+1)o--or(f=2,6—-1)or(t,t—1) 0o---ot(k+1k) o o)
(sent(k,k+1)) -sgn(---or(f—2¢—-1)or(,t-1)0---or(k+1k)o o)

= (sgnt(k,k+1))--- (sgnz(f -2, —1))(sgnz(¢,£ —1))--- (sgnz(k + 1 k))(sgnoz)

(sgnz(k,€)) - (sgnoz).

Schritt 3: SchlieBlich kénnen wir den allgemeinen Fall zeigen.

Ist 01 € S, eine beliebige Permutation, so konnen wir sie nach Satz 7.24 als Komposition
von Transpositionen 3 = 7j o - - - o 7, schreiben.

Unter Benutzung von Schritt 2 und der Assoziativitat der Komposition folgt nun dhnlich
wie im Beweis von Schritt 2:

sgn(o-l o 0'2)

=sgn(ro- 01 00)

(sgnn) - sgn(--- o7 0 03)
= (sgnn) -~ (sgnz)(sgnoy)

=sgn(rjo--- o1, - sgn(oy).

Folgerung 7.30 (zu Satz 7.29).

Es sein € N und o eine Permutation in S,,.

(i) Ist 0 = 07 0 - - - 0 g, dargestellt als Komposition® von s € Ny Permutationen o; € S,, so gilt

sgno = (sgnoy) - - - (sgn o).

(ii) Istinsbesondere o =y o - - - o 7, dargestellt als Komposition von r € N Transpositionen in Sy, so

gilt sgno = (-1)".
(iii) Es gilt sgnid = 1.

(iv) Esgilt sgno = sgno™.

SVereinbarungsgemaf ist die Verkniipfung von null Permutationen das neutrale Element in S,, also die identische Abbil-
dung id.
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Beweis. Nach Satz 7.29 ist das Signum einer Komposition von zwei Permutationen gleich dem Produkt
der Signa der beiden Faktoren. Wie im Beweis von Satz 7.29 konnen wir die Aussage leicht auf mehr
als zwei Faktoren ausdehnen. Die Fille s = 0 und s = 1 sind trivial. Das zeigt Aussage (i).

Das Signum einer Transposition ist nach Lemma 7.28 gleich —1. Aussage (ii) folgt damit aus Aussage (i).

Die identische Abbildung ist Produkt von null Transpositionen, also gilt sgnid = (-1)° = 1, also
Aussage (iii).

Schlief3lich gilt
1=sgnid = sgn(coo™') = (sgno) - (sgno™?),

also sgno™! = 1/sgno = sgn o, da sgn o € {*1} ist. Das zeigt Aussage (iv). ]

Ende der Vorlesung 8

Ende der Woche 4

§ 7.4 UNTERGRUPPEN

Definition 7.31 (Untergruppe).
Es sei (G, %) eine Gruppe.

(i) Eine Teilmenge U C G heifit abgeschlossen (englisch: closed) bzgl. x, wenn x: G XG — G
eingeschrankt werden kann zu xy: U X U — U. In diesem Fall heifit x;; die auf U induzierte
(innere) Verkniipfung (englisch: induced operation, lateinisch: inducere: hineinfiihren).

(ii) Eine bzgl. x abgeschlossene Teilmenge U C G heifit eine Untergruppe (englisch: subgroup) von
(G, %), wenn (U, xy7) selbst wieder eine Gruppe ist. Manchmal schreibt man dies als (U, xy) <
(G, %).

(iii) Eine Untergruppe (U, xy) von (G, ) heifit echt (englisch: proper subgroup), wenn U ¢ G
gilt. A

Beachte: Die Assoziativitiat wird von x auf xy vererbt. Ist (G, x) abelsch, dann auch (U, ).

Lemma 7.32 (neutrale und inverse Elemente in einer Untergruppe).

Es sei (U, xy) eine Untergruppe der Gruppe (G, x). Dann ist das neutrale Element ey von (U, xy)
gleich dem neutralen Element e von (G, x). Auflerdem gilt fiir alle a € U, dass das Inverse von a in U
tibereinstimmt mit dem Inversen von a in G.

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.1. m]

Aufgrund dieser Erkenntnis benétigen wir also keine neue Notation fiir das neutrale Element und die
Inversen in einer Untergruppe. Aulerdem schreiben wir ab jetzt einfach * statt x.

Die Priifung einer Teilmenge U C G auf die Untergruppen-Eigenschaft lasst sich mit folgendem

Kriterium abkiirzen:

Satz 7.33 (Untergruppenkriterium).
Es sei (G, %) eine Gruppe und U C G. Dann sind dquivalent:
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(i) (U, %) ist eine Untergruppe von (G, *).

(i) U # 0, und fir alle a,b € U giltax b’ € U.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, %) eine Untergruppe von (G, x). Dann enthalt U
notwendigerweise das neutrale Element e von (G, x), da es nach Lemma 7.32 auch das neutrale
Element in (U, x) ist. Fur a,b € U gilt b’ € U nach Lemma 7.32. Da U bzgl. x abgeschlossen ist, folgt
axb eU.

Aussage (ii) = Aussage (i):
Schritt 1: U enthélt das neutrale Element e von (G, x):

Da U nichtleer ist, existiert ein a € U. Mit dem dazu inversen Element a’ gilt aufgrund der
Voraussetzung a x a’ € U, also e € U fiir das neutrale Element e von (G, x).

Schritt 2: U enthalt die Inversen seiner Elemente:
Es seia € U, dann gilt a’ = e x @', und aufgrund der Voraussetzung liegt a’ € U.
Schritt 3: U ist abgeschlossen bzgl. x:

Fira, b € U liegt auch b’ € U, also ist ax b = a* (b”)” aufgrund der Voraussetzung ebenfalls
ein Element von U.

Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dass U bzgl. x abgeschlossen ist (Schritt 3), also bildet
(U, %) eine Halbgruppe. Weiter zeigt Schritt 1, dass (U, %) ein Monoid mit dem neutralen Element e
von (G, %) ist. Schlief3lich zeigt Schritt 2, dass alle Elemente von U ein Inverses in U besitzen, also ist
(U, %) eine Gruppe und wegen U C eine Untergruppe von (G, x). O

Quizfrage 7.9: Kénnte man an Stelle von Aussage (ii) in Satz 7.33 dquivalent auch U # 0, und fiir alle
a,beUgilta xb e U fordern?

Beispiel 7.34 (Untergruppen).
(i) Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann sind ({e}, x) und (G, %) Untergruppen
von (G, x). Diese heifien die trivialen Untergruppe (englisch: trivial subgroups).

(ii) (R, -) ist eine Untergruppe von (R, ).

(iii) Fur jede Zahl m € Nist mZ = {mz|z € Z} mit der Verkniipfung + eine Untergruppe der
Gruppe (Z, +).

(iv) Firn > 2 ist

A, = {0 € S, | o ist Komposition einer geraden Anzahl von Transpositionen}

={0€S,|sgno=1} (7.20)

eine Untergruppe von S, genannt die alternierende Gruppe (englisch: alternating group) vom
Grad n. Sie hat 7n! Elemente.

(v) In Ss besteht die alternierende Untergruppe As in der Notation von Beispiel 7.22 gerade aus
{00, 01, 02 }. Diese entsprechen bei Interpretation als Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen
Dreiecks auf sich selbst gerade den Drehungen. A
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Quizfrage 7.10: Kénnen Sie eine Gruppe finden, die auf3er den trivialen Untergruppen keine weiteren
Untergruppen besitzt?

Beachte: Die Menge der Untergruppen einer Gruppe (G, %) sind bzgl. der Eigenschaft ,ist Untergruppe
von" partiell geordnet.

Lemma 7.35 (Durchschnitt von Untergruppen).
Es sei (G, %) eine Gruppe und (Uj, %);e; eine Familie von Untergruppen mit der nichtleeren Indexmen-
ge I. Dann ist auch ();¢; U; mit x eine Untergruppe von (G, *).

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.1. O

Definition 7.36 (erzeugte Untergruppe, Erzeugendensystem, zyklische Gruppe, Ordnung eines Ele-
ments).
Es sei (G, %) eine Gruppe und E C G.

(i) Dann heif3t
(E) = ﬂ{U| (U, ) ist Untergruppe von (G, x) und E C U} (7.21)

die von E erzeugte Untergruppe (englisch: subgroup generated by E) in (G, ).

Beachte: Bezeichnen wir mit R die Menge auf rechten Seite von (7.21), iber die der Durchschnitt
gebildet wird, dann ist (E) das Minimum der Menge R bzgl. der Inklusionshalbordnung und
sogar das Minimum der Menge R bzgl. der Halbordnung ,ist Untergruppe von®.

Ist speziell E = {a} fiir ein a € G, so schreiben wir auch (a) statt ({a}) und nennen {a) die von
a erzeugte zyklische Untergruppe (englisch: cyclic subgroup) von (G, x).

(ii) Gilt (E) = G, dann heifit E ein Erzeugendensystem (englisch: generating set) von (G, %). Falls
ein endliches Erzeugendensystem von G existiert, so heifit G endlich erzeugt (englisch: finitely
generated).

(iii) Die Gruppe (G, x) heif3t zyklisch (englisch: cyclic), wenn es ein a € G gibt, sodass gilt: {(a) = G.
In diesem Fall heif3t a ein Erzeuger (englisch: generator) von G.

(iv) Ein Element a € G heif3t von Ordnung n € N (englisch: order), wenn n € N die kleinste Zahl
ist, fiir die (in multiplikativer Notation) a” = 1 gilt. Falls kein n € N existiert, sodass a” = 1 ist,
s0 heiflt a von unendlicher Ordnung (englisch: infinite order). Wir schreiben ord(a) = n bzw.
ord(a) = co. A

Satz 7.37 (Darstellung der erzeugten Untergruppe).
Es sei (G, %) eine Gruppe und E C G. Dann gilt fiir die von E erzeugte Untergruppe:
(E) = {al*---*an|3n eNgVi=1,...,n (a; eEUE’)}, (7.22)

wobei E’ die Menge der Inversen von E bezeichnet. (Im Fall n = 0 interpretieren wir wie iiblich die
Verkniipfung von null Elementen in der rechten Menge als das neutrale Element e. Insbesondere im
Fall E = ( ist also (E) = {e}.)

Beweis. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge auf der rechten Seite von (7.22) mit M. Wir fithren
den Beweis in zwei Schritten.
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Schritt 1: (E) 2 M: Es sei U eine beliebige Untergruppe von G, die im Durchschnitt (7.21) vorkommt.
U enthélt also E als Teilmenge. Da U eine Untergruppe ist, enthélt U auch E’. Da schlief3lich
U abgeschlossen bzgl. x ist, enthalt U auch alle Verkniipfungen endlich vieler Elemente aus
E U E’. Also gilt U 2 M. Da dies fiir jede beliebige Untergruppe aus dem Durchschnitt in
(7.21) gilt, gilt auch (E) 2 M.

Schritt 2: (E) € M: Wir zeigen zunéchst, dass M selbst eine Untergruppe von G ist. Dazu uber-
prifen wir das Untergruppenkriterium (Satz 7.33). Offensichtlich ist M # 0, denn M ent-
hilt mindestens e. Sind a; x - - - % a, und b; % - - - % by, zwei Elemente aus M, so ist auch
(a1 % -+ % ay) * (by % --- % by,)" ein Element aus M. Also ist M eine Untergruppe von G.
Zusatzlich ist klar, dass E € M gilt. (Quizfrage 7.11: Details?) Das heif3t, M ist eine derjeni-
gen Untergruppen von G, tiber die in der Definition von (E) der Durchschnitt gebildet wird.
Folglich gilt (E) € M. m]

Beispiel 7.38 (erzeugte Untergruppe, Erzeugendensystem, zyklische Gruppe, Ordnung eines Elements).

(i) In der Gruppe (Z,+) erzeugt das Element m € Z die zyklische Untergruppe (m) = mZ.
(ii) Die Gruppe (Z, +) ist zyklisch. Sie hat die Erzeuger 1 und —1, es gilt also (1) = (-1) = Z.

(iii) In Ss gilt mit den Bezeichnungen aus Beispiel 7.22, also

1 2 3 1 2 3 1 2 3
oy = (1 9 3), o1 (2 3 1), oy = (3 1 2) (Drehungen)
123 (1 23 (Y 2 3) (spiegelungen)
Ll PR o=\, 5 1| 3=, | 3 piegelungen

die Beziehung
2 _ 3 _ =
oy =0y und o] =0 =1id{13).

Folglich ist

(o1) = {00, 01, 02} = A3
die alternierende Untergruppe, vgl. Beispiel 7.34. Wegen o2 = o7 und o} = 0y gilt auch (o,) = As.
Wegen o5 = UZ = 052 = idyy23y gilt (o3) = {00, 03}, {04) = {00, 04} und (o5) = {00, 05}. Wollen
wir ganz S; erzeugen, so miissen wir mindestens zwei Permutationen auswéhlen. Beispielsweise

ist {01, 03} (eine Drehung, eine Spiegelung) ein Erzeugendensystem von S;. A

Bemerkung 7.39 (abkiirzende Schreibweisen).
Es sei (H, x) eine Halbgruppe, a € H sowie A,B C H. Zur Abkiirzung vereinbaren wir folgende
Schreibweisen:

axB:={axb|be B}, (7.232)
Bxa:={bxal|be B} (7.23b)
AxB:={axblac A, be B}, (7.23¢)

A’ :={d’ | a € Aist invertierbar}. (7.23d)

Wenn A bzw. B die leere Menge ist, ist das Ergebnis in allen obigen Fillen die leere Menge. Mit
Hilfe dieser Abkiirzungen kénnen wir z. B. das Untergruppenkriterium Satz 7.33 (ii) als U # 0 und
U % U’ € U formulieren. A
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§ 75 UNTERGRUPPEN INDUZIEREN AQUIVALENZRELATIONEN

Lemma 7.40 (von Untergruppe induzierte Aquivalenzrelationen).
Es sei (G, %) eine Gruppe und (U, %) eine Untergruppe. Dann sind durch

aVb o beaxU & d*xbelU (7.24a)

a~b © aeUxb o axb eU (7.24b)
fiir a, b € G zwei Aquivalenzrelationen auf G erklirt.® Fiir die Aquivalenzklassen gilt:

[al v=axU (7.252)
[a]u. =U % a. (7.25b)

Jede der Aquivalenzklassen [a] v und [a]u. ist gleichméchtig zu U.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die beiden angegebenen Bedingungen in (7.24) tatsichlich dquivalent
sind. Wir haben

beaxU

dceU(b=a%c)

JeeU ((a*xb=a *xaxc) ,&“folgtaus der Kiirzungsregel (7.10a)
dceU (a xb=c)

=N
=N
=N
o dxbel.

Wir weisen nun fiir a ~V b die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach. Das neutrale Element von
U und G wird wieder mit e bezeichnet.

Schritt 1: ~Vist reflexiv:
Esseia € G, dann ist a’ x a = e € U, da U Untergruppe ist.
Schritt 2: ~Vist symmetrisch:

Es gelte a ~U b, also a’ x b € U. Dann ist auch das Inverse (a’ x b)’ € U, da U Untergruppe
ist. Fur das Inverse gilt nach Satz 7.17 (iii) und (iv):

(@ *b) =b x(a’) =b"xacU.
Das heif3t aber b ~Y a.

Schritt 3: ~Vist transitiv:

Es gelte a ~Y bund b ~Y ¢, also a’ x b € U und b’ % ¢ € U. Aufgrund der Untergruppenei-

genschaft von U ist auch @’ x b x b’ % ¢ = a’ x ¢ € U. Das heif3t aber a ~Y c.

Die Darstellung der Aquivalenzklasse (7.25a) folgt sofort aus (7.24a).

Um zu zeigen, dass U und [a] v = a x U gleichméichtig sind (Definition 6.23), betrachten wir die
Abbildung U 3 b — ax b € ax U. Diese Abbildung ist nach Definition von a x U surjektiv. Auflerdem
ist sie injektiv, denn aus a x b = a % ¢ folgt mit der Kiirzungsregel (7.10a) b = c.

Der Beweis fur (7.24b) und (7.25b) geht analog. O

SFiir diese Relationen gibt es in der Literatur keine einheitliche Notation.
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Die Aquivalenzklasse [a] v = a x U heif3t auch die Linksnebenklasse (englisch: left coset) von U
nach a.” Weil ~V eine Aquivalenzrelation ist, bilden die Linksnebenklassen der Untergruppe U eine
Partition der Gruppe G (Satz 5.19). Man notiert die Quotientenmenge als G / ~V oder auch als G/ U.

Die Aquivalenzklasse [a]u. = U % a heifit auch die Rechtsnebenklasse (englisch: right coset)
von U nach a. Weil auch U~ eine Aquivalenzrelation ist, bilden auch die Rechtsnebenklassen der
Untergruppe U eine Partition der Gruppe G. Man notiert die Quotientenmenge als G / U~ oder auch
als U\G.

Folgerung 7.41 (zu Lemma 7.40).

Es sei (G, %) eine abelsche Gruppe und (U, %) eine Untergruppe. Dann sind die Aquivalenzrelationen
a ~V b und a Y~ b identisch. Entsprechend gilt fiir die Nebenklassen a x U = U * a fiir alle a € G.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.3. O

Wann immer a ~V b und a Y~ b identisch sind, schreiben wir auch einfach a v b und sprechen von
Nebenklassen (englisch: cosets) [a]y =U *a =a* U von U.

Beispiel 7.42 (Nebenklassen).

(i) In der abelschen Gruppe (Z, +) erzeugt die Untergruppe mZ fiir m € N gerade die Kongru-

enzrelation modulo m, d. h., mz und Z stimmen iiberein. Die Nebenklassen von mZ, gilt (auch
Restklassen modulo m genannt, vgl. Beispiel 5.16)

[a] ={a+nm|neZ}=a+mZ
partitionieren die ganzen Zahlen Z in m gleichméachtige Restklassen, [0], [1],..., [m —1].

(ii) Die Standardkonstruktion einer nicht messbaren Teilmenge von R (Satz von Vitali) verwendet
die Nebenklassen von Q in der abelschen Gruppe (R, +), zusammen mit dem Auswahlaxiom. A

Aus Lemma 7.40 folgt der folgende wichtige Satz von Lagrange (englisch: Lagrange’s theorem) der
Gruppentheorie:

Satz 7.43 (Satz von Lagrange).

Es sei (G, x) eine endliche Gruppe und (U, x) eine Untergruppe. Dann gilt #U | #G, d. h., die Kardinalitat
der Untergruppe ist ein Teiler der Kardinalitat der Gruppe.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.3. O

"Merke: Bei den Linksnebenklassen a x U steht der Reprasentant a links vom U. Im Relationszeichen ~V steht die Tilde ~
ebenfalls links vom U.
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§ 8 HOMOMORPHISMEN VON HALBGRUPPEN UND GRUPPEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 9.2.3, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.2

Homomorphismen (englisch: homomorphisms, altgriechisch: ouog: gemeinsam, altgriechisch: pop-
o1: Form) sind die strukturvertriaglichen Abbildungen (englisch: structurally compatible maps)
zwischen algebraischen Strukturen. In diesem Abschnitt geht es speziell um Homomorphismen von
Halbgruppen und Gruppen.

Definition 8.1 (Halbgruppenhomomorphismus).
Es seien (Hj, x) und (H,, O) zwei Halbgruppen.

(i) Eine Abbildung f: H; — H; heifit strukturvertriglich oder ein (Halbgruppen-)Homomor-
phismus (englisch: semigroup homomorphism) von (Hy, x) in (H,, O), wenn gilt:

flaxb)=f(a)of(b) furallea,be H. (8.1)

(ii) Im Fall (Hy, %) = (H,O) sprechen wir auch von einem (Halbgruppen-)Endomorphismus
(englisch: semigroup endomorphism, altgriechisch: évdov: innen).

(iii) Ist f: Hy — H, bijektiv, so heif3t f auch strukturerhaltend oder ein (Halbgruppen-)Isomor-
phismus (englisch: semigroup isomorphism, altgriechisch: /cog: gleich). In diesem Fall nennen
wir (Hy, %) und (H,, O) auch zueinander isomorphe Halbgruppen (englisch: isomorphic semi-
groups) und schreiben

(Hy, %) = (Hy,O).

(iv) ImFall (H;, %) = (Hp,0) und f: Hy — H, bijektiv sprechen wir auch von einem (Halbgruppen-)
Automorphismus (englisch: semigroup automorphism, altgriechisch: avrog: selbst).® A

Quizfrage 8.1: Welche Art von Relation ist die Isomorphie auf der Klasse aller Halbgruppen?

Bemerkung 8.2 (Halbgruppenhomomorphismus als kommutatives Diagramm).

Wir konnen den Sachverhalt, dass f: (Hy, x) — (H,, O) ein Halbgruppenhomomorphismus ist, durch
das folgende kommutative Diagramm (englisch: commutative diagram) ausdriicken:’

Hox H 25 B, xH,

"

H——— H

Ein solches Diagramm heifit kommutativ (englisch: commutative diagram), wenn alle Pfade mit
demselben Ausgangs- und demselben Endpunkt dasselbe Ergebnis produzieren. A

8Ein Automorphismus ist somit ein bijektiver Endomorphismus oder auch ein Isomorphismus von einer Halbgrup-
pe/Monoid/Gruppe auf sich selbst.
9Die Abbildung f X f ist dabei definiert durch f X f: Hy X H; 3 (a,b) = (f(a), f(b)) € Hz X Ha.
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Wenn (M;, %) und (M,, O) beides Monoide sind, so konnen wir ganz analog zu Definition 8.1 die Begriffe
(Monoid-)Homomorphismus, -Endomorphismus, -Isomorphismus und -Automorphismus
(englisch: monoid homomorphism, endomorphism, isomorphism, automorphism) definieren. Zusétz-
lich zu (8.1) fordert man dabei aber noch, dass fiir die Einselemente gilt:

f(er) =ea. (8.2)

Die Monoide (Mj, x) und (M,,O) heiflen zueinander isomorph, wenn es zwischen ihnen einen
Monoidisomorphismus gibt. Wir schreiben dann (M, x) = (M, O).

Sind (Gy, %) und (G, O) beides Gruppen, so ergeben sich die Begriffe (Gruppen-)Homomorphismus,
-Endomorphismus, -Isomorphismus und -Automorphismus (englisch: group homomorphism,
endomorphism, isomorphism, automorphism). Hier wiederum muss man die Bedingung (8.2) nicht
separat fordern, denn sie folgt aus (8.1); sieche Lemma 8.5. Die Gruppen (Gj, x) und (G, O) heiflen
zueinander isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Gruppenisomorphismus gibt. Wir schreiben
dann (G, %) = (G,,0).

Bemerkung 8.3 (zu Definition 8.1).
Zwei zueinander isomorphe Halbgruppen/Monoide/Gruppen kénnen und miissen, was ihre algebrai-
schen Eigenschaften als Halbgruppen/Monoide/Gruppen angeht, nicht unterschieden werden. A

Beispiel 8.4 (Homomorphismen von Halbgruppen und Gruppen).

(i) Essei X eine nichtleere Menge und (X%, o) die Halbgruppe der Tupel iiber ¥ mit der Konkatena-
tion o, siehe Beispiel 7.4. Die Abbildung #: (2*,0) — (Ny, +), die die Kardinalitat eines Tupels
angibt, ist ein Monoidhomomorphismus, denn es gilt

#((xn o xn) 0 (1o Ym)) = #(xt, .o xn) +# (V1. Ym) =Nt M
und #() = 0.

Genau dann, wenn ¥ einelementig ist, ist # auch bijektiv, also ein Monoidisomorphismus.
(ii) Fiara > 0,a # listlog,: (R>o,-) = (R, +) ist wegen
log,(x - y) =log,(x) +log,(y)

ein Gruppenhomomorphismus. Weiter ist log,, bijektiv, also sogar ein Gruppenisomorphismus.

(iii) Zwischen beliebigen Gruppen (G, %) und (G,, O) gibt es immer den trivialen Homomorphis-
mus (englisch: trivial homomorphism) f: G; 3 a — f(a) := e; € G;. Fiir einige Paare von
Gruppen ist das auch der einzig mogliche Homomorphismus.

(iv) Fur festes n € Z ist die Abbildung (vgl. (7.6))
Gsar—ad"eG

in einer abelschen Gruppe (G, -) ein Gruppenendomorphismus.

(v) Die sgn-Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus von der symmetrischen Gruppe S, (fiir
festes n € N) in die Gruppe ({%1}, -), denn es gilt nach Satz 7.29

sgn(o © 02) = (sgno) - (sgnoy).

Genau fiir n = 2 ist sgn auch bijektiv, also ein Gruppenisomorphismus.

66 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(vi) Diein Beispiel 7.22 vorgenommene ,Identifikation® der symmetrischen Gruppe S; mit der Gruppe

der Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks stellt einen Gruppenisomorphismus
dar.

(vii) Die Abbildung
R > f(x) = exp(ix) = cos(x) +isin(x) € C

ist ein Gruppenhomomorphismus (R, +) — (C,-), denn es gilt f(x + y) = f(x) - f(y), also

exp(i(x + y)) = exp(ix) - exp(iy)
& cos(x+y) +isin(x+y) = (cos(x) +isin(x)) - (cos(y) + i sin(y)).

Nehmen wir den Real- bzw. Imaginérteil der linken und der rechten Seite, so ergeben sich die
Additionstheoreme fiir die Winkelsumme

cos(x + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - sin(y) (8.3a)
sin(x + y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y). (8.3b)
A

Lemma 8.5 (Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen).
Es seien (G, %) und (G2, 0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Weiter sei f: G; — G,
ein Homomorphismus. Dann gilt:

(i) f(e) = ez
(ii) (f(a))’ = f(a').

Beweis. Es gilt

fer)Oex = f(e) da e, neutrales Element in (H,, O) ist
= f(e; % e) da e; neutrales Element in (Hy, %) ist
= f(e;) O f(e;) da f Homomorphismus ist.

Die Verkniipfung dieses Ausdrucks von links mit dem Inversen von f(e;), also die Anwendung der
Kiirzungsregel (7.10a), zeigt e, = f(ey), also Aussage (i).

Die Aussage (ii) folgt aus

f(a')o f(a) = f(a’ *xa) da f Homomorphismus ist

= f(e1) da e; neutrales Element in (Hj, %) ist
=e, wegen Aussage (i).
Aus (7.11b) folgt nun f(a’) = (f(a))’. O

Beachte: Gruppenhomomorphismen bilden neutrale Elemente auf neutrale Element ab und inverse
Elemente auf inverse Elemente. Das Lemma 8.5 gilt i. A. nicht, wenn (G, O) keine Gruppe, sondern
nur ein Monoid ist!

Quizfrage 8.2: Kann f: (Z,+) > n— n+1 € (Z,+) ein Gruppenhomomorphismus sein?

Wir wollen nun Gruppenhomomorphismen genauer studieren.
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Definition 8.6 (Bild und Kern eines Gruppenhomomorphismus).
Es seien (Gy, %) und (G2, O0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Weiter sei f: G; — G,
ein Homomorphismus.

(i) Das Bild (englisch: image) von f ist definiert als

Bild(f) = {f(x) € G, |x € G} = f(Gy). (8.4)

(ii) Der Kern (englisch: kernel) von f ist definiert als

Kern(f) = {x € Gy | () = ez} = f ' ({ez})- (8.5)

Lemma 8.7 (Bild und Kern sind Untergruppen).
Es seien (Gy, %) und (G;, O0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Weiter sei f: G; — G,
ein Homomorphismus.

(i) Bild(f) ist eine Untergruppe von (G, O).

(ii) Kern(f) ist eine Untergruppe von (Gy, *).

Beweis. Aussage (i): Wir tiberpriifen das Untergruppenkriterium (Satz 7.33). Es gilt e, = f(e;) nach
Lemma 8.5, also e; € Bild(f) und Bild(f) # 0. Weiter seien a,, b, irgendwelche Elemente in Bild(f).
Wir miissen zeigen: a, O by € Bild(f).

Nach Definition von Bild(f) gibt es ay, b; € Gy mit f(a;) = a, und f(b;) = b,. Daher ist

a, O by = f(a;) O(f(by))” nach Voraussetzung
= f(ay) O f(b)) nach Lemma 8.5
= f(a; % b)) da f Homomorphismus ist

und damit a, O b, € Bild(f).

Aussage (ii): Wir Uberpriiffen wiederum das Untergruppenkriterium. Es gilt f(e;) = e;, also e; €
Kern(f) und Kern(f) # 0. Weiter seien a, b irgendwelche Elemente in Kern(f). Wir miissen zeigen:
ax b’ e Kern(f).
flaxb")=f(a)o f(b') dafHomomorphismus ist
= f(a) O (f(b))" nach Lemma 8.5
=eDe da a,b € Kern(f) liegen

=g da e; = ey ist.

Damit ist a x b* € Kern(f) gezeigt. O

Beispiel 8.8 (Bild und Kern sind Untergruppen).
(i) Fur die Abbildung #: (2%, 0) — (Ny, +) aus Beispiel 8.4 gilt:
Bild(#) =Ny und Kern(#) ={(},

wobei () das leere Tupel kennzeichnet.
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(ii) Fir die Abbildung sgn: (S,,0) — ({*1}, ) aus Beispiel 8.4 gilt im Fall n > 2:
Bild(sgn) = {#1} und Kern(sgn) = A,,
die alternierende Gruppe, vgl. (7.20).
(iii) Fiir die Abbildung f: (Rxo,) 3 x > x2(Ryo, -) gilt

Bild(f) =R.o und Kern(f) = {+1}. A

Lemma 8.9 (Charakterisierung der Injektivitat).

Es seien (G, %) und (G2, 0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Weiter sei f: G; — G,
ein Homomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) f istinjektiv.
(1) Kern(f) = {er}.

(iii) Die einzige Losung der Gleichung f(a) = e; ist a = e.

Beachte: Um die Injektivitit einer beliebigen Abbildung zu zeigen, miissen wir sicherstellen, dass
niemals zwei verschiedene Elemente der Definitionsmenge auf dasselbe Element in der Zielmenge
abgebildet werden (Definition 6.10). Wenn wir aber wissen, dass diese Abbildung ein Gruppenhomo-
morphismus ist, vereinfacht sich dieser Nachweis erheblich. Wir miissen dann nur noch zeigen, dass
neben dem neutralen Element e; kein weiteres Element auf das neutrale Element e, abgebildet wird.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Nach Lemma 8.5 gilt f(e;) = e;. Ist f injektiv, dann wird kein
weiteres Element von G; auf e, abgebildet, also gilt Kern(f) = {e;}.

Aussage (ii) = Aussage (i): Umgekehrt gelte Kern(f) = {e;}. Es seien weiter a, b € Gy mit f(a) = f(b).
Dann folgt

flax?b')=f(a)of(b')
= f(a) O (f(b))
=f(a) o (f(a))
= é,

also a x b’ € Kern(f) = {e;}. Daher muss a x b’ = e; gelten, also wegen der Eindeutigkeit inverser
Elemente a = b. Das zeigt die Injektivitit von f.

Die Aquivalenz von Aussage (ii) und Aussage (iii) ist einfach zu sehen, weil Kern(f) gerade aus den
Lésungen der Gleichung f(a) = e, besteht und nach Lemma 8.5 f(e;) = e, gilt. ]

Ende der Vorlesung 10

Ende der Woche 5
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§ 8.1 NORMALTEILER

Wir hatten in Lemma 7.40 gesehen, dass jede Untergruppe (U, %) einer Gruppe (G, x) zwei Aquiva-
lenzrelationen ~V und Y~ auf G induziert, deren Aquivalenzklassen durch a x U bzw. U % a gegeben
und die i. A. verschieden sind.

Definition 8.10 (Normalteiler).
Es sei (G, x) eine Gruppe. Eine Untergruppe (N, %) heift eine normale Untergruppe (englisch:
normal subgroup) oder Normalteiler von (G, x), wenn gilt:

axN=Nwxa furalleacG. (8.6)

Manchmal notiert man die Eigenschaft, dass (N, x) ein Normalteiler der Gruppe (G, %) ist, als (N, x) <
(G, %). A

Anders ausgedriickt ist (N, x) genau dann eine normale Untergruppe, wenn die durch sie induzierten
Aquivalenzrelationen ~Y und M~ (siehe Lemma 7.40) iibereinstimmen.

Beachte: Die Relation ,ist Normalteiler von® ist zwar reflexiv und antisymmetrisch, aber im Gegensatz
zur Relation ,ist Untergruppe von® i. A. nicht transitiv!

Beispiel 8.11 (Normalteiler).
(i) In jeder Gruppe (G, ) sind die trivialen Untergruppen ({e}, x) und (G, x) Normalteiler.

(ii) In einer abelschen Gruppe (G, ) ist jede Untergruppe ein Normalteiler (Folgerung 7.41). A

Lemma 8.12 (Kerne von Gruppenhomomorphismen sind Normalteiler).
Es seien (Gj, %) und (G2, O0) Gruppen mit den neutralen Elementen e; bzw. e,. Weiter sei f: G; — G,
ein Homomorphismus. Dann gilt:

(i) Firalle a € Gy gilt:
F'{f(a)}) = a* Kern(f) = Kern(f) * a.

(ii) Kern(f) ist ein Normalteiler von G;.

Beachte: Das Urbild eines Elements in der Bildmenge f(G;) ist also immer eine Nebenklasse von

Kern(f).

Beweis. Wir zeigen zunichst die Aussage (i) in mehreren Schritten.
Schritt 1: f1({f(a)}) € Kern(f) % a:
Esseib € f~1({f(a)}), also f(b) = f(a). Dann gilt also
ez = f(b) O (f(a)

=f(b)of(a’)  nachLemma 8.5
=f(bxa) da f Homomorphismus ist.

Das heifit aber, dass bxa’ € f~!({e,}) = Kern(f) liegt. Mit anderen Worten: b € Kern(f) xa.
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Schritt 2: f~1({f(a)}) C ax Kern(f):

Ganz analog zu Schritt 1 gilt auch

ex = (f(a)" O f(b)
= f(a’)of(b)  nachLemma 8.5
= f(a’ * b) da f Homomorphismus ist.

Das heifit aber ’ x b € f~'({e;}) = Kern(f) und daher b € a x Kern(f).

Schritt 3: Kern(f) xa C f}({f(a)}):

Es sei b € Kern(f). Wir miissen b x a € f~}({f(a)}) zeigen, also f(b % a) = f(a). Das folgt
aber sofort aus

f(bxa)=f(b)O f(a) daf Homomorphismus ist
=e; 0 f(a) da b € Kern(f) ist
= f(a).

Schritt 4: a x Kern(f) € f~1({f(a)}):

Es sei b € Kern(f). Wir miissen a x b € f~1({f(a)}) zeigen, also f(a % b) = f(a). Das folgt
aber sofort aus

flaxb)=f(a)O f(b) dafHomomorphismus ist
= f(a)Oe, da b € Kern(f) ist
= f(a).

Aus Lemma 8.7 wissen wir, dass Kern(f) eine Untergruppe von G ist. Aus Aussage (i) folgt a
Kern(f) = Kern(f) % a fir alle a € Gy, also ist Kern( f) ein Normalteiler von G;. Das zeigt Aussage (ii).
O

Wenn (N, %) ein Normalteiler einer Gruppe (G, %) ist, dann kdnnen wir die Faktormenge G/ N-G/N
mit einer Gruppenverkniipfung * ausstatten. Aus der Faktormenge wird damit die Faktorgruppe
(englisch: factor group) oder Quotientengruppe (englisch: quotient group) von G nach N. Man sagt
auch: ,Aus der Gruppe (G, x) wird der Normalteiler N ausfaktorisiert.‘

Satz 8.13 (Faktorgruppe).

Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e und (N, x) einer ihrer Normalteiler. Dann gilt:

(i) Auf der Faktormenge
G/N = {[a] =a*N’a€G}
ist %, definiert als

[a] % [b] :=[axb] firabedG, (8.7)

eine assoziative Verkniipfung, bzgl. der (G/ N, %) eine Gruppe bildet. Das neutrale Element ist
[e] = N, und fir die Inversen gilt [a]” = [d’].
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(ii) Die Abbildung
G—G/N
T (8.8)
aw [a],
die jedem Element a € G seine Nebenklasse [a] zuordnet, ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus. Sie heif3t die kanonische Surjektion (englisch: canonical surjection) von G auf G/ N.
Es gilt Kern(r) = N.

(iii) Wenn (G, %) abelsch ist, dann auch (G/ N, *).

Beweis. Aussage (i): Wir miissen zunichst zeigen, dass x iiberhaupt eine Verkniipfung auf G/ N
darstellt, also dass (8.7) wohldefiniert ist, da wir dort ja Bezug auf konkrete Reprasentanten a,b € G

nehmen. Es seien also ay, az, by, b, € G gegeben, wobei g N as und by N b, angenommen wird, d. h.,
a; * N =a; x Nund b; x N = b, x N. Dann gilt

[az] * [b2] = [az * by]

=(az *xby))* N nach (7.25)

=ay % (by x N) da % assoziativ ist
=ay;x (N xby) da N Normalteiler ist
=ay x N x by da x assoziativ ist
=a; * Nx N x b, da N Untergruppe ist

= (az * N) x (N % by) da * assoziativ ist

= (a; x* N) x (N % by) daalgazundblz\lbg
= (a; * N) % (b; * N) da N Normalteiler ist
= [ai] * [b4].

Damit ist * als Verkniipfung auf G/ N wohldefiniert. Die Assoziativitit von x ergibt sich aus der
Assoziativitit von * und der Normalteilereigenschaft, denn es gilt:

([a] * [b]) x [c] =[axb] x [c] =(axb* N) *x (ckN)=(axb*N)x (N xc)
=axbxNxc=axbxcxN
[a] *x ([b] % [c]) =[a] x [bkc] =(axN)*k (bkcxN)=(a*xN)*x (Nxbxc)

—axNxbkxc=axbxcxN

Damit haben wir zunichst (G/ N, x) als Halbgruppe bestitigt.

Als nichstes zeigen wir, dass [e] = e x N = N das neutrale Element von (G/ N, ) ist. Dazu sei a € G
beliebig. Dann gilt gemaf} Definition (8.7)

[e] x [a] = [exa] =[a] sowie [a]*[e]=[axe]=a].
Also ist (G/ N, ) ein Monoid mit neutralem Element [e].
Nun zeigen wir, dass jedes [a] € G/ N invertierbar ist mit Inverser [a]” = [d’]:

[a] X [a'] = [a%xa'] = [e] sowie [a']*[a] =[a" *xa] = [e].

Aussage (ii): Die Eigenschaft, ein Gruppenhomomorphismus zu sein, bedeutet 7z (a * b) = (a) x (b).
Nach Definition von 7 heifit das aber gerade [a x b] = [a] * [b], was gerade die Definition von * war.
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Die Surjektivitat von r ist klar, denn ein beliebiges Element [a] von G/ N ist gerade das Bild von a
unter 7. Es gilt Kern(rz) = 77!([e]) = N.

Aussage (iii): Falls (G, x) abelsch ist, dann gilt
[a] % [b] = [a* b] = [b*a] = [b] * [al,

also ist auch (G / N, %) abelsch. O

Bemerkung 8.14 (Faktorgruppe).

Praktisch konnen wir die Faktorgruppe (G/ N, *) benutzen, um wie in der Gruppe (G, %) zu ,rechnen®,

wobei jedoch Elemente a, b in derselben Aquivalenzklasse (fiir die also a x b € N gilt) nicht mehr

unterschieden werden. Die Faktorgruppe (G / N, %) ist also eine ,grobere Version“ der Gruppe (G, x).
A

Beispiel 8.15 (Faktorgruppe).
(i) Essei (G, x) eine beliebige Gruppe. Dann ist die triviale Untergruppe {e} nach Beispiel 8.11 ein
Normalteiler. Die zugehorige Faktorgruppe (G / {e}, %) ist isomorph zur Ausgangsgruppe (G, %)
selbst.

(ii) Es sei (G, ) eine beliebige Gruppe. Dann ist die triviale Untergruppe G nach Beispiel 8.11 ein
Normalteiler. Die zugehorige Faktorgruppe (G / G, %) ist isomorph zu ({e}, *).

(iii) In der abelschen Gruppe (Z, +) ist jede Untergruppe der Form m Z mit m € N ein Normalteiler.
Die Elemente der Faktorgruppe (Z/mZ, +) sind die Nebenklassen von m Z, also die Mengen der
Form [a] = a + mZ, vgl. Beispiel 7.42. Es gilt

[a] + [b] = [a+D].

Die Faktorgruppe (Z/mZ,+) ist isomorph zu einer uns bereits bekannten Gruppe, namlich
zur additiven Gruppe modulo m (Z,, +,,) aus Beispiel 7.16 mittels des Isomorphismus [a] +—
natiirlicher Reprasentant von a in Z,,,. Beispielsweise konnen wir fiir m = 5 wie folgt rechnen:

in(z/52,%) [-21] T [9] = [-12]
in (Zs,+5) 4 +5 4 = 3

(iv) In der abelschen Gruppe (R, -) ist die Untergruppe ({1}, -) ein Normalteiler. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die Nebenklassen

la] = a-{+1} = {a,—a}

fiir a € Ry. Ein mogliches Représentantensystem ist R.. A

Bemerkung 8.16 (Normalteiler sind genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen).

Es sei (Gy, %) eine Gruppe. Nach Lemma 8.12 ist fiir jeden beliebigen Gruppenhomomorphismus
f: Gi — G in irgendeine Gruppe (G, O0) die Untergruppe Kern(f) immer ein Normalteiler von
(G, %).

Umgekehrt kann man zeigen, dass jeder Normalteiler von dieser Form ist. Also gilt: Jeder Normalteiler
von (Gy, %) ist der Kern eines geeignet gewahlten Gruppenhomomorphismus von (G, %) in eine
geeignet gewahlte Gruppe (G, O). A
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§ 8.2 DER HOMOMORPHIESATZ FUR GRUPPEN

Mit Hilfe des Wissens aus § 8.1 konnen wir nun die Struktur von Gruppenhomomorphismen analysieren.
Der folgende Struktursatz besagt, dass ein Gruppenhomomorphismus f: G; — G, ,nebenklassenweise"
wirkt. Er bildet also eine gesamte Nebenklasse von Kern(f) auf ein- und dasselbe Element von G, ab
und verschiedene Nebenklassen auf verschiedene Elemente. Das geschieht zudem strukturvertréglich.
Dadurch ist das Bild(f) eines solchen Gruppenhomomorphismus bereits im Wesentlichen (d. h. bis
auf Isomorphie) festgelegt ist durch (Gy, ) und die Untergruppe Kern(f).

Satz 8.17 (Homomorphiesatz fiir Gruppen'®).

Es seien (G, %) und (G2, 0) Gruppen. Weiter sei f: G; — G, ein Homomorphismus. Dann gilt
G;/Kern(f) = Bild(f) (8.9a)
mit dem Isomorphismus

I([a]) = f(a) fir [a] = a*xKern(f) € G;/Kern(f). (8.9b)

Beweis. Wir bezeichnen die neutralen Elemente von G; und G, mit e; bzw. ey.
Wir definieren I: G;/Kern(f) — Bild(f) wie in (8.9).

Schritt 1: Wir miissen zunichst zeigen, dass I als Abbildung wohldefiniert ist, da wir in der Definition
(8.9b) Bezug auf den konkreten Repriasentanten a € G; nehmen.

Es seien dazu a, b € G; gegeben mit a ke (1) b, d.h., a x Kern(f) = b x Kern(f). Dann gilt

f(a*xKern(f)) = f(a) O f(Kern(f)) da f Homomorphismus ist
- {f(a)} da f(Kern(f)) = {e:} gilt

und analog f(b x Kern(f)) = {f(b)}. Aus a x Kern(f) = b x Kern(f) folgt also f(a) = f(b).
Auflerdem ist nach Definition von I klar, dass I in Bild( f) abbildet. Damit ist I wohldefiniert.

Schritt 2: Als nichstes zeigen wir, dass I ein Homomorphismus ist. In der Tat gilt

I([a] % [b]) = I([a*b]) nach Definition (8.7) von %
= f(axb) nach Definition von I
= f(a) O f(b) da f Homomorphismus ist
=1I([a]) OI([b]) nach Definition von I.

Schritt 3: Es bleibt zu zeigen, dass I surjektiv und injektiv ist. Wenn a, € Bild(f) ist, dann existiert
a; € Gy mit

az = f(al) =I([a1]).

Das zeigt die Surjektivitat von I.

%englisch: fundamental theorem on group homomorphisms
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Firr die Injektivitat gentigt es nach Lemma 8.9 zu zeigen, dass Kern(I) nur aus dem neutralen

Element des Definitionsbereiches G; / Kern(f) besteht, d. h., aus [e;] = Kern(f), vgl. Satz 8.13.

Es gilt

Kern(I)

[a] € G;/Kern(f) |I( [a]) = ez} nach Definition von Kern(I)

[a] € G;/Kern(f) |f(a) = ez} nach Definition von I

[a] € G;/Kern(f) | ace Kern(f)} nach Definition von Kern(f)

a x Kern(f) | ae Kern(f)} wegen [a] = a x Kern(f), siehe (7.25)
Kern(f )} ,denn Kern( f) ist Untergruppe von (G, O)

{
{lal
{lal
{
{

nach Lemma 8.7. O

Beispiel 8.18 (Homomorphiesatz fiir Gruppen).

(i) Wir betrachten fiir festes n € N die Abbildung sgn: S, — ({1}, ), vgl. Beispiele 8.4 und 8.8. Es
gilt Kern(sgn) = A,,. Fiir n > 2 sind die Elemente der Faktorgruppe S, / Kern(sgn) = S,,/ A, die
beiden Nebenklassen

[id] =ido A, ={0 € S, | sgn(o) =1} (gerade Permutationen),

[r]=10A,={0€S,]| sgn(o) =-1} (ungerade Permutationen),
wobei 7 irgendeine Transposition in S, ist. Gemafl Homomorphiesatz 8.17 ist
Sn/Kern(sgn) = S,/ A, = Bild(sgn) = {+1}.

Es werden alle geraden Permutationen A, = Kern(sgn) ausfaktorisiert.

Im Fall n = 1gilt A; = S;, daher gibt es nur die eine Nebenklasse
[id] =id o §; = {id}.
Der Homomorphiesatz 8.17 besagt daher in diesem Fall

S1/Kern(sgn) = S;/A; = Bild(sgn) = {1}.

(ii) Fiir die Abbildung f: (Ry4o,*) 3 x - x? € (R0, -) aus Beispiel 8.8 und Beispiel 8.15 gilt
Ryo/Kern(f) = Ry / {£1} = Bild(f) = Rxo.

Durch Kern(f) = {+1} wird das Vorzeichen ausfaktorisiert. A

Ende der Vorlesung 11

§ 9 RINGE

Literatur: Bosch, 2014, Kapitel 5.1, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.3

Ein Ring ist eine algebraische Struktur mit zwei Verkniipfungen, die gewissen Gesetzmifligkeiten

folgen. In Anlehnung an die wichtigen Beispiele Z, Q, R und C mit den Verkniipfungen ,,Addition®

und ,Multiplikation® bezeichnen wir diese Verkniipfungen mit + und -.
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Definition 9.1 (Ring).
Ein Ring (englisch: ring) (R, +, -) ist eine Menge R mit zwei (inneren) Verkniipfungen + (,Addition®)
und - (,Multiplikation®), die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) (R,-) ist eine Halbgruppe.
(iii) Es gelten die Distributivgesetze (englisch: distributive laws)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (9.1a)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c) (9.1b)

fir alle a, b, c € R.

Ein Ring (R, +, -) heif}t kommutativ (englisch: commutative ring), wenn die Halbgruppe (R, -) kom-
mutativ ist." A

Wie ublich vereinbaren wir, dass - stirker bindet als + (,Punkt- vor Strichrechnung®), also konnten wir
die rechte Seite in (9.1a) auch in der Form a - b + a - ¢ schreiben.

Wie in Gruppen in additiver Notation iiblich (Bemerkung 7.13), bezeichnen wir das neutrale Element
bzgl. + als Nullelement (englisch: additive identity) und schreiben dafiir zunachst ,,0“. Aulerdem
bezeichnen wir das bzgl. + inverse Element von a € R mit —a. Die Bezeichnung a—b steht fir a+(-b).

Falls (R, -) ein Monoid ist, so bezeichnen wir das neutrale Element bzgl. - als Einselement (englisch:
multiplicative identity) und schreiben dafiir zunachst ,1z“. In diesem Fall heif3t (R, +, -) auch ein Ring
mit Eins (englisch: ring with unity) oder ein unitirer Ring (englisch: unitary ring). Existiert dann zu
a € Rbzgl. - ein inverses Element, so bezeichnen wir dieses mit a™!.

Wir vereinbaren, dass - starker bindet als + und —, sodass wir beispielsweise statt (a - b) + (a - ¢) auch
a-b+a-cschreiben kénnen. Aulerdem kénnen wir —a - b schreiben statt —(a - b).

Beispiel 9.2 (Ring).
(i) (Z,+,-), (Q,+,+), (R,+,-) und (C, +, -) sind kommutative Ringe mit Eins.

(ii) Der Nullring (englisch: zero ring) ist der (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmte Ring mit
R = {0gr} und den dadurch eindeutig bestimmten Verkniipfungen Og + Ogr = Og und Og - Og = Og.
Da 0g auch das neutrale Element bzgl. - ist, ist der Nullring ein Ring mit Eins, und es gilt
1gr = Og. Er ist der einzige Ring, in dem das Nullelement und das Einselement identisch sind,
siehe Lemma 9.3.

(iii) Fir m € Nist (mZ, +, -) ein kommutativer Ring. Im Fall m # 1 besitzt er kein Einselement. Im
Fall m = 1ist 1 € Z das Einselement.

(iv) Fir m € N ist (Zy, +m, -m) ein kommutativer Ring mit Einselement 1, denn nach Beispiel 7.16 ist
(Z, +m) eine abelsche Gruppe und (Z,,, -,) ein kommutatives Monoid. Er wird der Ring von
Z modulo m (englisch: ring of Z modulo m) genannt. Im Fall m = 1ist (Z,,, +m, -m) der Nullring.

"In diesem Fall fallen die beiden Distributivgesetze (9.1a) und (9.1b) zusammen. Es reicht also, eines von beiden zu priifen.
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(v) Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Wir definieren
End(G) = { f:G—-G | f ist Endomorphismus} (9.2)
und statten End(G) mit den Verkniipfungen

+: End(G) X End(G) — End(G) mit (f,g) — f + g, definiert durch (f + g)(x) = f(x) + g(x)
o: End(G) X End(G) — End(G) mit (f,g) — f o g,definiert durch (f o g)(x) := f(g(x))

aus. Dann ist (End(G), +, o) ein Ring mit Einselement idg, genannt der Endomorphismenring
(englisch: ring of endomorphisms) der abelschen Gruppe (G, +). Er ist i. A. nicht kommutativ.

Quizfrage 9.1: Warum definieren wir den Endomorphismenring nur fiir Endomorphismen auf
abelschen Gruppen und nicht allgemeiner fiir Endomorphismen auf beliebigen Gruppen? A

Lemma 9.3 (Rechenregeln in Ringen).
Es sei (R, +, ) ein Ring mit dem Nullelement Og. Fir a, b € R gilt:

(i) 0R~a=0R=a-0R
(ii) a-(-b)=—-a-b=(-a)-b
(iii) (-a)-(-b)=a-b

(iv) Ist (R, +,-) ein Ring mit Einselement 1g, aber nicht der Nullring, dann gilt 1z # O.
Beachte: Hat R das Einselement 1g, dann folgt aus Aussage (ii) insbesondere —b = (—1g) - b.

Beweis. Aussage (i): Es gilt

Or+0gr-a=0gr-a da O das neutrale Element von (R, +) ist
= (0gr +0r) -a da Og das neutrale Element von (R, +) ist

=0g-a+0g-a wegen des Distributivgesetzes (9.1b).

Die Anwendung der Kirzungsregel (7.10a) in der Gruppe (R, +), also die Addition von —(0g - a) zu
beiden Seiten der Gleichung, zeigt Og - a = Og - a. Das zweite Resultat, a - O = Og, folgt analog.

Aussage (ii): Wir zeigen zunéchst, dass a - (—b) = —a - b gilt, also dass a - (—b) das Inverse zu a - b in
der Gruppe (R, +) ist. Gemaf (7.11) reicht dafiir der Nachweis von a - (=b) + a - b = 0g aus, also der
einseitige Test. In der Tat haben wir

a-(-b)+a-b=a-(-b+b) wegen des Distributivgesetzes (9.1a)
=a-0g
= 0g nach Aussage (i).
Die Aussage (—a) - b = —a - b folgt analog.
Aussage (iii): Wir haben
(—a) - (-b) = —(a- (b)) nach Aussage (ii)
=—(—a-b)  nach Aussage (ii)
=a-b nach (7.12) (doppelte Invertierung).
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Aussage (iv): Es sei R ein Ring mit Einselement 1g. Wir fithren den Beweis durch Kontraposition. Wir
nehmen also 1z = Og an. Nun sei a € R beliebig. Dann gilt

a=a-1g dalg das neutrale Element von (R, -) ist
=a-0r dalg = 0g angenommen wurde

= 0g nach Aussage (i).

Der Ring R besteht also nur aus dem Nullelement O, d. h., R ist der Nullring. O

Wir verwenden auch in Ringen (R, +, -) und insbesondere in der Gruppe (R, +) die Schreibweise aus
Bemerkung 7.13. Es gilt also fiir n € N

na:=a+---+a.
Besitzt (R, +, -) das Einselement 1g, dann gilt nach Distributivgesetz weiter
na=a+---+a=1g-a+---+1g-a=(g+---+1g) -a=(nlg) - a.
Weiter ist (—n) a ;== —(na) und 0 a := Og.
Definition 9.4 (Charakteristik eines Ringes).

Es sei R ein Ring mit Einselement 1.

(i) Wenn es eine Zahl n € N gibt, sodass n1g = Og gilt, so nennen wir die kleinste solche Zahl
min{n € N|nlg = 0g}

die Charakteristik (englisch: characteristic) von R, kurz char(R).

(ii) Gilt hingegen n1g # O fiir alle n € N, so sagen wir, R habe die Charakteristik (englisch:
characteristic) 0 und schreiben char(R) = 0. A

Beispiel 9.5 (Charakteristik eines Ringes).
(i) (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) und (C, +, -) haben Charakteristik 0.

(ii) Der Nullring ist (bis auf Isomorphie) der einzige Ring mit Charakteristik 1, also der einzige Ring,
in dem 1g = Og gilt, vgl. Lemma 9.3.

(iii) Der Ring von Z modulo m (Z,,, +m, -m) hat Charakteristik m € N.

(iv) Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+,~) aus dem folgenden Beispiel 9.6 hat ebenfalls Cha-
rakteristik m € N. A

Beispiel 9.6 (Restklassenring modulo m).

Es seim € N. Wir erinnern an die Faktorgruppe Z / m Z aus Beispiel 8.15 mit den Elementen [a] = a+mZ
(fiir a € Z), der kommutativen Verkniipfung [a] + [b] = [a + b] und dem neutralen Element [0].
(Z/mZ,+) bildet eine kommutative Gruppe.

Weiter bildet (Z/mZ,*) mit der Verkniipfung [a] ~ [b] = [a - b] ein kommutatives Monoid mit dem
neutralen Element [1], siehe auch Hausaufgabe I-6.1.
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Schlieflich konnen wir zeigen, dass die Distributivgesetze (9.1a) und (9.1b) gelten, denn:

[a] = ([b] ¥ [c]) = [a] = [b+] nach Definition von +
=[a-(b+0)] nach Definition von ~
=[a-b+a-c] nach Distributivgesetz in Z
=[a-b]+[a-c] nach Definition von +
= [a] * [b] ¥ [a] 7 [c] nach Definition von ~.

Das zweite Distributivgesetz (9.1b) ist wegen der Kommutativitit der Halbgruppe (Z/mZ,*) automa-
tisch erfiillt. Daher bildet (Z/ mZ, +, *) einen kommutativen Ring mit Eins, genannt der Restklassen-
ring modulo m. Im Fall m = 1ist (Z/ mZ,+,~) der Nullring.

Die Verkniipfungstafeln fiir Z/ mZ fiir m € {1, 2, 3, 4} lauten:

¥ | (o] = | [o]

[0] | [0] 0] | [0]

F | o] [1] = | [0l [

[o] | [o] [1] [o] | [o] [oO]

[1] | [1] [0] (1] | [o] [1]

o [o] [1 [2] o] [ [2]

[o] | [o] [1] [2] (o] | [o] [o] [o]

(1] | [1] [2] [0] (1] | [o] [1] [2]

(2] | [2] [o] [1] (2] | [o] [2] [1]
Follol [ f21 [3] [ [o] [ [2] (3]
[o] | [o] [1] [2] (3] [o] | [o] [o] [o] [o]
(1] | [1] [2] [3] [0] (1] | [o] [1] [2] [3]
(2] | [2] [3] [o] [1] (2] | [o] [2] [o] [2]
[3] | [3] [o] [1] [2] [3] | [o] [3] [2] [1]

Die fiir m = 4 in Z/ m Z erstmalig auftretende Situation [2] * [2] = [0] wollen wir benennen:

Definition 9.7 (Nullteiler, Nullteilerfreiheit, Integritatsring).
Es sei (R, +, ) ein Ring.

(i) DasElementa € Rheifit ein Linksnullteiler (englisch: left zero divisor), wenn es ein b € R\ {0g}
gibt, sodass a-b = Og gilt. Das Element b heifit ein Rechtsnullteiler (englisch: right zero divisor),
wenn es ein a € R\ {Og} gibt, sodass a - b = 0O gilt.

(ii) Der Ring (R, +, -) heifit nullteilerfrei (englisch: ring with no zero divisors), wenn es auler dem
Nullelement Og keine weiteren Links- oder Rechtsnullteiler gibt, wenn also gilt:

VYa,b € R (a-b=0r = a=0goderb=0g). (9.3)

(Anders gesagt: Aus a # Og und b # Og folgt a - b # Og.)
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(iii) Ein Ring (R, +, -) heiffit Integrititsring oder Integrititsbereich (englisch: integral domain),
wenn gilt: (R, +, -) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins ungleich dem Nullring. A

Quizfrage 9.2: Ist der Nullring nullteilerfrei?

Beispiel 9.8 (Integrititsringe und Gegenbeispiele).
(i) (Z,+,-), (Q+,-), (R,+,-) und (C, +, -) sind Integrititsringe.

(ii) Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+,~) ist ein Integrititsring genau dann, wenn m € N
eine Primzahl ist; siehe Satz 9.9.

(iii) Es sei X eine Menge, (R, +, ) ein Ring und RX = {f | f: X — R}. Definieren wir dhnlich wie in
Beispiel 7.2 die Verkniipfungen + und - auf RX als

+: X x RX = RX mit (f,g) — f + g, definiert durch (f + g)(x) = f(x) + g(x),
< RXx RX - RX mit (f,9) — f - g, definiert durch (f - ¢)(x) := f(x) - g(x),

dann ist (RX, +, ) ein Ring. (RX,+, ) ist kommutativ genau dann, wenn (R, +, -) kommutativ ist.
(RX, +, -) besitzt ein Einselement genau dann, (R, +, -) ein Einselement besitzt.

Beachte: Wenn (R, +, -) nicht der Nullring ist, dann ist (RX, +, -) nicht nullteilerfrei, sobald X
zwei oder mehr Elemente enthalt! (Quizfrage 9.3: Wie sieht man das?) A

Satz 9.9 (Nullteilerfreiheit des Restklassenringes).
Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+,~) ist ein Integrititsring genau dann, wenn m € N eine
Primzahl ist.

Beweis. Fiir m = 1ist (Z/ mZ,+,~) der Nullring und damit kein Integrititsring. Wir betrachten also
im Weiteren nur den Fall m > 2, fiir den (Z/ mZ, +, ~) ein kommutativer Ring ungleich dem Nullring
und mit dem Einselement [1] ist. Die Frage, ob dieser Ring ein Integrititsring ist, hangt also genau an
der Nullteilerfreiheit. Das Nullelement von (Z/mZ, +, %) ist [0].

Es sei m € N, m > 4, keine Primzahl, lisst sich also schreiben als m = a - b fiir Zahlen a,b € [2,m —1].

Die zugehorigen Restklassen [a] und [b] sind ungleich [0] (Quizfrage 9.4: Warum?) Es gilt

[0] = [m] da0ZEm
=[a-b] dam=a-b

a] ¥ [b] nach Definition von ~.

Il
—

Damit ist (Z/ mZ, +, ~) nicht nullteilerfrei.

Es sei nun umgekehrt m € N, m > 2, eine Primzahl. Wir nehmen an, [a] und [b] seien Elemente
aus Z/m2 mit [0] = [a] ¥ [b] = [a - b]. Das heifit aber, da 0 und a - b in derselben Restklasse
modulo m liegen, dass a - b = m z gilt fiir irgendein z € Z. Da m eine Primzahl ist, kommt m in der
(vorzeichenbehafteten) Primfaktorzerlegung von a - b vor. Das heif3t, dass a oder b den Primfaktor m
enthilt, also gilt m | a oder m | b, woraus [a] = [0] oder [b] = [0] folgt. Damit ist (Z/mZ,+,*)
nullteilerfrei. O

Definition 9.10 (Unterring, vgl. Definition 7.31 einer Untergruppe).
Es sei (R, +, ) ein Ring.
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(i) Eine Teilmenge U C R heif3t ein Unterring (englisch: subring) von (R, +, -), wenn U bzgl. + und
bzgl. - abgeschlossen ist und wenn (U, +, -) selbst wieder ein Ring ist.

Beachte: Das ist genau dann erfillt, wenn (U, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und wenn U
bzgl. - abgeschlossen ist.

(i) Ist (R, +, -) ein Ring mit Einselement 1g, dann fordern wir fiir einen Unterring mit Eins (englisch:
subring with unity) (U, +, -) zusatzlich zu Eigenschaft (i), dass 1z € U liegt.”?

Beachte: Es reicht nicht aus, zu fordern, dass (U, -) irgendein neutrales Element besitzt.

(iii) Ein Unterring (U, +,-) von (R, +, -) heif3t echt (englisch: proper subring), wenn U C R gilt. A

Definition 9.11 (Ringhomomorphismus, vgl. Definition 8.1 eines Halbgruppenhomomorphismus).
Es seien (R, +1, 1) und (Ry, +2, -2) zwei Ringe.

(i) Eine Abbildung f: Ry — R, heif3t strukturvertriglich oder ein (Ring-)Homomorphismus
(englisch: ring homomorphism) von (Ry, +1, -1) in (R, +2, -2), wenn gilt:

f(a+1b) = f(a)+, f(b) firalleab e Ry, (9.4a)
fla-1b)=f(a)- f(b) faralleab € R;. (9.4b)

Besitzen beide Ringe ein Einselement 1z, bzw. 1g, und fordern wir zusatzlich

f(lRl) =1g, (9-4¢)

dann nennen wir f genauer einen Homomorphismus von Ringen mit Eins (englisch: homo-
morphism of rings with unity).

(if) Wie in Definition 8.1 sprechen wir im Fall (Ry, +1, -1) = (Ry, +2, -2) von einem (Ring-)Endomor-
phismus (englisch: ring endomorphism) bzw. von einem Endomorphismus eines Ringes
mit Eins (englisch: endomorphism of a ring with unity).

(iii) Ist f: Ry — R, bijektiv, so heifdt f auch strukturerhaltend oder ein (Ring-)Isomorphismus
(englisch: ring isomorphism) bzw. ein Isomorphismus von Ringen mit Eins (englisch: en-
domorphism of a ring with unity). In diesem Fall nennen wir (Ry, +1, 1) und (Rz, +, -2) auch
zueinander isomorphe Ringe (englisch: isomorphic rings) bzw. zueinander isomorphe Ringe
mit Eins (englisch: isomorphic rings with unity) und schreiben

(Ri, +1, 1) = (Rg, +2,72).

(iv) Im Fall (Ry, +1,1) = (Rg, +2,-2) und f: Ry — R, bijektiv sprechen wir auch von einem (Ring-)
Automorphismus (englisch: ring automorphism) bzw. von einem Automorphismus eines
Ringes mit Eins (englisch: automorphism of a ring with unity).

(v) Das Bild (englisch: image) und der Kern (englisch: kernel) eines Ringhomomorphismus f: Ry —
R, sind definiert als

Bild(f) = {f(x) € R|x € Ri} = f(R), (9:5)
Kern(f) := {x €ER |f(x) = 0R2} = 1 ({0g,}). A

2Dadurch ist der Unterring (U, +, -) dann natirlich selbst wieder ein Ring mit dem Einselement 1g.
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Die Beziehung (9.4a) besagt, dass f: (Ry, +1) — (R, +2) ein Gruppenhomomorphismus ist. Aus Lem-
ma 8.5 folgt damit fiir die Nullelemente 0, bzw. Or, notwendigerweise

f(ORl) = Og,. (96)

Weiter bedeutet (9.4b), dass f: (Ry,+1) — (Ry, -2) ein Halbgruppenhomomorphismus ist. (9.4b) und
(9.4¢) zusammen bedeuten, dass f: (Ry, 1) — (Ry, -2) ein Monoidhomomorphismus ist.

Beispiel 9.12 (Ringhomomorphismen).
(i) Die Abbildung

fi(Z+-)3a lal=a+mZe(Z/mZ+7)
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen mit Eins, denn:
f ist als kanonische Surjektion der Faktorgruppe nach Satz 8.13 und Beispiel 8.15 ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus f: (Z,+) — (Z/mZ,+), und auerdem ist f: (Z,) = (Z/mZ,~)
ein Monoidhomomorphismus, siehe Beispiel 9.6 und Hausaufgabe I-6.1.
Es gilt

Bild(f) =Z/mZ,

Kern(f) = f([0]) = mZ.
(ii) Fir m € N ist die Abbildung
[+ Zms+mm)da [al=a+mZe(Z/mZ+7)

ein Ringisomorphismus zwischen dem Ring von Z modulo m (Beispiel 9.2) und dem Restklassen-
ring modulo m (Beispiel 9.6), beides kommutative Ringe mit Eins, denn: f ist nach Beispiel 8.15
ein Gruppenisomorphismus f: (Z,,+m) — (Z/mZ,¥), und auBerdem ist f: (Zp,, ) —
(Z/m?Z,~) nach Hausaufgabe I-6.1 ein Monoidisomorphismus.

Es gilt
Bild(f) =Z/mZ,

Kern(f) = f7([0]) = {0}.

Ende der Woche 6

§ 10 KORPER

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 2, Bosch, 2014, Kapitel 1.3, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.3,
Deiser, 2022b, Kapitel 2.2

Ein Korper ist — wie ein Ring — eine algebraische Struktur mit zwei Verkniipfungen. In Anlehnung an
die wichtigen Beispiele Q, R und C mit den Verkniipfungen ,Addition“ und ,Multiplikation® bezeichnen
wir diese Verkniipfungen wieder mit + und -.

Definition 10.1 (Korper).
Ein Kérper (englisch: field) (K, +, -) ist eine Menge K mit zwei (inneren) Verkniipfungen + (,Addition)
und - (,Multiplikation®), die die folgenden Bedingungen erfiillen:
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(i) (K, +) ist eine abelsche Gruppe. Das Nullelement bezeichnen wir mit Og.
(if) (K\ {0k}, ) ist eine abelsche Gruppe. Das Einselement bezeichnen wir mit 1.

(iii) Es gelten die Distributivgesetze (englisch: distributive laws)

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (10.1a)
(a+b)-c=(a-c)+(b-c) (10.1b)
fur alle a,b,c € K.13 A

Oft wird K \ {0k} als K* oder als K* abgekurzt. Wir verwenden diese Bezeichnungen jedoch hier
nicht.

Beispiel 10.2 (Korper und Gegenbeispiele).

(i) (Q,+-), (R,+,-) und (C, +, ) sind Kérper mit dem Nullelement 0 und dem Einselement 1.

(i1) (Zy,+2,2) aus Beispiel 7.16 mit den Verkniipfungstafeln aus Beispiel 7.2 ist ein Kérper mit dem
Nullelement 0 und dem Einselement 1.

(iii) Der Restklassenring (Z/4Z,+,*) mit dem Nullelement [0] und dem Einselement [1] aus Bei-
spiel 9.6 ist kein Korper, da [2] nicht das Nullelement ist und [2] * [a] # [1] fur alle a € Z gilt
und damit [2] kein multiplikatives Inverses besitzt.

(iv) Es sei X eine Menge. Fiir die bisher besprochenen algebraischen Strukturen S (Halbgruppe,
Monoid, Gruppe, Ring) galt, dass S¥, ausgestattet punktweise mit der oder den Verkniipfung(en)
von S, die algebraische Struktur erbt, also ebenfalls Halbgruppe, Monoid, Gruppe oder Ring ist.

Wenn jedoch (K, +, -) ein Korper ist, dann ist (KX, +,-) i. A. kein Korper, sondern nur ein kom-

mutativer Ring mit Eins. (Quizfrage 10.1: Woran liegt das?) A

Lemma 10.3 (Eigenschaften eines Korpers).

Es sei (K, +, -) ein Korper mit dem Nullelement 0x und dem Einselement 1. Dann gilt:
(i) Ok # 1k. Ein Ko6rper hat also mindestens zwei Elemente.

(ii) (K, +, ) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit dem Einselement 1x ungleich dem Nullring,
also ein Integritatsring.

(iii) Es gelten die Kiirzungsregeln (englisch: cancellation rules)

a-bj=a-by, = b=b (10.2a)
bira=by-a = b =b (10.2b)

fir a, by, by € K mit a # Og.

3Wie bereits in kommutativen Ringen fallen die beiden Distributivgesetze (10.1a2) und (10.1b) zusammen. Es reicht also,
eines von beiden zu prifen.
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Beweis. Aussage (i): Nach Definition 10.1ist K \ {Ox} eine Gruppe mit dem Einselement 1g, also muss
0g # 1k gelten.

Aussage (ii): Nach Definition 10.1 ist (K, +) eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement 0x. Wenn
wir zeigen konnen, dass (K, -) ein abelsches Monoid mit dem Einselement 1k ist, dann ist (K, +, )
per Definition 9.1 ein abelscher Ring mit dem Einselement 1. Dieser ist nach Aussage (i) nicht der
Nullring. Wenn wir anschlieend zeigen konnen, dass (K, +, -) nullteilerfrei ist, dann ist Aussage (ii)
gezeigt.

Schritt 1: Wir zeigen: O - a = 0g = a - Ok fur alle a € K.

Dieses Ergebnis folgt wie im Beweis von Lemma 9.3, Aussage (i): Ok + 0 - a = Og - a =
(0g +0g) - a =0k - a+ Ok - a und daher Ok - a = Og. Analog kdnnen wir a - 0 = Ok zeigen.

Schritt 2: Wir zeigen: - ist eine assoziative Verkntipfung auf ganz K:

Per Definition ist - eine Verkniipfung auf ganz K. Die Assoziativitita - (b-c) = (a- b) - cist
klar, wenn nur Elemente a, b, ¢ € K \ {Ox} verkntipft werden, da (K \ {0k}, -) eine Gruppe
ist. Wenn eines oder mehrere Elemente a, b, c aber das Nullelement 0k sind, dann gilt wegen
Schritt 1, dass sowohl a - (b - ¢) als auch (a - b) - ¢ gleich 0k sind. Die Assoziativitit von -
gilt also auf ganz K.

Schritt 3: Wir zeigen: - ist eine kommutative Verkntipfung auf ganz K:

Die Kommutativitit a - b = b - a ist klar, wenn nur Elemente a,b € K \ {Ox} verknipft
werden, da (K \ {Og}, -) eine kommutative Gruppe ist. Wenn eines oder mehrere Element
a, b aber das Nullelement 0k sind, dann gilt wegen Schritt 1, dass sowohl a - b als auch b - a
gleich 0k sind. Die Kommutativitit von - gilt also auf ganz K.

Schritt 4: Wir zeigen: 1k ist neutrales Element bzgl. - auf ganz K:

Wir wissen bereits 1 -a = a- 1k fiir alle a € K\ {0x}. Ist nun a = 0, so gilt wegen Schritt 1
1g - a = a - 1x = Og. Damit ist 1x neutrales Element bzgl. - auf ganz K.

Damit haben wir bisher gezeigt, dass (K, -) ein abelsches Monoid mit dem Einselement 1k ist, also
ist (K, +, -) per Definition 9.1 ein abelscher Ring mit dem Einselement 1k, der Aussage (i) nicht der
Nullring ist.

Schritt 5: Wir zeigen: Der Ring (K, +, -) ist nullteilerfrei.

Wenn a,b € K \ {0g} sind, dann ist auch a - b € K \ {0g}, da per Definition (K \ {0}, )
eine Gruppe und damit insbesondere K \ {0} abgeschlossen bzgl. - ist. Das heif3t, (K, +, -) ist
nullteilerfrei.

Aussage (iii): Fir a, by, by € K\{0} sind die Kiirzungsregeln (10.2) nichts anderes als die Kirzungsregeln
(7.10) in der Gruppe (K \ {0}, ). Wir zeigen (10.2a) in den verbleibenden Fillen. Ist b; = 0k, dann
folgt aus Aussage (i) und der Voraussetzung Ox = a - b; = a - by. Wegen der Nullteilerfreiheit und
a # Ok folgt weiter b, = Ok, also by = b,. Ist andererseits b, = Ok, dann folgt aus Aussage (i) und der
Voraussetzung Og = a - by = a - b;. Wegen der Nullteilerfreiheit und a # 0x folgt weiter b; = Ok, also
wiederum b; = b,.

Die Aussage (10.2b) kdnnen wir analog beweisen. O
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Beachte: Die Rechenregeln in Ringen aus Lemma 9.3 gelten also auch in Kérpern.

Die Definition 9.4 der Charakteristik eines Ringes wird auch auf Koérper angewendet. Fiir Korper ist
die Charakteristik entweder 0 oder eine Primzahl.

Satz 10.4 (Wann ist ein Ring ein Kérper?).
Es sei K eine Menge mit zwei (inneren) Verkniipfungen + und -. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) (K, +,-) ist ein Korper, dessen Nullelement mit 0x und dessen Einselement mit 1x bezeichnet
werden.

(ii) (K,+,-) ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement 1x und dem Nullelement 0x # 1k,
wobei zu jedem a € K \ {0k} ein Inverses bzgl. - in K existiert.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Nach Lemma 10.3 ist (K, +, -) ein kommutativer Ring mit dem
Einselement 1x und dem Nullelement 0x # 1x. Da (K \ {0k}, -) eine Gruppe ist, existiert zu jedem
a € K\ {0k} ein Inverses bzgl. -.

Aussage (ii) = Aussage (i): Nach Voraussetzung ist (K, +) eine abelsche Gruppe mit dem Nullele-
ment Og. Weiter gelten die Distributivgesetze (10.1) nach Voraussetzung. Es bleibt zu zeigen, dass
(K \ {0k}, -) eine abelsche Gruppe mit dem Einselement 1 ist.

Nach Voraussetzung ist (K, -) ein abelsches Monoid mit neutralem Element 1x. Aus der Eigenschaft
Vae K\{0}3a'eK (a-a!=a'-a= 1) folgt die Nullteilerfreiheit:

a-b=0g A a#0 = b=a'l-(a-b)=a' 0g=0g.

Also ist K \ {0k} bzgl. - abgeschlossen. Damit erbt (K \ {0k}, ) die Eigenschaft, ein abelsches Monoid
mit dem Einselement 1k zu sein, von (K, -). Da jedes Element a € K \ {0x} nach Voraussetzung ein
Inverses a™! bzgl. - mit a™! € K besitzt und a™ wegen a - 0x = Ox # 1 sogar in K \ {0k} liegen muss,
ist (K \ {0k}, -) als abelsche Gruppe bestatigt. Das heif3t, (K, +, -) ist ein Korper. O

Satz 10.5 (endliche Integrititsringe sind Korper).
Es sei (R, +, -) ein Integritatsring mit endlich vielen Elementen. Dann ist (R, +, -) ein Korper.

Beweis. Es sei (R, +, -) ein Integritatsring, also ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit dem Eins-
element 1 ungleich dem Nullring. Wir wissen also bereits: (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit dem
Nullelement Og, und (R, -) ist eine abelsche Halbgruppe mit dem Einselement 1z # Og (Lemma 9.3).
Aus der Nullteilerfreiheit folgt, dass R \ {Og} bzgl. - abgeschlossen ist, also ist auch (R \ {0g},-) ein
abelsches Monoid mit dem Einselement 1.

Es bleibt zu zeigen, dass (R \ {Or}, -) sogar eine Gruppe ist. Dazu nutzen wir das Gruppenkriterium
Lemma 7.18. Zu beliebigem a € R\ {0} betrachten wir die Rechtstranslation -, auf dem Monoid R\ {0}.
Diese ist injektiv, denn nach Distributivgesetz (9.1b) gilt

b-a=c-a = b-a-c-a=0g = (b—c)-a=0pg

und da R nullteilerfrei und a # Og ist, folgt ¥ = ¢. Da nun R und damit R \ {0} eine endliche Menge ist,
gilt nach Satz 6.27, dass -, auch surjektiv.

Ein analoges Argument zeigt, dass auch alle Linkstranslationen auf R \ {0} surjektiv sind. Aus dem
Gruppenkriterium Lemma 7.18 folgt nun, dass (R \ {0}, -) eine Gruppe ist. O
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Folgerung 10.6 (Korpereigenschaft des Restklassenringes und des Ringes von Z modulo m, vgl.
Satz 9.9).

Der Restklassenring modulo m (Z/mZ,+, *) sowie der zu ihm isomorphe Ring (Beispiel 9.12) von Z
modulo m (Z,, +m, -m) sind Kérper genau dann, wenn m € N eine Primzahl ist. In diesem Fall nennen
wir sie auch Restklassenkorper modulo m oder Korper von Z modulo m (englisch: field of Z
modulo m).

Beweis. In Satz 9.9 haben wir gezeigt, dass (Z/ mZ,+,~) genau dann ein Integritatsbereich ist, wenn
m € N eine Primzahl ist. Da aber Z/ m Z nur endlich viele (ndmlich m) Elemente hat, ist Integritétsbe-
reich zu sein gleichbedeutend mit der Koérpereigenschaft.

Nach Beispiel 9.12 sind (Z/mZ,+,%) und (Z, +m, -m) als Ringe isomorph, also gelten dieselben
Eigenschaften auch fiir (Z,,, +, 'm)- ]

Definition 10.7 (Unterkorper, vgl. Definition 9.10 eines Unterringes).
Es sei (K, +, -) ein Korper.

(i) Eine Teilmenge U C K heifit ein Teilkorper oder Unterkorper (englisch: subfield) von (K, +, -),
wenn U bzgl. + und bzgl. - abgeschlossen ist und wenn (U, +, -) selbst wieder ein Korper ist.

Beachte: Das ist genau dann erfillt, wenn (U, +) eine Untergruppe von (K, +) ist und wenn
(U \ {0}, -) eine Untergruppe von (K \ {0}, -) ist.

(ii) Ein Unterkorper (U, +, -) von (K, +, -) heif3t echt (englisch: proper subfield), wenn U € K gilt. A

Beispiel 10.8 (Unterkorper).
(i) (Q,+,-) ist ein Unterkorper von (R, +, -).

(ii) (R,+,-) ist ein Unterkorper von (C, 4+, -). A
Definition 10.9 (Kérperhomomorphismus, vgl. Definition 9.11 eines Ringhomomorphismus).
Es seien (Kj, +1, 1) und (K3, +3, -2) zwei Korper.

(i) Eine Abbildung f: K; — K3 heifit strukturvertriglich oder ein (Korper-)Homomorphismus
(englisch: field homomorphism) von (Kj, +1, -1) in (K3, +2, -2), wenn gilt:

fla+1b) = f(a) +, f(b) furallea,b €K, (10.3a)
fla-1b)=f(a)-2 f(b) furallea,b €K, (10.3b)
fx) = 1k, (10.3¢)

(ii) Wie in Definition 8.1 sprechen wir im Fall (K, +1, -1) = (K3, +2, -2) von einem (Korper-)Endo-
morphismus (englisch: field endomorphism).

(iii) Ist f: K3 — K, bijektiv, so heiflt f auch strukturerhaltend oder ein (Korper-)Isomorphis-
mus (englisch: field isomorphism) In diesem Fall nennen wir (Kj, +1, -1) und (K3, +3, -2) auch
zueinander isomorphe Korper (englisch: isomorphic fields) und schreiben

(K1, +1, 1) = (Kz, +2,72).

(iv) ImFall (K3, +1, 1) = (K2, +2,2) und f: K; — K, bijektiv sprechen wir auch von einem (Korper-)
Automorphismus (englisch: field automorphism). A

86 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

Da die Bedingungen (10.3) mit denen aus (9.4) iibereinstimmen, ist ein Kérperhomomorphismus nichts
anderes als ein Ringhomomorphismus, der speziell zwischen Kérpern eingesetzt wird. Insbesondere
haben wir auch hier wie in (9.6) wieder

f(0k,) = Og,. (10.4)

Interessanterweise gilt weiter, dass Kérperhomomorphismen automatisch injektiv sind, denn nehmen
wir a # b, aber f(a) = f(b) an, so ergibt sich der Widerspruch

1k, = f(1k,) wegen (10.3¢)
= f((a - b a(a— b)) da a — b # Ok, vorausgesetzt wurde
=f((@a=1b)7") 2 fla—1b) wegen (10.3a)
=f((a=15)7") 2 (f(a) =2 f(b)) wegen (10.3b)
=f((a— b)_l) -2 Ok, da f(a) = f(b) vorausgesetzt wurde
= 0x, nach Lemma 9.3.

§ 11 PoLYNOME

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 6, Bosch, 2014, Kapitel 5, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.3,
Janich, 2008, Kapitel 9.4

Definition 11.1 (Polynom).
Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring.’* Ein Polynom (englisch: polynomial, altgriechisch: woAd: viel,
altgriechisch: dévopa: Name) iber R in der Variablen ¢ ist ein formaler Ausdruck der Gestalt

n
ap "+ ap_1-t" 1+ 4+a;-t+ay oderauch Z a; - t'. (11.1)
i=0

Dabei ist n € Ny. Die Zahlen a; € R heiflen die Koeffizienten (englisch: coefficients) des Polynoms. A

Bemerkung 11.2 (Polynom).

(i) Die Variable ¢ ist ein willkiirlich gewahltes Symbol. Spater werden wir fiir ¢ geeignete Objekte
einsetzen. Da zunichst unspezifiert ist, welche Objekte fiir die Variable ¢ eingesetzt werden
konnen, ist die Bedeutung der ,Potenzen® tJ, deren »Multiplikation® mit den Koeffizienten a; € R
sowie die ,Addition“ der daraus entstehenden Terme im Moment unklar. Daher verstehen wir
(11.1) zunéchst als formalen Ausdruck.

(ii) aj - t ist eine abkiirzende Schreibweise fiir a; - t!, und ay ist eine abkiirzende Schreibweise fiir
ap - to.
(iii) Die Reihenfolge der ,Summanden® in (11.1) ist unerheblich. Die Polynome 3-t>+2-t und 2-¢+3- ¢

werden also miteinander identifiziert.

(iv) Ist ein Koeffizient a; = Og € R, so lasst man haufig den entsprechenden ,Summanden® in der
Darstellung (11.1) einfach weg. Die Polynome 3 - t* + 0 - t und 3 - t* werden also miteinander
identifiziert.

4Tatsachlich ist R oft sogar ein Korper.
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(v) Istein Koeffizient a; = 1 in einem Ring mit dem Einselement 1, so lasst man den Koeffizienten 1
in der Darstellung (11.1) manchmal weg, sofern es sich nicht um ay handelt. Die Polynome 1 - t2
und t?> werden also miteinander identifiziert.

(vi) Die Menge aller Polynome iiber dem kommutativen Ring R in der Variablen t wird mit R[]
bezeichnet.

(vii) Zwei Polynome sind gleich, wenn die entsprechenden Koeffizienten gleich sind.

(viii) Sind alle Koeffizienten gleich Og € R, so heifit das Polynom das Nullpolynom (englisch: zero
polynomial), geschrieben 0Og.

(ix) IstRein Ring mit dem Einselement 1g und sind alle Koeffizienten gleich O € Rbisaufag = 1 € R,
so heifit das Polynom das Einspolynom (englisch: constant one polynomial), geschrieben 1g.

(x) Ist R ein Ring mit dem Einselement 1z, dann heifit ein Polynom der Form t"* das Monom
(englisch: monomial) vom Grad n € Nj."

(xi) Ein Polynom der Form ay € R C R[t] heifit ein konstantes Polynom (englisch: constant
polynomial).

(xii) Ein Polynom der Form ay + a; - t € R[] mit a; # Og heifit ein lineares Polynom (englisch:
linear polynomial). A

Beispiel 11.3 (Polynome).
(i) p= % =7t + % = % + % -t — 7.t € Q[t] ist ein Polynom iiber dem Kérper Q.

(ii) p=s° - \/?E s+ % € R[s] ist ein Polynom tiber dem Korper R.

(iii) p = [1] * X®> ¥ [3] * X?> ¥ [2] * X € (Z/4Z)[X] ist ein Polynom iiber dem Restklassenring
Z/47Z. A

Wir definieren nun zwei Verkniipfungen + (,Addition®) und - (,Multiplikation®) auf der Menge R[t] der
Polynome iiber dem kommutativen Ring (R, +, -).’® Es seien p, q¢ € R[t] gegeben mit den Darstellungen

m
p=am-tm+---+a1-t+a0=Zai-ti (11.2a)
=0
n
q=bu-t" +-o b -t+by= Y bt (11.2b)
=0

und m, n € Ny. Zur Abkiirzung setzen wir aulerdem N := max{m, n} und fiillen in (11.2) nicht notierte
Terme mit Nullkoeffizienten auf. Dann definieren wir die Addition von Polynomen (englisch:
addition of polynomials)

max{m,n}

pt+q = (aN+bN) -tN+---+(a1+b1) -t+(a0+b0) :Z(ai+b,-) 'ti (11.33)
i=0

5Der Begriff des Grades fiir beliebige Polynome wird in Definition 11.8 eingefiihrt.
16Es ist Absicht, dass die Verkniipfungen in R[] genauso benannt werden wie die Verkniipfungen im Koeffizientenring R.
Dadurch wird (R, +, -) zu einem Unterring von (R[¢], +, -), ndmlich dem Unterring der konstanten Polynome.
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sowie die Multiplikation von Polynomen (englisch: multiplication of polynomials)

m+n
D qi=Cmen -ttt + o :ch-tk, (11.3b)
k=0
wobeli ¢ fiir k € Ny als
k k
cp = Z a; - br_; = Z a;-bj (11.3¢)
i=0 i,j=0
i+j=k

gesetzt wird. Man nennt die aus (11.3c) entstehende Folge (cx)ren,, also

C():a()'bo
clzao-b1+a1-b0

czzao-b2+a1-b1+a2-b0 usw.

die Faltung (englisch: convolution, lateinisch: convolvere: zusammenrollen) der Folgen (a;);en, und
(bi)iENo'

Quizfrage 11.1: Wie kann man sich die Faltung der Koeffizientenfolgen (a;);en, und (;);en, grafisch
vorstellen?

Definition 11.4 (Polynomring).

Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring. Mit den zwei Verkniipfungen (11.3) wird (R[¢], +, ) zu einem
kommutativen Ring, genannt der Polynomring (englisch: polynomial ring) iiber R in der Variablen ¢.
R heif3t der Koeffizientenring (englisch: coefficient ring, ring of coefficients) von R[¢]. A

Das Nullelement von R[¢] ist das Nullpolynom 0. Besitzt R das Einselement 1g, dann ist (R[¢t],+, )
ebenfalls ein Ring mit Einselement 1z, dem Einspolynom. Das Symbol + aus (11.1) ist die gleichnamige
Verkniipfung (11.3a) aus dem Polynomring. Das Symbol - aus (11.1) ist die gleichnamige Verkniipfung
(11.3b) aus dem Polynomring, wobei ein Faktor ein Polynom der Form a; € R ist und der andere Faktor
ein Monom.

Bemerkung 11.5 (Polynomring als Erweiterung von (R, +, -)).

Wenn R ein Ring mit Eins, aber nicht der Nullring ist, so konnen wir den Polynomring (R[t], +,-)
algebraisch auch verstehen als die (bis auf Ring-Isomorphie eindeutige) kleinstmogliche Erweiterung
des kommutativen Ringes von (R, +, -) zu einem kommutativen Ring, der zusétzlich das freie Element ¢ ¢
R enthilt. Dadurch wird (R,+, -) zu ein Unterring von (R[¢],+,-), dem Unterring der konstanten
Polynome. A

Quizfrage 11.2: Wie sieht der Polynomring R[¢] aus, wenn R der Nullring ist?

Bemerkung 11.6 (Polynomring als Folgenring).

Wir kénnen ein Polynom identifizieren mit der Folge Ny — R (vgl. Definition 6.29) seiner in aufstei-
gender Reihenfolge der ,Potenzen” sortierten Koeffizienten, von denen nur endlich viele ungleich
Or € R sind. Man sagt, eine solche Folge habe endlichen Triger'” (englisch: finite support). Diese
Teilmenge von R'' notieren wir in dieser Lehrveranstaltung als (R"),.

7Der Trager einer Folge (englisch: support of a sequence) mit Werten in einem Ring (oder allgemeiner mit Werten in
einer additiven Gruppe) ist die Menge derjenigen Indizes, deren Folgenglieder ungleich dem Nullelement sind.
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Beispielsweise kann das Polynom ¢ — t? + 3 € Z[t] identifiziert werden mit der endlich getragenen
Folge (3,1,-1,0,0,...) seiner Koeffizienten in Z. Das Polynom p aus (11.2a) wird identifiziert mit der
endlich getragenen Folge (ag, ay,...,am,0,0,...). Statten wir dann (RN")OO mit der elementweisen
Addition + der Folgenelemente und der Faltung als Multiplikation ¢ = a - b wie in (11.3¢) aus, so wird
((R™0)go, +, -) ebenfalls zu einem kommutativen Ring, der zu R[¢] isomorph ist. A

Beispiel 11.7 (Addition und Multiplikation von Polynomen).
(i) Fur die Polynome
S IR N
b=y 2

—1t3 t+1
1= 75

tiber dem Korper (Q, +, -) gilt

p+q:(0—%)-t3+(3+0)-t2+(—7+(—1))-t+(%+1)

p-q:(0+0+Z-(—%)+0+0+0)-1‘5+(0+(—7)-(—%)+0+0+0)-t4
(%-(—%)+O+Z-(—1)+0)-153+(0+(—7)-(—1)+Z-1)-t2
1 1

+(E-(—1)+(—7)-1)-t+(5-1)

3 , 31 , 15 1

3

P+ ==t
4 2 2

7
+—-t!
2

Berechnung der Koeffizienten des Produkts p - ¢ mittels Faltungstabelle:

1 3
17 2 9
1 3
1| 2 -7 2o
1 3
-1|-3 7 -2 o
o o 0 o0 o0
1 1 7 3
2|71 2 "5 0

Die Summation entlang der Diagonalen ergibt wiederum die Koeffizienten

1 1 15 3 31
o=, Cl=———T=-—, =0+7+>-=—",
2 2 2 4 4
1 3 7 7
G3=—-+0—>4+0=-1, c=-+0+0==, C5=—=+0=-=,
4 4 2 2

(ii) Fir die Polynome

p=[]"X*F[-3]*X*F[2]*X oderauch p = X* ¥ X* ¥ [2] * X
qg=[-1]~*X+[7] oder auch g = [3] ¥ X + [3]
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iiber dem Restklassenring 7./ 4 Z gilt

(P¥FX)=[1]*X> ¥ [1]*X* F ([2]¥[-1]) "X F [7]
= [1]7X3 ¥ [1]NX2 + [1]1 X ¥ [3],
(p7q)(X)=[1]7[-1]*X* ¥ ([-3]" (7))~ X

) =
¢
—

|
—_
—_—
+

F(-31~ 71+ 2] [F1]) » X2 F [2]7[7)° X

[]X4~[]~X3+[1]*X21[]X N

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir in Zukunft das Multiplikationszeichen zwischen Koeffizient
und Potenz einer Variable auch oft weg.

Definition 11.8 (Grad eines Polynoms, fithrender Koeffizient, monisches Polynom).
Es sei p ein Polynom iiber dem kommutativen Ring R mit den Koeffizienten a; € R, j € Ny.

(i) Der Grad (englisch: degree) ist definiert als'®

falls alle a; = Og sind, also p = O,

deg(p) —{ o (11.4)

max{j € Ny |a; # Or} sonst.

Ein Polynom vom Grad 0 oder —co heifit konstant (englisch: constant).

(i) Wenn p # O (also nicht das Nullpolynom) ist, dann heif}t £(p) = ageg(p) auch der fithrende
Koeffizient (englisch: leading coefficient) oder der Leitkoeffizient von p. Fiir p = Og definieren
wir f(OR) = 0g.

(iii) Ist R ein Ring mit dem Einselement 1z und gilt £(p) = 1z, dann heifit das Polynom p # Og
normiert oder monisch (englisch: monic). A

Quizfrage 11.3: Was weif3 man iiber das Produkt zweier monischer Polynome?

Beispiel 11.9 (Grad eines Polynoms, fithrender Koeffizient, monisches Polynom).

(i) DasPolynom p = % t2—7t+ % € Q[t] uber dem Korper Q besitzt deg(p) = 2. Das Polynom p
ist nicht monisch, da £(p) = % #1€ Qist.

(ii) Das Polynom p = [-7] X® ¥ [-3] X? ¥ [2] X? € (Z/4Z)[X] iiber dem Restklassenring Z /4 Z
besitzt deg(3). Das Polynom p ist monisch, da ¢(p) = [-7] = [1] € Z/4 Z ist. A

Lemma 11.10 (Grad eines Polynoms).
Es sei R ein kommutativer Ring und p, g € R[t] zwei Polynome. Dann gilt:

(i) deg(p +q) < max{deg(p), deg(q)}.
(ii) deg(p - q) < deg(p) + deg(q).
(iii) Ist R nullteilerfrei, dann gilt sogar deg(p - q) = deg(p) + deg(q).

Dabei sollen formal fiir n € Ny die Beziehungen max{n, (-o0)} = max{(—o0),n} = n gelten sowie
max{(—e0), (—00)} = —cound n + (=o0) = (=00) + n = (-00) + (-00) = -

BManchmal wird der Grad des Nullpolynoms abweichend auch als —1 definiert.
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Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-7.3. O

Folgerung 11.11 (der Polynomring als Integritétsring).

Es sei R ein Integrititsring. Dann ist auch R[¢] ein Integritétsring.

Beweis. Nach Definition ist R ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins 1g, und R ist ungleich dem
Nullring. Folglich ist R[¢] ein kommutativer Ring mit Eins 1z (Einspolynom) ungleich dem Nullring,
da 1g # Og (Nullpolynom) gilt. Es bleibt zu zeigen, dass R[] nullteilerfrei ist. Dazu seien p, g € R[]
beide nicht das Nullpolynom. Aus Lemma 11.10 Aussage (iii) folgt deg(p - q) = deg(p) + deg(q) > 0.
Damit ist auch p - q nicht das Nullpolynom. O

§ 1.1 PoLYNOMDIVISION

Lemma 11.12 (Polynomring ist kein Korper).

Der Polynomring R[¢] ist niemals ein Korper.

Beweis. Wenn R der Nullring ist, dann ist auch R[¢] der Nullring, besitzt also nur ein Element und
ist daher kein Korper (Lemma 10.3). Wir betrachten also im Weiteren nur den Fall, dass R nicht der
Nullring ist. Wenn R[t] ein Korper wire, dann wire 1g das neutrale Element bzgl. der Multiplikation
in R[t] und damit auch in R. Daraus folgt, dass das Polynom p = Og + 1g - t in R[#] existiert. Dieses
besitzt aber kein multiplikatives Inverses, denn: Ware g das Inverse zu p, gilte also p - g = 1g, dann
kann g nicht das Nullpolynom sein. Es miisste also g = b, t" + - - - + by t + by gelten fiir irgendwelche
Koeflizienten by, by, . . ., by, n € Ny. Der 0-te Koeffizient von p - g ist aber Og - by = Og, und daher kann
p - q nicht das Einspolynom sein. O

Als Ersatz fir das Fehlen multiplikativer Inverser fithren wir (wie bereits aus Z bekannt) eine Division
mit Rest (englisch: division with remainder) von Polynomen ein. Wir arbeiten dabei fiir den Rest von
§ 11.1 mit einem Korper K fiir die Koeffizienten an Stelle eines kommutativen Ringes R.

Definition 11.13 (Teiler eines Polynoms).

Es seien K ein Korper und py, p, € K[t] zwei Polynome. p; heifit ein Teiler (englisch: divisor) von p;
(kurz: p, | p1), wenn es ein weiteres Polynom g € K|[t] gibt, sodass gilt:

P1=q- P2 (11.5)

A

Satz 11.14 (Polynomdivision mit Rest).

Es seien K ein Korper und py, p» € K[t] zwei Polynome. Ist p, # 0x (Nullpolynom), dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K[t], genannt der Quotient (englisch: quotient) und der Rest
(englisch: remainder), sodass gilt:

p1=q-p2+r und deg(r) < deg(psz). (11.6)
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz der Zerlegung (11.6). Dazu sei p, € K[t] fest und deg(pz) =
m € Ny. Wir verwenden vollstindige Induktion nach n = deg(p;) € Ng U {—c0}.

Induktionsanfang: Fiir jedes n € {—co} U [0, m — 1] (also wenn deg(p;) < deg(p:) gilt) setzen wir
q = O0gundr = p;.

Induktionsschritt: Es sei n > m und die Behauptung fiir n —1 bereits bewiesen. Es sei nun n = deg(p;) >
deg(p;). Die Darstellungen von p und g seien

pr=ant” +ap,1t"t +---+ayt+a,

m-—1

P2 =bmt" + by t™ +- -+ Dbt +by.

Wir definieren p; := p; — ap b, " ™p,. Dann ist der Koeffizient von " in p; gleich 0. Damit gilt
deg(p1) < deg(p;). Nach Induktionsvoraussetzung existieren also q,7 € K|[t] mit der Eigenschaft
P1=q1- pz +7 und deg(7) < deg(p,) = m. Es folgt nun

p1=D1+an b,_nl t" " p, nach Definition von p;
=qi-p2+T+a, b, t" ™p,  gemiB der Zerlegung von p;

= ((’]\1 +a, br_nl t
~— ———
=q

"T™M).p,+ T wegen der Kommutativitit und Distributivitdt im Ring K [¢].

Dabei gilt deg(r) = deg(r) < deg(p2) = m.

Es bleibt, die Eindeutigkeit der Zerlegung zu bestatigen. Angenommen, es gelte
PL=q-p2+r=q-pa+T

mit deg(r) < deg(p;) und deg(r) < deg(p,). Dann folgt (¢ — q) - p» =7 — r und weiter

deg(p,) > deg(r —7) da deg(r —7) < max{deg(r), deg(—7r)} nach Lemma 11.10

= deg((g—q) - p2)
= deg(q — q) + deg(pz) nach Lemma 11.10, da K als Korper nullteilerfrei ist.

Deshalb gilt deg(q — q) < 0, woraus q — q = Ok folgt, also g = . Aus q - p2 +r = q - p» +r folgt dann
auchr =T7. i

Folgerung 11.15 (Polynomdivision mit Rest).
Unter den Voraussetzungen von Definition 11.13 ist g in (11.5) eindeutig bestimmt.

Beispiel 11.16 (Polynomdivision mit Rest).

Die Polynomdivision (englisch: polynomial long division) ist ein Verfahren zur Berechnung der Zer-
legung (11.6) fiir zwei gegebene Polynome py, p2 € K[f]. Man sortiert dazu p; und p, nach absteigenden
Potenzen der Variablen und fiihrt dieselben Schritte wie bei einer schriftlichen Division etwa in Z
durch. Sobald der Grad des aktuellen Restes echt kleiner ist als der Grad von p,, stoppt das Verfahren.

Fiir p; = 3t3 + 2t + 1 und p, = t? — 4t erhalten wir

3t3 +2t+1=(t? —4t)(3t +12) + 50t +1
—3t3 +12¢2
12t +2t
—12¢% + 48t
50t +1
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Also gilt in diesem Beispiel

33+ 2t +1= (3t +12) - (t* — 4t) + (50t +1). A
N’ ~—— ~—— S~——
P q 2 r

§ 11.2  POLYNOMFUNKTIONEN

Wir gehen nun der Frage nach, welche Objekte man fiir die Variable ¢ in einem Polynom

n-1

p=ant"+an_1t""+---+at+ap (11.7)

iiber einem kommutativen Ring (R, +, -) sinnvollerweise einsetzen kann. Die naheliegendste Wahl sind
sicherlich Elemente aus R selbst, und nur diese lassen wir im Moment zu.

Genauer betrachtet induziert das Polynom p eine Funktion p: R — R, definiert durch
p(r) = apr+an 1"+ 4 a7+ a. (11.8)

Die Funktion p heift die Polynomfunktion (englisch: polynomial function) zum Polynom p oder die
vom Polynom p induzierte Polynomfunktion.

Bemerkung 11.17 (induzierte Polynomfunktion).
Die Menge R der Funktionen R — R, ausgestattet mit den punktweisen Verkniipfungen + und - aus
R, bildet einen kommutativen Ring (RR, +, ). Die Abbildung

®: (R[t],+,)3p—pe (RE+) (11.9)

ist ein Ringhomomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen. Wenn R das Einselement 1 besitzt,
dann besitzt R[¢] das Einselement 1 (das Einspolynom) und R¥ das Einselement 1 (die Einsabbildung
R — 1), und es gilt ®(1g) = 1g.

® ist i. A. nicht injektiv. Verschiedene Polynome kdnnen also dieselbe Polynomfunktion induzieren.
Wir betrachten als Beispiel den Korper K = (Z,, +2, -2) und das Polynom

p=t+t.

Dann ist die zugehodrige Polynomfunktion K — K gerade p(t) = t? +5t = t -5 t +, t. Diese erfiillt
p(0) =0:204,0 =0+, 0 =0sowie p(1) =1-31+451 =1+, 1= 0. Es ist also p die Nullfunktion,
obwohl p nicht das Nullpolynom ist. Da das Nullpolynom ebenfalls die Nullfunktion induziert, ist die
Zuordnung p > p in der Tat nicht injektiv.

@ ist i. A. auch nicht surjektiv. Bild(®) ist der Unterring der Polynomfunktionen des Ringes (RR, +, -).
A

Definition 11.18 (Nullstelle eines Polynoms).

Es sei R ein kommutativer Ring, p € R[t] ein Polynom und p: R — R die zugehorige Polynomfunktion.
A € R heif3t eine Nullstelle (englisch: zero) oder Wurzel (englisch: root) von p in R, wenn p(A) = Og
gilt. A

Beispiel 11.19 (Nullstelle eines Polynoms).
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(i) Das Polynom p = t? + 1 € R[¢] besitzt keine Nullstelle in R, weil fiir die zugehérige Polynom-
funktion p: R — R gilt: p(¢t) = t? +1 > 1fiirallet € R.

(ii) Das Polynom p = t? +1 € C[t] besitzt aber zwei Nullstellen in C, und zwar i und —i.

(iii) Das Polynom p = t* +1 € Zs[t] besitzt in Zs genau die Nullstellen 2 und 3, da fiir die zugehorige
Polynomfunktion p: Zs — Zs gilt: p(t) =t -5 t +5 1 und damit
5(0)=0-50+51=1,
P(1) =151+s51 =2,
p(2)=252+51=0,
p(3)=353+51=0,
P(4)=4-54+51=2.

(iv) DasPolynomp = (t—0)-(t—1)-(t—2)-(t—3) - (f —4) + 1, besitzt in Zs keine Nullstelle, denn
es gilt p(¢) = 1fiir alle ¢ € Zs. (Ein solches Polynom gibt es fiir jeden endlichen Kérper.) A

Lemma 11.20 (Nullstellen und Teiler).
Es seien K ein Korper und p € K[t] ein Polynom. Dann sind dquivalent:

(i) A € K ist eine Nullstelle von p.
(ii) Das Polynom t — A € K[t] ist ein Teiler von p.

In diesem Fall gilt fiir das eindeutig bestimmte Polynom g € K[¢] mit p = (¢ — A) - q die Eigenschaft
deg(q) = deg(p) - 1.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei A € K eine Nullstelle von p, also p(A) = 0. Nach Satz 11.14
gibt es (eindeutig bestimmte) Polynome g,r € K|[t], sodass gilt: p = g - (t — A) + r und deg(r) <
deg(t — A) = 1. Also ist r ein konstantes Polynom. Um es zu bestimmen, ist es ausreichend, den Wert
der zugehorigen Polynomfunktion 7 an einer Stelle zu kennen. An der Stelle A gilt

(A =F-q (t-D)RD)=pN)-q(D) - (A-21) =p(A) =0k

gilt. Also ist r das Nullpolynom, und es folgt p = g - (¢ — A), d. h., t — A ist ein Teiler von p.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei t — A ein Teiler von p, also existiert ein g € K[¢] mit der Eigenschaft
p = q- (t — A). Das Einsetzen von A liefert p(1) = q(4) - (A — 1) = g(A) - 0 = 0k. Also ist A eine
Nullstelle von p.

Weiter gilt nach Lemma 11.10 (iii) deg(p) = deg(q - (t — 1)) = deg(q) + 1. O
Satz 11.21 (Zerlegung eines Polynoms).
Es seien K ein Korper und p € K[t] ein Polynom, p # 0g. Dann gilt:

(i) Esexistierens € Ny, paarweise verschiedene Zahlen 4y, ..., A; € K sowie Exponentenny, ..., n; €
N und ein Polynom q € K[t] ohne Nullstelle in K, sodass gilt:

p=(-A)"---(t=2A)"™ - q. (11.10)

Die Zahl n; € N heif3t die Vielfachheit (englisch: multiplicity) der Nullstelle A;. Jedes Polynom
t — A; € K[t] heifit ein Linearfaktor (englisch: linear factor) von p.
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(ii) Die Nullstellen von p sind genau die Zahlen 4,,...,4; € K.

Beweis. Aussage (i): Wir fithren eine Induktion nach n = deg(p) durch. Im Fall n = 0 (Induktionsan-
fang) ist p ein konstantes Polynom ungleich 0, das keine Nullstelle besitzt. Daher ist dann s = 0 und

q=7p.

Wir nehmen an, die Behauptung sei bereits gezeigt fiir Polynome vom Grad n € Nj. Es sei p nun ein
Polynom vom Grad n + 1. Wenn p keine Nullstelle besitzt, so gilt die Behauptung mit s = 0 und g = p.
Andernfalls besitzt p eine Nullstelle A € K. Nach Lemma 11.20 ist also t — A € K[T] ein Teiler von p,
d.h,esgilt p = (t — 1) - p. Aus Lemma 11.10 folgt n + 1 = deg(p) = deg(t — 1) + deg(p) = 1+ deg(p),
also gilt deg(p) = n. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt also p eine Darstellung wie in (11.10), somit
auchp = (t—2) - p.

Aussage (ii): Ist p € K eine Nullstelle von p, dann folgt

0=p() = (=)™ (u—2A)" - q(p).

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss einer der Faktoren gleich Ox sein. Da aber g nach Voraussetzung
keine Nullstelle besitzt, muss es ein i € [[1,s]] geben mit y = A;.

Umgekehrt ist nach Lemma 11.20 jedes A;, i € [1, 5], eine Nullstelle von p. O

Beachte: Man kann zeigen, dass die Darstellung (11.10) bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig
ist.

Folgerung 11.22 (Zerlegung eines Polynoms).
Es seien K ein Korper und p € K[t] ein Polynom, p # 0g. Dann gilt:
(i) p hat hochstens deg(p) € Ny viele paarweise verschiedene Nullstellen, also s < deg(p).
(ii) p hat hochstens deg(p) € Ny viele Nullstellen, wenn diese entsprechend ihrer Vielfachheit

gezahlt werden, also gilt ;7 n; < deg(p).

Beweis. Aussage (i): Es sei (11.10) die (i. W. eindeutige) Zerlegung von p mit s € N, paarweise verschie-
denen Nullstellen von p. Dann gilt

deg(p) = deg(q) + Z n; mnach Lemma 11.10

i=0
N

>0+ Z 1 q # Og und die Vielfachheit jeder Nullstelle ist > 1
i=0

=s.
Aussage (ii): Zahlen wir die Nullstellen A; in (11.10) gemaf ihrer Vielfachheit n;, so erhalten wir

deg(p) = deg(q) + Z n; nach Lemma 11.10

i=0

S
>O+Zn,~. o
i=1
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In Bemerkung 11.17 hatten wir gesehen, dass die Abbildung Polynom p + Polynomfunktion p i. A.
nicht injektiv ist, weil auch Nicht-Nullpolynome auf die Nullfunktion abgebildet werden kénnen. Das
Beispiel dafiir war ein Polynom tiber dem endlichen Kérper Z;. Wie folgendes Ergebnis zeigt, ist die
Endlichkeit des Korpers charakteristisch fiir die Nichtinjektivitit von .

Folgerung 11.23.
Es sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist die Abbildung ®: K[t] — KX aus (11.9) injektiv.

Beweis. Es seien py, po € K[t] Polynome und p; = p, die zugehérigen Polynomfunktionen. Wir setzen
q = p1 — p2. Wegen q = p; — p2 = Ok (Quizfrage 11.4: Warum gilt diese Gleichheit?) hat g unendlich
viele Nullstellen, namlich alle Elemente aus K. Das widerspricht Folgerung 11.22, es sei denn, q ist das
Nullpolynom. Daher gilt p; = p», d. h., die Injektivitat von . O

Satz 11.24 (Fundamentalsatz der Algebra®).
Jedes Polynom p € C[¢] mit deg(p) > 0 hat mindestens eine Nullstelle.

Ein Beweis dieses Satz wird i. d. R. in weiterfithrenden Veranstaltungen tiber Funktionentheorie oder
Algebra vorgestellt.

Folgerung 11.25 (nicht-konstante Polynome iiber den komplexen Zahlen C zerfallen in Linearfaktoren).

Jedes nicht-konstante Polynom p € C[t] zerfillt vollstandig in Linearfaktoren. In der Darstellung
(11.10) gilt also deg(q) = 0.

Beweis. Der Beweis gelingt mit vollstandiger Induktion nach n = deg(p) und Anwendung des Funda-
mentalsatzes 11.24. |

Ende der Vorlesung 14

Ende der Woche 7

Yenglisch: fundamental theorem of algebra
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Kapitel 3 Vektorraume

§ 12 VEKTORRAUME

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 3, Bosch, 2014, Kapitel 1, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.4—
2.6, Janich, 2008, Kapitel 2

Vektorraume sind die zentralen Strukturen in der linearen Algebra. Zu einem Vektorraum V gehort
immer ein zugrundeliegender Korper, sagen wir (K, +, ). In Anlehnung an dessen Verkniipfungen
bezeichnen wir die beiden Verkniipfungen im Vektorraum V mit & und ©.

Definition 12.1 (Vektorraum).

Es sei (K, +, -) ein Korper. Ein Vektorraum (englisch: vector space) oder linearer Raum (englisch:
linear space) (V, ®, ©) iiber K (kurz: ein K-Vektorraum) ist eine Menge V mit einer inneren Verkniip-
fung ®: V XV — V und einer dufleren Verkniipfung (englisch: (outer) operation) ©: K XV — V,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (V,®) ist eine abelsche Gruppe. Das Nullelement bezeichnen wir mit Oy.

(ii) Fir die Verkniipfung ©, genannt skalare Multiplikation (englisch: scalar multiplication) oder
S-Multiplikation, gelten die folgenden Gesetze fur alle ¢, f € Kund u,v € V: die ,gemischten“
Distributivgesetze' (englisch: ,mixed” distributive laws)

a0 (udv)=(a0u)® (ad®o) (12.1a)
(a+p)oov=(a0v)®(fOv) (12.1b)

sowie das ,gemischte“ Assoziativgesetz (englisch: ,mixed” associative law)
(a-p)ov=a0 (f0O0). (12.1¢)
Weiterhin ist das neutrale Element 1g bzgl. - in K auch neutral bzgl. ©:

1x ©ov =o. (12.1d)

(iii) In einem K-Vektorraum V heif}en die Elemente von V auch Vektoren (englisch: vectors). Das
Nullelement 0y von (V, ®) heifit auch der Nullvektor (englisch: zero vector). Die Elemente
von K heiflen Skalare (englisch: scalars), und K selbst heifit der Skalarkorper (englisch: scalar
field) von V. A

Bemerkung 12.2 (abkiirzende Schreibweisen).

(i) Das Inverse zuv € V bzgl. @ bezeichnen wir mit © v. Die Bezeichnung u © v steht fiir u & ( ©v).

'Wir bezeichnen die Gesetze hier als ,gemischt®, weil in ihnen Skalare @, f € K mit Vektoren u,v € V gemischt auftauchen.
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(ii) Wir vereinbaren, dass @ stirker bindet als @, also konnten wir die rechte Seite in (12.1a) auch in
der Form a ® u & a © v schreiben.

(iii) Die Konvention, dass bei der skalaren Multiplikation ®: K X V — V die Skalare auf der linken
Seite stehen, ist willkiirlich. Wir kénnen parallel auch @: VXK — V definieren, und zwar durch
v B = a ©v. Dann gelten auch dafiir die Gesetze (12.1), wobei iberall © durch @ ersetzt wird
und die beiden Argumente dieser Verkniipfung vertauscht werden. Aufgrund der Ahnlichkeit
unterscheiden wir nicht zwischen der linken skalaren Multiplikation ® und der rechten skalaren
Multiplikation &, sondern schreiben in Zukunft einfach © fiir beide.

(iv) Wir behalten die unterschiedliche Notation der Verkniipfungen ,+“ in K und ,®" in V wie auch
von ,,-“ in K und ,0 in V zur Verdeutlichung zunéchst bei. Spater werden wir diese jedoch nur
noch als ,+“ bzw. ,,-“ notieren, sieche Bemerkung 12.10.

(v) Wir werden im Folgenden statt von einem ,Vektorraum (V, ®, ©) iiber dem Korper (K, +, )
auch einfach von einem ,Vektorraum (V, ®, ©)“ sprechen, wenn der zugrundeliegende Korper
aus dem Zusammenhang klar ist oder wenn wir uns nicht explizit auf ihn beziehen miissen. A

Beispiel 12.3 (Vektorraum).

(i) Uber jedem Korper (K, +, -) gibt es den (bis auf Isomorphie eindeutigen) Vektorraum (V, &, ®)
mit nur einem Element, namlich V = {0y }. Die Verkniipfungen @ und © sind dann eindeutig
festgelegt. Dieser Raum heif3t Nullraum (englisch: zero vector space) tiber K.

(ii) Jeder Korper (K, +, -), ausgestattet mit den Verkniipfungen & := + und © := -, ist ein Vektorraum
uber sich selbst.

(iii) Allgemeiner sei (K, +,) ein Korper und (U, +, -) ein Unterkorper. Dann ist (K, +,-) ein Vek-
torraum iiber U. Beispielsweise ist R ein Q-Vektorraum, und C ist ein R-Vektorraum und ein
Q-Vektorraum.

(iv) Essei (K, +,-) ein Koérper und n € N. Dann ist die Menge
K, = {(xl,...,xn)|x,-eriirizl,...,n} (12.2)

der n-Tupel® iiber K, ausgestattet mit der komponentenweisen Addition (englisch: com-
ponentwise addition) und der komponentenweisen skalaren Multiplikation (englisch:
componentwise scalar multiplication)

(e X0) @ (Vs oo o5 V) = (X1 4+ Y1y - o Xn + Vi), (12.3a)
a®(xg,...,xp) = (@ Xp,...,Q" V), (12.3b)

ein Vektorraum iiber K, genannt der Vektorraum der Zeilenvektoren (englisch: row vector
space) iiber K der Dimension n.3 Der Nullvektor ist der Vektor (0, ..., 0x) € K.

Es wird sich als praktisch erweisen, auch den Fall n = 0 zuzulassen. Der Raum K, besteht dann
nur aus einem Element, dem leeren Zeilenvektor (). Es gilt @ © () = () fir alle & € K.

2Gemaf Definition 4.8 miissten wir die n-Tupel eigentlich mit K bezeichnen. Es ist aber iiblich, die Bezeichnung K" fiir
den Vektorraum der Spaltenvektoren zu verwenden.

3Der Begriff der Dimension fiir beliebige Vektorrdume wird in Definition 13.16 eingefithrt. Hier dient er zunachst zur
Angabe der Anzahl der Eintrdge in einem Zeilenvektor.
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(v) Essei (K, +,-) ein Kérper und n € N. Dann ist die Menge

X1
K" = : x; e Kfuri=1...,n¢, (12.4)

Xn

ausgestattet mit der komponentenweisen Addition (englisch: componentwise addition) und
der komponentenweisen skalaren Multiplikation (englisch: componentwise scalar multi-

plication)
X1 34 X1+ n
e : |:= : , (12.52)
Xn Yn Xn+ Yn
x1 a-x
ao| = | (12.5b)
Xn a - Xp

ein Vektorraum tber K, genannt der Vektorraum der Spaltenvektoren (englisch: column
vector space) oder auch der Standardvektorraum (englisch: standard vector space) oder der

Koordinatenraum (englisch: coordinate space) tiber K der Dimension n.# Der Nullvektor ist
U

der Vektor ( :

0k

in K.

Es wird sich auch hier als praktisch erweisen, den Fall n = 0 zuzulassen. Der Raum K° besteht
dann nur aus einem Element, dem leeren Spaltenvektor (). Es gilt « © () = () fiir alle « € K.

(vi) Es sei (K,+,-) ein Korper und X eine Menge. Dann ist die Menge KX = {f|f: X — K},
ausgestattet mit den punktweisen Verkniipfungen

(f@9)(x) = f(x) +g(x),
(@0 f)(x) =a- f(x),

ein Vektorraum uber K. Der Nullvektor ist die Nullfunktion.

Insbesondere ist die Menge der Folgen K" mit Werten in K ein Vektorraum.

vii) Essei (K,+, ) ein Korper und K[t] der Polynomring (Definition 11.4). In K[¢] ist die Addition +
p y g
gemaf (11.3a) erklért.> Erginzen wir die skalare Multiplikation®

a®(ant"+ - +at+ay) =a-a,t"+---+a-art+a-a, (12.6)

so wird K [¢] zu einem Vektorraum iiber K, genannt der Polynomraum (englisch: vector space
of polynomials) tiber K. A

Lemma 12.4 (Rechenregeln in Vektorraumen, vgl. Lemma 9.3).
Es sei (K, +, -) ein Korper und (V, ®, ®) ein Vektorraum tiber K. Dann gilt fiir « € K und v € V:

4Der Begriff Koordinatenraum wird spéter in Satz 19.1 klar werden.

5Die zweite Verkniipfung in K[t], also die Multiplikation - von Polynomen gemif (11.3b), ignorieren wir hier.

®Die skalare Multiplikation stimmt {iberein mit der Multiplikation von Polynomen, wobei einer der Faktoren ein konstantes
Polynom ist, das mit einem Element aus K identifiziert werden kann.
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(i) 0k ©v =0y =00 0.
(i) a © 0y = Oy.
(iii) a®@uv=0y = «a=0goderov=0y.

(iv) a©(©v) = 6(xOv) =(—a) ©ovund insbesondere ©v = (-1g) O v.

Beweis. Aussage (i):

Oy ®0xk O =0 Qv da Oy das neutrale Element von (V, ®) ist
=(0g+0g) ©Ou da Ok das neutrale Element von (K, +) ist
=0k ©Ov® 0 ®v nach Distributivgesetz (12.1b).

Aus der Kirzungsregel (7.10b) in der Gruppe (V, @) folgt nun 0y = 0x © v. Der Beweis der zweiten
Gleichheit folgt sofort aus 0k © v = v © Og.

Aussage (ii): Fir beliebiges @ € K gilt

aO0y &0y =a® 0y da 0y das neutrale Element von (V, ®) ist

a® (0y & 0y) da Oy das neutrale Element von (V, &) ist

a© 0y @ a © 0y nach Distributivgesetz (12.1a).

Aus der Kiirzungsregel (7.10a) in der Gruppe (V, ®) folgt nun Oy = o © Oy.

Aussage (iii): Es seien ¢ € K und v € V sowie @ © v = Oy. Wir nehmen a # 0 an. Dann gilt

v=1x Qv nach (12.1d)
=(a-a')©v daa # 0 in der Gruppe (K \ {0}, ) das Inverse a~* besitzt
=a ' © (¢ ®0v) nach Assoziativgesetz (12.1c)
=a ooy nach Voraussetzung

=0y nach Aussage (ii).
Aussage (iv): Es seien @ € K und v € V. Wir zeigen zunichst, dass « © v das Inverse zu (—a) ©® v in
der Gruppe (V, ®) ist:

[(—a) 0] v] ® [a ©) U] = (—a+a) ©v nach Distributivgesetz (12.1b)
=0 Qv da « in der Gruppe (K, +) das Inverse —a besitzt
=0y nach Aussage (i).

Das heifit, es gilt © (¢ ©®v) = (—a) © v. Insbesondere fiir & = 1k erhalten wir
ov=06(lg0uv)=(-1x) Ou. (*)
Weiter haben wir

(—a)0uv= [(—1K) . a] ®uv nach Lemma 9.3
= [a . (—1K)] ©Ov da (K, ) kommutativ ist
=a O ((-1x) ©v) nach Assoziativgesetz (12.1c)
=a0 (60 nach (x). O
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Definition 12.5 (Linearkombination).
Es sei (K, +, -) ein Kérper und (V, @, ©) ein Vektorraum tiber K.

(0)

(if)

Es sei E C V. Ein Vektor der Form
n
a1 Qv & - ® a, ©v, oder kurz Zajevj (12.7)
j=1
mit endlich vielen Skalaren «; € K und Vektoren v; € E fiir j =1,...,n und n € Ny heifit eine

Linearkombination (englisch: linear combination) der Menge E oder Linearkombination
von Vektoren der Menge E. Falls n = 0 gilt, so interpretieren wir wie tiblich die Addition von
null Elementen in (12.7) als den Nullvektor Oy.

Es sei F = (v;);es eine Familie von Vektoren in V. Ein Vektor der Form
n
Qv ® -+ ® a, Ou;, oder kurz Z aj O v, (12.8)
j=1
mit endlich vielen Indizes i; € I und Skalaren a; € K fiir j = 1,...,n und n € N; heif3t eine

Linearkombination der Familie F oder Linearkombination von Vektoren der Familie F.
Falls n = 0 gilt, so interpretieren wir auch hier die Addition von null Elementen in (12.8) als den
Nullvektor 0y.

In beiden Fallen heiflen die Skalare «; die Koeffizienten (englisch: coefficients) der Linearkombination.
Die Linearkombination heifit trivial (englisch: trivial linear combination), wenn alle &; = 0 sind. Falls
n = 0 gilt, so interpretieren wir wie tiblich die Addition von null Elementen als den Nullvektor 0y. A

Beachte: Linearkombinationen bestehen immer aus endlich vielen Termen!

Beispiel 12.6 (Linearkombination).

(0)

(if)

(iif)

(iv)

Der Vektor ( ) ist eine Linearkombination der Menge der Vektoren {({), (¢)} im Standard-
vektorraum R2, namlich
(3)=3@(1)@(—7)@(°).
=7 0 1

Der Vektor (%) ist eine Linearkombination der Menge der Vektoren {( %), (1)} im Standard-

vektorraum R?, nimlich
3) 31 _(2) g1 (4
=71 6  \-1 6 1

(Zur Bestimmung der Koeffizienten wurde ein lineares Gleichungssystem gelost, siehe Kapitel 4.)

Die Funktion [0, 277] 3 x — sin(x) © V2 O cos(x) € R ist eine Linearkombination der Menge
der Funktionen (Vektoren) {sin, cos} im Vektorraum der Funktionen R[%27],

Das Polynom 3 t2 @5 im Vektorraum (Polynomraum) Q[¢] ist eine Linearkombination der Menge
der Polynome {tz, t, 1}, wobei 1 das Einspolynom in Q[#] bezeichnet. Das Polynom t kommt in
der Linearkombination 3 t? @ 5 mit dem Koeffizienten 0 € Q vor. A

Ende der Vorlesung 15
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Definition 12.7 (Unterraum).
Es sei (K, +, -) ein Kérper und (V, &, ®) ein Vektorraum tiber K.

(i) Eine Teilmenge U C V heifit ein Untervektorraum oder kurz: ein (linearer) Unterraum
(englisch: vector subspace, linear subspace) von (V, ®, ©®), wenn U bzgl. ® und bzgl. der skalaren
Multiplikation ® mit Elementen in K abgeschlossen ist und wenn (U, ®, ©) selbst wieder ein
Vektorraum ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, ®) eine Untergruppe von (V, ®) ist und wenn U
bzgl. der skalaren Multiplikation ® mit Elementen in K abgeschlossen ist, also K © U C U.

(ii) Ein Unterraum (U, ®, ®) von (V, ®, ©) heifit echt (englisch: proper subspace), wenn U € V
gilt. A

Beachte: Da (U, ®) eine Untergruppe von (V, ®) ist, enthélt ein Unterraum U immer den Nullvek-
tor Oy.

Die Priifung einer Teilmenge U C V auf die Unterraum-Eigenschaft lasst sich mit folgendem Kriterium
bewerkstelligen:

Satz 12.8 (Unterraumkriterium).
Es sei (K, +, ) ein Korper, (V, ®, ©) ein Vektorraum tiber K und U C V. Dann sind dquivalent:

(i) (U,®,®) ist ein Unterraum von (V, ®, ©).

(if) U # 0Q,und firalleu,v e Uunde e Kgiltu®oveUunda O u e U.
(Mit anderen Worten: U # 0, und es gilt U ® U C U sowie KO U C U.)

(iii) U # 0, und fur alleu,o e Uund o, f e K gilta ©Ou & foOov € U.
(Mit anderen Worten: U # 0, undes git KOU @ KoU cU.)

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, ®,®) ein Unterraum von (V,®, ®). Dann ist per
Definition 12.7 und Definition 12.1 (U, ®) eine Gruppe, also eine Untergruppe von (V, ®). Insbesondere
gilt Oy € U, also U # 0. Weiter ist U als Unterraum abgeschlossen bzgl. @ und bzgl. der skalaren
Multiplikation © mit Elementen von K.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir miissen zeigen, dass (U, ®, ®©) unter der Annahme von Aussage (ii)
wieder ein Vektorraum ist. Diese Annahme zeigt insbesondere, dass ®: UXU — Uund ©: KxU —» U
eingeschrankt werden konnen. Die Eigenschaften aus (12.1) bleiben bei dieser Einschrinkung erhalten.
Es bleibt also nur zu zeigen, dass (U, ®) eine abelsche Gruppe ist, also eine Untergruppe von (V, ®).
Dazu wenden wir das Untergruppenkriterium (Satz 7.33) an. Es gilt nach Voraussetzung U # 0. Wegen
ou=(-1g)Qufiru € U und der Annahme KOU C U gilt ©U C U. Aus der Annahme U ®U C U
folgt daher weiter U® (©U) C U. Nach dem Untergruppenkriterium ist (U, @) damit eine Untergruppe
von (V, ®).

Aussage (ii) = Aussage (iii): Wir haben K © U € U nach Voraussetzung, also auch KO U ® Ko U C
U@ U c U, wobei die letzte Inklusion wiederum nach Voraussetzung gilt.

Aussage (iii) = Aussage (ii): Es gilt nach Voraussetzung U® U C KOU @ K©OU C U und auflerdem
KoU=KoUs {0k} UCKOU®KOU CU. O

Beispiel 12.9 (Unterrdume).
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(i) Essei (V,®,©) ein Vektorraum. Dann sind ({0y }, ®, ®) und (V, @, ®) Unterrdaume von (V, @, ©).
Diese heiflen die trivialen Unterraume (englisch: trivial subspaces). Speziell ({0y }, ®, ®) ist
der Nullraum (englisch: zero vector space) von V.

(i) Wir betrachten den Standardvektorraum V = R? iiber dem Kérper R.

(a) Die Menge

ist ein Unterraum von V = R?, denn die Aussage (ii) des Unterraumkriteriums Satz 12.8 ist
erfillt: Zunachst gilt (8) € Uy, also ist Uy # (0. Weiter gilt fiir alle @ € Rund u = ( P ) ey
sowie v = (3;) € Us:

u€BU=(xl yl)EUl, denn (x;+y1) =2 (x2+y2) = (1= 2x2) + (1= 22) =0
X2+ )2
o X1
a@u:(ax)eUl, denn ax; — 2 (ax3) = a(x;—2x;) = 0.
2

(b) Die Menge

([

ist kein Unterraum von V = RZ2, denn sie enthilt nicht den Nullvektor (8), was aber
eine notwendige Bedingung fiir einen Unterraum darstellt, wie wir im Anschluss an
Definition 12.7 bereits gesehen haben.

5=

ist kein Unterraum von V = R?, denn sie erfiillt das Unterraumkriterium nicht. Beispiels-
weise ist (1) € Us, aber (-1) © (1) = (1) nicht.

x1—2x2=1}

(c) Die Menge

x1>O,X2>0}

(iii) Es sei (K, +,-) ein Korper und (K*', ®, ©) der Vektorraum der Folgen mit Werten in K. Dann ist
die Menge der Folgen mit endlichem Tréger (siehe Bemerkung 11.6) und Werten in K

(K")oo = {(y)icre | {i € N| y; # 0} ist endlich} (12.9)
ein echter Unterraum von (K, @, ©).
(iv) Essei (RY,+,-) der Vektorraum der Folgen mit Werten in R. Dann sind die Mengen
(RY), = {(y,-),-eN | AC>0VieN (Jy < C)} der beschrinkten Folgen’ (12.10a)
(RM), = {( Vi)ieN | (vi)ien ist konvergent} der konvergenten Folgen® (12.10Db)
(R, = {(y,-)ieN | (y1)ien konvergiert gegen 0} der Nullfolgen’® (12.10¢)

(RM)go = {(y,-)ieN | (yi)ien hat endlichen Tréiger} der Folgen mit endlichem Trager'
(12.10d)

jeweils echte Unterraume von (R*, +, -). (Quizfrage 12.1: Gibt es auch Unterraumbeziehungen
untereinander?)

7englisch: bounded sequences
8englisch: convergent sequences
9englisch: null sequences
Yenglisch: finitely supported sequences
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(v) Essei (K, +,-) ein Kérper und (K[¢], +, -) der Polynomraum iiber K; siehe Beispiel 12.3. Dann
ist fir jedes n € Ny die Menge der Polynome vom Héchstgrad n (englisch: polynomials of
maximum degree n)

K,[t] = {ant”+an_1t"_1+---+a1t+a0|ai eriiri:O,...,n} (12.11)

ein echter Unterraum von (K[t],+, -). (Quizfrage 12.2: Bilden auch die Polynome vom Mindest-
grad n € N einen Unterraum von K[t]?) (Quizfrage 12.3: Bilden die Polynome von geradem
Grad n € 2 Nj einen Unterraum von K[¢]?) A

Bemerkung 12.10 (Vereinfachung der Notation).

Zur Vereinfachung der Notation werden wir in Zukunft fiir die Verkniipfungen @ und © in Vektorrau-
men einfach dieselbe Notation verwenden wie fiir die Verkniipfungen + und - des zugrundeliegenden
Korpers. Aus dem Zusammenhang ist klar, ob die jeweilige Verkntipfung mit Skalaren oder mit Vektoren
gemeint ist.

Das Zeichen fiir die Multiplikation - von Vektoren mit Elementen aus dem zugrundeliegenden Korper
oder von Korperelementen untereinander wird sogar oft ganz weggelassen, sofern sich dadurch keine
Unklarheiten ergeben. Beispielsweise schreiben wir in Zukunft einfach sin —V2 cos an Stelle von
sin © \/§ ® cos.

Wir werden auflerdem das Nullelement von K einfach als 0 schreiben, das Einselement von K als 1
und den Nullvektor von V ebenfalls als 0. A

Wie bereits bei Untergruppen in § 7.4 beschaftigt uns nun die Frage, wie man Unterrdume erzeugen
kann.

Lemma 12.11 (Durchschnitt von Unterrdumen).
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum und (U;, +, -) eine Familie von Unterrdiumen mit der nichtleeren Index-
menge I. Dann ist auch ();¢; U; mit + und - ein Unterraum von (V, 4+, -).

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-8.3. O

Definition 12.12 (erzeugter Unterraum, lineare Hiille, Erzeugendensystem).
Es sei (V,+, ) ein Vektorraumund E C V.

(i) Dann heif3t
(E) = ﬂ{U| (U, +, ) ist Unterraum von (V,+,-) und E C U} (12.12)

der von E erzeugte Unterraum (englisch: subspace generated by E) oder die lineare Hiille
(englisch: linear hull) Lin(E) von E oder auch der Spann (englisch: span) Span(E) von E in
(V,+,-).

Beachte: Bezeichnen wir mit R die Menge auf rechten Seite von (12.12), iiber die der Durchschnitt
gebildet wird, dann ist (E) das Minimum der Menge R bzgl. der Inklusionshalbordnung und
sogar das Minimum der Menge R bzgl. der Halbordnung ,ist Unterraum von®.

Ist speziell E die endliche Menge E = {vy,...,0,} fir v; € Vund n € N, so schreiben wir auch
(v1, . ..,0n) oder Lin(oy, . . . v,) oder Span(ovy, . . ., vy,) statt ({vy,...0,}) oder Lin({oy,...0,}) oder

Span({vy,...,0n}).
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(ii) Gilt (E) = V, dann heifit E ein Erzeugendensystem (englisch: generating set) von (V,+,-).
Falls ein endliches Erzeugendensystem von V existiert, so heifit V endlich erzeugt (englisch:
finitely generated).

(iii) Wenn F = (v;);es eine Familie von Vektoren in V ist, definieren wir den von F erzeugten
Unterraum in (V,+,-) bzw. die lineare Hiille (F) von F bzw. den Spann Span(F) von F in
(V,+,-) als

(F) = m{U | (U, +, -) ist Unterraum von (V,+,-) und {v; | i € I} C U}. (12.13)

Wir nennen F ein Erzeugendensystem von (V, +, ), wenn (F) =V gilt. A

Satz 12.13 (Darstellung des erzeugten Unterraumes).
Es sei (K, +, -) ein Korper, (V, +, -) ein Vektorraum iiber K und E C V. Dann gilt fiir den von E erzeugten
Unterraum:

n
(E) = {Z Q; vi}Eln eNgVi=1,...,n(v; €E, a; € K)} (12.14)
i=1
(Zur Erinnerung: Im Fall n = 0 interpretieren wir die Linearkombination von null Elementen in der
rechten Menge als den Nullvektor 0. Insbesondere im Fall E = ) ist also (E) = (@) = {0}.)

Ist F = (v;);¢; eine Familie von Vektoren in V, dann gilt fiir den von F erzeugten Unterraum:

n
(F) = {Z ;v |E]n ENgVj=1...,n3i; €l (v;; €F, aj € K)} (12.15)
=1

Beachte: Der von einer Menge E (oder einer Familie F) erzeugte Unterraum stimmt also tiberein mit
der Menge der Linearkombinationen von E (bzw. F)."" Auf die Reihenfolge der Elemente in F kommt
es offenbar nicht an.

Beweis. Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Menge auf der rechten Seite von (12.14) mit M. Wir fithren
den Beweis analog zu Satz 7.37 in zwei Schritten.

Schritt 1: (E) 2 M: Es sei U ein beliebiger Unterraum von V, der im Durchschnitt (12.12) vorkommt. U
enthélt also E als Teilmenge. Da U ein Unterraum ist, enthélt U auch alle Linearkombinatio-
nen von E. Also gilt U 2 M. Da dies fiir jeden beliebigen Unterraum aus dem Durchschnitt
in (12.12) gilt, gilt auch (E) 2 M.

Schritt 2: (E) € M: Wir zeigen zunéchst, dass M selbst ein Unterraum von V ist. Dazu tiberpriifen wir
das Unterraumkriterium (Satz 12.8). Offensichtlich ist M # 0, denn M enthéilt mindestens
den Nullvektor 0. Sind )}, ; v; und Z;-":l p;j wj zwei Elemente aus M, so ist auch X}, a; v; +
272 Bj wj ein Element aus M. Zudem ist fiir jedes « € K auch a i, a;0; = XL a @i v;
ein Element aus M. Also ist M ein Unterraum von V. Zusétzlich ist klar, dass E € M gilt.
(Quizfrage 12.4: Details?) Das heif3t, M ist einer derjenigen Unterraume von V, iiber die in
der Definition von (E) der Durchschnitt gebildet wird. Folglich gilt (E) C M.

Der Beweis fiir den Fall (12.15) geht analog. ]

Beispiel 12.14 (lineare Hiille).

"In manchen Biichern wird daher (12.14) auch als Definition des erzeugten Unterraumes verwendet.
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(i) Essei(K,+,-) ein Korper und (K[t], +, -) der Polynomraum tiber K; siehe Beispiel 12.3. Die Menge
aller Monome E = {1,t,t%,...} bildet ein Erzeugendensystem von K[t]. Die Menge der Monome
E={1t,...,t"} bis zum Grad n bildet ein Erzeugendensystem von K, [¢], dem Unterraum der
Polynome vom Hochstgrad n € Ny.

(ii) In einem Vektorraum V heifit die lineare Hiille
(v) = {av|a GK}
eines einzelnen Vektors v # 0 eine Gerade (englisch: line) durch 0 und v. Die lineare Hiille
(v, w) = {av+ﬁw|a,ﬁ€K}

von zwei Vektoren v, w # 0 mit w ¢ (v) heif3t eine Ebene (englisch: plane) durch 0, v und w.
(Quizfrage 12.5: Was passiert im Fall w € (v)?) A

Folgerung 12.15 (zu Satz 12.13: lineare Hiille von Vereinigung und Schnitt).
Es sei (V,+, ) ein Vektorraum und Ej, E; C V. Dann gilt:

(i)
(E1UE;) = ((E1) U (E2)). (12.16)

(i)
(EiNEy) C <<E1> N <E2>>- (12.17)

Beweis. Aussage (i): Die lineare Hiille ist ordnungserhaltend, d. h., es gilt E; C (E;) und E, C (E,).

Daraus folgt E; U E; C (E;) U (Ez) und durch Bildung der linearen Hiille (E; U E;) C ((El) U (E2)>.

Umgekehrt besteht (E;) nach Satz 12.13 gerade aus den Linearkombinationen von E;, und (E,) besteht
aus den Linearkombinationen von E,. Das heifit, <(E1) U (E2>> besteht aus Linearkombinationen
solcher Vektoren, die ihrerseits eine Linearkombination von E; oder eine Linearkombination von E,
sind. Mit Hilfe des Assoziativgesetzes (12.1c) erhalten wir, dass wir jeden Vektor aus ((El) U (E2)> als
Linearkombination von E; U E; schreiben kénnen, also ((El) v <E2>> C (E; UE,).

Aussage (ii) Wegen E; C (E;) und E, C (E;) gilt E; N E; C (E;) N (E;). Durch Bildung der linearen
Hiille ergibt sich (E; N E;) C ((E1) N (E)). O

Ende der Woche 8

§ 13 BAsIs uND DIMENSION

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 3, Bosch, 2014, Kapitel 1, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.5,
Jénich, 2008, Kapitel 3

In diesem Abschnitt beantworten wir die Frage, wie wir einen Vektorraum durch ein moglichst kleines

Erzeugendensystem darstellen konnen und damit Redundanz in der Darstellung vermeiden.

Definition 13.1 (lineare (Un-)abhingigkeit).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum iber K.
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(0)

(if)

(iii)

(iv)

Eine Menge E C V heifit linear unabhingig (englisch: linearly independent), wenn in jeder
Linearkombination von n € N paarweise verschiedenen Vektoren aus E, die den Nullvektor
ergibt, notwendig alle Koeffizienten gleich 0 sind, wenn also fiir alle n € N gilt:

n
U,...,0, €E, vy #ovjfiri#j und ZO((U[:() = ay=0furallef=1,...,n.
=1
(131)
Wenn dagegen eine Linearkombination von n € N paarweise verschiedenen Vektoren aus E
moglich ist, die den Nullvektor ergibt, wobei nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind, dann heifit £
linear abhingig (englisch: linearly dependent).

Eine Familie F von Vektoren in V heift linear unabhingig, wenn in jeder Linearkombination
von n € N Vektoren aus F mit paarweise verschiedenen Indizes, die den Nullvektor ergibt,
notwendig alle Koeffizienten gleich 0 sind, wenn also fiir alle n € N gilt:

n
... in €1, ij#igfiirj#k und Zawie =0 = a=0firallef=1...,n
=1
(13.2)
Wenn dagegen eine Linearkombination von n € N Vektoren aus F zu paarweise verschiedenen
Indizes moglich ist, die den Nullvektor ergibt, wobei nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind, dann
heif3t F linear abhangig. A

Bemerkung 13.2 (lineare (Un-)abhingigkeit).

()

(if)

(iif)
(iv)

Die lineare (Un-)abhéngigkeit ist eine Eigenschaft, die sich auf eine Menge oder eine Familie
von Vektoren bezieht. Sprechweisen wie ,Der Vektor v ist linear unabhangig von {vy, v5}." sind
nicht korrekt. Man kann aber sagen, die Menge {v} U {vy, 05} sei linear unabhéngig.

Die Menge {v} bestehend aus einem einzigen Vektor ist linear unabhangig, falls v # 0 ist,
ansonsten linear abhéngig. (Dasselbe gilt fiir eine einelementige Familie von Vektoren.)

Eine Menge oder Familie von Vektoren, die den Nullvektor enthilt, ist stets linear abhéngig.

Die leere Menge und die leere Familie von Vektoren sind per Definition linear unabhangig. A

Die lineare Abhéangigkeit einer Menge bzw. einer Familie von Vektoren bedeutet, dass man einen
Vektor als Linearkombination der anderen darstellen kann:

Lemma 13.3 (lineare Abhingigkeit ist 4quivalent zur Kombinierbarkeit).

Es sei V ein Vektorraum.

(0)

(if)

Es sind dquivalent:

(a) E C V ist eine linear abhéngige Menge.

(b) Es gibt einen Vektor v € E, der als Linearkombination von E \ {v} darstellbar ist.
Es sind dquivalent:

(a) F = (v;)jer ist eine linear abhéngige Familie mit einer Indexmenge I.

(b) Es gibt es einen Vektor v;+ aus der Familie, der als Linearkombination der Familie (v;);ep\ (i}
darstellbar ist.
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Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-9.1. O

Lemma 13.4 (lineare (Un-)abhingigkeit von Teilmengen und Obermengen).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Jede Teilmenge einer Menge linear unabhéngiger Vektoren aus V ist ebenfalls linear unabhangig.
Jede Teilfamilie einer Familie linear unabhangiger Vektoren aus V ist ebenfalls linear unabhéngig.

(ii) Jede Obermenge einer Menge linear abhéngiger Vektoren aus V ist ebenfalls linear abhéngig.
Jede Oberfamilie einer Familie linear abhangiger Vektoren aus V ist ebenfalls linear abhéingig.

Beweis. Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition 12.12. O

Beispiel 13.5 (lineare (Un-)abhangigkeit).
N Ty T 1) (1) (V2
(i) Die Teilmenge {(1), (\/5) , ( .

denn es gilt
oo ol (9)-f)

(ii) Dieselbe Menge ist als Teilmenge des Vektorraumes R? iiber dem Korper Q jedoch linear unab-
hangig, denn es gilt

ool ea()-[) = a-eco-o

(iii) Wir betrachten den K-Vektorraum K% der Funktionen X — K, wobei (K, +, -) ein Kérper und X
eine Menge ist; siche Beispiel 12.3. Fiir y € X definieren wir die charakteristische Funktion
(englisch: characteristic function) e, : X — K durch®

)} des Vektorraumes R? iiber dem Kérper R ist linear abhiingig,

1, fallsx=y,

0, fallsx #y. (133

X ey(X) = Oxy = {

Dann ist die Menge {e,, | y € X} linear unabhéngig.
(iv) Essei (K, +,-) ein Korper und (K[t],+, ) der Polynomraum tiber K; siehe Beispiel 12.3. Dann ist
die Menge der Monome E = {1,t,t%,...} linear unabhingig. A

Die Bedeutung linear unabhéingiger Mengen und Familien von Vektoren stellt folgendes Resultat
Klar.

Lemma 13.6 (lineare Unabhéngigkeit und eindeutige Linearkombination).
Es sei V ein Vektorraum und (v;);¢; eine Familie von Vektoren aus V. Dann sind dquivalent:

(i) (vi)ies ist linear unabhangig.

(ii) Jeder Vektor v € {(v;);er) ldsst sich in eindeutiger Weise (bis auf Summanden mit Nullkoeffizi-
enten) aus paarweise verschiedenen Vektoren der Familie (v;);es linearkombinieren.

?Das Symbol &y, ist das Kronecker-Delta (englisch: Kronecker delta). Allgemein ist die charakteristische Funktion e,
einer Menge A C X definiert als e4(x) = 1 fir x € Aund e4(x) = 0 fur x ¢ A.
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Ein analoges Resultat gilt fiir Mengen von Vektoren aus V.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (v;);es linear unabhéngig und v € ((v;);e1)- Nach Satz 12.13
besteht ((v;);cr) gerade aus den Linearkombinationen von (v;);e;. Es gibt also eine endliche Teilmenge
Iy € I'und Skalare o; € K, i € I; mit der Eigenschaft

0= Zai 0j. (*)

v:Zﬁjvj (**)

eine weitere Darstellung von v als Linearkombination von (v;);es ist mit endlicher Indexmenge I;. Wir
setzen N := {i € Iy |a; # 0} U {j € I; | B; # 0}. Dann ist N endlich. Wir haben

0=0v-v
:ZOQZ)Z'—ZIBJ'U]
iely jeh
=Zaiui—2ﬁjvj indem wir a; = 0 fiiri € N \ I und f8; = 0 fiir j € N \ I; ergdnzen
ieN jeN
= > (e =) vi.
ieN

Da nach Voraussetzung (v;);er linear unabhingig ist, muss a; — f; = 0 fir alle i € N gelten, also
a; = f;. Die Darstellungen (x) und (%) unterscheiden sich also nur um eventuell auftauchende Terme
mit Nullkoeffizienten.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei I C I eine beliebige endliche Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass
(vi)ier, linear unabhéngig ist. Wir untersuchen also die Linearkombination

Z aj0; = 0.
i€l

Diese wird erreicht durch die Wahl von «; = 0 fiir alle i € I;. Nach Voraussetzung ist das auch die
einzig mogliche Wahl der Koeffizienten. Das heif3t aber, dass (v;);cy, linear unabhangig ist. Da I eine
beliebige endliche Teilmenge von I war, ist die gesamte Familie (v;);es linear unabhangig.

Der Beweis fiir Mengen geht analog. ]

Lemma 13.7 (lineare Abhangigkeit bedeutet Redundanz).
Es sei V ein Vektorraum und (v;);e; eine nichtleere Familie von Vektoren aus V. Dann sind dquivalent:

(i) (vi)ier ist linear abhéngig.
(ii) Es gibtein j € I, sodass gilt:
(iien(jy) = ((vi)ien)-

Ein analoges Resultat gilt fiir nichtleere Mengen von Vektoren aus V.

Beachte: Ist ein Erzeugendensystem eines Vektorraumes linear abhéngig, so kann man mindestens
ein Element aus dem Erzeugendensystem entfernen, ohne den erzeugten Raum zu verkleinern.
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (v;);es linear abhéngig, d. h., es gibt eine endliche Teilmenge
Iy € I und Koeffizienten ; € K, i € I, die nicht alle gleich Null sind, sodass

Z(Zﬂ)izo

i€l

gilt. Es sei j € Iy ein Index, fiir den &; # 0 gilt. Dann ist

ajsz_ZaiUb

iel\{j}
also auch
vj = —aj_lzai v = —Zaj_lai Uj. (*)
ielb\{j} ieh\{j}

Das zeigt v; € (vi)ier\ (j})-

Es sei nun v € ((v;);es) beliebig. Dann gibt es eine endliche Teilmenge I; C I und Koeffizienten f; € K,
i € I}, sodass

gilt. Wir wollen zeigen, dass wir v auch ohne Verwendung von v; linearkombinieren konnen. Falls
Jj ¢ I liegt (also v; ohnehin nicht verwendet wird), dann ist ((v;);ep\ {;}) klar. Falls jedoch j € T liegt,
dann ersetze v; durch (*):

= Z Pivi+ fjo;
ieh\{j}
= Z ﬁi U — Z ﬁj aj_lai 0j.
ieb\{j}  ieb\{j}
Dies ist eine Darstellung von v als Linearkombination aus (v;);e; ohne Verwendung von v;. Insgesamt
gilt also v € ((v;)ier\(j3) und damit Aussage (ii).

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei j € I ein Index, sodass ((v;)ien{j3) = ((vi)ier) gilt. Dann ist
insbesondere v; € ((v;)ien\ (1) d. h., es gibt eine endliche Teilmenge Iy C I'\ {j} und Koeffizienten a; €
K, i € Iy, sodass gilt:

i€l
Das heif3t aber auch
Z ajvi —1v; =0,
i€l
d.h., (v;);er ist linear abhéngig.
Der Beweis fiir Mengen geht analog. O

Im Folgenden interessieren wir uns vor allem fiir linear unabhéngige Erzeugendensysteme, also solche
ohne Redundanz.

Definition 13.8 (Basis).
Es sei V ein Vektorraum.

112 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(i) Eine Teilmenge B C V heifit eine Basis (englisch: basis) von V, wenn B linear unabhéngig ist
und (B) =V gilt.

(ii) Eine Familie B von Vektoren aus V heifit eine Basis (englisch: basis) von V, wenn B linear
unabhéngig ist und (B) = V gilt. A

Beachte: Eine Basis ist also ein linear unabhingiges Erzeugendensystem.

Beispiel 13.9 (Basis).
(i) 0 ist die einzige Basis des Nullraumes {0} tiber jedem Korper K.

1’\W2)°\ 1

keine Basis, da sie linear abhangig ist; siehe Beispiel 13.5. Wenn wir ein beliebiges Element aus E
entfernen, so erhalten wir eine Basis von R2.

1 1
(ii) Die Menge E = { ( ) , ( ) , (\/5)} ist ein Erzeugendensystem des R-Vektorraumes R?, jedoch

(iii) Im Standardvektorraum K" iiber einem Korper K (Beispiel 12.3) ist
{e1,...,en} mite; == ((1; « i-ter Eintrag (13.4)

eine Basis, genannt die kanonische Basis (englisch: canonical basis), Standardbasis (englisch:
standard basis) oder Einheitsbasis (englisch: unit basis) von K".

(iv) Essei (K, +,-) ein Korper und (K[t], +, ) der Polynomraum tiber K; siehe Beispiel 12.3. Dann
ist die Menge der Monome E = {1, ¢, t2,...} eine Basis von K [t]. Die Monome E = {1,t,...,t"}
bilden eine Basis von K, [t], dem Unterraum der Polynome vom Héchstgrad n € Ny. Diese Basen
werden die Monombasis (englisch: monomial basis) des jeweiligen Vektorraumes genannt. A

Ende der Vorlesung 17

Satz 13.10 (Charakterisierung von Basen).
Es sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:

(i) Bisteine Basisvon V.

(ii) B ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V.'3 Das heif3t: B ist linear unabhéngig,
und jede echte Obermenge von B ist linear abhangig.

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.* Das heifit: B ist ein Erzeugendensystem, und
jede echte Teilmenge von B ist kein Erzeugendensystem.

3Genauer: B ist ein maximales Element bzgl. der Mengeninklusion (Definition 5.10) in der Menge der linear unabhéngigen

Teilmengen von V.
4Genauer: B ist ein minimales Element bzgl. der Mengeninklusion (Definition 5.10) in der Menge der Erzeugendensysteme

von V.
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(iv) Jeder Vektor v € V lasst sich auf eindeutige Weise (bis auf Summanden mit Nullkoeffizienten)
aus paarweise verschiedenen Elementen von B linearkombinieren.

Ein analoge Charakterisierung der Basiseigenschaft gilt fiir Familien B in V.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei B eine Basis von V, d.h., B ist linear unabhéngig und
(B) = V. Fiir einen beliebigen Vektor v € V \ B gilt (B U {v}) = V. Aus Lemma 13.7 (,Redundanz
bedeutet lineare Abhangigkeit®) folgt nun, dass B U {v} linear abhangig ist.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei B eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V. Zu zeigen
ist, dass B ganz V erzeugt. Es sei dazu v € V beliebig. Nach Definition von (B) ist klar, dass (B) 2 B gilt.
(Quizfrage 13.1: Warum?) Wenn also v € Bist, dann auch v € (B), was zu zeigen war. Wir konnen also
von o € V' \ B ausgehen. Nach Voraussetzung ist BU {v} als echte Obermenge von B linear abhéngig.
Es existieren alson € No,v; € Bund o; € K, i =1,...,n, sowie @ € K, sodass gilt:

n
E a;v;+av=0.
i=1

Dabei ist a # 0, denn sonst wire bereits B linear abhéngig, was der Voraussetzung widerspricht. Wir

erhalten also
n
_ -1
0=—- Z a Q;0;,
i=1

d.h., v lasst sich in der Tat aus Elementen von B linearkombinieren. Damit ist (B) = V gezeigt.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei B eine Basis von V, d. h., B ist linear unabhangig und (B) = V.
Aus Lemma 13.7 (,Redundanz bedeutet lineare Abhangigkeit®) folgt nun, dass B keine redundanten
Elemente enthilt, dass also fir alle v € B gilt: (B \ {v}) C V.

Aussage (iii) = Aussage (i): Nach Voraussetzung haben wir (B) = V, und fur alle v € B gilt:
(B\ {v}) € V. Aus Lemma 13.7 (,Redundanz bedeutet lineare Abhangigkeit®) folgt daher, dass B linear
unabhéngig ist, also eine Basis.

Aussage (i) = Aussage (iv): Es sei B eine Basis von V, d. h., B ist linear unabhéngig und (B) = V.
Aus Lemma 13.6 folgt, dass sich jedes v € (B) = V in i. W. eindeutiger Weise aus Elementen von B
linearkombinieren lasst.

Aussage (iv) = Aussage (i): Nach Voraussetzung lasst sich jeder Vektor v € V auf eindeutige Weise
(bis auf Summanden mit Nullkoeffizienten) aus paarweise verschiedenen Elementen von B linearkom-
binieren. Also ist (B) = V, und aus Lemma 13.6 folgt, dass B linear unabhingig ist, also eine Basis
von V. m|

Folgerung.

Verschiedene Basen B; und B; eines Vektorraumes V sind bzgl. der Halbordnung ,,C“ nicht vergleichbar.
D.h.,, es gilt weder B; € B; noch B, C B;.

Beweis. Die Annahme von B; C B; oder von B, ¢ By fiir zwei Basen By, B, von V widerspriache
Aussage (ii) von Satz 13.10. |
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Wir geben nun einige wichtige Resultate zur Existenz von Basen an. Das Hauptresultat — der nachfol-
gende Basisergidnzungssatz — besagt, dass zwischen einer linear unabhéngigen, aber moglicherweise
zu kleinen Menge (der erzeugte Raum ist nicht alles), und einem Erzeugendensystem, das aber mogli-
cherweise zu grof} (linear abhéngig) ist, immer eine Basis liegt.

Satz 13.11 (Basiserginzungssatz').
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Es sei A eine linear unabhiangige Menge von Vektoren aus V und E ein Erzeugendensystem
von V mit der Eigenschaft A C E. Dann existiert eine Basis B von V mit A € B C E.

(ii) Es sei A = (v;)jer, eine linear unabhangige Familie von Vektoren aus V und E = (v;);ey, ein
Erzeugendensystem von V mit der Eigenschaft I, C Ir. Dann existiert eine Basis B = (v;);c1;
von V mit I4 C Ig C Ig.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen, also den Beweis von Aussage (i).
Wir betrachten die Menge aller linear unabhingigen Teilmengen zwischen A und E, also
D ={D C V|AC D CE, sodass D linear unabhéngig ist} C P(E) € P(V).

D ist mit der Mengeninklusion eine halbgeordnete Menge. Wegen A € D ist D # 0. Ziel ist die
Anwendung des Lemmas von Zorn 6.35.

Schritt 1: Jede totalgeordnete Teilmenge C C D besitzt eine obere Schranke S in D:

Wir zeigen, dass S := | Jccc C eine obere Schranke (Definition 5.10) der Teilmenge C in D
ist.

Dazu zeigen wir zunichst, dass S tiberhaupt Element von D ist:
(a) FiralleCeCC D gilt ACCCE alsoauchA C JpoecC=S CE.

(b) Weiter ist S linear unabhéngig, denn: Es sei {cy, ..., c,} € S eine endliche Teilmenge. Fiir
alle ¢; existiert C; € C mit ¢; € C;. C ist aber totalgeordnete Teilmenge, also existiert
ein Maximum Cy der endlichen Teilmenge {Cy,...,C,} in C. Folglich gilt C; € Ci
fir alle i = 1,...,n. Damit ist {cy,...,cn} € UL, Ci = Cx. Dabeiist Cx € C € D
linear unabhangig. Also ist nach Lemma 13.4 auch die Teilmenge {c,...,c,} linear

unabhingig.

Schlief8lich zeigt C C (Jcee C = S fiir alle C € C, dass S tatsachlich eine obere Schranke von
Cin D ist.

Schritt 2: Das Lemma von Zorn 6.35 zeigt nun, dass ein maximales Element B von D existiert. Das
heifit definitionsgemaf: B ist linear unabhangig und erfillt A € B C E. Es bleibt zu zeigen,
dass B tatsachlich ganz V erzeugt.

Falls B = E gilt, so ist V = (E) = (B) und der Beweis erbracht. Andernfalls gibt es ein
a € E\ B, also gilt BU {a} 2 B. B ist aber ein maximales Element von D, also kann B U {a}
nicht zu D gehoren. Wegen A C BU {a} C E muss das daran liegen, dass B U {a} linear
abhéngig ist. Aus Lemma 13.7 folgt also (BU {a}) = (B) und insbesondere a € (B). Da dieses
Argument fiir jedes a € E \ B gilt, folgt E \ B C (B), und natiirlich gilt auch B C (B). Es folgt
E C (B). Der Ubergang zur linearen Hiille zeigt V = (E) C <(B)> = (B), aber natiirlich gilt
auch (B) C V,also (B) = V. O

BSenglisch: basis extension theorem
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Es folgen drei unmittelbare Folgerungen als Spezialfille des Basisergdnzungssatzes 13.11, formuliert
nur in der Version fiir Mengen:

Folgerung 13.12 (Basisexistenzsatz: A = Q und E = V).
Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.

Folgerung 13.13 (Basisauswahlsatz: A = 0).
Aus jedem Erzeugendensystem E eines Vektorraumes V lésst sich eine Basis auswahlen.

Folgerung 13.14 (Basisergdnzungssatz: E = V).
Jede linear unabhéngige Menge A eines Vektorraumes V kann zu einer Basis erweitert werden.

Bemerkung 13.15 (zum Basisergénzungssatzes 13.11).

Der Beweis des Basiserganzungssatzes 13.11 und seiner Folgerungen 13.12 bis 13.14 ist nicht konstruktiv,
d.h., wir kénnen ihn nicht zur Grundlage eines Verfahrens machen, um eine Basis zu konstruieren.
Beispielsweise konnen wir keine Basis von R als Q-Vektorraum (Beispiel 12.3) angeben.

Wenn der Vektorraum V jedoch endlich erzeugt ist, wenn es also ein endliches Erzeugendensystem
gibt, dann lasst sich der Basisergdnzungssatz 13.11 konstruktiv und ohne Verwendung des Zornschen
Lemmas beweisen, indem man die linear unabhiangige Menge A Schritt fiir Schritt durch einzelne
Elemente von E ergénzt oder alternativ Schritt fiir Schritt einzelne Elemente von E \ A entfernt. A

Wir kommen nun zum wichtigen Begriff der Dimension, der in gewissem Sinne die ,Groe” eines
Vektorraumes beschreibt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit formulieren wir die Definition nur fiir
Basen, die Mengen sind, nicht fiir Familien.

Definition 13.16 (Dimension eines Vektorraumes).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V eine Basis B der endlichen Kardinalitat n € N, besitzt, so sagen wir, V habe endliche
Dimension (englisch: finite dimension), genauer: die Dimension (englisch: dimension) n, in
Symbolen: dim(V) = n.

(i) Wenn V keine Basis endlicher Kardinalitat besitzt, so sagen wir, V habe unendliche Dimension
(englisch: infinite dimension), in Symbolen: dim(V) = co.

Zur Verdeutlichung, welcher Korper K verwendet wird, schreiben wir manchmal auch dimg (V). A
Bevor wir mit dem Begriff der Dimension arbeiten, muss noch sichergestellt werden, dass dieser
wohldefiniert ist, denn ein Vektorraum besitzt i. A. viele verschiedene Basen. Wir werden dazu beweisen,

dass in dem Fall, dass ein Vektorraum eine Basis endlicher Kardinalitat besitzt, alle seine Basen endliche
Kardinalitat haben, und zwar alle dieselbe.

Lemma 13.17 (Austauschlemma).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und die endliche Menge B = {vy, . ..,v,} eine Basis von V
mit n € N. Ist w = 2,7, &; v; mit Koeffizienten «; € K und gilt ; # 0 fiir ein gewisses j € |1, n], dann
ist auch By := {vy,...,0j_1, W,0j41, ..., 0} eine Basis von V.

Ein analoges Resultat gilt, wenn die endliche Familie B eine Basis von V ist.
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Beweis. Da es bei einer Basis auf die Reihenfolge der Elemente nicht ankommt, nehmen wir aus
Bequemlichkeit und o.B.d. A. an, dass j = 1ist. Aus w = },_; a; v; folgt

Ulzafl(w—iaivi). (%)
i=2

Schritt 1: Wir zeigen: (By) = V.

Esseidazuov € V.Da B eine Basis ist, gibt es Koeffizienten 5y, . . ., f, € K, sodassv = }}I; fiv;
gilt. Durch Einsetzen von () folgt

n n
-1
v=PHrog (W —Zaivi) +Z.3i0i
i=2 i=2

n n
=P, Ly — Proag 1 Z a;v; + Z Biv; nach Distributivgesetz (10.1a) in K
i=2 i=2

n
=Bia;'w+ Z (Bi = Broy 'ai) v; nach Kommutativ- und Distributivgesetz (10.1b).
i=2

Damit ist gezeigt, dass in der Tat (By) = (w,0s,...,0,) =V gilt.
Schritt 2: Wir zeigen: By ist linear unabhangig.

Wir betrachten dazu

n
ﬂ1W+Zﬂi0i=0
i=2

n n
= b Zaivi"‘Zﬂivi =0
i=1 i=2
n
= ﬂ1a101+2(ﬁ1ai+ﬁi)vi:0.
)

Da B = {vy,...,0,} linear unabhéngig ist, ist das nur moglich, wenn alle Koeffizienten gleich
Null sind, also

,[310:1:0 und ﬂlai+ﬁi=0fﬁri=2,...,n.

Wegen a; # 0 muss f = 0 sein, woraus dann weiter f; = ... = f, = 0 folgt. Das heif3t aber,
dass By = {w, vy, ...,0,} linear unabhingig ist. O

Satz 13.18 (Austauschsatz von Steinitz'°).

Es sei V ein Vektorraum und die endliche Menge B = {v;,...,v,} eine Basis von V mit #B = n € Nj.
Ist A={ay,...,an} eine linear unabhingige Menge in V mit #A = m € Ny, dann gilt:

(i) m< n

(ii) Es gibt eine (n — m)-elementige Teilmenge D von B, sodass By := A U D ebenfalls eine Basis
von V ist. Es gilt #By = n.

Yenglisch: Steinitz exchange theorem
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Beweis. Wir fuhren einen Induktionsbeweis nach der Machtigkeit m = #A. Den Induktionsanfang
setzen wir bei m = 0. Dann ist A = (), und Aussage (i) gilt wegen m = 0 < n, und Aussage (ii) gilt mit
D =B.

Esseinunm > 1, und es gelten Aussagen (i) und (ii) bereits fir m—1.Da {ay, . . ., an, } linear unabhéngig
ist, ist auch {ay, . . ., a1} linear unabhéngig. Nach Induktionsannahme gilt m — 1 < n, und es existiert
D ={v;,,...,vi,} € B,sodass By == {ay,...,am-1,0i,,...0;,} eine Basis von V ist.

Falls nun m — 1 = n wire, also D = (), dann wére bereits {ay, ... a;;_1} eine Basis von V. Nach dem
Satz 13.10 Uber die Charakterisierung von Basen hiefe das aber, dass {ay, . .. a,, } linear abhéngig wire,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt also m — 1 < n, also m < n. Damit ist der Induktionsschritt
fiir Aussage (i) gezeigt. Da By eine Basis von V ist, konnen wir jeden Vektor, insbesondere ay,, durch
die Basiselemente linearkombinieren. Es gibt also Skalare «;, j = 1,...n, sodass gilt:

m-—1 n
am = Zajaj+2ajv,-j.
Jj=1 Jj=m

Wiren alle a,,, = @41 = . .. @y = 0, so wiirde das die lineare Abhéngigkeit von A = {ay, ..., an,} zeigen,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Demzufolge gibt es einen Index j € [m,n] mit @; # 0. Nach
dem Austauschlemma 13.17 ist By = B; \ {v;;} U {a;} eine Basis von V. Die Kardinalitit von By ist
#By < #B; —1+1 < n. Ware a,, € By \ {z),-j}, dann wirde aus

m-—1 n
0= Zajaj+2(xj0ij —am
j: j:m

folgen, das B, linear abhéngig ist, im Widerspruch zur Basiseigenschaft von B;. Somit folgt #By = n,
was den Induktionsschritt fiir Aussage (ii) zeigt. O

Folgerung 13.19 (endliche Basen sind gleichméchtig).
Es sei V ein Vektorraum.

(i) Wenn V endlich erzeugt ist, dann ist jede Basis von V endlich, und alle Basen haben dieselbe
Maéchtigkeit.

(i) Wenn V nicht endlich erzeugt ist, dann ist jede Basis von V unendlich.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir Mengen.

Aussage (i): Wenn V endlich erzeugt ist, dann gibt es ein endliches Erzeugendensystem und nach
Basisergidnzungssatz 13.11 damit auch eine endliche Basis B von V, sagen wir mit Machtigkeit #B =
n € Ny. Es sei By eine weitere (moglicherweise unendliche) Basis von V. Insbesondere jede endliche
Teilmenge B; C By ist dann ebenfalls linear unabhéngig, und nach Satz 13.18 ist #B; < n. Damit muss
By selbst endlich sein mit #By < n = #B. Durch Tausch der Rollen von B und By folgt auch #B < #B,,
also zusammen #B = #B,,.

Aussage (ii): Wire B eine endliche Basis, dann wire B auch ein endliches Erzeugendensystem, und V
wire endlich erzeugt, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 13.20 (Dimensionsbegriff fiir Vektorrdume).

(i) Folgerung 13.19 zeigt, dass der Dimensionsbegriff aus Definition 13.16 wohldefiniert ist.
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(ii) Der Beweis von Folgerung 13.19 verwendet den Basisergdnzungssatz 13.11, jedoch nur die Version
fiir endlich-dimensionale (endlich erzeugte) Vektorraume, die ohne das Zornsche Lemma und
damit ohne das Auswahlaxiom auskommt.

(iii) Sogar fir unendlich-dimensionale Vektorraume gilt, dass je zwei Basen dieselbe Machtigkeit
besitzen. (Dieser Beweis verwendet wieder das Auswahlaxiom.) A

Beispiel 13.21 (Dimension eines Vektorraumes).

(i) Der ,Standardvektorraum K" der Dimension n“ iiber einem Korper K (Beispiel 12.3) hat tatsich-
lich die Dimension n € Ny.

(ii) Es gilt dimg(R) =1 und dimg(R) = co.
(iii) Es gilt dimc(C) =1 und dimg (C) = 2. Eine Basis fiir dimg (C) ist {1,i}.
(iv) Der Nullraum {0} ist iiber jedem Korper der einzige Vektorraum der Dimension 0.

(v) Der Polynomraum (K[t], +, -) tiber einem Koérper (K, +, -) hat unendliche Dimension, da B =
{1,t,t2,...} eine (abzahlbar) unendliche Basis von K|[¢] ist. Die Monome B = {1,t,...,t"} bil-
den eine Basis von K, [t], dem Unterraum der Polynome vom Hochstgrad n € Nj. Also gilt
dim(K,[t]) =n+1 A

Folgerung 13.22 (Dimension, Unterrdaume und lineare Unabhéngigkeit).

Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € Nj.
(i) Ist A C V eine linear unabhéngige Teilmenge, dann gilt #A < n.
(if) A C V ist genau dann eine Basis von V, wenn A linear unabhéngig ist und #A = n gilt.
(iii) Fir jeden Unterraum U von V gilt: 0 < dim(U) < dim(V).

(iv) Fir jeden Unterraum U von V gilt U = V genau dann, wenn dim(U) = dim(V) ist.

Beweis. Aussage (i): Nach Basiserginzungssatz 13.11 existiert eine Basis B von V mit A C B. Nach
Folgerung 13.19 ist #B = n und daher #A < n.

Aussage (ii): Ist A eine Basis von V, dann ist A definitionsgeméf linear unabhéngig, und nach Folge-
rung 13.19 gilt #A = dim(V') = n. Ist umgekehrt A linear unabhéngig und gilt #A = n, so gilt fiir jede
Basis B 2 Avon V einerseits #B > #A, andererseite aber #B = dim(V) = n. Also muss B = A sein, d. h.,
A ist bereits eine Basis.

Aussage (iii): Ist A eine Basis des Unterraumes U von V, dann ist A linear unabhingige Teilmenge
von U und damit auch von V. Aus Aussage (i) folgt dim(U) = #A < n = dim(V).

Aussage (iv): Ist U = V, dann gilt dim(U) = dim(V). Nun gelte andererseits dim(U) = dim(V), und
es sei A eine Basis von U. Dann ist A linear unabhingige Teilmenge von U und damit auch von V.
Es gilt #A = dim(U) = dim(V) = n. Aus Aussage (ii) folgt, dass A auch eine Basis von V ist, also gilt
U=(A)=V. O

Ende der Vorlesung 18
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§ 14 SUMMEN VON UNTERRAUMEN

Literatur: Bosch, 2014, Kapitel 1, Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 2.6

§ 141 SUMMEN VON ZWEI UNTERRAUMEN

Aus Lemma 12.11 wissen wir, dass der Durchschnitt U N W zweier Unterraume U, W eines Vektorrau-
mes V wieder ein Vektorraum ist. Die Vereinigung U U W ist jedoch i. A. kein Unterraum von V."7

Es ist naheliegend, statt U U W den kleinsten Unterraum von V zu betrachten, der U U W enthilt, also
(UUW).

Lemma 14.1 (die lineare Hiille der Vereinigung zweier Unterraume ist die Summe.).

Es sei V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. Dann gilt
{UUW)=U+W. (14.1)

Wir bezeichnen den Unterraum U + W als die Summe der Unterrdume U und W (englisch: sum of
two subspaces). (Quizfrage 14.1: Wie ist der Ausdruck U + W zu verstehen?)

Beweis. Aus Satz 12.13 wissen wir, dass (U U W) tibereinstimmt mit der Menge M aller Linearkombina-
tionen von U U W. Wir zeigen nun, dass M = U + W gilt. In der Tat sind die Elemente u + w von U + W
auch Elemente von M, also U + W C M. Ist umgekehrt v € M, dann hat v eine Darstellung der Form

n m
U:Z(liui-FZﬁjo
i=1 7=1

mit n,m € Ny, a;, fj € K und u; € U sowie w; € W. Da U und W Unterrdume sind, ergibt die
erste Summe wieder ein Element von U, und die zweite Summe ergibt ein Element von W. Das zeigt
M C U+ W, also insgesamt M = U + W. O

Bemerkung 14.2 (Ordnung auf der Menge aller Unterraume).

Die Mengeninklusion ist eine Halbordnung auf der Menge aller Unterrdume eines gegebenen (mogli-
cherweise unendlich-dimensionalen) Vektorraumes V. Sie stimmt iiberein mit der Halbordnung ,ist
Unterraum von®. Fiir je zwei Unterraume U und W ist U N W das Infimum von {U, W} (Definition 5.10)
und U + W das Supremum von {U, W}. Genau dann, wenn U € W oder W C U gilt, ist das Infimum
ein Minimum und das Supremum ein Maximum. A

Satz 14.3 (Dimension der Summe von zwei Unterrdumen).

Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei endlich-dimensionale Unterrdume von V. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W). (14.2)

7Tatsachlich gilt: U U W ist genau dann ein Unterraum, wenn U C W oder W C U gilt (Hausaufgabe I-8.3). Ein analoges
Resultat gilt auch fiir Untergruppen (Hausaufgabe I-5.1), Unterringe und Unterkérper.

120 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

Beweis. U N W ist ebenfalls ein endlich-dimensionaler Unterraum von V, besitzt also eine endliche
Basis {vy, . .., 0} mit m = dim(U N W) € Ny. Nach dem Basisergdnzungssatz 13.11 kann diese Basis
zu einer Basis von U bzw. einer Basis von W ergéinzt werden. Es gibt also {uy,...,ux} € U und
{wy,...,wp} € W mit k, £ € Ny, sodass

By ={oy,...,0m, Uy,...,ur} BasisvonU
Bw ={vi,...,0m, Wi,...,w,} Basisvon W
ist. Wir zeigen nun, dass B = {vy,...,0pm, Uy, ..., Uk, Wy,..., W} eine Basis von U + W ist. Wegen

B = By U By ist B ein Erzeugendensystem von U + W. Die lineare Unabhéngigkeit von B zeigen wir
wie folgt: Wir setzen die Linearkombination

m k 4
Zai0i+2ﬁiui+2}/iwi:0
i=1 i=1

i=1

an mit Koeffizienten a;, f;, yi € K. Definieren wir u := }}2; a; v; + Zle Biu; € U, so gilt

3
u= ) (~y)wieW,
i=1

also u € U N W. Wir haben also

einerseits u € U ={0...,0m, Uf...,Ug)
und andererseits u € UNW = {vy,...,0m).
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (Lemma 13.6) folgt ; = ... = fx = 0. Es folgt also
m I3
Zaivi+ZYiWi =0,
i=1 i=1
und da By = {vy,...,0m, Wi,..., W} eine Basis ist, folgt ;= ... = a,, =0und y; =... =y, = 0. Das

zeigt die lineare Unabhéangigkeit von B, also ist B tatséchlich eine Basis von U + W.

Die Behauptung (14.2) folgt nun aus

m+k+f=m+k + m+t - m .
N—— N—— N—— N——
dim(U+W)  dim(U) dim(W) dim(UNW) |

Beispiel 14.4 (Summe von zwei Unterrdumen).
(i) Fiir die Unterraume
U=((1)) und W=((1))
von R? gilt
U+w=((1).(4))=R* und UnW={(])}.

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(U N W) .
——— —— e e ——
2 1 1 0
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(ii) Fiar die Unterrdume
von R gilt

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W) .
——— ———— e e
3 2 2 1

(iii) Fir die Unterrdume
U=(L52r) und W={(ttt*)

von Ks[¢t] tiber einem beliebigen Korper (K, +, -) gilt
U+W=(1t,t%,t,) =K;s[t] und UnW =(£’).

Die Dimensionsformel (14.2) ergibt

dim(U + W) = dim(U) +dim(W) — dim(U N W) . A
—— — ——— e e
6 4 3 1

Definition 14.5 (direkte Summe von zwei Unterraumen).
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. Die Summe U + W heifit direkt (englisch:
direct sum), wenn U N W = {0} gilt, in Symbolen: U & W. A

Beispiel 14.6 (direkte Summe von zwei Unterrdumen).
In Beispiel 14.4 ist nur
2
(1))e((4)=r
eine direkte Summe. (Quizfrage 14.2: Woran erkennt man das?) A

Satz 14.7 (Charakterisierung direkter Summen von zwei Unterrdumen).
Es seien V ein Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. Dann sind dquivalent:

(i) V=UeW.
(ii) Fir alle v € V existieren eindeutige Vektoren u € U und w € W, sodass v = u + w gilt.
Sind U und W endlich-dimensional, dann sind diese Aussagen desweiteren dquivalent zu

(iii) dim(V) = dim(U) + dim(W) und dim(U N W) = 0.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): V = U & W impliziert V = U + W. Fir gegebenes v € V gibt es
also Vektoren u € U und w € W, sodass v = u + w gilt. Gilt nun ebenfalls v = ' + w’ fiir Vektoren
u’ € Uund w’ € W, dann gilt

u—u =w-weUnW={0}
nach Voraussetzung. Daher muss u = u” und w = w’ sein.

Aussage (ii) = Aussage (i): Aus der Voraussetzung folgt sofort V.= U + W. Zu zeigen ist UNW = {0}.
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Fiuro €e U N W zeigen
v=0+0 mitoe U, 0 e W

v=0+v mit0e U, veW
und die Eindeutigkeit der Zerlegung, dass v = 0 sein muss, also gilt tatsachlich U N W = {0}.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es gilt

dim(V) = dim(U + W) da V = U + W nach Voraussetzung
= dim(U) + dim(W) — dim(U N W) nach Dimensionsformel (14.2)
= dim(U) + dim(W) - 0 da U N W = {0} nach Voraussetzung.

Aussage (iii) = Aussage (i): Unter den Voraussetzungen zeigt die Dimensionsformel (14.2):
dim(V) = dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U + W).

U + W ist also ein Unterraum von V maximaler Dimension und damit identisch zu V. Aulerdem zeigt
dim(U + W) = 0,dass U N W = {0} gilt. O
Satz 14.8 (direkte Summe von zwei Unterraumen und Partitionierung einer Basis).
Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist B eine Basis von V und {By, B;} eine Partition'® von B, dann gilt V = (B;) & (B).

(ii) Sind Uy, U; Unterraume von V mit Basen By, B; und gilt V = U; @ Uy, so ist B; U B, eine Basis

vonV.

Beweis. Aussage (i): Wir zeigen zunachst V = (B;) + (B;). Es gilt

V = (B) B ist Basis von V
= (B; U B,) nach Voraussetzung
= ((Bl) U (Bz)> nach Folgerung 12.15
= (B;) + (B,) nach Lemma 14.1 (lineare Hiille der Vereinigung zweier Unterrdume)
cV.

Damit gilt iiberall Gleichheit und insbesondere (B;) + (B2) = V.
Es bleibt (B;) N (B;) = {0} zu zeigen. Nehmen wir also v € (B;) N (B,) an, d. h.

[ :iaib} :iﬁlblz
i=1 i=1

fiir geeignete endliche Teilmengen {bl, ..., b}l} C Byund {b?,..., bfn} C B; und Koeffizienten «;, §;. Es

folgt
0= @b+ (-B)b}.
i=1 i=1
Da B = B; U B, eine Basis ist, ist auch die Teilmenge {b}, .. ., b}l, blz, e, b,zn} linear unabhangig. Daraus
folgtay =...=a, = f1=...= Pm = 0. Das heifit aber v = 0 und damit (B;) N (B,) = {0}.

B7Zur Erinnerung, das heifit B;, B, # 0, B = B; U By und By N By = 0, vgl. Definition 5.18. Hier wire sogar B; = 0 oder
By = 0 erlaubt.
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Aussage (ii): Es seien nun U, U, Unterrdume von V mit Basen By, B;. Wir nehmen V = U; @ U, an.
Wir miissen zeigen, dass B; U B, linear unabhingig ist und ganz V erzeugt. Letzteres folgt aus

(BiUB,) = <<B1) U <B2)> nach Folgerung 12.15

=(U; U ) da B; Basis von U; und B, Basis von U, ist
=U+ U, nach Lemma 14.1 (lineare Hiille der Vereinigung zweier Unterraume)
=V nach Voraussetzung.

Es seien nun {b},.. .,bL} € B; und {v2,.. .,bfn} C B; endliche Teilmengen mit n,m € Ny. Wir

betrachten die Linearkombination

i a; b} + iﬁi b?=0 bzw. i a;b; = i(_ﬁi) be.
i=1 i=1 i=1 i=1

Die erste Linearkombination gehort zu Uj, die zweite zu U,. Wegen Uy N U, = {0} ist jede Linearkom-
bination der Nullvektor. Da B; und B; Basen sind, gilt &y = ... = a, = 1 = ... = B = 0. Das heifit,
dass B; U B, in der Tat linear unabhéngig ist. O

Folgerung 14.9 (Existenz eines komplementéiren Unterraumes').
Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. Dann existiert ein weiterer Unterraum W
von V,sodass gilt: V=U @& W.

Beweis. Es sei By eine Basis von U. Aus dem Basisergdnzungssatz 13.11 folgt die Existenz einer Basis B
von V mit By C B. Setzen wir By := B\ By und W = (Byy), so ist W nach Satz 14.8 (i) ein Unterraum
mit der gesuchten Eigenschaft. O

Definition 14.10 (komplementarer Unterraum).
Es seien V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.

(i) Ein Unterraum W von V heif3t ein zu U komplementirer Unterraum (englisch: complemen-
tary subspace) oder ein Komplement (englisch: complement) von U in V, wenn V=U @ W
gilt.

(ii) Die Dimension dim(W) eines zu U komplementaren Unterraumes W heifit die Kodimension
(englisch: codimension) von U in V, kurz: codim(U). A

Beachte: Komplementire Unterrdume eines Vektorraumes sind i. A. nicht eindeutig. Im Fall U = V ist
der einzige zu U komplementire Unterraum der Nullraum {0}, und im Fall U = {0} ist der einzige
zu U komplementére Unterraum der Raum V selbst.

Quizfrage 14.3: Was gilt fiir codim(U) in einem endlich-dimensionalen Vektorraum?

Beispiel 14.11 (komplementérer Unterraum).
(i) Jeder eindimensionale Unterraum W, der nicht identisch mit U = <( 1 )) ist, ist ein Komplement

von U in R?.

(ii) Die komplementiren Unterrdume des Unterraumes (R™), der konvergenten Folgen im Vektor-
raum (RN, +, -), siehe Beispiel 12.9, haben keine einfache Darstellung. A

YDieses Resultat hiangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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§ 14.2  SUMMEN VON FAMILIEN VON UNTERRAUMEN

Wir beschiftigen uns abschlieflend noch mit Summen von einer beliebigen Anzahl von Unterraumen
eines Vektorraumes.

Definition 14.12 (Summe einer Familie von Unterrdumen).
Es seien V ein Vektorraum und (U;);¢; eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V.

Sui= <U U,-> (14.3)

iel iel

(i) Der Unterraum

heifit die Summe der Familie von Unterriumen (U;);¢; (englisch: sum of a family of sub-
spaces). Im Fall I = [[1, n] schreiben wir auch U + - - - + U,, oder X1, U;.

(ii) Die Summe heiflt direkt (englisch: direct sum), wenn gilt:

Uin Z U;={0} furallejel (14.4)
ie\{j}

Wir schreiben dann @0, _; U;. ImFall I = [[1, n]| schreiben wir auch U @- - -@U, oder P, U;. A
Beispiel 14.13 (Summe einer Familie von Unterraumen).
(i) Fur den Standardvektorraum K" iiber einem Korper K mit den Basisvektorene;, i = 1,...,n € N,

siehe Beispiel 13.9, gilt
n
K" = @(e&
i=1

(ii) Fiir den Polynomraum (K[t],+, ) {iber einem Kérper K mit der Basis B = {1,¢,t%,...}, sieche

Beispiel 13.21, gilt
K[t] = (). A

ieNy

Bemerkung 14.14 (Summe einer Familie von Unterraumen).

(i) Die Elemente der Summe einer Familie (U;);e; von Unterrdaumen haben die Darstellung

Z U; = U{ Z U; ’Io C [ ist eine endliche Teilfamilie}

iel i€l

o

icl,

Iy C I ist eine endliche Teilfamilie und u; € U; fir alle i € Io}. (14.5)

(ii) Im Fall #I = 2 stimmt die Bedingung (14.4), dass die Summe einer Familie von Unterrdumen eine
direkte Summe ist, iiberein mit Definition 14.5. Im Fall #I > 2 reicht es jedoch fiir die Direktheit
der Summe nicht aus, dass an Stelle von (14.4) nur paarweise U; N U; = {0} fiir i # j gefordert
wird.

Betrachte zum Beispiel die Unterraume

U=((5)), Uz=((3)) und Us=((1)).
2 {0

Dann gilt U; NU; = {0} fiir alle i # j, aber Uy N (U +Us) = Uy NR? }. Das heifit, die Summe
der Unterraume Uj, U,, Us ist nicht direkt. A
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Satz 14.15 (Charakterisierung direkter Summen von Familien von Unterrdumen, vgl. Satz 14.7).
Es seien V ein Vektorraum und (U;);¢; eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V. Dann sind
dquivalent:

(i) V= @iel Ui.

(ii) Fiir alle v € V existiert eine endliche Teilfamilie I C I und Vektoren u; € U; , sodass v = 3;cp u;
gilt, und diese Darstellung ist (bis auf die Summation von Nullvektoren) eindeutig.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-9.4. |
Satz 14.16 (direkte Summe von Unterraumen und Partitionierung einer Basis, vgl. Satz 14.8).

Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt:

(i) Ist B eine Basis von V und (Bj;);¢; eine Partition von B mit nichtleerer Indexmenge I, dann gilt
V= @ie[ (Bi)-

(i) Ist (U;)ies eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V mit Basen B;, i € I, und gilt V =
P,c; Ui, so ist ;g B; eine Basis von V.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-9.4. O

Ende der Woche 9
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Kapitel 4 Matrizen und lineare Abbildungen

§ 15 MATRIZEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.7, Bosch, 2014, Kapitel 3, Deiser, 2022b, Kapitel 3.3,
Janich, 2008, Kapitel 4.2 und 5.1-5.5

Matrizen sind ein universelles Mittel zur Darstellung verschiedener Sachverhalte, beispielsweise in
den Wirtschaftswissenschaften, in der Graphentheorie und zur Beschreibung linearer Abbildungen,
das sind die Homomorphismen zwischen Vektorrdumen. Diese Bedeutung von Matrizen stellen wir
aber bis § 19 zuriick und betrachten Matrizen zunéchst als eigenstdndiges Thema.

Definition 15.1 (Matrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper und m, n € Ny.

(i) Eine Matrix der Dimension n X m (englisch: matrix) oder eine n X m-Matrix A iiber dem
Korper K ist eine endliche, doppelt indizierte Familie von Elementen aus K mit Indexmenge
[1,n] % [1, m]]. Wir schreiben sie in der Form*

aip 4z . Qim
az Q2 -+ 4m

A= . . . (15.1)
ap1 QAn2 *** Anm

Die Menge aller n X m-Matrizen wird mit K"*™ bezeichnet.”

(i) Die Indizes (i, j) € [1,n] x [1, m]] mit der Eigenschaft j — i = k € Z bilden die k-te Diagona-
le (englisch: k-th diagonal) der Matrix. Die 0-te Diagonale heif3t auch die Hauptdiagonale
(englisch: main diagonal), die anderen Diagonalen heiflen die Nebendiagonalen (englisch:
off-diagonals) der Matrix.

(iii) Eine n X m-Matrix heifit eine Diagonalmatrix (englisch: diagonal matrix), wenn alle Eintrage
auflerhalb der Hauptdiagonale gleich 0 sind.?

(iv) Eine Matrix heifit quadratisch (englisch: square matrix, quadratic matrix), wenn m = n gilt.

(v) Die quadratische n X n-Diagonalmatrix

0

1 0
I = Z\xo (15.2)

0 1

!Alternativ kénnen auch runde Klammern verwendet werden.
?Alternative Bezeichnungen sind K™ oder My, , (K).
3Man sagt auch, dass bei einer Diagonalmatrix die Nebendiagonalen ,nicht besetzt® sind, d. h., dass dort nur Nullen stehen.
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heifit die n X n-Einheitsmatrix (englisch: identity matrix).# Wir bezeichnen sie auch mit I,
oder einfach I, wenn die Dimension klar ist. A

Beachte: Wir lassen explizit zu, dass eine oder beide Dimensionen gleich 0 sind. Das ist aus vielerlei
Griinden praktisch. Eine Matrix der Dimension n X 0 oder 0 X m hat keine Elemente, aber dennoch ihre
spezifische Form. Es gibt nur eine einzige Matrix der Dimension n X 0 bzw. der Dimension 0 X m.

Wir illustrieren die Lage der Hauptdiagonale, der oberen Nebendiagonalen (k > 0) sowie der unteren
Nebendiagonalen (k < 0) am Beispiel einer 3 X 5-Matrix:

N
\1<
2
g
N N5
£ £F 1 £ T
D YR R WA
N, 0 R

>
Matrizen werden hiaufig mit lateinischen Grofibuchenstaben bezeichnet und ihre Elemente mit den
zugehorigen Kleinbuchstaben, zum Beispiel
A= (aij)izl ..... n, j=1,...m oder A= (aij)1<i<n, 1<j<m (15.3)
oder einfach A = (a;;), wenn die Dimension klar ist.>

Der erste Index (hiufig i) heif3t der Zeilenindex (englisch: row index). Die i-te Zeile (englisch: row)
von A = (a;;) € K™*™ ist die (einfach indizierte) Familie bzw. der Zeilenvektor

ai. = (alb a129 LRI} azm) € Km: (154)

vgl. Beispiel 12.3. Der zweite Index (haufig j) heifit der Spaltenindex (englisch: column index). Die
j-te Spalte (englisch: column) von A = (a;;) € K™ ist die (einfach indizierte) Familie bzw. der
Spaltenvektor

aej =| . [€K", (15.5)

anj
vgl. nochmals Beispiel 12.3. Wir werden 1 X m-Matrizen mit Zeilenvektoren und n X 1-Matrizen mit
Spaltenvektoren identifizieren.

Auf der Menge K™*™ der n X m-Matrizen definieren wir komponentenweise die Addition und skalare
Multiplikation (S-Multiplikation) wie folgt:

Definition 15.2 (Addition, skalare Multiplikation von Matrizen).

Es seien (K,+,-) ein Korper und m,n € Nj. Auf der Menge der Matrizen K™ sind die innere
Verkniipfung +: K™*™ x K"™™ — K"*m (Addition®, englisch: addition) und die duflere Verkniipfung
- K X K™ — K™ ™ (skalare Multiplikation’, englisch: scalar multiplication) erklart:

(A+B)j = a;j + b;; (15.6a)
(a-A)j=a-aj; (15.6b)
fiir A,B € K™ und a € K. A

4Alternative Bezeichnungen sind I, oder id,.

>Aus Griinden der Verdeutlichung schreiben wir manchmal auch a; ; an Stelle von aj;.
5Die Bezeichnung ist dieselbe wie die der ,Addition“ im Kérper K.

7Auch hier ist die Bezeichnung dieselbe wie die der ,Multiplikation“ im Korper K.
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Wir werden das Zeichen - fiir die skalare Multiplikation in der Regel weglassen, vgl. Bemerkung 12.10.

Lemma 15.3 ((K™™, 4, -) ist ein Vektorraum).

Es seien (K, +, ) ein Kérper und m, n € Ny. Dann bilden die n X m-Matrizen mit den Verkniipfungen
(15.6) einen Vektorraum tiber K. Dieser besitzt die Dimension n m, und die Matrizen

0 0 0 O
. 0 0 1 Of«i-teZeile
{Ell, cees Enm} mit Eij = 00 0 0 = (5ik 5jt’)k:l,...,n, =1,...m (15~7)
0 0 0 O

Tj-te Spalte

bilden eine Basis, genannt die kanonische Basis (englisch: canonical basis), Standardbasis (englisch:
standard basis) oder Einheitsbasis (englisch: unit basis) von K"*™,

Beweis. Die Eigenschaften eines Vektorraumes (Definition 12.1) sind leicht nachzurechnen: (K™*™, +)
ist eine abelsche Gruppe, da (K, +) eine abelsche Gruppe ist. Die Distributivgesetze der S-Multiplikation
a(A+B) =aA+aBund (a+f) A= a A+ p A gelten wegen des Distributivgesetzes im Korper (K, +, -).
Das gemischte Assoziativgesetz (@ ) A = a (f A) gilt wegen der Assoziativitat der Multiplikation im
Korper (K, +, ). Schliellich ist 1A = A.

Die genannten Matrizen E;; bilden nach Satz 13.10 eine Basis, da jede beliebige Matrix A € K™ auf
eindeutige Weise als Linearkombination darstellbar ist, namlich als

n m
A=) ayj Ey. (15.8)

i=1 j=1 ™

Koeffizient

Die Dimension von K™*™ ergibt sich aus der Anzahl der Basiselemente. ]

Bemerkung 15.4 (zum Vektorraum K™*™).

(i) Das neutrale Element bzgl. der Addition ist die Nullmatrix (englisch: zero matrix)

0 0——0
0 0——0
‘ ‘\‘ e Kxm,
0 0——0

(ii) Der Vektorraum der 1 X 1-Matrizen tiber K ist ein eindimensionaler Vektorraum iiber K. Dieser
kann identifiziert werden mit K selbst.

(iii) Die Vektorraume der 0 X m- und der n X 0-Matrizen sind nulldimensionale Vektorriume iiber K.
A
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§ 15.1  MATRIX-MATRIX-MULTIPLIKATION

Fiir Matrizen passender Dimensionen kénnen wir eine Matrix-Matrix-Multiplikation einfithren. Diese
ist von fundamentaler Bedeutung fiir den Umgang mit Matrizen.

Definition 15.5 (Matrix-Matrix-Multiplikation).

Es seien (K, +, -) ein Korper und m, n, £ € Ny. Fiir Matrizen ist die Matrix-Matrix-Multiplikation
(englisch: matrix-matrix multiplication) oder kurz Matrix-Multiplikation (englisch: matrix multipli-
cation) wie folgt definiert:

o KM KME s K (15.9a)

wobei fiir A € K™™ B e K™ und C := A- B € K™ gilt:

m
Cik :=Zaij-bjk firi<i<nundl1<k<¢t. (15.9b)
Jj=1 A

Beachte: Die Summation verwendet die ,Addition” + aus dem Korper K, und in jedem Summanden
kommt die ,Multiplikation® - aus K vor.

Beachte: Im Fall m = 0 sind die Summen in (15.9b) alle leer. Daher ist das Produkt einer n X 0- und
einer 0 X m-Matrix die n X m-Nullmatrix.

Den Fall der Matrix-Multiplikation einer 4 x 2-Matrix A mit einer 2 X 3-Matrix B konnen wir wie folgt
grafisch darstellen:

an ain w .

a1 azz

asi asa ﬁ

aqy Qg

. Ciz = an - bz + a - by

' €33 = as; - biz +asy - bys
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Beispiel 15.6 (Matrix-Multiplikation).

15+ (=3)-0 1-2 + (=3)-(=2) 1-(—4)
2-5+4-0 2-2 + 4-(=2) 2-(—4)
5-540-0 5.2 + 0-(=2) 5. (—4)
[(=3)-5 + (=6)-0 (=3)-2+ (-6)-(-2) (-3)-(-4)
[5 8 -28
10 -4 24
25 10 -20|°
-15 6 36

|
=
N
oo

Bemerkung 15.7 (Matrix-Multiplikation).

(i) A- Bist genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten des linken Faktors A iibereinstimmt
mit der Anzahl der Zeilen des rechten Faktors B.

(ii) Das Produkt A - B hat soviele Zeilen wie der linke Faktor A und soviele Spalten wie der rechte
Faktor B. Die ,mittlere Dimension® ist nach der Bildung des Produkts A - B nicht mehr sichtbar.

(iii) Der Eintrag

m
Cik = Zaij “bjk
Jj=1

fiir Zeile i und Spalte k im Produkt C = A - B verwendet nur Informationen aus der i-ten Zeile a;,
des linken Faktors A und aus der k-ten Spalte bo; des rechten Faktors B.

(iv) Verantwortlich fiir die Position (i, k) im Ergebnis ist der Index i der Zeile des linken Faktors und
der Index k der Spalte des rechten Faktors. A

Bei niherer Betrachtung ergibt sich zwei weitere Sichtweisen auf das Produkt A - B:

(1) Die Spalten von C = A - B sind Linearkombinationen der Spalten von A. Beispielsweise ist die
k-te Spalte von C gerade

m

Cel =Zaoj . b]k

—_—— ——

;—te Spalte  Koeffizient

Die Koeffizienten der Linearkombination stehen dabei in der k-ten Spalte von B.

Im Beispiel oben ist die erste Spalte des Ergebnisses gerade die Linearkombination ,,5 mal die
erste Spalte von A plus 0 mal die zweite Spalte von A*:

1 -3 5 8 -28
2 4| [5 2 4] | 10 -4 24
5 0| [ 0 -2 8 } | 25 10 -20
-3 -6 -15 6 -36
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(2) Die Zeilen von C = A - B sind Linearkombinationen der Zeilen von B. Beispielsweise ist die i-te
Zeile von C gerade

Koefﬁz1ent J-te Zeile
Die Koeffizienten der Linearkombination stehen dabei in der i-ten Zeile von A.

Im Beispiel oben ist die zweite Zeile des Ergebnisses gerade die Linearkombination ,,2 mal die
erste Zeile von B plus 4 mal die zweite Zeile von B*:

1 -3 5 8 -28
2 4 | [5 2 -4] | 10 -4 24
5 0 [o -2 8] 25 10 —20

-3 -6 -15 6 —36

Lemma 15.8 (Eigenschaften der Matrix-Multiplikation).
Es seien (K, +, ) ein Korper und m, n, p,q € Ny. Fiir Matrizen A, A;, A, € K™™, B,B;, B, € K™*?,
C € KP*7 und Skalare a € K gelten die folgenden Eigenschaften:

A-(Bi+B;)=A-B; +A-B, Distributivgesetz® (15.10a)

(A1 +A;)-B=A;- B+ A, - B Distributivgesetz (15.10b)
(A-B)-C=A-(B-C) Assoziativgesetz’ (15.12)
A-(a-B)=(a-A)-B=a-(A-B) Skalare konnen iiberall stehen (15.12)
I,-A=A-I,=A Neutralitit der Einheitsmatrix (15.13)

Beweis. Wir fithren den Nachweis durch Vergleich der Eintriage der Matrizen:

[A-(Bi+By)], = Zaij (b1 +Dby)jk = Z aij (by)ji + Za” (b2) jk
Jj=1 J=1

= [A : Bl]ik + [A : Bz]ik = [A "Bi+A- Bz]ik
zeigt (15.10a). Analog folgt (15.10b). Die Rechnung

[(a-B)-C], Z<A B)y c,f-ZZwlkbk,)cﬂ

j=1 k=1

m p m
= Zzaik (bkjcjt’) = Zaik [B ’ C]k[ = [A' (B- C)]l-[
k=1 j=1 k=1
zeigt (15.11). Weiter gilt
[A- (@B, =D ai (@ B = ) ai(@by) = ) (way) b = [(@-A) - B,
j=1 Jj=1 j=1
—aZaijb]k —OC[A B] o
j=1

8englisch: distributive law
9englisch: associative law
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also (15.12). Schlief}lich haben wir

m m
1 'A]l-k = Z(In)ij ajr = Z dij ajk = aik
j=1 j=1

m m
und [A . Im]ik = Z aij(Im) jk = Z aij Ojk = dik,
j=1 j=1
also (15.13). s

Auch bei der Matrix-Multiplikation werden wir in Zukunft das Multiplikationszeichen - in der Regel
weglassen.

Bemerkung 15.9 (Matrix-Vektor-Multiplikation).

Ein wichtiger Spezialfall der Matrix-Matrix-Multiplikation ist die Matrix-Vektor-Multiplikation
(englisch: matrix-vector multiplication) A x, wobei A € K™ ™ und x € K™ (aufgefasst als m X 1-Matrix)
ist. Beispielsweise ist

1 -3 8
2 42\ _|[-4
5 0 (—2)_ 10 |
-3 -6 6

Ein zweiter Spezialfall ist die Vektor-Matrix-Multiplikation (englisch: vector-matrix multiplication)
y A, wobei A € K™ und y € K, (aufgefasst als 1 X n-Matrix) ist. Beispielsweise gilt

1 -3
4 —
(2 0 1 -1 0 =(10 0). A
-3 -6

Ende der Vorlesung 20

§ 15.2  ZEILEN- UND SPALTENRAUM

Definition 15.10 (Zeilen- und Spaltenraum, Zeilen- und Spaltenrang).
Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € R™™,

(i) Die lineare Hiille der Zeilenvektoren aja, - . ., ane € Ky, heifdt der Zeilenraum (englisch: row
space) von A:
ZR(A) = (aie, ..., ane) C Kp,. (15.14a)
Die Dimension von ZR(A) heifit der Zeilenrang von A (englisch: row rank), also
ZRang(A) = dim(ZR(A)). (15.14b)
(ii) Die lineare Hiille der Spaltenvektoren dey, ..., de;, € K" heifit der Spaltenraum (englisch:
column space) von A:
SR(A) = (e, ..., aem) € K". (15.15a)
Die Dimension von SR(A) heifit der Spaltenrang von A (englisch: column rank), also
SRang(A) := dim(SR(A)). (15.15b)
A
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Beachte: Wir konnten dquivalent den Zeilenrang auch definieren als die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Zeilen von A und den Spaltenrang als die maximale Anzahl linear unabhangiger Spalten
von A. (Quizfrage 15.1: Warum gilt das?)

Beispiel 15.11 (Zeilen- und Spaltenraum, Zeilen- und Spaltenrang).
Es sei
_12 3 -1 2x3
A= [7 4 0} € R,
Dann gilt

linear unabhéangig

ZR(A) =((2 3 -1),(7 4 0)) mit ZRang(A) = dim(ZR(A)) = 2
und SR(A) = <(§) (i) (_01)> = <(§) (i)> mit SRang(A) = dim(SR(A)) = 2.
—————— N———
linear abhangig linear unabhangig A

Die hier beobachtete Ubereinstimmung von Zeilen- und Spaltenrang ist kein Zufall:

Satz 15.12 (Zeilenrang gleich Spaltenrang).
Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € K"*™. Dann gilt

0 < ZRang(A) = SRang(A) < min{m, n}. (15.16)

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen SRang(A) < ZRang(A).

Es sei r := ZRang(A) € Ny und C € K™ eine Matrix, deren linear unabhéangige Zeilen
Cle, - - -, Cre € Ky, eine Basis des Zeilenraumes ZR(A) bilden, also (cia, . . ., cre) = ZR(A). Die
i-te Zeile a;o von A, die ja zu ZR(A) gehort, ist also eine Linearkombination der Zeilen von C,
sagen wir

die = bil Cle + -+ bir Cre.

Da das Gesagte fiir jede Zeile von A gilt, erhalten wir die Darstellung

bll : blr
. _ C!. _
A=BC=|by bir
Cre
bnl bnr

mit einer Koeffizientenmatrix B € K™*".

Wegen Ax = B (Cx) fiir alle x € K™ ist jede Linearkombination der Spalten von A auch eine
Linearkombination der Spalten von B, es gilt also

SR(A) € SR(B)
= SRang(A) < SRang(B) < r = ZRang(A) nach Folgerung 13.22.
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Schritt 2: Wir zeigen ZRang(A) < SRang(A).

Esseinuns := SRang(A) € Ny und B € K™** eine Matrix, deren lineare unabhéngige Spalten
De1, - .. bes € K™ eine Basis des Spaltenraumes SR(A) bilden, also (b, . . . bes) = SR(A). Die
j-te Spalte a,; von A, die ja zu SR(A) gehort, ist also eine Linearkombination der Spalten
von B, sagen wir

doj = b.lclj + .- +b.s Csj-

Da das Gesagte fiir jede Spalte von A gilt, erhalten wir die Darstellung

11 clj oo Cim
A=BC=|bey -+ bas

CSl o e CSj PP Csm

mit einer Koeffizientenmatrix C € KS*™,

Wegen y A = (y B) C fiir alle y € K, ist jede Linearkombination der Zeilen von A auch eine
Linearkombination der Zeilen von C, es gilt also

ZR(A) C ZR(C)
= ZRang(A) < ZRang(C) < s = SRang(A) nach Folgerung 13.22.

Der Beweis bis hierher zeigt 0 < ZRang(A) = SRang(A) fur beliebige Matrizen A € K™™. Wegen
ZRang(A) < nund SRang(A) < m folgt die Behauptung (15.16). |

Da der Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix iibereinstimmen, sprechen wir ab sofort nur noch vom
Rang (englisch: rank), bezeichnet mit Rang(A). Als direktes Resultat aus dem Beweis von Satz 15.12
halten wir fest:

Folgerung 15.13 (Rangfaktorisierung).

Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € K™ Ist r = Rang(A) € Ny, dann existieren Matrizen
B e K™ und C € K"™*™, sodass gilt:

A=BC. (15.17)

Die Spalten von B bilden eine Basis von SR(A). Die Zeilen von C bilden eine Basis von ZR(A).

Eine solche Faktorisierung der Matrix A, bei der die inneren Dimensionen der Faktoren mit dem
Rang(A) tbereinstimmt, heifit eine Rangfaktorisierung (englisch: rank factorization) von A.

Satz 15.14 (Rang des Produkts von Matrizen).

Es seien (K, +, ) ein Kérper und m, n, £ € Ny. Fiir Matrizen A € K"™ und B € K™/ gilt:

0 < Rang(A B) < min{Rang(A), Rang(B)} < min{¢, m, n}. (15.18)
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Beweis. Wir verwenden dieselbe Technik wie im Beweis von Satz 15.12: Jede Linearkombination der
Spalten von A B, also ABx = A (Bx) mit Koeffizientenvektor x € K¢, ist eine Linearkombination
der Spalten von A. Also gilt SR(AB) € SR(A) und somit Rang(A B) = SRang(A B) < SRang(A) =
Rang(A).

Auflerdem ist jede Linearkombination der Zeilen von A B, also yAB = (y A) B mit Koeffizienten-
vektor y € K, eine Linearkombination der Zeilen von B. Also gilt ZR(AB) € ZR(B) und somit
Rang(A B) = ZRang(A B) < ZRang(B) = Rang(B).

Die zweite Ungleichung folgt sofort aus Rang(A) < min{m,n} und Rang(B) < min{¢, m}, siehe
Satz 15.12. O

§ 15.3 ZEILENSTUFENFORM

Wir geben in diesem Abschnitt eine konstruktive Moglichkeit an, eine Rangfaktorisierung einer
Matrix A und damit auch den Rang(A) zu bestimmen. Dazu bringen wir die Matrix A durch geschickte
Umformungen auf eine Gestalt, aus der wir eine Basis von ZR(A) und damit die Dimension von ZR(A),
also den Zeilenrang von A, ablesen konnen.

Definition 15.15 (elementare Zeilenumformungen, Elementarmatrizen).

Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und

_  Adie —

A=|_ die — ERnXm.

L an. I

Unter elementaren Zeilenumformungen (englisch: elementary row operations) versteht man die
folgenden Operationen, angewendet auf die Matrix A:

Typ I: Multiplikation der i-ten Zeile mit einem Skalar & € K \ {0}, d. h., Multiplikation der Matrix A
von links mit der n X n-Diagonalmatrix

D = o =I+(a—-1)E;. (15.19)

Es gilt (nur die Anderungen gegeniiber A werden hervorgehoben)

DA=|__ «aae — |.
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Typ II: Addition des a-Fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (i # j) mit einem Skalar a € K, d.h,,
Multiplikation der Matrix A von links mit der n X n-Matrix'®

S = a 1 =1+akE;;. (15.20)

Es gilt

SA=

Qje + X dje

Typ III: Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile (i # j), d. h. Multiplikation der Matrix A von links
mit der n X n-Matrix

_1\
1
0 1
1
T = \ :I_Eii_Ejj+Eij+Eji' (15.21)
1
1 0
l\
1
Es gilt
N (lj. R
TA= :
—  Odje —

Die Matrizen D, S und T heiflen Elementarmatrizen (englisch: elementary matrices) vom Typ I,

Typ II bzw. Typ III. Die Matrizen T (Typ III) heiflen genauer auch Transpositionsmatrizen (englisch:
transposition matrices) A

Lemma 15.16 (elementare Zeilenumformungen 4dndern den Zeilenraum und den Zeilenrang nicht).
Es seien (K, +,-) ein Kérper und m,n € Nj. Entsteht die Matrix C € K™™ aus A € K™ durch
elementare Zeilenumformungen, dann gilt ZR(C) = ZR(A), also auch Rang(C) = Rang(A).

°Dje Ilustration zeigt den Fall i > j.
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Beweis. Esreicht zu zeigen, dass sich durch eine einzelne elementare Zeilenumformung der Zeilenraum
der Matrix nicht dndert.

Typ I: Fir a € K\ {0} gilt offensichtlich

(A1e, .-, Gne) ={Q1e, ..., Qi—1e, U Gje, Qjtle; -- -, (ne)-

Typ II: Auch in diesem Fall haben wir
<a105 ey ano> = <(11., cevs Ai—le; Gjoe t X Uje, Ajtles - -5 ano>-

Quizfrage 15.2: Wie rechnen sich die Koeffizienten einer Linearkombination der Vektoren
um?

Typ III: Offenbar dndert die Reihenfolge der Vektoren nicht das Resultat von

(Q1ey ..., Gpe). m]

Die gewiinschte Gestalt, aus der man den Zeilenrang und eine Basis des Zeilenraumes einer Matrix
gut ablesen kann, ist die folgende:

Definition 15.17 (Zeilenstufenform).
Eine Matrix A € K™™ heif}t in Zeilenstufenform (englisch: row echelon form), wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt eine Zahl r € [0, n], sodass die Zeilen aj, . . ., a,o keine Nullzeilen sind und die Zeilen
Qriles - - - Ane samtlich Nullzeilen sind.

(if) Bezeichnet j; := min{j € [1,m] |a;; # 0} den niedrigsten Spaltenindex in Zeile i € [1,r], in
der ein Eintrag ungleich 0 steht, dann gilt die Stufenbedingung (englisch: echelon condition)
J<Jz<-<jr

Die Elemente ayj,, . .., arj, heiflen die Pivot-Elemente (englisch: pivot elements) der Zeilenstufenform.
A

Bemerkung 15.18 (zur Zeilenstufenform).

(i) Die Stufenbedingung bedeutet, dass sowohl links als auch unterhalb von Pivot-Elementen nur
Nullen stehen kénnen. Die Pivot-Elemente riicken von Zeile zu Zeile weiter nach rechts und
konnen dabei auch Spalten iiberspringen.

(ii) Die Lage der Pivot-Elemente in einer Zeilenstufenform einer Matrix ist durch die Ausgangsmatrix
eindeutig festgelegt. Die gesamte Zeilenstufenform an sich ist aber i. A. nicht eindeutig, da wir
Nicht-Nullzeilen mit Skalaren aus K \ {0} durchmultiplizieren kénnen. Auflerdem kénnen wir zu
einer Zeile ein Vielfaches einer weiter unten stehenden Zeile addieren, ohne die Zeilenstufenform
zu storen. A

Beispiel 15.19 (Zeilenstufenform).
Hier sind die Besetzungsmuster einiger 3 X 4-Matrizen in Zeilenstufenform, wobei % jeweils fiir einen
Eintrag ungleich 0 steht (die Pivot-Elemente) und ? fiir einen beliebigen Eintrag aus dem Korper K.

j1=3—> 0 0

jo=4—>| 0 0@ A
0 0 0 O
r=2
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Wir geben nun einen Algorithmus an, der eine gegebene Matrix A € K™ durch elementare Zeile-
numformungen in eine Matrix C € K™™ in Zeilenstufenform tberfuhrt. Die Idee des Verfahrens ist
folgende:

(1) Finde eines der am weitesten links stehenden Elemente in der Matrix. Der Spaltenindex sei jj.
Bringe es durch Zeilentausch (elementare Zeilenumformung vom Typ III) an die Position (1, jj).

(2) Erzeuge in der Spalte j; unterhalb der Position (1, j;) Nullen durch Addition geeigneter Vielfacher
der Zeile 1 zur entsprechenden Zeile 2 bis n (elementare Zeilenumformungen vom Typ II).

(3) Wiederhole die obigen Schritte mit der unteren rechten Teilmatrix ab Zeile 2 und ab Spalte j; + 1.

Das vollstindige Verfahren kann wie folgt angegeben werden:

Algorithmus 15.20 (Erzeugen der Zeilenstufenform).

Eingabe: Matrix A € K™™

Ausgabe: Matrix C € K™ in Zeilenstufenform mit ZR(A) = ZR(C)  / Die ersten r Zeilen von C
bilden eine Basis von ZR(A).

Ausgabe: r = Rang(A) = Rang(C)

1 Setze C «— A

2: Setzer « 0 // bisher festgestellter Rang
3: Setze jo < 0 // Spalte des letzten Pivot-Elements
4 while r < nund j, < mund die Restmatrix (C),41<i<n, j,+1<j<m ist nicht die Nullmatrix do

5 Setze j « min{ Jr+1<j< m| (O)r1<izn, j} /I erste Nicht-Nullspalte der Restmatrix
6 Setze i « min{r +1<i<n | cij # 0} /| erster Nicht-Nulleintrag in dieser Spalte
7 Setzer <« r+1 /I festgestellter Rang erhoht sich
8: Setze j, « j // Spalte des neuen Pivot-Elements
9 Tausche in der Matrix C die Zeilen i und r // Pivot-Element kommt nach oben (Typ III)
10: fori=r+1,...,mdo

1 Setze cje < Cjo — %cr. // erzeuge eine Null unterhalb des Pivot-Elements (r, j) (Typ II)
12: end for

13: end while
14: return C und r /I C ist eine Zeilenstufenform von A und r = Rang(A)

Mit Hilfe von Algorithmus 15.20 kénnen wir folgenden Satz konstruktiv beweisen:

Satz 15.21 (Erreichbarkeit der Zeilenstufenform).

Jede Matrix A € K™ lasst sich durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix C € K™ in
Zeilenstufenform tberfithren. Es sei r € [0, m]| die Anzahl der Nicht-Nullzeilen in C. Dann bilden die
Zeilenvektoren cia, . . ., Cre €ine Basis von ZR(A) = ZR(C). Fiir den Rang gilt Rang(A) = Rang(C) =r.

Beispiel 15.22 (Erreichbarkeit der Zeilenstufenform).
Wir betrachten ein Beispiel in R3*4:

C [0 0 3 —1] [0 2 0
012 0 ~ [0 0 3 -1 Tauschen der Zeilen 1 und 2
0 3 0 2] 0 3 0 2
[0 ﬁ 2 0] [0 .
Erzeugen von Nullen unterhalb des Pivot-Elements
003 -1 ~ oo - . . .
-3 0 3 0 2] 0 0 Z6 2 Addition des (—3)-Fachen der Zeile 1 zur Zeile 3
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0 ﬁk 0 0 ﬁ 0 Erzeugen von Nullen unterhalb des Pivot-Elements
Clo o 5551 ™ 1o o ddition d hen der Zeil il
2510 0 Z6 2 00 0 0 Addition des 2-Fachen der Zeile 2 zur Zeile 3.

Die Zeilenstufenform ist erreicht. Der Zeilenraum von A ist also

ZR(A)=((0 1 2 0),(0 0 3 -1)) mit dim(ZR(A)) = Rang(A) = 2. A

Bemerkung 15.23 (Berechnung einer Rangfaktorisierung).

Wir hatten eingangs des Abschnitts angekiindigt, eine konstruktive Moglichkeit anzugeben, eine
Rangfaktorisierung A = BC einer Matrix A € K™™ zu bestimmen, sodass also B € K™, C €
K™™ und r = Rang(A) gilt. Tatsachlich erhalten wir aus der besprochenen Zeilenstufenform C den
gesuchten rechten Faktor. Dazu miissen wir lediglich in C eventuell vorhandene Nullzeilen streichen;
die resultierende Matrix sei C € K™ ™. Wie aber kommen wir an den linken Faktor B?

Die Zeilenstufenform entstand durch Multiplikation mit Elementarmatrizen E; € K™*":
Ex---E;EfA=C. (15.22)

Wenn es geliange, die Multiplikationen durch geeignete Matrizen E} € K™ riickgangig zu machen,
wobei also E’ E; = I, gelten soll", dann bekdmen wir die Darstellung

ExEry-EsEEA=C = Eiy--EEA=EC = -~ = A=EE, --EC.

In der Tat ist das méglich (Hausaufgabe I-10.3). Setzen wir nun zur Abkiirzung B := E{ E} - - - E/, so

erhalten wir die Faktorisierung
m
r n—r J—
— c |
=B |
n—r
————
B C

Da bei der Bildung des Matrix-Produkts A = BC die letzten n — r Spalten von B immer nur mit Null-
Koeflizienten multipliziert werden, konnen wir, ohne das Ergebnis zu dndern, den rechten Faktor C
durch seine oberen r Zeilen C und den linken Faktor B durch seine linken r Spalten B ersetzen. So
erhalten wir die gewiinschte Rangfaktorisierung

A=BC

mit B € K™ und C € K™™. (Quizfrage 15.3: Wie miisste Algorithmus 15.20 erginzt werden, damit
wir als Ergebnis die Faktorisierung A = B C erhalten, aus der dann durch Streichen von Spalten bzw.
Zeilen die Rangfaktorisierung A = B C folgt?) A

§ 15.4 TRANSPOSITION VON MATRIZEN

Definition 15.24 (Transposition).

Es seien (K, +,-) ein Kérper, m,n € Ny und A € K™, Die Matrix AT € K™, definiert durch
(AT)ij = (A)jifuri € [L,m] und j € [1, n], heifit die zu A transponierte Matrix (englisch: transposed
matrix) oder kurz die Transponierte zu A. A

"Spiter (Definition 15.36) werden wir solche Matrizen invertierbar nennen.
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Die transponierte Matrix A" entsteht aus A durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Dadurch werden
die Zeilen zu Spalten und die Spalten zu Zeilen. Die zu A transponierte Matrix hat die Darstellung

aipg 4z 0 dm
T Az A2 " Am2
A = : _— |- (15.23)
Ain A42n " QAmn
Beispiel 15.25 (transponierte Matrix).
§ 0 -1
8§ -5 2 0 5 9 7
A=|0 2 3 0f => A= s 3 4 A
-1 7 4 4
0 0 4

Lemma 15.26 (Rechenregeln fiir Transponierte).
Es seien (K, +, ) ein Korper und m, n, £ € Ny. Fiir Matrizen A, B € K™™ und C € K™ und Skalare « €
K gelten die folgenden Eigenschaften:

(A")" = A Transposition ist involutorisch (15.24)
(A+B)"= A"+ B" Transposition ist linear" (15.25a)
(¢ A)" = ¢ A" Transposition ist linear (15.25b)
(AO)"=C"AT (15.26)

Beweis. (15.24), (15.25a) und (15.25b) sind offensichtlich. Fiir (15.26) betrachten wir

[(AO) | = [ACli = Y axjcji= ) cjiax

Lemma 15.27 (Rang der transponierten Matrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € K"*™, Dann gilt Rang(A) = Rang(A").

Beweis. Es sei A = BC eine Rangfaktorisierung (Folgerung 15.13), also gilt B € K" und C € K"™*™
mit r = Rang(A). Aufgrund von (15.26) gilt A" = C'B". Aus Satz 15.14 und Satz 15.12 folgt Rang(A") <
min{Rang(B"),Rang(C")} < min{m, n,r} < r = Rang(A).

Fithren wir dasselbe Argument nochmal mit einer Rangfaktorisierung A" = BC mit B € K™
und C € K**" und s = Rang(A") durch, so ergibt sich unter Beachtung von (15.24) genauso auch
Rang(A) < min{m, n,s} < s = Rang(A"), zusammen also Rang(A) = Rang(A"). i

Definition 15.28 (symmetrische und antisymmetrische Matrizen).
Es seien (K, +, -) ein Korper, n € Ny und A € K™*".

(i) A heifit symmetrisch (englisch: symmetric matrix), wenn A = A" gilt.

2Die Sprechweise, dass die Transposition eine lineare Abbildung sei, wird in § 17 klar werden.
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(ii) A heifit antisymmetrisch (englisch: antisymmetric matrix) oder schiefsymmetrisch (englisch:
skew-symmetric matrix), wenn A = —A" gilt.

Die Menge der symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen n X n-Matrizen bezeichnen wir mit K{\"

bzw. K% A

skew"

Lemma 15.29 (symmetrische und antisymmetrische Anteile quadratischer Matrizen).
Es seien (K, +, -) ein Korper der Charakteristik char(K) # 2 und n € Ny. Dann sind K2 und K?*"

sym skew
Unterraume von K™*" der Dimensionen

1
dim(Kg,,") = " (n+1) (15.27a)
. 1
dim(K} ") = 3" (n—-1). (15.27b)
Es gilt
K™ = Ko @ Kooy (15.28)

Quizfrage 15.4: Was gilt im Korper Z, der Charakteristik char(K) = 2?

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-10.4. O

Ende der Woche 10

§ 15.5 DER RING QUADRATISCHER MATRIZEN

Die Menge der quadratischen Matrizen K™*" ist bzgl. der Matrix-Multiplikation abgeschlossen. Zu-
sammen mit der Matrix-Addition ergibt sich eine Ringstruktur (K™*", +, -):

Lemma 15.30 (quadratische Matrizen bilden einen nicht-kommutativen Ring mit Eins).

Fir n € Ny bilden die quadratischen n X n-Matrizen mit der Matrixaddition (15.6a) und der Matrix-
Multiplikation (15.9) einen Ring mit dem Einselement I,,. Dieser Ring (K™*", +, -) heif3t Matrixring
oder Matrizenring (englisch: matrix ring) der Grofie n X n tiber dem Kérper K. Im Fall n > 2 ist dieser
Ring nicht kommutativ.

Beweis. Wir priifen die Definition 9.1 nach. (K"*", +) ist eine abelsche Gruppe, da (K"*", +, -) (mit der
S-Multiplikation -) ein Vektorraum ist (Lemma 15.3). Mit der Matrix-Multiplikation - bildet (K™*",-)
eine Halbgruppe, da - nach Lemma 15.8 assoziativ ist. Die Distributivgesetze

A-(Bi+B;)=A-B,+A-B,
(Aj+A;)-B=A;-B+A, B

und die Neutralitat der Einheitsmatrix I, wurden ebenfalls in Lemma 15.8 gezeigt.
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Die Nicht-Kommutativitit fiir n > 2 sehen wir am Beispiel

1 0——o0lfo 1 o 0 (0 1 0 0
0 0——0|{l0 0————0 0 00— 0

En‘Elz:‘ ‘\‘ ‘ \ :‘ \ -t
0 0——o0j[0 0———0] [0 0———0
(0 1 0 0]ft o——o0 [0 0—— 0
0 00— 0|0 0——0 0 0——0

Fe B LS IS IS
0 0———0f[0 0——0] [0 0——0

das fiir beliebige Korper K giiltig ist. O

Der Ring der quadratischen Matrizen K"*" enthélt neben den Diagonalmatrizen noch einige erwéh-
nenswerte Teilmengen. Um Dreiecksmatrizen von strikten Dreiecksmatrizen unterscheiden zu kénnen,
schlieflen wir fur die folgenden Resultate die 0 X 0-Matrizen aus.

Definition 15.31 (obere und untere Dreiecksmatrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper und n € N. Eine Matrix A € K" heif3t
(i) eine obere Dreiecksmatrix (englisch: upper triangular matrix), wenn a;; = 0 fiir alle i > j gilt.

(ii) eine strikte obere Dreiecksmatrix (englisch: strictly upper triangular matrix), wenn a;; = 0
fir alle i > j gilt.

(iii) eine untere Dreiecksmatrix (englisch: lower triangular matrix), wenn a;; = 0 fir alle i < j

gilt.

(iv) eine strikte untere Dreiecksmatrix (englisch: strictly lower triangular matrix), wenn a;; = 0
fur alle i < j gilt.

(v) nilpotent (englisch: nilpotent), wenn es ein k € N, gibt mit der Eigenschaft A* = 0.
Hier gilt fur die Indizes jeweils 1 < i, j < n. A
Wir bezeichnen die Menge der Diagonalmatrizen der Dimension n X n auch mit K'*" und die Menge
der oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen mit K" bzw. K. Es gilt

nxXn __ nxn nxn
KIm = KX K,

Beispiel 15.32 (obere und untere Dreiecksmatrix).

(0)
13 -3
07 4
00 5

ist eine obere Dreiecksmatrix, aber keine strikte obere Dreiecksmatrix.

(i1)

[NCREEN i)
= o O
o O O

ist eine strikte untere Dreicksmatrix.
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(i)
2 2 =2
5 1 -3l eR™
1 5 -3
ist eine nilpotente Matrix,? denn es gilt
3
2 2 =2 0 0 O
501 =31 =(0 0 Of. A
1 5 -3 0 0 O

Lemma 15.33 (strikte Dreiecksmatrizen sind nilpotent).

Es seien (K, +, -) ein Korper und n € N. Fir jede strikte obere und jede strikte untere Dreiecksmatrix
A€ K™ gilt A" = 0.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-11.1. O

Beispiel 15.34 (strikte Dreiecksmatrizen sind nilpotent).

Fuar
01 2 3
00 4 5
A‘ooos
00 0 0
gilt
00 4 17 00 0 24 000 0
00 0 24 000 0 00 0 0
2 _ 3 _ 4 _
A=10 00 of ™ A =10 00 of W™ A=l 0 0 0 A
000 0 000 0 000 0

Lemma 15.35 (obere und untere Dreiecksmatrizen bilden Unterringe).

Es seien (K, +, -) ein Koérper und n € N. Dann gilt:

(i) KT, K%X” und K" bilden jeweils einen Unterring mit Eins (Definition 9.10) von K™*". KU*"
ist sogar kommutativ fiir alle n € N.

(ii) Die strikten oberen und strikten unteren Dreiecksmatrizen bilden einen Unterring (aber keinen
Unterring mit Eins) von K™*". Im Fall n = 1 ist das der Nullring.

Beweis. Aussage (i): Nach Definition 9.10 ist zu zeigen, dass die jeweilige Teilmenge mit der Addition
eine Untergruppe von (K™ ", +) bildet, dass sie bzgl. der Matrix-Multiplikation abgeschlossen ist und
das Einselement (die Einheitsmatrix I,;) enthalt.

Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall K%X" aus. Sind A, B € K%X", dann ist auch —B € K%X” und
damit A-B € K%x”. Aus dem Untergruppenkriterium (Satz 7.33) folgt, dass (K%X", +) eine Untergruppe

BQuelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Nilpotent_matrix#Example_s, genutzt unter der Lizenz CC-BY-SA 4.0
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von (K™ +)ist. Dal, € (K%x", +) klar ist, bleibt nur zu zeigen, dass das Matrix-Produkt A - B von
zwei Matrizen A, B € K" wieder in K&*" liegt. Fiir Indizes 1 < k < i < n gilt

=0firj>k
n —_——
[A-B]ik:Za,-j bjk :0;
i—1 ——
=0firj<i

da alle Summanden gleich Null sind, also ist tatsachlich A - B wieder eine obere Dreiecksmatrix.

Aussage (ii): Der Beweis der Unterring-Eigenschaft geht genauso wie in Aussage (i). Da I, keine
strikte Dreiecksmatrix ist, handelt es sich nicht um einen Unterring mit Eins'# von K™*". m]

§ 15.6  INVERTIERBARE MATRIZEN

Wir interessieren uns nun fiir die bzgl. der Matrix-Multiplikation invertierbaren Elemente im Ring der
quadratischen Matrizen, also fiir die Einheitengruppe (Beispiel 7.16) des Monoids (K™*", -).

Definition 15.36 (invertierbare Matrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper und n € Nj.

(i) Eine Matrix A € K™ heif3t invertierbar (englisch: invertible matrix) oder regulir (englisch:
non-singular matrix), wenn sie ein invertierbares Element (Definition 7.11) des Monoids (K™*", -)
ist. Das heift, es gibt eine Matrix B € K™*" mit der Eigenschaft

AB=I1 und BA=1 (15.29)

In diesem Fall heifit B die zu A inverse Matrix (englisch: inverse matrix) oder kurz die Inverse
(englisch: inverse) von A, in Symbolen: B = A1,

(ii) Andernfalls heifit A nicht invertierbar (englisch: non-invertible matrix) oder singular (englisch:
singular matrix).

(iii) Die Menge der invertierbaren Matrizen in K™*", also die Einheitengruppe des Monoids (K"*", -),
heiflt die allgemeine lineare Gruppe (englisch: general linear group) vom Grad n iiber dem
Korper K, in Symbolen

GL(n,K) = {A e K™ |A ist invertierbar}. (15.30)
A

Beachte: B ist Inverse von A genau dann, wenn A Inverse von B ist. Wie in jedem Monoid ist das
neutrale Element, also die Einheitsmatrix I, immer invertierbar und selbstinvers.

Beispiel 15.37 (invertierbare Matrix).
Die Matrix
1 0 -7
A=12 0 3|eR¥
1 1 2

4Im Fall n = 1 besteht der Unterring nur aus der Nullmatrix, ist also der Nullring. Der Nullring hat zwar 0 als Einselement
(Beispiel 9.2), dieses ist aber verschieden von der 1 X 1-Einheitsmatrix, daher handelt es sich auch in diesem Fall nicht um
einen Unterring mit Eins im Sinne von Definition 9.10.
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ist invertierbar, denn es gilt

1 0 -7 1 3 7 0 1 0 0 1 3 7 O0f]1 0 -7 1 0 0
203ﬁ1_917:010 undﬁ1—9172032010A
1 1 2 -2 1 0 0 0 1 -2 1 0|1 1 2 0 0 1
Satz 15.38 (Rechenregeln fiir Inverse, vgl. Satz 7.17).
Es seien (K, +, -) ein Korper und n € Ny sowie A, B, By, B, € K"*".
(i) Ist A invertierbar, dann gelten die Kiirzungsregeln
ABi=AB, = B =B, (15.31a)
BiA=BA = By = B,. (1531b)
(ii) Die Invertierung ist involutorisch, d. h., fiir invertierbares A gilt
(AH 1 =A (15.32)
(iii) Sind A und B invertierbar, dann auch A B, und es gilt
(AB)"'=B71A"1, (15.33)

(iv) Ist A invertierbar, dann auch AT, und es gilt
(A= (AT (15.34)
Aus diesem Grund kénnen wir statt (A7) ™! auch einfach A™" schreiben.

Beweis. Der Beweis der Eigenschaften Aussagen (i) bis (iii) geht so wie in Satz 7.17.

Aussage (iv): Es sei A invertierbar. Dann gilt

AT (ATHT = (A1) =id" =id,
(AN A" = AA Y =id" =id,

also ist (A™!)T in der Tat die Inverse zu A™. m]

Anhand der Definition 15.36 kann man die Invertierbarkeit oder Nicht-Invertierbarkeit einer Matrix
schlecht erkennen. Stattdessen geben wir nun Kriterien fiir die Invertierbarkeit an.

Lemma 15.39 (Elementarmatrizen sind invertierbar).
Die Elementarmatrizen aus Definition 15.15 sind invertierbar.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-10.3. O
Fiir Matrizen in Zeilenstufenform ist die Invertierbarkeit leicht zu erkennen:

Satz 15.40 (Invertierbarkeit von Matrizen durch Zeilenstufenform).
Es seien (K, +,-) ein Korper, n € Ny und A € K™". Weiter sei C eine zu A gehorige Matrix in
Zeilenstufenform (Satz 15.21). Dann sind dquivalent:
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(i) A istinvertierbar.
(ii) Esgilt Rang(A) = n.
(iii) C ist invertierbar.
(iv) Es gilt Rang(C) = n.

(v) C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.

Beachte: Eine quadratische Matrix ist also genau dann invertierbar, wenn sie maximalen Rang (,vollen
Rang”) besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn die Menge der Zeilenvektoren linear unabhéngig ist
und genau dann, wenn die Menge der Spaltenvektoren linear unabhangig ist.

Beweis. Es sei C eine zu A gehorige Matrix in Zeilenstufenform. C ist also aus A durch Multiplikation
von links mit Elementarmatrizen E; hervorgegangen:

C:Ek"'EgElA.

Aussage (i) & Aussage (iii): Da die Elementarmatrizen nach Lemma 15.39 invertierbar sind, ist A
genau dann invertierbar, wenn C invertierbar ist. (Quizfrage 15.5: Klar?)

Aussage (ii) < Aussage (iv): Wie in Lemma 15.16 gezeigt wurde, &ndern elementare Zeilenumformun-
gen den Zeilenraum und insbesondere den Rang nicht. Es gilt also Rang(A) = Rang(C).

Aussage (iv) = Aussage (iii): Im Fall n = 0 ist die einzig mogliche Matrix C die leere Matrix, diese hat
Rang(C) = 0 und ist selbstinvers.

Fiir den Rest des Beweisschrittes betrachten wir nun n € N. Rang(C) = n bedeutet, dass die Zeilenstu-
fenform von C die Gestalt

0
0 0

besitzt, vgl. Beispiel 15.19. Dabei sind die Pivot-Elemente x € K\ {0}. Durch die Multiplikation C=DC
mit der Diagonalmatrix D bestehend aus den multiplikativen Inversen der Pivot-Elemente konnen wir
erreichen, dass die Pivot-Elemente in C alle gleich 1 sind.

C ist also nun von der Form C = I + N mit einer strikten oberen Dreiecksmatrix N. Wir rechnen nach,
dass die Inverse von C gegeben ist durch

n

Ch=> (-N)-.

k=0
Es gilt namlich
n n n n n+l
COU=NF =Y C=NF =Y I+ N) (=N = Y (-N)F = S (-N)F
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

=(-N)’-(-N)y™'=I-0=1.
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Die letzte Gleichheit gilt aufgrund von Lemma 15.33. Ganz dhnlich kénnen wir auch zeigen:
n - n . n n n+l
(DMK E= D U-NFC= Y (N (T4 N) = (=N = 3 (=N
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
=(-N)'-(-N)"'=1-0=1
Tatsachlich ist also C invertierbar und besitzt die angegebene Inverse. Damit ist auch C = D°'C
invertierbar.

Aussage (iv) © Aussage (v): Wir wissen: Rang(C) ist die Anzahl der Pivot-Elemente von C. Da C eine
n X n-Matrix ist, gilt:

Rang(C) =n
& C hat n Pivot-Elemente
& die Hauptdiagonale von C hat keine Nullen
& C hat keine Nullzeilen und keine Nullspalten.

Aussage (iii) = Aussage (v): Wir argumentieren mit einem Beweis durch Kontraposition. Angenom-
men, C habe eine Nullzeile. Dann hat C X fiir jede Matrix X € K™*" ebenfalls eine Nullzeile, kann also
nicht die Einheitsmatrix I, sein. Also ist C nicht invertierbar.

Angenommen, C habe eine Nullspalte. Dann hat X C fiir jede Matrix X € K™*" ebenfalls eine Nullspalte,
kann also nicht die Einheitsmatrix I,, sein. Also ist C nicht invertierbar. ]

Folgerung 15.41 (Multiplikation mit invertierbaren Matrizen dndert den Rang nicht).
Es seien (K, +,-) ein Korper und m,n € Nj. Fir beliebige Matrizen A € K™ und invertierbare
Matrizen B € K™*", C € K"™*™ gilt:

Rang(B AC) = Rang(A). (15.35)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-11.1. O

Abschlieflend zeigen wir, dass es fiir den Nachweis, dass zwei n X n-Matrizen Inverse voneinander
sind, ausreichend ist, diese in einer der beiden Reihenfolgen miteinander zu multiplizieren. Mit
anderen Worten, jede Rechtsinverse einer quadratischen Matrix ist auch eine Linksinverse (und damit
die eindeutige Inverse) und umgekehrt. In einer Gruppe kennen wir diese Eigenschaft bereits aus
Satz 7.17 Aussage (ii). Allerdings bildet ja (K™*", ) i. A. lediglich eine (nicht-kommutative) Halbgruppe,
und dort gilt diese Eigenschaft i. A. nicht (Hausaufgabe I-4.2). Es ist also bemerkenswert, dass die (fiir
n > 2 nicht-kommutative) Halbgruppe (K"*", -) die Eigenschaft ,Rechtsinverse sind Linksinverse und
umgekehrt® besitzt.

Satz 15.42 (Rechtsinverse quadratischer Matrizen sind Linksinverse und umgekehrt).
Es seien (K, +, -) ein Korper, n € Ny und A, B € K" Dann sind dquivalent:

(i) Bist eine Rechtsinverse von A, d.h., es gilt AB = I,,.
(ii) B ist eine Linksinverse von A, d.h., es gilt BA = I,.

(iii) Bist die Inverse von A, d.h.,esgilt AB=BA=1,.
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Beweis. Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei AB = I,. Dann gilt

n = Rang(I,,) denn I, ist invertierbar und hat daher vollen Rang nach Satz 15.40
= Rang(AB) I, = A B nach Voraussetzung
< min{Rang(A), Rang(B)} nach Satz 15.14 (Rang des Produkts von Matrizen)
<n nach Satz 15.12 (Rang ist beschrankt durch die Dimensionen).

Es muss also tiberall Gleichheit gelten, insbesondere ist Rang(A) = Rang(B) = n, und nach Satz 15.40
sind A und B invertierbar. Wir miissen noch nachweisen, dass B tatsachlich die Inverse von A ist. Es
gilt namlich A A™! = I, aber nach Voraussetzung auch A B = I,. Nach Kiirzungsregel (15.31a) muss
A~ = B sein.

Der Beweis von Aussage (ii) = Aussage (iii) geht analog.

Aussage (iii) = Aussage (i) und Aussage (iii) = Aussage (ii) sind klar. O

Ende der Vorlesung 22

§ 16 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 1.4 und 3.3, Bosch, 2014, Kapitel 3.5, Beutelspacher, 2014,
Kapitel 4.1, Deiser, 2022b, Kapitel 3.3, Janich, 2008, Kapitel 7

Sehr viele Aufgabenstellungen in den quantitativen Wissenschaften fithren frither oder spater auf
lineare Gleichungssysteme.

Definition 16.1 (lineares Gleichungssystem).

Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € K"*™.

(i) Eine Gleichung der Form A x = b mit dem unbekannten Koeffizientenvektor x € K™ heifit ein
lineares Gleichungssystem (englisch: linear system of equations). A heif3t die Koeffizien-
tenmatrix (englisch: coefficient matrix) und b € K" der Vektor der rechten Seite (englisch:
right-hand side vector) oder kurz die rechte Seite (englisch: right-hand side).

(ii) Die Matrix [A, b] € K™ (™*D) heiflt die erweiterte Koeffizientenmatrix (englisch: augmented
coefficient matrix).

(iii) Das lineare Gleichungssystem A x = b heifit homogen (englisch: homogeneous), wenn b = 0 €
K™ ist, andernfalls nichthomogen (englisch: non-homogeneous) oder inhomogen (englisch:
inhomogeneous).

(iv) Das lineare Gleichungssystem A x = b heifit 16sbar (englisch: solvable), wenn es ein x, € K™
gibt, das A xy = b erfiillt, andernfalls unlosbar oder nicht 16sbar (englisch: unsolvable). A

Beispiel 16.2 (lineares Gleichungssystem).
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(i) Wir betrachten folgendes Beispiel mit m = 3 (Anzahl der Gleichungen) und n = 3 (Anzahl der
unbekannten Koeffizienten):

6x; + 1x; + 1x3 = 11 6 1 1 X1 1

3xy + 3x;, + 1x3 = 5 = 3 3 1 x3| =15

—6x; — 6x3 — 3x3 = -9 —6 —6 —3] \x3 -9
————————— .~ ——

A x b

(ii) Gesucht ist ein Polynom iiber dem Korper Zs vom Hochstgrad 2, also p = co+c; t+co t2 € (Zs),[t],
dessen zugehérige Polynomfunktion p folgende Bedingungen erfiillt:

p(0)=3, p(1)=2, p(3)=4.

Das ist ein Beispiel einer Interpolationsaufgabe® (englisch: interpolation problem). Durch
Einsetzen der drei Interpolationsbedingungen in die Polynomfunktion erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

1 0 0] (e 3
11 1] || =2
1 3 4] \c2 4
— N =
A c b
fiir den gesuchten Koeffizientenvektor ¢ = (co, ¢y, ¢2)". A

Beachte: Jede Spalte der Matrix gehort zu einer der Variablen xy, . . ., X,,. Jede Zeile der Matrix gehort
zu einer Gleichung.

Unser Ziel ist es, alle Losungen von A x = b zu bestimmen, also die gesamte Losungsmenge (englisch:
solution set)
L(ADb) = {xeKm|Ax:b}. (16.1)

Dabei spielt die Zeilenstufenform der Koeffizientenmatrix A bzw. der erweiterten Koeffizientenma-
trix [A, b] eine entscheidende Rolle, wie wir am Beweis des folgenden Satzes und auch anschlieffend
beim Losungsverfahren sehen werden.

Satz 16.3 (Struktur der Losungsmenge, Losbarkeit).
Es seien (K, +, -) ein Korper, m,n € Ny und A € K™ und b € K".

(i) L(A,0) ist ein Unterraum von K™ der Dimension m — Rang(A).
g

(ii) Ist xo € K™ irgendeine (,partikulére) (englisch: particular solution) Losung von A x = b, dann
gilt
L(ADb) =x+ L(A0). (16.2)
Beachte: Die Losungsmenge eines allgemeinen Systems A x = b ergibt sich aus einer partikula-
ren Losung plus der Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems.

(iii) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Ax = b ist losbar.
(b) b € SR(A).
(c) Rang(A) = Rang([A,b]).

I5]ateinisch: interpolare: neu herrichten, auffrischen
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(iv) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Ax = b ist eindeutig losbar.
(b) Rang(A) = Rang([A,b]) = m.

(v) Ist A quadratisch, gilt also m = n, dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

(a) Ax = b ist eindeutig losbar.
(b) Ax = cist fiir jedes ¢ € K" eindeutig losbar.
(c) Aistinvertierbar.

In diesem Fall ist die eindeutige Lésung von A x = b gegeben durch x = A~1b.

Beweis. Aussage (i): Das Unterraumkriterium (Satz 12.8) zeigt, dass L (A, 0) ein Unterraum von K™ ist,
denn: Gehoren die Vektoren x, y € K™ zu L(A, 0), erfiillen also die Bedingungen Ax =0und Ay =0,
und sind «, f € K, dann gehort auch a x + f y zu L(A, 0), denn es gilt

Alax+py)=A(ax)+A(fy)=aAx+Ay=0.

Wir bestétigen nun dim(L (A, 0)) = m — Rang(A), indem wir eine Basis dieses Unterraumes angeben.
Es sei dazu C = Ey---E, E; A eine zu A gehorige Zeilenstufenform. Da die Elementarmatrizen E;
invertierbar sind, gilt Ax = 0 & Cx = Er---E,E 0 =0, also L(A,0) = L(é 0). Zur Abkiirzung
setzen wir r := Rang(A) = Rang(é), 0 < r < min{m, n}. Eventuell in C auftretende Nullzeilen kénnen
wir streichen und erhalten die Matrix C € K"*™ in Zeilenstufenform ohne Nullzeilen. Es gilt weiterhin

L(A,0) = £(C,0) = £(C,0).

Wir bezeichnen mit A = (ji,..., j,) die Familie der Pivot-Spalten und mit 7 die komplementére
Familie der Nicht-Pivot-Spalten mit #7 = m —r. Wir kdnnen jeden Vektor x € K™ in zwei Teilvektoren
x7 € K" und x; € K™ partitionieren. Dies geschieht durch Einfithrung der beiden Matrizen

Hﬂ = (e;)JEﬂ und H[ = (e})j€f>

die aus komplementéren Zeilen der m X m-Einheitsmatrix bestehen. (Quizfrage 16.1: Kénnen Sie sich
davon tiberzeugen, dass die nachfolgenden Ausfithrungen auch in den Grenzfillen r = 0 und r = m
Sinn ergeben?) Dann gilt

xq=Ilgx und x7y=IIyx sowie x= HTﬂXﬂ +H}x;.
Die wesentliche Erkenntnis hierbei ist, dass wir
Cx=CH xza+CILxy

schreiben konnen, wobei die Matrix C HTﬂ = [@aj,, - - -, aej,] aus den Pivot-Spalten von C besteht und
damit eine invertierbare obere Dreiecksmatrix (Satz 15.40) der Dimension r X r darstellt. Wir konnen
also jede Losung von C x = 0 in der Form

XA = —(CHT&Z()_lchIX[
schreiben, wobei x7 € K™™" frei gewiahlt werden kann. Setzen wir diese Darstellung in x = IT" x.# +
HT[x 7 ein, so erhalten wir mit

-1

x = -7 (CIY,) 'Clyxr +Mxs = I, — I (CTT,) ~'C| Mhxr

https://tinyurl.com/scoop-la 151


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

mit beliebigem x; € K™™" genau die Lésungen von C x = 0. Da die Spalten der Einheitsmatrix I,,_,
eine Basis von K" bilden, sind die Spalten der Matrix

[, - T, (cTT,) ~'c] I, € K™(m=")

eine Basis von L(C, 0) = L(A,0), und die Kardinalitat der Basis ist m — r. In der Tat kénnen wir auch

-1

C[In -, (CTT,) 'C] O} = [C - eI, (cIT,) ~'c] OY = 0 e K™X(m=")

hier nochmal bestétigen.
Aussage (ii): Es sei xg € K™ mit Ax, = b gegeben. Dann gilt

xe L(AD)
Ax=b
A(x—x9)=0
x—x9 € L(A0)
x € xo + L(A 0).

t 02

Nun zu Aussage (iii):

Aussage (a) & Aussage (b): Ax = b ist 16sbar genau dann, wenn b als Linearkombination der Spalten
von A darstellbar ist, also genau dann, wenn b € SR(A) liegt.

Aussage (b) & Aussage (c): Die Hinzunahme des Spaltenvektors b zu einer Matrix A erhcht genau
dann den Rang(A) = SRang(A) = dim(SR(A)) nicht, wenn b bereits in SR(A) enthalten ist.

Wir beweisen Aussage (iv):

Aussage (a) = Aussage (b): Es besitze A x = b eine eindeutige Losung x,. Aufgrund der Losbarkeit folgt
aus Aussage (iii) Rang(A) = Rang([A, b]). Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung und der Darstellung
(16.2) L(A,b) = xo + L(A,0) muss L(A,0) = {0}, also dim(L(A,0)) = 0 sein. Das bedeutet nach
Aussage (i) aber gerade m = Rang(A).

Aussage (b) = Aussage (a): Es gelte Rang(A) = Rang([A, b]) = m. Dann ist aufgrund von Aussage (iii)
Ax = b losbar. Aufgrund der Darstellung (16.3) und dim( £ (A4, 0)) = m — Rang(A) = 0 folgt, dass die
Loésung eindeutig ist.

Schlief3lich Aussage (v): Es sei nun A quadratisch, also m = n.

Aussage (a) = Aussage (c): Es sei Ax = b eindeutig 16sbar. Nach Aussage (iv) folgt, dass Rang(A) =
Rang([A, b]) = n gilt. Rang(A) = n impliziert nach Satz 15.40 aber, dass A invertierbar ist.

Aussage (c) = Aussage (b): Wenn A invertierbar ist, dann ist A x = ¢ dquivalent zu A !Ax = x = A lc.
Also ist Ax = c fiir jedes ¢ € K" eindeutig l6sbar.

Aussage (b) = Aussage (a): Das ist offensichtlich. |

Bemerkung 16.4 (zu Satz 16.3 iiber die Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems).
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spiel 15.19). Die Zeilenstufenform von A habe die Gestalt
? 0?1
5 = * !
0

Hieraus lesen wir ab:

=
o

[«
S O
(=)

« Anzahl der Variablen m = 4

» Rang der Matrix Rang(A) =r =2

« Familie der Pivot-Spalten A = (1, 3)

« Familie der Nicht-Pivot-Spalten ' = (2, 4)

Die Auswahlmatrizen IT4 und I1 7 haben also die Form

*x ? ? °?
und nach Streichen von Nullenzeilen C = .
0 0% ?

(i) Wir illustrieren den Beweis von Aussage (i) aus Satz 16.3 anhand eines Beispiels (vgl. Bei-

S

1 0 0 O 01 0 0
H‘*‘_[o 0 1 0] und HI_[O 0 1]
Es gilt
X1 X1
1 0 0 Of]x X1 nd 0 1 0 Offx X2
XAa = = u X7 = =
700 0 1 0fxs| \xs 7o 0 0 1f[xs| \xu
X4 X4
sowie
x= I, xa+ H} Xr
1 0 0 0
_ 0 0 X1 + 1 0 X2
o 1| \xs) [0 0] \xy
0 0 0 1
X1 0 X1
0
_ " X2 | _|*X2
X3 0 X3
0 X4 X4
—— ——
abhingige Variable  unabhéngige Variable

Wir nennen die Variablen x; und x4 auch die unabhingigen Variablen (englisch: independent
variables), wihrend x; und x5 als die abhidngigen Variablen (englisch: dependent variables)

bezeichnet werden.

Die Teilmatrix CIT', (Auswahl der A-Spalten von C) hat die Gestalt

|

einer invertierbaren oberen r X r-Dreiecksmatrix.

Wir halten fest, dass die kompliziert aussehende Darstellung

[ = T (CTT,) ™

C] H} c KnX(m—r)

(16.3)

https://tinyurl.com/scoop-la

153


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

einer spaltenweisen Basis von £(A, 0) praktisch Folgendes bedeutet: Wir setzen genau eine
der unabhéngigen Variablen x; auf den Wert 1 und die anderen unabhingigen Variablen auf
den Wert 0. (Das entspricht einer Spalte von I1"..) Dann rechnen wir die Werte der abhéngigen
Variablen mit Hilfe der Gleichung

T T
(CHﬂ) xa=-Cll;xg (16.4)
———
genau eine der 7 -Spalten von C

aus. Weil CII7, eine obere Dreiecksmatrix ist, konnen wir die Werte der abhéngigen Variablen
von hinten nach vorne bestimmen und an der richtigen Stelle in den Lésungsvektor einsortieren
(IT",x.#). Ein Beispiel folgt in Beispiel 16.7.

(ii) Die Dimension des Losungsraumes dim(L(A, 0)) = m — Rang(A) sollten wir uns merken in der
Form ,Anzahl der Variablen (m) minus Anzahl der wesentlichen (sprich: linear unabhéngigen)
Gleichungen (Rang(A)) im System A x = b*.

(iii) Bei einem linearen Gleichungssystem A x = b konnen drei mogliche Fille auftreten:

(1) Das System ist eindeutig l6sbar.

(2) Das System ist 16sbar, aber nicht eindeutig l6sbar. In diesem Fall hat die Lé6sungsmenge
die Struktur (16.2), also irgendeine beliebige, aber feste Losung x, von Ax = b, plus den
Unterraum £ (A, 0) der Dimension m — Rang(A) > 1.1

(3) Das System ist nicht losbar. A

Wie berechnet man nun praktisch die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems A x = b bzw.
stellt fest, dass das System nicht 16sbar ist? Das Vorgehen ist wie folgt:

(1) Wir bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix [A, b] zunachst in Zeilenstufenform. Hier konnen
wir bereits die Losbarkeit und ggf. die Dimension des Losungsraumes ablesen.

(2) Wenn das System l6sbar ist, so iiberfithren wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in die soge-
nannte reduzierte Zeilenstufenform, aus der wir die Lésungsmenge ablesen kénnen."’

Dieses Verfahren heif3t Gauf3sches Eliminationsverfahren (englisch: Gaussian elimination me-

thod).*8

Definition 16.5 (reduzierte Zeilenstufenform, vgl. Definition 15.17).

Eine Matrix A € K™ heifit in reduzierter Zeilenstufenform (englisch: reduced row echelon form),
wenn sie in Zeilenstufenform ist (Definition 15.17) und zusétzlich gilt:

(i) Alle Pivot-Elemente sind gleich 1.

(ii) Elemente, die in einer Spalte oberhalb eines Pivot-Elements stehen, sind gleich 0. A

YDie Losungsmenge L (A, b) ist dann also eine unendliche Menge, falls der Kérper K eine unendliche Menge ist. Ist dagegen
der Korper K endlich, dann gilt # £ (A, b) = (#K)m—Rang(A)

"Der zusitzliche Aufwand fiir die Uberfithrung in die reduzierte Zeilenstufenform ist gerechtfertigt, weil dann die A-Spalten
CTI"_, aus denen sich — siche (16.4) — die Werte der abhingigen Variablen ergeben, nicht nur eine obere Dreiecksmatrix,
sondern die Einheitsmatrix ist, sodass wir die Werte direkt ablesen konnen.

8Das Wort ,Elimination® bezieht sich darauf, dass durch Uberfithrung in reduzierte Zeilenstufenform Variablen aus den
Gleichungen derart eliminiert wurden (erkennbar an Null-Koeffizienten), dass zwischen benachbarten Zeilen von unten
nach oben immer nur eine Variable (Pivot-Spalte) hinzukommt, nach der diese Zeile aufgeldst werden kann.

154 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

Beachte: Die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix ist eindeutig. Eine Matrix ist genau dann
invertierbar, wenn ihre reduzierte Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist.

Beispiel 16.6 (reduzierte Zeilenstufenform, vgl. Beispiel 15.19).

Hier sind die Besetzungsmuster einiger 3 X 4-Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform, wobei ? fiir
einen beliebigen Eintrag aus dem Koérper K steht. Die Zahl r gibt wieder den Rang der Matrix an.

hA=1—-|1 0 0 ? ja=1—|1 ? 0 ? h=3—- 0 0
jo=2—| 0|1 0 ? jo=3—=[ 0 0|1 ? Jo=4—( 0 0 O A
j3=3—| 0 0|1 ? 00 0 O 0 0 0 O

r=3 r=2 r=2

Wir geben nun anhand von Beispielen die Bestimmung der reduzierten Zeilenstufenform erweiterter
Koeflizientenmatrizen [A, b] an und wie wir daraus die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax = b ablesen konnen. Dabei kommen alle drei Fille (eindeutige Losbarkeit, nicht-eindeutige
Losbarkeit und Nicht-Losbarkeit) vor.

Beispiel 16.7 (Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme (Gauf3sches Eliminationsverfahren)).

Wir betrachten drei lineare Gleichungssysteme tiber dem endlichen Kérper (Zs, +s, -5), vgl. Folge-
rung 10.6. Der Einfachheit halber schreiben wir die Verkniipfungen als + und - (statt +5 und -5) und
wiederholen sie hier:

+(0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 0j0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 170 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

In allen Fallen werden wir m = 3 Variablen und n = 3 Gleichungen verwenden.

(i) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

C

{

A

w

Tauschen der Zeilen 1 und 2

Erzeugen von Nullen

unterhalb des Pivot-Elements

W o W N o

A

¢
-

Tauschen der Zeilen 2 und 3

W O W DN O W N WwWwo

S
S
S DN DO DNMNDNDNO NN O

A

4
= OZ.QSO OZ.QSUJ OZ.QSw - o

(=}

Erzeugen von Nullen

NN O NMDNNO NN O NO N

unterhalb des Pivot-Elements

N

l)—kr—l[\'}.lb—kb—lt\).lb—kb—*t\)llt\)b—lt\')‘

(=)
(=)

¢
i

lHr—*N][H}—*N][N»—AN‘lNNH‘
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(if)

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen Rang(A) = Rang([A, b]) =
3 = m, also ist das System eindeutig l6sbar. Wir gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

J1 0 | 2] < 1 0| 2]
0 11 ~ |0 1| Normierung des Pivot-Elements
s(Clo 0527 1] 0 73]
D ] < T
% 02 1 2 Erzeugen von Nullen
3( 0 1f ~ |0 0 )
0 05173] o & oberhalb des Pivot-Elements
J1 0 | 2] < 1 2]
9 C 0 of ~ |0 0| Normierung des Pivot-Elements
0 05173] 0 &)
N ] < T
ZC %fg 012 ?E 2 Erzeugen von Nullen
0 0 ~ |0 0
0 0 %7 3 0 0 {%7 3 oberhalb des Pivot-Elements

Wir haben in diesem Fall also die abhéngigen Indizes A = (1,2, 3) und keinen unabhingigen
Index, also die leere Familie 7 = (). Hier konnen wir nun die eindeutige Losung ablesen, namlich
x = (2,0,3)". Wir fithren die Probe durch:

0 0 22 1
1 3 0]|0]=]2].
3 2 2(\3 2

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

C

{

al

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen Rang(A) = Rang([A, b]) =
2 = m — 1, also ist das System losbar, und die Losungsmenge des homogenen Systems hat
dim(L(A, 0)) = 1. Wir gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

3 2
5 C% 0 {% 1} T//% {g; Normierung des Pivot-Elements
ﬁ 3 2} ?? 2] Erzeugen von Nullen
~>
00 3 0 0 3] oberhalb des Pivot-Elements
Wir haben in diesem Fall also die abhiangigen Indizes A = (1, 3) und einen einzelnen unabhangi-
gen Index 7 = (2).

A

Tauschen der Zeilen 1 und 2

= w o

w

Erzeugen von Nullen

unterhalb des Pivot-Elements

Erzeugen von Nullen

[\
N

unterhalb des Pivot-Elements

A
ooz.:nl}wol:nl}w)ao
r n T A|I 1
ool?ool?wol?
CoWwWw oo W A O W

NZ[§\(>O DN O

N

IO»—A[\J‘IH)—\N‘INHN‘

S O W B~ O

I»—k»—t[\J‘I[\J)—AL\J‘I[\Jl\JH‘

[\JZ[:/JI\>ONNONON
N

(=]

Eine partikulire Losung erhalten wir, indem wir die unabhangige Variable x, := 0 setzen und
die abhéngigen Variablen mit Hilfe des Systems berechnen. Da wir die Pivot-Elemente auf 1
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normiert haben, miissen wir dazu lediglich die rechte Seite ablesen und die Elemente an der
richtigen Stelle (wie durch die Pivot-Spalten vorgegeben) in den Losungsvektor eintragen. Wir
erhalten so die partikuldre Losung xy = (2, 0, 3)". Wir fithren die Probe durch:

0 0 22 1

1 3 0jfof=[2].

3 4 2(\3 2
Eine Basis der Losungsmenge des homogenen Systems

oo

erhalten wir nach Bemerkung 16.4 dadurch, dass wir fiir die unabhangigen Variablen (hier
nur x,) einen der Einheitsvektoren von K™~" einsetzen (hier also nur die Zahl x, := 1) und
die abhingigen Variablen von hinten nach vorne mit Hilfe der Gleichungen ausrechnen. Im
vorliegenden Beispiel lesen wir aus der zweiten Gleichung

x3=0
ab und anschlieend aus der ersten Gleichung
X1+3x, =0 © x1=-3x3=2x,=2-1=2.

Die Losungsmenge des homogenen Systems besteht also gerade aus allen Vielfachen des Vektors
(2,1,0)". Wir fithren auch hier die Probe durch:

0 0 22 0
1 3 0j|1]=]0].
3 4 2(\0 0

Da wir es in unserem Beispiel mit dem endlichen Kérper Zs zu tun haben, kénnen wir die
Elemente des eindimensionalen Losungsraumes sogar aufzihlen. Es gilt

2 0\ (2\ [4\ (1\ (3
LAb) =[o|+30o], |1], 2], 3] |4
3 o/ \o/ \o/ \o/ \o

2\ [4\ [1\ [3\ (o

=3lo], 1], 2], |3]. |4

3/ \3/ \3/ 3/ \3

(iii) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

C

N

o

0 0 2
3 4 2
<i?3
3~ o
2 0 0 2
Ay <i?3
4( 0 0 0
An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen nun Rang(A) = 2, aber
Rang([A, b]) = 3. Das heifit, das System ist nicht 16sbar, vgl. Satz 16.3. A

Tauschen der Zeilen 1 und 2

—_

Erzeugen von Nullen

unterhalb des Pivot-Elements

—_

Erzeugen von Nullen

N

SO O W O W W
N
= N..N —_ Nllw — N‘

NZ{J\PONNONON
N

lNr—tNIIWHNIIWNr—kl

unterhalb des Pivot-Elements

=) oZp_-\ij OZQSUJ _ o
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Abschlielend bemerken wir, dass wir mit Hilfe der Transformation in reduzierte Zeilenstufenform
nicht nur ein einzelnes lineares Gleichungssystem A x = b 16sen kénnen, sondern mehrere Systeme
gleichzeitig, sofern diese sich nur in der rechten Seite unterscheiden. Haben wir k € N rechte Seiten, so
schreiben wir diese spaltenweise als nx k-Matrix B. Das System fiir die k unbekannten Spaltenvektoren
in der n X k-Matrix X lautet dann A X = B. Die Transformation auf Zeilenstufenform geschieht einfach
fiir alle Spalten der erweiterten Koeffizientenmatrix [A, B] gleichzeitig. Wie gewohnt kénnen wir an
der Zeilenstufenform ablesen, fiir welche rechten Seiten das System 16sbar ist. Die rechten Seiten, die
zu unlésbaren Systemen fithren, kénnen wir vor der Herstellung der reduzierten Zeilenstufenform
einfach herausstreichen (oder auch stehenlassen). Wir erhalten dann fir jede rechte Seite, fiir die das
System losbar ist, eine partikuldre Losung. Die Losungsmenge des homogenen System ist fir alle
rechten Seite dieselbe, da das homogene System ja dasselbe ist.

Ein wichtiger Anwendungsfall ist die Bestimmung der inversen Matrix einer quadratischen n X n-
Matrix A. Dies kann man durch die rechte Seite B = I,, und Losen des Systems A X = I, erreichen. An
der Zeilenstufenform erkennt man, ob A invertierbar ist. Wenn ja, hat man am Ende rechts die inverse
Matrix stehen.

Beispiel 16.8 (Berechnung der inversen Matrix).

Wir fithren die Berechnung der inversen Matrix fiir die erste Matrix aus Beispiel 16.7 vor. Wir erinnern
daran, dass wir es hier mit Matrizen iiber dem Korper Zs zu tun haben.

C'0021oo Y173 00 1 0]
1 3 0{0 1 O0f ~ |0 0 2|1 0 0| Tauschen der Zeilen1und 2
3 2 2/0 0 1 3 2 2/0 0 1]
AN < 1
ﬁ 3040 10 ﬁk 3 040 10 Erzeugen von Nullen
0O 0 2|1 0 O ~ 0 0 2|1 0 O )
2 3 2 2(0 0 1 0 3 2]0 2 1 unterhalb des Pivot-Elements
<ﬁ3 0lo 1 0 <ﬁ 0/0o 1 0]
C 0 0 21 0 0] ~ |0 2|10 2 1 Tauschen der Zeilen 2 und 3
0 3 2|0 2 1 0 0 2|1 0 o
< < 1
ﬁ 010 10 ﬁk 010 1.0 Erzeugen von Nullen
0 210 2 1 ~ 0 0 2 1 )
00 210 0 0 05271 0 0 unterhalb des Pivot-Elements

An dieser Stelle ist eine Zeilenstufenform hergestellt. Wir erkennen Rang(A) = Rang([A,b]) =3 =m
fiir jede Spalte b der rechten Seite, also ist das System fiir jede der rechten Seiten eindeutig 16sbar. Wir
gehen weiter zur reduzierten Zeilenstufenform:

<ﬁ 0 {? 0o
3C<(iﬁi%% i i%i%
3(_8%%

Normierung des Pivot-Elements

N

Wbk O W o o = o o

Erzeugen von Nullen
oberhalb des Pivot-Elements

N

s

Normierung des Pivot-Elements

O N Rk ON Rk O N R

O m O O Rk O = O
nr All
OZ?
e o
= o
O R Rk ON Rk ODN R

ON O O RO O = O

N

00
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2 C 00 10 0]1 4 Erzeugen von Nullen
0 3 4 2 ~ |0 3 4 .
0 5 3 0 0 0 %o 30 0 oberhalb des Pivot-Elements

Die Matrix auf der rechten Seite ist die Inverse der Ausgangsmatrix.

Wir fithren die Probe durch:

W = O
N W O
W W =
S B
O = O
= o O
>

Ende der Vorlesung 23

Ende der Woche 11

§ 17 HOMOMORPHISMEN VON VEKTORRAUMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.1-3.2, Bosch, 2014, Kapitel 2, Beutelspacher, 2014,
Kapitel 5.1 und 5.3, Deiser, 2022b, Kapitel 3.3, Jdnich, 2008, Kapitel 4

In diesem Abschnitt geht es um die Homomorphismen, also die strukturvertraglichen Abbildungen
zwischen Vektorraumen tiber demselben Korper.

Definition 17.1 (Vektorraumhomomorphismus, vgl. Definition 8.1 eines Halbgruppenhomomorphis-
mus).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, 1), (W, +2, -2) zwei Vektorrdume iiber K.

(i) Eine Abbildung f: V — W heifit strukturvertriaglich oder ein (Vektorraum-)Homomor-
phismus (englisch: vector space homomorphism) oder eine lineare Abbildung (englisch: linear
map) von (V,+y,+1) in (W, +,, -2), wenn gilt:

fu+0)=f(u)+; f(v) furalleuw,oeV, (17.1a)
fla1u)=a- f(u) fur alle u € V und alle a € K. (17.1b)

Man bezeichnet die Eigenschaft (17.1a) auch als die Additivitat (englisch: additivity) und die
Eigenschaft (17.1b) als die Homogenitit (englisch: homogeneity) der Abbildung f.

(ii) Wie in Definition 8.1 sprechen wir im Fall (V,+y,-1) = (W, 42, 2) von einem (Vektorraum-)
Endomorphismus (englisch: vector space endomorphism) oder einem linearen Endomor-
phismus (englisch: linear endomorphism).

(iii) Ist f: V. — W bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend oder ein (Vektorraum-)Isomor-
phismus (englisch: vector space isomorphism) oder ein linearer Isomorphismus (englisch:
linear isomorphism). In diesem Fall nennen wir (V, +y, -;) und (W, +s, -5) auch zueinander iso-
morphe Vektorraume (englisch: isomorphic vector spaces) und schreiben

(V,41,1) = (W, 42, 2).
(iv) ImFall (V,+,+1) = (W, +,,-2) und f: V — W bijektiv sprechen wir auch von einem (Vektorraum-)

Automorphismus (englisch: vector space automorphism) oder einem linearen Automorphis-
mus (englisch: linear automorphism).
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(v) Das Bild (englisch: image) und der Kern (englisch: kernel, null space') eines Vektorraumhomo-
morphismus f: V — W sind definiert als

Bild(f) = {f(u) € W|u € V} = f(V), (17.2)
Kern(f) := {u € V|f(u) = OW} :f_l({OW}). (17.3)
A

Bemerkung 17.2 (zu Definition 17.1).

(i) Die Vektorrdume (V,+;) und (W, +;) sind insbesondere (abelsche) Gruppen. Aufgrund der Bedin-
gung (17.1a) ist jeder Vektorraumhomomorphismus insbesondere ein Gruppenhomomorphismus.
Wir konnen daher Ergebnisse aus § 8 verwenden.

(ii) Im Folgenden werden wir zulassen, die Vektorraumoperationen + und - in beiden Vektorraumen
mit demselben Symbol zu notieren. A

Beispiel 17.3 (Vektorraumhomomorphismus).
(i) Die Vektorraume K, und K" iiber einem Korper K sind zueinander isomorph. Die Abbildung
T K,ax+—u e K"
ist ein linearer Isomorphismus, vgl. (15.25a) und (15.25b). (Quizfrage 17.1: Wie sieht der inverse
Vektorraumisomorphismus aus?)

(ii) Der Vektorraum der n X m-Matrizen K™*™ {iber einem Korper K ist isomorph zum Vektorraum
K"™. Die Vektorisierung (englisch: vectorization)

vec: K™ 5 A vec(A) € K'™,

definiert durch ,Ubereinanderstapeln® der Spalten, also

A6l

vec||Ge1 0 Aem||=| ¢ |

Aem

ist ein linearer Isomorphismus. (Quizfrage 17.2: Wie sieht der inverse Vektorraumisomorphis-
mus aus?)

(iii) Im Standardvektorraum K" iiber einem Korper K ist die Projektion auf die i-te Koordinate
(englisch: projection onto the i-th coordinate), gegeben durch

7 K"axm x; €K (17.4)
fir 1 < i < n € N, eine surjektive lineare Abbildung. (Quizfrage 17.3: Ist sie auch injektiv?)

(iv) Die Grenzwert-Abbildung, definiert beispielsweise auf dem Vektorraum der konvergenten R-
wertigen Folgen (R'), (siehe Beispiel 12.9) nach R, also

lim: (RN)C 5 (¥i)ien, — ilgg(yi) eR

ist eine surjektive lineare Abbildung. (Quizfrage 17.4: Ist sie auch injektiv?)

Ynicht zu verwechseln mit dem Begriff zero vector space (Nullraum) {0}, siehe Beispiel 12.3
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(v) Die Ableitungsabbildung (englisch: differentiation map), definiert beispielsweise auf dem
Vektorraum der differenzierbaren Funktionen (g, b) — R in den Vektorraum der Funktionen
(a,b) — R, also

i fe R(@b) | f ist differenzierbar} > f > f' € R(@)

ist eine lineare Abbildung, die nicht surjektiv und nicht injektiv ist. (Quizfrage 17.5: Warum?)

(vi) Fir eine Matrix A € K™ tiber einem Korper K ist die Matrix-Vektor-Multiplikation mit A
fa: K™ 3 x> fa(x) = Ax € K" (17.5)

eine lineare Abbildung. Sie wird die von A induzierte lineare Abbildung genannt (englisch:
linear map induced by A). Ihre Eigenschaften untersuchen wir in § 17.2.

Wie wir in § 19 sehen werden, ist die Matrix-Vektor-Multiplikation der Prototyp einer linearen
Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen. Jede lineare Abbildung kann in Form
von Matrix-Vektor-Multiplikation geschrieben werden. A

Lemma 17.4 (Komposition linearer Abbildungen).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und (U, +, ), (V, +,-), (W, +, ) Vektorrdume tiber K. Sind f: V — W und
g: U — V lineare Abbildungen, dann ist auch f o g: U — W eine lineare Abbildung.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-12.1. O

Als Folgerung ergibt sich (wie auch bereits bei Halbgruppen, Monoiden, Gruppen, Ringen und Kérpern),
dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Vektorrdume tiber demselben Kérper K
ist.

Lemma 17.5 (Eigenschaften linearer Abbildungen).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+,-), (W, +, ) zwei Vektorraume iiber K. Weiter sei f: V. — W
eine lineare Abbildung.

(i) f(0)=0.
(i) f(-v) =—f(v) furallev € V.
(iii) f (XL, aiv;) = X i f(v;) fiirallen € Ng,; € Kundv; € V.
(iv) Ist E C V, dann gilt f((E)) = (f(E)).
(v) Ist F = (v;)er eine Familie von Vektoren in V, dann gilt f((F)) = (f(F)).
(vi) Ist U C V ein Unterraum, dann ist f(U) € W ein Unterraum.
(vii) Ist Z C W ein Unterraum, dann ist f~!(Z) C V ein Unterraum.

(viii) Ist M C V eine linear abhangige Menge von Vektoren, dann ist auch f(M) € W eine linear
abhangige Menge von Vektoren.

(ix) Ist F = (v;);es eine linear abhangige Familie von Vektoren in V, dann ist auch (f(v;));er eine
linear abhangige Familie von Vektoren.
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Beweis. Aussage (i) und Aussage (ii) folgen sofort aus Lemma 8.5.
Aussage (iii):
f (Z a; v,-) = Z f(a;v;) durch wiederholte Anwendung von (17.1a)
i=1 i=1

= Z a; f(v;) durch Anwendung von (17.1b) auf jeden Summanden
i=1

Aussage (iv): Nach Satz 12.13 besteht (E) gerade aus den Linearkombinationen von E, wihrend < f (E)>
aus den Linearkombinationen von f(E) besteht. Nach Aussage (iii) sind das aber dieselben Mengen.

Aussage (v): Nach Satz 12.13 besteht (F) gerade aus den Linearkombinationen von F, wiahrend ( f(F )>
aus den Linearkombinationen von (f(v;));e; besteht. Nach Aussage (iii) sind das aber dieselben
Mengen.

Aussage (vi): Wir verwenden das Unterraumkriterium (Satz 12.8). Wegen 0 € U und Aussage (i) ist
0 € f(U), also ist f(U) # 0. Sind weiter wy, w, € f(U), dann gibt es uy, u, € U mit w; = f(u;) und
wy = f(uz). Fir a3, a; € K gilt

g wr+aywy = f(ug) +ag f(uz) = flagug + oz uz).
Wegen der Unterraumeigenschaft gehort o uy + oy up zu U, also gehort oy wy + az wy zu f(U).

Aussage (vii): Wir verwenden nochmal das Unterraumkriterium (Satz 12.8). Wegen 0 € Z und Aus-
sage (i) ist 0 € f71(Z), also ist f1(Z) # 0. Sind weiter u;, u; € f~1(Z), dann gibt es wy, w, € Z mit
wy = f(u1) und wy = f(up). Fir oy, ap € K gilt

aywi oz we = oy f(u) +az f(uz) = flanus + az uz).
Wegen der Unterraumeigenschaft gehért a; wy + a wp zu Z, also gehért ay u; + ap up zu f71(2).

Aussage (viii): Es sei M C V eine linear abhingige Menge, d. h., es gibt ein n € N und paarweise
verschiedene Vektoren vy, ...,v, € M sowie Koeflizienten e, ..., a, € K, die nicht alle gleich 0 sind,
sodass gilt: )7, a; v; = 0. Es folgt mit Aussage (iii) und Aussage (i)

iaif(l)i) =f(i a; U,-) = f(0) = 0.

Das bedeutet aber gerade die lineare Abhéngigkeit der Menge f(M).

Aussage (ix): Es sei F = (v;);er eine linear abhingige Familie von Vektoren in V, d.h., es gibt ein
n € Ny und paarweise verschiedene Indizes iy, . . ., i, € I sowie Koeffizienten oy, . . ., @, € K, die nicht
alle gleich 0 sind, sodass gilt: };_; @, v;, = 0. Es folgt mit Aussage (iii) und Aussage (i)

e f) = f(Yarv) = F0) =o.

=1 =1
Das bedeutet aber gerade die lineare Abhangigkeit der Familie (£ (v;));e;- O
Lemma 17.6 (Kern und Bild linearer Abbildungen).

Es seien (K, 4+, -) ein Koérper und (V,+,-), (W, +, -) zwei Vektorraume iiber K sowie f: V — W eine
lineare Abbildung.
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(i) Bild(f) ist ein Unterraum von W.
(ii) f ist surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W gilt.
(iii) Kern(f) ist ein Unterraum von V.
(iv) f ist injektiv genau dann, wenn Kern(f) = {0} gilt.
Beweis. Aussage (i): V ist selbst ein Unterraum von V, daher ist Bild(f) = f(V) nach Lemma 17.5 (i)
ein Unterraum von W.
Aussage (ii): Die Aussage folgt sofort aus der Definition von Bild(f) = f(V).

Aussage (iii): {0} ist ein Unterraum von W, daher ist Kern(f) = f~1({0}) nach Lemma 17.5 (vii) ein
Unterraum von V.

Aussage (iv): Weder der Begriff der Injektivitit noch die Definition von Kern(f) = {u € V| f(u) = 0}
andern sich, wenn wir die lineare Abbildung f: (V,+,-) — (W, +,-) als Gruppenhomomorphismus
f:(V,4) = (W, +) auffassen. Die Aussage (iv) folgt daher aus Lemma 8.9. O

§ 17.1 KONSTRUKTION LINEARER ABBILDUNGEN

Wir zeigen nun, dass eine lineare Abbildung V' — W durch die Bilder auf einer Basis von V bereits
eindeutig festgelegt ist. Zu diesem Zweck bietet es sich an, mit indizierten Basen (englisch: indexed
basis) zu arbeiten, um eine ,Nummerierung“ der Basisvektoren zu erhalten. Das heif}t, dass wir von
nun an bevorzugt mit Basen in Form von Familien von Vektoren (Definition 6.29) arbeiten anstatt mit
Mengen von Vektoren. Ist die Indexmenge I dabei eine Teilmenge von Ny, so sprechen wir auch von
einer geordneten Basis (englisch: ordered basis).

Satz 17.7 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Vektorraumhomomorphismen).
Es seien (K, +, ) ein Korper und (V,+,-), (W, +, -) zwei Vektorraume iber K. Weiter sei (v;);¢ eine
Familie von Vektoren in V und (w;);es eine Familie von Vektoren in W mit gleicher Indexmenge I.

(i) Ist (v;)ies linear unabhéngig, dann gibt es eine lineare Abbildung f: V. — W mit der Eigenschaft
f(v;) =w; farallei € 1.>°

(i) Ist B := (v;);es eine Basis von V, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit der
Eigenschaft f(v;) = w; fur allei € I.

Diese Abbildung hat auflerdem folgende Eigenschaften:
(@) Bild(f) = ((wi)icp)-
(b) f ist surjektiv genau dann, wenn ((w;);er) = W gilt.
(c) f istinjektiv genau dann, wenn (w;);es linear unabhéngig ist.

(d) f ist bijektiv genau dann, wenn (w;);er eine Basis von W ist.

Beweis. Wir beweisen zunichst die Aussage (ii).

2°Dieses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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Schritt 1: Wir konstruieren eine Abbildung f: V' — W mit den gesuchten Eigenschaften.

Da B = (v;);e; eine Basis von V ist, kann jedes v € V nach Satz 13.10 auf (bis auf Nullkoeffizi-
enten) eindeutige Art und Weise als Linearkombination v = }};_; & v;, geschrieben werden.

Dabher ist die Setzung
n
f) = arw,
=1

wohldefiniert. (Quizfrage 17.6: Warum ist die Eindeutigkeit der Darstellung von o bis auf
Nullkoeffizienten fiir die Wohldefiniertheit schon ausreichend?)

Wegen v; =1-v; gilt
flo) =f(1-v) =1wi=w;
erfullt f die Bedingung f(v;) = w;.
Schritt 2: Wir zeigen: Die so definierte Abbildung f: V' — W ist linear.
Sind v = }p_ apv;, und u = 31, P v, zwei beliebige Vektoren aus V, dann kénnen wir

durch Hinzufiigen von Nullkoeffizienten erreichen, dass beide Darstellungen dieselben
endlich vielen Indizes aus I verwenden, alsov = ).}, o, v;, und u = 37, frv;,. Es gilt

flo+u) = (Z ar v, + Z Be Uz[) nach Darstellung von v und u
(Z(a( + Be) U,E) nach Distributivgesetz (12.1b) und Kommutativitat
= ((Z[ + Br) wi, nach Definition von f
=1
n n
= arwi, + Z Bewi, nach Distributivgesetz (12.1b)
=1 =1
= f(v) + f(u) nach Definition von f

flav)=fla ) a vit,) nach Darstellung von v

(aar) v,-t,) nach Distributivgesetz (12.1a)

= ) (aap) w;, nach Definition von f
=1
n
=a ) apw;, nach Distributivgesetz (12.1a)
=1
=a f(v) nach Definition von f.

Schritt 3: Wir zeigen die Eindeutigkeit von f.
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Dazu seig: V — W eine weitere lineare Abbildung mit der Eigenschaft g(v;) = w;. Isto € V
ein beliebiger Vektor mit der i. W. eindeutigen Darstellung v = }};_; a, v;,, dann gilt

n
g(v) = g(z ap vi{,) wegen der Darstellung von v
=1

n
= Z arg(vi,) wegen der Linearitat von g
=1

n
= Z ar wi, wegen der Eigenschaft g(v;) = w;
=1

= f(v) nach Definition von f.
Also muss g notwendig mit f Gibereinstimmen.

Wir kommen zu den weiteren Eigenschaften der Abbildung f.
Aussage (a): Es gilt
Bild(f) = f(V) nach Definition von Bild(f)
= f({(vi)ier)) denn (v;);er ist eine Basis von V

= <(f(v,-)),-el> nach Lemma 17.5 (v)
= ((Wi)ier)-

Aussage (b): f: V — W ist nach Definition surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W ist, also nach
Aussage (a) genau dann, wenn {(w;);er) = W gilt.

Aussage (c): Es sei zundchst (w;);er linear abhangig, d. h., es gibt ein n € N und paarweise verschiedene
Indizes iy, ...,i, € I sowie Koeffizienten ay,...,a, € K, die nicht alle gleich 0 sind, sodass gilt:
Dipey @r Wi, = 0 gilt. Dann ist v := )}, @ v;, nicht der Nullvektor in V, da (v;);¢s eine Basis von V ist,

jedoch gilt
f@ = (> av,) = Y aw, =o.
=1 =1
Das bedeutet, dass v und der Nullvektor durch f beide auf den Nullvektor in W abgebildet werden,
also ist f nicht injektiv.

Nun sei umgekehrt (w;);es linear unabhéngig und v € V ein Vektor mit f(v) = 0. Der Vektor v hat
eine Darstellung v = }j_; @, v;,, und es gilt

0= £ = (D aron) = D e
=1 =1

Aufgrund der lineare Unabhingigkeit der Familie (w;);es ist das nur méglich, wenn alle a; = 0 sind,
also nur dann, wenn v = 0 ist. Mit anderen Worten, Kern(f) = {0}, und nach Lemma 17.6 (iv) ist
f injektiv.

Aussage (d) folgt sofort aus Aussage (b) und Aussage (c).

Nun kommen wir zur Aussage (i). Es sei also (v;);er linear unabhéngig. Wir nutzen den Basisergin-
zungssatz 13.11 (der im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, das Zornsche Lemma und damit das
Auswahlaxiom verwendet) und ergénzen die Menge zu einer Basis (v;), .7 von V. Wir wihlen die
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fehlenden (wl-)f\ ; als beliebige Vektoren in W (beispielsweise alle als den Nullvektor). Nach Aussage (i)
gibt es dann eine (eindeutige) lineare Abbildung f: V' — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fir alle
i € I, insbesondere fiir alle i € I. m]

Beispiel 17.8 (Konstruktion linearer Abbildungen).

(i)

(if)

(iii)

Es sei K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Dann ist eine lineare Abbildung f: K —» V
durch einen einzigen Funktionswert, etwa f(1) € V, festgelegt.

Es sei K ein Korper und (ey, . . ., e,) die Standardbasis im Vektorraum K™. Eine lineare Abbildung
f: K™ — K" ist dadurch festgelegt, dass wir die Bilder f(ey), ..., f(en) der m Basisvektoren
angeben, also m Elemente von K". Tragen wir diese Bilder spaltenweise in eine Matrix

| |
A= |f(er) -+ flem)

ein, so gilt
Fe=£(Dxe)) = Y wife) = Ax.
J=1 Jj=1

Eine lineare Abbildung K™ — K" kann also durch Matrix-Vektor-Produkte x +— A x realisiert
werden.

Im Vektorraum R* mit der Standardbasis (e1, e2) = ((3), (9)) legt

fle= (27w s = (1

eine lineare Abbildung fest, und zwar eine Drehung um den Winkel 30° im mathematisch
positiven Sinn (gegen den Uhrzeigersinn) um den Ursprung. Allgemeiner beschreibt

cos(a)
sin(a)

f(e) = (

) und f(ez):(—sin(a))

cos(a)

eine Drehung um den Winkel a. Da (f(e;), f(e2)) eine Basis von R? bildet, ist die Drehabbildung
nach Satz 17.7 (ii) bijektiv, also ein Isomorphismus R? — RZ.

Die Drehabbildung kann durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

[cos(a) - sin(a)] (17.6)

sin(a) cos(a)

realisiert werden.

flep) €2 [*2
//O\f(el)
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(iv)

(v)

Im Vektorraum R? mit der Standardbasis (ej, e2) = ((§), (9)) legt

fley) = ((1)) und  f(e;) = (_01)

eine lineare Abbildung fest, und zwar eine Spiegelung an der x;-Achse. Allgemeiner beschreibt

cos?(a) — sin®(a)

2 cos(a) sin(a)

2 cos(a) sin(a)
sin?(a) — cos?(a)

fen | | wna e =
eine Spiegelung an derjenigen Achse durch den Ursprung, die den Winkel o gegen die x;-Achse
bildet. Da (f(e;), f(ez)) eine Basis von R? bildet, ist die Spiegelungsabbildung nach Satz 17.7 (ii)
bijektiv, also ein Isomorphismus R? — R?.

Die Spiegelungsabbildung kann durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

[cosz(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a) (17.7)

2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a)

_ |cos(2a)  sin(2a)
" |sin(2a) —cos(2a)

realisiert werden. Das bedeutet, dass beide Basisvektoren e; und e; um den Winkel 2« rotiert
werden, wiahrend der Basisvektor e, anschlieflend noch am Ursprung punktgespiegelt wird.

62 X2 f(e1)

%@

Im Vektorraum R? mit der Standardbasis (ej, e2) = ((§), (9)) legt

flen = (g) und  f(er) = (2)

mit & € R eine lineare Abbildung fest, und zwar eine Streckung bzw. (wenn « < 0 ist) eine Stre-
ckung und Punktspiegelung am Ursprung. Da (f(e;), f(e2)) fiir @ # 0 eine Basis von R? bildet,
ist die Streckungsabbildung nach Satz 17.7 (ii) in diesem Fall bijektiv, also ein Isomorphismus
R? — R2,

Die Streckungsabbildung kann durch Matrix-Vektor-Produkte mit der Matrix

a 0
[0 a] (17.8)
realisiert werden.
fe2) 1 x,
€2
f(el)
€1 X1
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(vi) EsseiK ein Korper und K[t] der Polynomraum iiber K (Beispiel 12.3). Die Ableitungsabbildung
f: K[t] — K[t] ist ein linearer Endomorphismus, der durch die Festlegung

nt" ! firneN
0 firn=0

f") = {

einndeutig bestimmt ist, da die Monome (¢"),en, eine Basis von K[t] bilden (Beispiel 13.9).
Dabei A

Ende der Vorlesung 24

§ 17.2  DIE MATRIX-VEKTOR-MULTIPLIKATION ALS LINEARE ABBILDUNG

Die Matrix-Vektor-Multiplikation als Prototyp einer linearen Abbildung (Beispiel 17.3) ist von so
zentraler Bedeutung, dass wir hier ihre Eigenschaften zusammenstellen. Kurz gesagt: Matrix-Vektor-
Produkte sind die einzigen linearen Abbildungen K" — K™, die es gibt; die Komposition linearer
Abbildungen entspricht dem Produkt von Matrizen; und die inverse Abbildung entspricht der inversen
Matrix.

Lemma 17.9 (Matrix-Vektor-Multiplikation als lineare Abbildung).
Es sei K ein Korper und n, m, k € Nj.

(i) Ist A € K™ dann definiert die von A induzierte lineare Abbildun
g
fa: K™ 3 x - fa(x) = Ax € K" (17.9)

eine lineare Abbildung K™ — K".
(i) Ist f: K™ — K" eine lineare Abbildung, dann gibt es eine Matrix A € K™, sodass f = f4 gilt.
(iii) Sind A € K™™ und B € K™, dann gilt

fao fg = fas. (17.10)
(iv) A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn f4: K" — K" invertierbar ist. In diesem Fall gilt
g g

(fA)_1 = fa-1. (17.12)

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-12.3. O

§ 17.3 DER VEKTORRAUM DER VEKTORRAUMHOMOMORPHISMEN

Definition 17.10 (Menge der Homomorphismen, Endomorphismen).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, ), (W, 4+, -) zwei Vektorrdume tiber K.

(i) Wir bezeichnen die Menge der linearen Abbildungen (Homomorphismen) V. — W mit
Hom(V,W) := { f: V- W! fist Vektorraumhomomorphismus}. (17.12)

Wollen wir den Skalarkérper betonen, so schreiben wir auch Homg (V, W).

168 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(ii) Wir bezeichnen die Menge der Endomorphismen V' — V mit
End(V) := Hom(V,V) = { VoV | f ist Vektorraumendomorphismus}. (17.13)

Wollen wir den Skalarkérper betonen, so schreiben wir auch hier Endg (V). A

Satz 17.11 (die Homomorphismen zwischen Vektorrdumen bilden einen Vektorraum).
Es seien (K, +, ) ein Korper und (V, 4, ), (W, +, -) zwei Vektorraume iiber K. (Hom(V, W), +, -) mit
der punktweisen Addition + und der punktweisen S-Multiplikation -

+: Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V,W) mit f + g definiert durch (f + g)(u) = f(u) + g(u)
-: K x Hom(V, W) — Hom(V, W) mit « - f definiert durch (a - f)(u) = a f(u)

bildet einen Vektorraum iiber K. Der Nullvektor in (Hom(V, W), +, -) ist die Nullabbildung (englisch:
zero map) 0: V — W, die jeden Vektor in V auf den Nullvektor 0 € W abbildet.

Beweis. Wir priifen die Bedingungen aus der Definition 12.1 nach. Wir wissen bereits, dass die Menge
der Funktionen, die auf irgendeiner Menge definiert sind und die Werte in einer abelschen Gruppe
haben, selbst eine abelsche Gruppe mit der punktweisen Gruppenoperation bildet (Beispiel 10.2).
Insbesondere ist also (Hom(V, W), +) eine abelsche Gruppe, da (W, +) eine abelsche Gruppe ist.

Weiter gelten die Distributivgesetze
a(f+g)=af+ag
und (a+p)f=af+pf
fir alle @, f € K und f, g € Hom(V, W), denn wir haben
la (f+9]w) =a[(f+9) (W] =alf(w) +g9(w)] =af(u) +ag(u)
=(af)(w) +(ag)(w) = [af+ag](w)

und  [(a+p) f1(w) = (a+p) f(u) = a f(u) + B f(w)
= laf+pfl(u)

firalleu e V.

Das Assoziativgesetz
(@p)f=a(ff)

gilt, denn wir haben
[(aB) fI(w) = (a p) f(u) = a (B f(w) = a([B f1(w) = [a( f)](w)

firalleu € V.

SchlieBlich gilt (1 f)(u) = 1f(u) = f(u) fur alle u € V, d.h.,, 1 € K ist auch neutrales Element der
S-Multiplikation. O

Als Spezialfall von Satz 17.11 ergibt sich, dass insbesondere die Endomorphismen (End(V), +, -) einen
Vektorraum bilden. Ersetzen wir die S-Multiplikation durch die Komposition o, so erhalten wir einen
Ring wie schon beim Endomorphismenring einer abelschen Gruppe (vgl. Beispiel 9.2):
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Satz 17.12 (die Endomorphismen eines Vektorraumes bilden einen Ring).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, ) ein Vektorraum tiber K. (End(V), +, o) mit der punktweisen
Addition + und der Komposition o

+: End(V) X End(V) — End(V) mit f + g definiert durch (f + g)(u) := f(u) + g(u)
o: End(V) X End(V) — End(V) mit f o g definiert durch (f o g)(u) = f(g(u))

bildet einen Ring mit dem Einselement idy, genannt der Endomorphismenring (englisch: ring of
endomorphisms) des Vektorraumes (V, +, -), vgl. Beispiel 9.2. Er ist i. A. nicht kommutativ.

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie fiir den Endomorphismenring der abelschen Gruppe (V,+) aus
Beispiel 9.2, sieche Hausaufgabe I-6.3. Die Vektorraumstruktur von V spielt hier iiberhaupt keine
Rolle. O

§ 17.4 FAKTORRAUME

In § 8.1 hatten wir gesehen, dass bestimmte Untergruppen namens Normalteiler N aus einer Gruppe G
ausfaktorisiert werden kénnen, sodass die Faktormenge G/ N = {[a] =axN | ae G} bestehend aus
den Nebenklassen®* von N wieder eine Gruppenstruktur tragt, die mit der Struktur der Gruppe vertrig-
lich ist. Die letzte Aussage bedeutete, dass die kanonische Surjektion 7: a — [a], also der Ubergang
von einem Gruppenelement zu seiner Nebenklasse, ein (surjektiver) Gruppenhomomorphismus ist,
sodass also [a x b] = [a] % [b] gilt: ,Erst verkniipfen, dann Ubergang zur Nebenklasse ergibt dasselbe
wie erst Ubergang zur Nebenklasse und dann verkniipfen

Dieser Ubergang zur Faktorgruppe (G / N, x) — einer groberen Version der Gruppe G — war wichtig
fiir das Verstandnis der Wirkungsweise von Gruppenhomomorphismen (Homomorphiesatz fiir Grup-
pen 8.17). Dieser Satz besagte, dass ein Gruppenhomomorphismus f: G; — G, ,nebenklassenweise® in
der Faktorgruppe G;/Kern(f) wirkt, also eine ganze Nebenklasse [a] = a x Kern(f) auf ein Element
in Bild(f) abbildet, und zwar verschiedene Nebenklassen auf verschiedene Bildelemente. Kurz gesagt:
G;/Kern(f) = Bild(f).

Die gleiche Konstruktion kénnten wir in einem Vektorraum (V, +, -) einsetzen, da ja (V, +) eine abelsche
Gruppe ist und daher sogar jede Untergruppe einen Normalteiler bildet. Allerdings zielen wir darauf
ab, dass die Faktormenge nicht nur eine Gruppenstruktur tragt, sondern wieder zu einem Vektorraum
wird. Diese zusétzliche Kompatibilitat der Nebenklassenbildung mit der S-Multiplikation erhalten wir
genau dann, wenn wir als Normalteiler nicht beliebige Untergruppen verwenden, sondern Unterrdume
von V.

Aus der Faktormenge wird damit der Faktorraum (englisch: factor space) oder Quotientenraum
(englisch: quotient space) von V nach U. Man sagt auch: ,Aus dem Vektorraum (V,+,-) wird der
Unterraum U ausfaktorisiert Jede Nebenklasse [v] = v + U heif3t auch ein affiner Unterraum
parallel zu U (englisch: affine subspace parallel to U). Zwei Vektoren vy, v, € V gehoren zur selben
Nebenklasse genau dann, wenn vy + U = v, + U gilt, also genau dann, wenn v; —v, € U gilt. Man ordnet
einem affinen Unterraum o + U die Dimension (englisch: dimension) dim(v + U) := dim(U) zu.

Satz 17.13 (Faktorraum, vgl. Satz 8.13 iiber Faktorgruppen).
Es seien (K, +, -) ein Korper, (V, +, -) ein Vektorraum iiber K und U ein Unterraum von V. Dann gilt:

2INebenklasse war nur ein anderer Name fiir eine Aquivalenzklasse der durch einen Normalteiler N induzierten Aquiva-

lenzrelationa ¥ b & ax N=bx N < a’ b € N, siehe § 7.5.
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(i) Auf der Faktormenge
V/U= {[U] :v+U’v€V}

sind ¥ und ~, definiert als

[0] ¥ [w] = [v+w] firo,weV, (17.143)
a~[v] =[a-v] fireeKundovelV, (17.14b)

eine innere bzw. dufere Verkniipfung, bzgl. der (V /U, +,¥) einen Vektorraum tiiber K bildet.
Das neutrale Element bzgl. ¥ ist [0] = U, und fiir die Inversen gilt =[0] = [-0].

(ii) Die Abbildung
V-oV/U
T (17.15)
v o],
die jedem Vektor v € V seine Nebenklasse [v] zuordnet, ist ein surjektiver Vektorraumhomo-
morphismus. Sie heifit die kanonische Surjektion (englisch: canonical surjection) von V auf
V/U. Es gilt Kern(r) = U.

Beweis. Aussage (i): Wir weisen die Bedingungen aus der Definition 12.1 eines Vektorraumes nach.

Nach Satz 8.13 ist (V /U, ¥) eine abelsche Gruppe, da (U, +) insbesondere eine Untergruppe und damit
ein Normalteiler der abelschen Gruppe (V, +) ist.

Nun miissen wir uns zunédchst davon tiberzeugen, dass die S-Multiplikation ~ iiberhaupt wohldefiniert
ist. Es sei dazu @ € K und v1,0; € V mit [01] = [0z],alsov1 + U =0, +U. ImFall ¢ # 0 gilt a U = U.
(Quizfrage 17.7: Warum?) Damit folgt

a” [v] = [aov] nach Definition von ~
=an+U nach Definition von [-]
=a(vy+U) daaU=Uist
=a(vy+U) da[o1] = [vz] vorausgesetzt wurde
=auvy+U daaU =U ist

= [av,] nach Definition von [-]
=a” [vs] nach Definition von ~.
Im Fall o = 0 gilt
a ™[] = [00] nach Definition von ~
= [00,] daOv; =0=00; gilt

= a ¥ [v2] nach Definition von ~.

Nun weisen wir die Distributivgesetze (12.1a) und (12.1b) in (V /U, ¥, ¥) nach:

a” ([oi] ¥ [v2]) = a  [o1 + 03] nach Definition von +
= [a (v; +v2)] nach Definition von
= [av; + a ;] aufgrund des Distributivgesetzes (12.1a) in (V, 4+, -)
= [avi] + [a 0] nach Definition von +

=a* [v1] ¥« * [v3] mnach Definition von ~
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und
(a+p)~ [v] =[(a+p)o] nach Definition von ~
=[av+ fo] aufgrund des Distributivgesetzes (12.1b) in (V, +, -)
= [av] ¥ [fo] nach Definition von +
=a* [v] + B~ [v] nach Definition von ~.

Es folgt das Assoziativgesetz (12.1c):

(ap)~[v] =[(ap)o] nach Definition von ~
=[a (Bo)] aufgrund des Assoziativgesetzes (12.1c) in (V, +, -)
=a~ [fu] nach Definition von ~

=a~(f~[v]) nach Definition von ~.

Und schliefilich zeigen wir, dass 1 € K neutrales Element bzgl. ~ ist:

1% [v] = [1v] nach Definition von ~

=[v] da1lneutrales Element bzgl. - in (V,+,-) ist.

Damit ist (V /U, +, ) als Vektorraum bestitigt. Die Aussagen iiber das neutrale Element [0] = U und
iiber die Inversen ~[ov] = [—v] folgen bereits aus dem Satz 8.13 iiber die Eigenschaften der abelschen
Gruppe (V /U, ¥).

Aussage (ii): Die Eigenschaft, ein Vektorraumhomomorphismus zu sein, bedeutet

m(v+w) =)+ r(v)

und 7(av) =a~ n(v)

fiir alle v, w € V und a € K. Nach Definition von 7 heif3t das aber gerade

was gerade die Definition von + und * war. Die Surjektivitit von 7 ist klar, denn ein beliebiges Element
[0] von V /U ist gerade das Bild von v unter x. Es gilt Kern(r) = z71([0]) = U. |

Bemerkung 17.14 (Faktorraum, vgl. Bemerkung 8.14).

Praktisch kénnen wir den Faktorraum (V /U, +, %) benutzen, um wie im Vektorraum (V,+,-) zu
,rechnen®, wobei jedoch Vektoren v, w in derselben Aquivalenzklasse (fiir die also v — w € U gilt)
nicht mehr unterschieden werden. Der Faktorraum (V /U, ¥, %) ist also eine ,grobere Version® des
Vektorraumes (V, +, -).

Die Dimension von V /U werden wir spater noch charakterisieren, siehe Satz 18.6. A

Beispiel 17.15 (Faktorraum, vgl. Beispiel 8.15).
(i) Es sei V ein beliebiger Vektorraum und U = {0} der Nullraum, einer der beiden trivialen

Unterraume von V. Der zugehorige Faktorraum V' / U ist isomorph zum Ausgangsraum V selbst.

(ii) Es sei V ein beliebiger Vektorraum und U = V der andere triviale Unterraum von V. Der
zugehorige Faktorraum V /U ist isomorph zum Nullraum {0}.
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(iii) EsseiV der Polynomraum K |¢] iiber einem Kérper K. Wiahlen wir U = K [¢] als den Unterraum
der konstanten Polynome, dann besteht der Faktorraum V /U gerade aus Aquivalenzklassen
von Polynomen, wobei zwei Polynome genau dann in derselben Aquivalenzklasse (Nebenklasse)
liegen, wenn sie sich nur um eine additive Konstante unterscheiden. A

Bemerkung 17.16 (Unterrdume sind genau die Kerne von Vektorraumhomomorphismen, vgl. Bemer-
kung 8.16).
Es sei (V, +,-) iber dem Korper K.

(i) Nach Lemma 17.6 ist Kern(f) fir jeden beliebigen Vektorraumhomomorphismus f: V.— W
in jeden beliebigen Vektorraum (W, +, -) iiber demselben Korper K immer ein Unterraum von
(V,+,-).

(ii) Umgekehrt ist jeder Unterraum U von V der Kern eines geeignet gewahlten Vektorraumho-
momorphismus: Wihle z.B. W als den Faktorraum (V /U, +, ¥) und als Homomorphismus die
kanonische Surjektion V. — V /U. A

§ 17.5 DER HOMOMORPHIESATZ FUR VEKTORRAUME

Mit Hilfe des Wissens tiber Faktorraume kénnen wir nun die Struktur von Vektorraumhomomorphis-
men genauer analysieren. Der folgende Struktursatz besagt, dass ein Vektorraumhomomorphismus
f:V — W ,nebenklassenweise” wirkt. Er bildet also eine gesamte Nebenklasse von Kern(f) (das ist
ein affiner Unterraum parallel zu Kern( f)) auf ein- und dasselbe Element von W ab und verschiedene
Nebenklassen auf verschiedene Elemente. Dadurch ist das Bild(f) eines solchen Vektorraumhomo-
morphismus bereits im Wesentlichen (d. h. bis auf Isomorphie) festgelegt durch (V,+,-) und den
Unterraum Kern(f).

Satz 17.17 (Homomorphiesatz fiir Vektorraume??, vgl. Homomorphiesatz fiir Gruppen 8.17).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+,-), (W, +, ) zwei Vektorraume iiber K. Weiter sei f: V — W
ein Homomorphismus. Dann gilt

V /Kern(f) = Bild(f) (17.16a)

mit dem Isomorphismus

I([v]) = f(v) fir [v] =0+ Kern(f) € V/Kern(f). (17.16b)

Beweis. Der Vektorraumhomomorphismus ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus f: (V,+) —
(W,+), und Kern(f) = {u € V| f(u) = 0} héngt nicht davon ab, ob wir f als Homomorphismus von
Gruppen oder von Vektorrdumen betrachten. Aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen 8.17 folgt
also sofort, dass V /Kern(f) und Bild(f) im Sinne von Gruppen isomorph sind, und zwar durch den
Isomorphismus (17.16b).

Es bleibt nur zu zeigen, dass I tatsichlich auch ein Isomorphismus im Sinne von Vektorraumen ist.
Dazu fehlt nur der Nachweis der Homogenitét (17.1b), der aber einfach zu erbringen ist:

I(a~ [v]) =I([av]) nach Definition von *
= f(av)  nach Definition von [

=af(v) aufgrund der Homogenitit von f

= alI([v]) nach Definition von I. O

22englisch: fundamental theorem on vector space homomorphisms
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Beispiel 17.18 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume, vgl. Beispiel 8.18).

(i) Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+,-), (W, +, ) zwei Vektorrdume tiber K. Wir betrachten
den Nullhomomorphismus f: V. — W mit f(v) = 0 fir alle v € V. Gemafs Homomorphiesatz
fur Vektorraume 17.17 ist

V/Kern(f) =V/V = {0}.

(ii) Es seien K ein Korper und V := K[t] der Polynomraum tiber K (Beispiel 12.3). Wir betrachten
die Ableitungsabbildung f: K[t] — K][t] aus Beispiel 17.8, einen linearen Endomorphimus.
Diese Abbildung ist surjektiv, aber nicht injektiv. Es gilt Kern(f) = Ko [¢], der Unterraum der
konstanten Polynome. Gemafl Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.17 ist

V/Kern(f) = K[t]/Ko[t] = Bild(f) = K[t].

In diesem Fall wird also das Bild trotz Ausfaktorisierung eines eindimensionalen Unterraumes
nicht kleiner (geringer in der Dimension) als der Ursprungsraum V = K[t]. Das kann nur
passieren, wenn dim(V) = oo gilt.

Jede Aquivalenzklasse besteht aus denjenigen Polynomen, die sich nur um eine additive Kon-
stante unterscheiden und daher durch die Ableitungsabbildung auf dasselbe Polynom abgebildet
werden. Durch Kern(f) werden die konstante Polynom ausfaktorisiert.

(iii) Es seien (K, +,-) ein Korper und V := (K™, +,-) der Vektorraum aller K-wertigen Folgen. Wir
betrachten den Homomorphismus f: K — K, der definiert ist durch

f((yi)iew) =y €K,

der also die Folge auf das erste Folgenelement abbildet. Dann ist Kern(f) = {(y:)ien | y1 = 0},
also besteht K™ / Kern(f) aus Aquivalenzklassen von Folgen, die jeweils im ersten Folgenglied
ibereinstimmen. Eine gesamte Aquivalenzklasse wird auf ein- und dasselbe Element von K
abgebildet. Gemafs Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.17 ist

V /Kern(f) = K" /Kern(f) = Bild(f) =K. A

Abschlieffend stellen wir den Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.17 nochmal schematisch mit Hilfe
eines kommutativen Diagrammes dar. Dazu sei i: Bild(f) > w — w € W der injektive Homomorphis-
mus der kanonischen Einbettung.

w Vv

| =

Bild(f) «<—— V/Kern(f)

Das Diagramm besagt:
isomorph abbilden
—_——

f=1iolom.

—_—— ——

einbetten  vergrobern

Ende der Vorlesung 25

Ende der Woche 12
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§ 18 DIMENSIONSSATZE

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.2, Bosch, 2014, Kapitel 2, Beutelspacher, 2014, Kapi-
tel 5.2

Wir wollen in diesem Abschnitt den Zusammenhang der Dimensionen der am Homomorphiesatz fiir
Vektorrdume 17.17 beteiligten Raume V, Kern(f) und Bild(f) untersuchen.

§ 18.1 ZUSAMMENHANG VON DIMENSION UND ISOMORPHIE

Als Folgerungen aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Vektorraumhomomorphismen 17.7
erhalten wir folgende bemerkenswerte Resultate:

Folgerung 18.1 (isomorphe Vektorraume besitzen dieselbe Dimension?®3).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, -), (W, +, ) zwei Vektorrdume tiber K. Sind V und W isomorph,
dann gilt dim(V) = dim(W).

Beweis. Essei f: V — W ein Isomorphismus. Nach Folgerung 13.12 existiert eine Basis (v;);e; von V.
Setze w; := f(v;) fur i € I. Dann ist nach Satz 17.7 (ii) (d) (w;);es eine Basis von W. Beide Basen sind
gleichmachtig, also gilt dim(V') = dim(W). m|

Folgerung 18.2 (Vektorraume gleicher endlicher Dimension sind isomorph).
Es seien (K, +, ) ein Korper und (V, +,-), (W, +,) zwei endlich-dimensionale Vektorraume iiber K.
Dann sind dquivalent:

(i) V und W sind isomorphe Vektorraume.

(ii) dim(V) = dim(W).

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii) ist gerade die Aussage des Lemmas 18.2.

Aussage (ii) = Aussage (i): Es gelte dim(V) = dim(W) = n € Ny. Es seien (vy, ..., ;) eine beliebige

Basis von V und (wy,. .., wy) eine beliebige Basis von W. Nach Satz 17.7 (ii) gibt es genau eine lineare
Abbildung f: V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; fur alle i = 1,...,n. Nach Satz 17.7 (ii) (d) ist
dieses f bijektiv, also sind V und W zueinander isomorph. O

Folgerung 18.2 besagt, dass es bis auf Isomorphie nur einen einzigen K-Vektorraum der Dimension n €
Ny gibt! Alle K-Vektorrdaume V mit dim(V) = n € Nj sind zueinander isomorph. Das werden wir
spater in § 19 noch ausnutzen.

Es gilt sogar:
Satz 18.3 (Vektorrdume mit gleichméachtigen Basen sind isomorph*?).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +,-), (W, +,-) zwei Vektorrdume iiber K. Dann sind dquivalent:

(i) V und W sind isomorphe Vektorraume.

#3Dieses Resultat hdngt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.

24Dieses Resultat verwendet das Auswahlaxiom.
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(ii) Es gibt eine Basis (v;);e; von V und eine Basis (w;);je; von W, die gleichméachtig sind.

Als Folgerung gibt es also zu jeder Kardinalzahl eine Aquivalenzklasse isomorpher Vektorraume. Wir
konnen die Vektorrdume K", n € Ny, als natiirliche Repriasentanten der Vektorrdume mit Basis der
Machtigkeit n ansehen. Weiter ist der Polynomraum K [¢] der natiirliche Représentant der Vektorrdume
mit abzéhlbar unendlicher Basis.

§ 18.2 DIMENSION VON FAKTORRAUMEN

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Dimension eines Faktorraumes V /U. Zur Vorbereitung
benétigen wir folgendes Resultat.

Satz 18.4 (Isomorphiesatz).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und (V, +, -) ein Vektorraum tiber K sowie Uy, U, zwei Unterrdume von V.
Dann gilt:

(Uy+Uy) /Uy = Uy / (Uy N Uy). (18.1)

Beweis. Die Beweisidee basiert darauf, einen surjektiven Homomorphismus f: U, — (U; + U,) / U;
anzugeben mit Kern(f) = U; N U,. Aus dem Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.17 folgt dann
U, /Kern(f) = Uy / (Uy N Us) = Bild(f) = (U; + Uy) / Uy, also die Behauptung (18.1).

Wir definieren f(us) = [uz] = uy + U fur u, € U,. (Im gesamten Beweis bedeutet [-] immer eine
Nebenklasse von Uy.)

Schritt 1: f: U, — (U + Uy) / Uy ist ein Homomorphismus:

Zunichst stellen wir fest, dass f(us) = up + Uy in U, / Uy liegt, also erst recht in (U; + Us) / Uy.
Wir weisen die Linearitat nach:

f(ug +02) = [ug +02] nach Definition von f
= [uz] + [v2] mit + in (U; + Up) / Uy
= f(u2) + f(v2) nach Definition von f
und
flauz) = [auy] nach Definition von f
=a~[u] mit¥in (U +U,)/U;

=a~ f(uz) nach Definition von f.

Schritt 2: Kern(f) =U; N Us:
Esist

Kern(f) ={uy € Uy | f(uz2) = [0]} nach Definition des Kerns
und des neutralen Elements [0] in (U; + Us) / Uy
={uy € Uy | [uz] = [0]} nach Definition von f
={u, € Uz |uy — 0 € Uy} nach Definition von [-]
=U; NU,.
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Schritt 3: f ist surjektiv, d. h., Bild(f) = (U; + U,) / U;.

Essei [w] € (U +U,) /U;. Wegen w € Uy + U, existieren uy € Uy und u, € U, mit w = uy +us.
Das heifit aber [w] = uy + up + Uy = up + Uy = [uz] = f(uz). O

Folgerung 18.5 (Isomorphiesatz).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum tiber K sowie Uy, U, zwei Unterraume von V.
Wenn U; N U, = {0} gilt, dann ist

(U1 (&) Uz) /Uy = U,. (18.2)

Beweis. Nach Satz 18.4 gilt
(Ul + UZ)/Ul =U,/ (Ul N Uz)

Die Direktheit der Summe U; @ U; bedeutet U; N U, = {0}, also gilt
(U1 +Up) /U = Uz / {0} = {[12] = 2 + {0} |uz € Uz} = U,

vgl. auch Beispiel 17.15. O
Nun konnen wir die Dimension von Faktorraumen bestimmen:

Satz 18.6 (Dimension des Faktorraumes®>).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und (V, +, -) ein Vektorraum iiber K sowie U ein Unterraum von V. Dann

gilt
(i)
dim(V) = dim(U) + dim(V /U) (18.3)

Wenn dim(V) = oo ist, dann hat also mindestens einer der Raume U und V' /U ebenfalls unend-
liche Dimension.

(if)
dim(V /U) = codim(U). (18.4)

(iii) Ist V endlich-dimensional, dann gilt auch

dim(V/U) = dim(V) — dim(U). (18.5)

Beweis. Aussage (i) und Aussage (ii): Nach Folgerung 14.9 existiert ein zu U komplementarer Unter-
raum W, sodass also V = U @ W gilt. Dieses Resultat haben wir, ausgehend von einer Basis By von U,
mit Hilfe des Basiserganzungssatzes 13.11 durch Erganzung zu einer Basis B von V bewiesen, wobei
Byw := B\ By eine Basis von Byy ergibt.

Es gilt also
dim(V) = dim(U) + dim(W) und dim(W) = codim(U)

nach Definition 14.10 der Kodimension. Diese Gleichung gilt auch im Fall dim(V) = co, wobei dann
mindestens einer der Rdume U und W ebenfalls unendliche Dimension besitzt. Nach Folgerung 18.5 ist

#5Dieses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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V/U=(U®@e®W)/U = W.Da isomorphe Vektorrdume dieselbe Dimension besitzen (Folgerung 18.1),
folgen
dim(V) = dim(U) +dim(V/U) und dim(V/U) = codim(U),

also (18.3) und (18.4).

Aussage (iii): Wenn dim(V) endlich ist, dann sind auch die Dimensionen der Unterraume dim(U)
und dim(W) = dim(V /U) endlich (Folgerung 13.22), und wir kénnen (18.3) auflésen nach dim(V /U)
auflésen, um (18.5) zu erhalten. |

§ 18.3 DIMENSIONEN IM HOMOMORPHIESATZ

Mit Hilfe von Satz 18.6 kénnen wir nun die Dimensionen der Raume V, Kern(f) und Bild(f) im
Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.17 untersuchen:

Folgerung 18.7 (Dimensionen der Riume im Homomorphiesatz fiir Vektorraume 17.172°).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+,-), (W, +, -) zwei Vektorrdume iiber K. Weiter sei f: V — W
ein Homomorphismus. Dann gilt

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V). (18.6)

Beweis. Mit U := Kern(f) folgt
dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(V /Kern f)

aus (18.3). Da nach dem Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.17 Bild(f) und V /Kern f isomorph sind
und nach Folgerung 18.1 isomorphe Vektorraume dieselbe Dimension besitzen, ist (18.6) gezeigt. O

Definition 18.8 (Rang und Defekt eines Homomorphismus).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+,-), (W, +, -) zwei Vektorrdume iiber K. Weiter sei f: V — W
ein Homomorphismus. Dann heifjt

Rang(f) := dim(Bild(f)) (18.7)
der Rang (englisch: rank) der linearen Abbildung f, und
Defekt(f) := dim(Kern(f)) (18.8)

heif3t der Defekt (englisch: defect) von f. A

Wir konnen also die Dimensionsformel (18.6) auch in der Form
Defekt(f) + Rang(f) = dim(V) (18.9)

schreiben.

Das folgende Resultat erleichtert der Nachweis der Bijektivitat (also der Isomorphismus-Eigenschaft)
einer linearen Abbildung erheblich.

26Djeses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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Folgerung 18.9 (Charakterisierung der Bijektivitdt von Homomorphismen endlich-dimensionaler
Vektorraume).

Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+, ), (W, +,-) zwei Vektorraume tiber K sowie f: V — W ein
Homomorphismus.

(i) Haben V und W dieselbe endliche Dimension dim(V) = dim(W), dann sind dquivalent:
(a) f istinjektiv.
(b) Defekt(f) = 0.
(c) f ist surjektiv.
(d) Rang(f) = dim(V).
(e) f ist bijektiv.

(i) Ist V endlich-dimensional und gilt dim(V) < dim(W) € N U {co}, dann kann f nicht surjektiv
sein.

(iii) Ist W endlich-dimensional und gilt dim(W) < dim(V) € N U {oo}, dann kann f nicht injektiv
sein.

(iv) EsseiV oder W endlich-dimensional. Ein Isomorphismus V' — W existiert genau dann, wenn
der andere Vektorraum auch endlich-dimensional ist und dim(V) = dim(W) gilt.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-13.2. O

Beispiel 18.10 (Charakterisierung der Bijektivitit von Homomorphismen endlich-dimensionaler
Vektorraume).

In diesem Beispiel illustrieren wir verschiedene Fille aus Folgerung 18.9.

(i) Ein injektiver Homomorphismus f: R — RZ, der nicht surjektiv ist:

fx) = [é] v

(ii) Ein surjektiver Homomorphismus f: R? — R, der nicht injektiv ist:

f(x) = [1 0] X.

(iii) Sind V und W beide unendlich-dimensional, so konnen alle Fille auftreten:
« Die Ableitungsabbildung f: K[t] — K[t] ist surjektiv, aber nicht injektiv (Beispiel 17.18).
« Die Abbildung f: K[t] — K[t] definiert durch f(p) = t - p ist injektiv, aber nicht surjektiv.
« Die Abbildung f: K[t] — K[t] definiert durch f(p) = —p ist bijektiv.

 Die Nullabbildung f: K[t] — K][t] definiert durch f(p) = 0 ist weder injektiv noch
surjektiv. A
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§ 19 MATRIZEN ZUR DARSTELLUNG LINEARER ABBILDUNGEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.4-3.5, Beutelspacher, 2014, Kapitel 5.2

Im gesamten § 19 sind alle Vektorraume endlich-dimensional. Wir erinnern an Folgerung 18.2, die
besagt, dass es bis auf Isomorphie nur einen einzigen K-Vektorraum der Dimension n € N gibt! Alle
K-Vektorraume V mit dim(V) = n € Nj sind also zueinander isomorph. Es ist daher méglich und
praktisch, fiir jeden n-dimensionalen K-Vektorraum V eine Art gemeinsame Standarddarstellung zu
finden. Dafiir bietet sich der Standardvektorraum K" an.

§ 19.1  DIE KOORDINATENDARSTELLUNG EINES ENDLICH-DIMENSIONALEN VEKTORRAUMES

Der folgende Satz gibt an, wie wir mit Hilfe einer Basis von V einen Isomorphismus K" — V erhalten
konnen.

Satz 19.1 (Koordinatendarstellung).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei die

Familie B = (vy,...,vy) eine Basis von V. Dann ist die Abbildung
X1 n
Qy: K" 5| HinvieV (19.1)
i=1
Xn

ein linearer Isomorphismus K" — V. Der zu @, inverse Isomorphismus ist die Abbildung

X1
Pt Voo | €K, (19.2)

Xn
die jedem Vektor v € V seinen eindeutigen Koordinatenvektor (englisch: coordinate vector) x €
K™ bzgl. der Basis B zuordnet. Wir nennen daher ®;' auch die Koordinatenabbildung (englisch:

coordinate map) bzgl. der Basis B.?” Der Eintrag x; € K heif3t die i-te Koordinate (englisch: coordinate)
des Vektors v € V bzgl. der Basis B.

Beweis. @ ist linear und bildet die Basis (e1,...,ey) in K™ auf die Basis (vy,...,0,) ab. Damit ist o,
nach Satz 17.7 (ii) (d) bijektiv, also ein linearer Isomorphismus, und die Inverse (Dgl ebenfalls. m|

Wir werden Koordinatenvektoren typischerweise mit x bezeichnen.

Beispiel 19.2 (Koordinatendarstellung).
(i) Das Polynom 7t? — 3t + 5 hat in der Monombasis (1, ¢, t*) von R;[t] den Koeffizientenvektor
—33 ), denn es gilt

Tt2—3t+5=5-1+(=3)-t+7-t%

*THier zeigt sich der Grund, warum wir den Standardvektorraum K", der in Beispiel 12.3 eingefithrt wurde, auch als
Koordinatenraum bezeichnen. Statt Koordinaten kann man auch von den Komponenten (englisch: components)
bzgl. der Basis B sprechen.
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(i) Um dasselbe Polynom 7t? — 3t + 5 in der Basis (¢t — t + 1, t? + 3, t + 1) darzustellen, schreiben

X
wir es als Linearkombination der Basisvektoren mit unbekanntem Koeffizientenvektor (iﬁ ) auf:
3

Tt2 =3t +5=x (2 —t+1) +x (2 +3) + x5 (t +1).

Ein Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

1 3 X1 5
-1 0 1f]x2|=|-3
1 1 0 X3 7

. . . .. x 13 . . . .
mit der eindeutigen Lésung (é ) = ( s ) (Quizfrage 19.1: Warum muss sich hier zwingend
3

eine eindeutige Losung ergeben?)

Probe:
B —t+1)+(=6) (2 +3)+10(t +1)

=(13-6)t2+(-13+10)t + (13— 18 +10) 1
=7t>—3t+5. A

Beachte: Zur Bestimmung des Koordinatenvektors CDgl(v) eines Vektors v € V muss man i. A. ein
lineares Gleichungssystem losen!

Ende der Vorlesung 26

§ 19.2 DARSTELLUNG LINEARER ABBILDUNGEN DURCH MATRIZEN

Aus Satz 17.7 wissen wir, dass eine lineare Abbildung bereits durch die Bilder der Vektoren einer Basis
eindeutig festgelegt ist. Die wesentliche Idee bei der Darstellung einer linearen Abbildung V' — W mit
Hilfe einer Matrix ist nun,

« alle Vektoren in V durch ihre Koordinatenvektoren bzgl. einer Basis darzustellen,

« ebenso alle Vektoren in W durch ihre Koordinatenvektoren bzgl. einer Basis darzustellen

« und nur noch mit den Koordinatenvektoren zu rechnen, fiir die die lineare Abbildung notwendi-
gerweise die Form von Matrix-Vektor-Produkten hat.

Als Konsequenz konnen wir jede lineare Abbildung zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vek-
torriumen immer in der gleichen, einfachen und konkreten Form von Matrix-Vektor-Produkten
darstellen.

Satz 19.3 (Darstellungssatz fiir lineare Abbildungen).

Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+,-), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorraume tiber K.
Weiter seien By = (04, ..., 0p) und By = (wy, ..., w,) Basen von V bzw. von W. Dann gibt es zu jeder
linearen Abbildung f: V — W eine eindeutig definierte Matrix A € K"*" mit der Eigenschaft

n

f(vj)=Zal~jw,~ furalle j=1,...,m. (19.3)

i=1

Diese Matrix A heifit auch die Darstellungsmatrix der Abbildung f bzgl. der Basen By und By
(englisch: representation matrix), in Symbolen: A = Mg;’v (f)-
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Beweis. f ist durch die Bilder f(v;) der Basisvektorenv;, j = 1,..., m,nach Satz 17.7 eindeutig festgelegt.

Fiir jeden Vektor f(v;) € W ist wiederum sein Koordinatenvektor bzgl. der Basis (wy, . .., w,) eindeutig
festgelegt. Dieser Koordinatenvektor @Bﬁ‘ly (f(v;)) bildet aber gerade die j-Spalte von A, die damit
eindeutig festgelegt ist. O

Die Darstellung (19.3) definiert das Bild des j-ten Basisvektors v; als Linearkombination in der Basis
von W. Die j-te Spalte a,; der Darstellungsmatrix A enthalt die Koordinaten von f(v;) € W bzgl.
der Basis Byy. Unsere Konvention beim Symbol der Darstellungsmatrix ist Mgg?h d. h., die Basis des
Definitionsraumes (,von®) der darzustellenden Abbildung steht oben, und die Basis des Zielraumes
(,nach®) steht unten.

Beispiel 19.4 (Darstellungsmatrizen von Homomorphismen).

(i) Ist V. = K™ und W = K" und die lineare Abbildung f4: K™ — K" durch Matrix-Vektor-
Multiplikation mit einer Matrix A (Lemma 17.9) gegeben, also f1(x) = A x, dann ist A selbst die
Darstellungsmatrix Mg:v (f), wenn By = (ey,...,en) und By = (ey, ..., e,) als die Standard-
basen in K™ und K" gew#hlt werden. Inbesondere hat beispielsweise die Drehabbildung aus
Beispiel 17.8 als Abbildung R? — R? bzgl. der Standardbasis die Darstellungsmatrix

[ cos(a) sin(a)

—sin(a) cos(a)

s

siehe (17.6).

(ii) Im Vektorraum V = KI5 der endlichen Folgen (hier der Lange 5) iiber einem Korper K ist die
Shift-Abbildung (englisch: shift map)

f:Va(ye vy ya ys) = (0,91, y2, ¥3,y4) EW =V

definiert durch Einfiigen einer Null am Anfang der Folge und die zyklische Shift-Abbildung
(englisch: cyclic shift map) definiert durch

9:V 3 (Y1, Y2 ¥3 Y4 ¥5) +> (V5 Y1, 2, 3, ya) €W = V.
Bzgl. der Basen By = By = ((1, 0,0,0,0),...,(0,0,0,0, 1)) haben diese Endomorphismen die

folgende Darstellung:
0 00 0O 0 0 0 01
1 0 0 0 O 10 0 0 O
B B
MY (f)=[0 1 0 0 o baw. My (9)=]0 1 0 0 0f.
0 01 00 0 01 0O
0 001 0 0 0 01 O

(iii) Auf dem Vektorraum V = R3[¢] der Polynome tiber R vom Hochstgrad 3 mit der Monombasis
y g
(1, t, t? t3) betrachten wir die lineare Abbildung (drei Punktauswertungen der zugehérigen
Polynomfunktion) mit Werten in W = R3

p(-2)
Rs[t] 3 p+—| p(0) | € R>.
p(2)
Verwenden wir in R® die Standardbasis, so besitzt diese Abbildung die Darstellungsmatrix
1 -2 4 -8
1 0 0 O
1 2 4 8
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(iv) Wir betrachten den zweidimensionalen Vektorraum V = C tiber dem Ko6rper R mit der Basis
By = (1, i) sowie den eindimensionalen Vektorraum W = R iiber dem Korper R mit der Basis
By = (1). Die lineare Abbildung Re: C — R (Realteil) hat dann die Darstellungsmatrix

MY (Re) = [1 0],
wihrend die lineare Abbildung Im: C — R (Imaginéarteil) die Darstellungsmatrix
Mg? (tm) = [0 1] (19.4)
besitzt.
(v) Esseien (K, +,-) ein Korper und V und W Vektorrdume iiber K. Es sei dim(V) = m, dim(W) =n

und f: V — W ein Homomorphismus mit » = Rang( f) und daher Defekt(f) = dim(Kern(f)) =
m — r nach Dimensionsformel (18.6). Wir wahlen die Basen so, dass gilt

BW = (W19”‘awrswr+19“‘awn)
| R ——
Basis von Bild(f") Ergénzung zu einer Basis von W
und
BV = (017 <o 0 Upgs - - -:Um)'
——— —
siehe unten Basis von Kern(f)

Dabei seiv; € f1({w;}), sodass also f(v;) = w; gilt fiir j = 1,..., r. Bzgl. dieser angepassten
Basen hat f die Darstellungsmatrix

I, |0
Mﬁ;(f):H—}(; oK

(vi) Im Fall V = W und fiir eine beliebige Wahl By = By, der Basis hat die Identitdtsabbildung
idy: V — V die Darstellungsmatrix

1 0 0
0 \
B .
MB“: (ldV) = ‘ \\ 5
0
0 0 1
also die Einheitsmatrix der passenden Dimension. A

Satz 19.5 (die Zuordnung zur Darstellungsmatrix ist ein Vektorraumisomorphismus).

Es seien (K, +, ) ein Korper und (V,+,-), (W, +,-) zwei endlich-dimensionale Vektorraume iiber K.
Weiter seien By = (04, . .., 0y) und By = (wy, ..., w,) Basen von V bzw. von W. Die Zuordnung

MY Hom(V,W) 3 f > MY (f) € K™ (19.5)

eines Homomorphismus zu seiner Darstellungsmatrix ist ein Isomorphismus von Vektorraumen.

https://tinyurl.com/scoop-la 183


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunédchst die Linearitat von ng‘//v'
Es seien dazu f,g € Hom(V, W), A = Mg“; (f) und B = Mg:v (g9). Dann gilt
(f +9)(v)) = f(v)) + g(0v;)
n n
= Zaijw,-+2bijw,-
i=1 i=1
n
= Z(aij +bij) wi
i=1

fiir alle j = 1,..., m. Das heif3t Mg“/"/ (f+9) = Mgv (f)+ Mg‘/"/ (g). Weiter gilt fur @ € K

w

(a f)(vj) = a f(v))

n
= Z(Of aij) wi
i=1

firalle j =1,...,m. Das heiit Mg¥ (a f) = a Mg" (f).
Schritt 2: Wir zeigen: ng‘//v ist injektiv.

Es sei dazu f € Hom(V, W) so, dass Mg:v (f) = 0 € K™ (die Nullmatrix) ergibt. Das heifit,

n
flo)=> 0w =0
i=1
fur alle j = 1,...,m. Damit ist f: V — W der Nullhomomorphismus, also der Nullvektor
von Hom(V, W). Daher gilt Kern(Mg“/’V) = {0}, und nach Lemma 17.6 ist Mg:v injektiv.
Schritt 3: Wir zeigen: M;‘A’/ ist surjektiv.

Es sei dazu A € K™™. Nach Satz 17.7 gibt es (genau) einen Homomorphismus f: V — W,
der f(v;) = Xi-; a;; w; als Bilder und damit A als Darstellungsmatrix hat. |

Quizfrage 19.2: Warum haben wir, um die Bijektivitat von Mg:v zu zeigen, nicht die Charakterisierung
der Bijektivitiat von Homomorphismen nach Folgerung 18.9 genutzt?

Folgerung 19.6 (Dimension des Vektorraumes der Homomorphismen).

Es seien (K, +, -) ein Korper und (V,+, ), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorrdume tiber K mit
dim(V) = m und dim(W) = n sowie m, n € Ny. Dann gilt

dim(Hom(V,W)) = nm. (19.7)

Beweis. Das Resultat folgt sofort aus dim(K™™) = n m (Lemma 15.3) und der Isomorphie Hom(V, W)
K™™ aufgrund derer beide Rdume dieselbe Dimension haben (Folgerung 18.2).

[
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Satz 19.7 (Zusammenhang zwischen einem Homomorphismus und seiner Darstellungsmatrix).

Es seien (K, +, ) ein Korper und (V, +,-), (W, +,-) zwei endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K.
Weiter seien By = (vy,...,0,) und By = (wy, ..., w,) Basen von V bzw. von W und f: V. — W ein
Homomorphismus. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix A = Mg;’v (f) und die durch A induzierte
lineare Abbildung f4 der Zusammenhang

fa= @gév of o ®p : K™ — K" (19.82)
—_—— —_——
Koordinaten « Vektor Vektor < Koordinaten
f=@p, ofa 0 @p VoW (19.8b)
——— ——
Vektor < Koordinaten Koordinaten <« Vektor

Mit anderen Worten, folgendes Diagramm kommutiert:

Wl v

-1
<I>BW T lCDBV

Kfl Km

fa

Beachte: (19.8a) besagt, dass Matrix-Vektor-Produkte f4(x) = A x wie folgt wirken: Der Koordinaten-
vektor x € K™ wird durch Linearkombinationen der Basisvektoren in By in den Vektor @y, (x) eV

umgerechnet, dann wirkt f, und schlief8lich wird das Ergebnis durch d)giv als Koordinatenvektor bzgl.
der Basis By angegeben. (Quizfrage 19.3: Wie lisst sich (19.8b) interpretieren?)

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildungen @ o fy € Hom(K™ W) und f o @5 € Hom(K™, W)
iibereinstimmen. Dazu reicht es nach Satz 17.7 aus, zu zeigen, dass ihre Bilder auf einer Basis gleich
sind. Wir wahlen dazu die Standardbasis (ey, . . ., e,) von K™. Es gilt einerseits

(@p,, © fa)(e;) = @p  (fale;)) nach Definition 6.13 der Komposition o
=dy (Ae)) nach Definition der von A induzierten Abbildung f4
=&y, (ae)) nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts

n
= Z aij wi nach Definition (19.1) von @5
i=1

und andererseits

(f o ®@p,)(ej) = f(Pg,(ej)) nach Definition 6.13 der Komposition o
= f(vj) nach Definition (19.1) von &5

n
= Z aij wi nach Definition (19.3) der Darstellungsmatrix A.
i=1

Aus @y o fa € Hom(K™, W) = f o Dy, kénnen wir nun (19.8a) und (19.8b) leicht durch Auflésen
herleiten, weil Dy, und D5, bijektiv sind. O

Wir zeigen nun noch, dass die Komposition linearer Abbildungen durch das Matrix-Matrix-Produkt
ihrer Darstellungsmatrizen dargestellt wird.
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Satz 19.8 (Darstellungsmatrix der Komposition von Homomorphismen).

Es seien (K, +,-) ein Korper und (U, +,-), (V,+, ) und (W, +, ) endlich-dimensionale Vektorrdume
uber K. Weiter seien By = (uy,...,ux), By = (v1,...,0) und By = (wy,...,w,) Basen von U
bzw. von V bzw. von W und g: U — V sowie f: V — W Homomorphismen. Dann gilt fiir die
Darstellungsmatrizen der Zusammenhang

MgY (f 0 g) = Mg¥ (f) M (g). (19.9)

Beachte: Im mittleren Raum V muss fiir die Darstellung der ankommenden Abbildung g und fiir die
Darstellung der ausgehenden Abbildung f dieselbe Basis By verwendet werden.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe eines Diagrammes:

w U
Xfog/
|4
@1514/ @BVN%; <1>BU
Km
N

K Kk

Zur Abkiirzung setzen wir A = MIBSL’V (f) und B = Mg“j (g9). Das rechte und das linke Trapez sind
kommutativ nach Satz 19.7, d. h., es gilt

fa=®l 0 fody, und fy =05 0gody,.

Das obere Dreieck ist kommutativ aufgrund der Definition von f og. Das untere Dreieck ist kommutativ
wegen fu o fg = fap, sieche Lemma 17.9. Damit folgt

faB=faofB
:@B‘l/vofOQDBvoq)l;‘l/ogoq)BU
:@;évofogo(bBU
:(I)Bfévo(fog)od)BU.

Das heifit aber, A B ist die Darstellungsmatrix Mg‘lj’ (f o g), was zu beweisen war. O

§ 19.3 EIGENSCHAFTEN LINEARER ABBILDUNGEN UND IHRER DARSTELLUNGSMATRIZEN

Der isomorphe Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und ihren Darstellungsmatrizen (bzgl.
beliebiger, aber fester Basen) erlaubt es, Eigenschaften linearer Abbildungen an ihren Darstellungs-
matrizen abzulesen und umgekehrt. Um die bisher fiir Matrizen bzw. lineare Abbildungen schon
bekannten Begriffe einmal zu rekapitulieren und fehlendes Vokabular zu ergénzen, geben wir folgende
Tabelle an. Dabei ist K ein Korper und V, W sind Vektorrdume tber K.
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Matrix A € K™™ lineare Abbildung f: V —» W

Begriff siehe Begriff siehe
Bild(A) := SR(A) (1515a) Bild(f) ={f(u) e W|u eV} =f(V) (17.2)
SRang(A) = dim(SR(A)) (15.15b) Rang(f) = dim(Bild(f)) (18.7)
Kern(A) = {x € K™ |Ax = 0} Kern(f) ={u e V|f(u) =0} = f1({0}) (17.3)
Defekt(A) := dim(Kern(A)) Defekt(f) = dim(Kern(f)) (18.8)

Beachte: Aus den Definitionen folgt sofort Bild(A) = Bild(f4) und Kern(A) = Kern(fa).

Wir kénnen nun bestétigen, dass die oben genannten Figenschaften fiir lineare Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen Vektorrdumen und ihren Darstellungsmatrizen ibereinstimmen.

Satz 19.9 (Eigenschaften linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsmatrizen).

Es seien (K, +,-) ein Koérper und (V,+,-), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorraume iiber K
mit dim(V) = m und dim(W) = n. Weiter seien By = (vy,...,0) und By = (wy, ..., w,) Basen von
V bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Schlief3lich sei A = MS:V (f) € K™™ die
Darstellungsmatrix von f. Dann gilt:

(i) Bild(f) = @p | (Bild(A)).

(ii) Rang(f) = SRang(A) = Rang(A).
(iii) Kern(f) = @y, (Kern(A)).
(iv) Defekt(f) = Defekt(A).

Beweis. Aussage (i):

w € Bild(f)

© weBild(Pg, 0 fao CDB‘I/) wegen f =&y o fyo @l;‘l/, siehe (19.8b)
© wedg (Bild(fao®p,)) nach Definition von Bild

© wedy (Bild(fa)) wegen der Bijektivitit von ®p

& wedg (Bild(A)) wegen fa(x) = Ax.

Aussage (ii): Bild(f) und Bild(A) sind nach Aussage (i) zueinander isomorphe Unterrdume von W
bzw. von K". Nach Folgerung 18.9 haben sie also dieselbe Dimension.

Aussage (iii):

v € Kern(f)
© veKemn(Py ofao CDB:/) wegen f =®p o fyo CIJE‘l,, siehe (19.8b)
© vedy, (Kern(‘DBw o f4)) wegen der Bijektivitit von <I>I§‘1/
& vedy (Kern(fa)) wegen der Bijektivitat von ®p
© vedy (Kern(A)) wegen fa(x) = Ax.

Aussage (iv): Kern(f) und Bild(A) sind nach Aussage (iii) zueinander isomorphe Unterrdume von V
bzw. von K. Nach Folgerung 18.9 haben sie also dieselbe Dimension. m]
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Bemerkung 19.10 (zur Bestimmung von Bild und Kern einer Matrix).
Wie konnen wir fiir eine gegebene Matrix A € K™*™ eine Basis von Bild(A) C K" und eine Basis von
Kern(A) C K™ bestimmen?

(i) Fir Bild(A) haben wir folgende Moglichkeiten:

(1) Wir bestimmen mit Hilfe einer Erweiterung von Algorithmus 15.20, wie in Bemerkung 15.23
beschrieben, eine Rangfaktorisierung A = BC mit B € K" und C € K"™*™ (in Zeilenstu-
fenform) und r = Rang(A). Dann bilden die Spalten von B eine Basis von Bild(A) = SR(A).

(2) Wir nutzen die Beziehung Bild(A) = SR(A) = [ZR(AT)]", bringen A" in Zeilenstufenform
(Algorithmus 15.20) und erhalten somit eine Basis von ZR(A"). Durch Transposition der
Basisvektoren von ZR(A") bekommen wir die gesuchte Basis von Bild(A).

Fir die Rechnung per Hand erscheint die zweite Moglichkeit giinstiger, weil wir den linken
Faktor ,,B“ nicht mitfithren miissen.

(ii) Die Bestimmung von Kern(A) = L(A, 0) haben wir in § 16 bei der Losung linearer Gleichungs-
systeme bereits durchgefithrt. Zur Erinnerung: Wir bringen die erweiterte Koeffizientenma-
trix [A, 0] zunéchst in Zeilenstufenform. Daran konnen wir bereits Rang(A) und damit auch
dim(Kern(A)) = m — Rang(A) ablesen. Nur wenn dim(Kern(A)) > 0 ist, iberfithren wir das
System weiter in die reduzierte Zeilenstufenform. Anschlieffend kénnen wir nacheinander
Basisvektoren von Kern(A) bestimmen, indem wir eine der unabhingigen Variablen x; auf
den Wert 1 und die anderen unabhéngigen Variablen auf den Wert 0 setzen und die Werte der
abhangigen Variablen von hinten nach vorne aus den Gleichungsn ausrechnen (Bemerkung 16.4
und Beispiel 16.7).

Ist die Matrix A die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung f, also A = Mg:v (f), dann erhalten
wir so auch eine Basis von Bild(f) und von Kern(f). Wir miissen lediglich die Basisvektoren von
Bild(A) als Koordinatenvektoren bzgl. der Basis By und die Basisvektoren von Kern(A) als Koordina-
tenvektoren bzgl. der Basis By interpretieren. A

Beispiel 19.11 (zur Bestimmung von Bild und Kern einer Matrix).
Wir betrachten die Punktauswertungsabbildung

p(=2)
f:Rs[t] 2 pr| p(0) |eR?
p(2)
aus Beispiel 19.4. Bzgl. der Monombasis (1, t, t? t3) in R3[t] und der Standardbasis (e}, ez, e3) in R®
hat dieser Homomorphismus die Darstellungsmatrix

1 -2 4 -8
A=(1 0 0 O
1 2 4 8

Eine Zeilenstufenform von A" ist gegeben durch

S O O =
S O N =
S 0 B
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Es gilt also Rang(A") = Rang(A) = 3. Die ersten drei Zeilen bilden eine Basis von ZR(A"). Thre
Transponierten bilden also eine Basis von SR(A) = Bild(A), d. h., wir haben

sind() = (1) (£)- (8)) = {(1)- (£)- (1))

Da Bild(A) aber maximale Dimension in R? hat, also Bild(A) = R? gilt, kénnen wir auch jede andere
Basis von R? (z. B. die Standardbasis) als Basis von Bild(A) verwenden.

Um Kern(A) zu bestimmen, bringen wir [A, 0] zunéchst in Zeilenstufenform

1 -2 4 -8|0 1 -2 4 -81|0
1 0 0 0|0 ~ 0 2 -4 8|0f,
1 2 4 8|0 0 0 3 010

wo wir wiederum Rang(A) = 3 und damit Defekt(A) = dim(Kern(A)) = 4 — 3 = 1 ablesen kdnnen.
Wir gehen weiter zu reduzierten Zeilenstufenform

10 0 0]0]
010 4|0
0 0 1 00]
an der wir .
Kern(A) = <(‘04 >
1
ablesen.?®

Ubersetzen wir Kern(A) zuriick in den Vektorraum R3[¢], so bedeutet das nach Satz 19.9 Aussage (iii),
0
dass wir | 3! | als Koordinatenvektor bzgl. der gewihlten Basis (1, ¢, t* t°) interpretieren miissen. Es

1
sind also genau die Vielfachen des Polynoms
P=01—4t+0t>+1° = -4t +1°,

die in Kern(f) liegen, also die Eigenschaft besitzen, dass alle drei Punktauswertungen Null ergeben.
In der Tat gilt
p(=2)=—4-(=2)+(=2)’ =0
p(0)=—-4-0+0°=0
p(2)=-4-2+2°=0.
Wir haben also
Kern(f) = (-4t + 1’y C Rs[t].

Fiir Bild(A) ist in unserem Beispiel keine solche Ubersetzung zuriick erforderlich, denn wegen der Wahl
der Standardbasis in R® gilt Bild(A) = Bild(f). (Quizfrage 19.4: Wie duflert sich das in Satz 19.9 Aus-
sage (i)?) A

Neben den Zusammenhéngen in Satz 19.9 konnen wir auch die Invertierbarkeit einer linearen Abbildung
in Verbindung bringen mit der Invertierbarkeit ihrer Darstellungsmatrix. Wie wir aus Folgerung 18.9
wissen, missen dazu notwendigerweise beide endlich-dimensionalen Vektorrdume dieselbe Dimension
besitzen (und gleichbedeutend damit die Darstellungsmatrix quadratisch sein).

28Noch geschickter wire folgendes Vorgehen gewesen: Wir bestimmen eine (reduzierte) Zeilenstufenform von A, um damit
Rang(A), eine Basis von Kern(A) und dim(Kern(A)) zu bestimmen. Falls wie hier im Beispiel Rang(A) = n gilt, konnen
wir uns die Berechnung einer Basis von Bild(A) sparen, da Bild(A) den ganzen K" ausfullt.
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Satz 19.12 (Invertierbarkeit linearer Abbildungen und ihrer Darstellungsmatrizen).

Es seien (K, +, ) ein Korper und (V,+,-), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorraume iiber K
gleicher Dimension dim(V) = dim(W) = n und n € N. Weiter seien By = (vy,...,0,) und By =
(w1, ..., wy) Basen von V bzw. von W und f: V — W ein Homomorphismus. Schlief3lich sei A :=
Mg“; (f) € K™*" die Darstellungsmatrix von f. Dann sind dquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(i) Rang(f) = n.
(iii) Defekt(f) = 0.
(iv) A ist invertierbar.
(0) Rang(A) = n
(vi) Defekt(A) =0

Ist f bijektiv, dann gilt fiir die Darstellungsmatrix der Inversen f~1: W — V

ME‘V/" (FH=A"" (19.10)

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (iii) wurde in Folgerung 18.9 gezeigt. Die Aquivalenz der
Aussagen (iv) und (v) wurde in Satz 15.40 gezeigt. Nach Satz 19.9 gilt Rang(f) = Rang(A), also sind
auch Aussagen (ii) und (v) dquivalent. Ebenfalls nach Satz 19.9 gilt Defekt(f) = Defekt(A), also sind
auch Aussagen (iii) und (vi) dquivalent.

Ist f bijektiv, dann gilt
flof=idy
= MEY(F o f) = MEY (idy)
Mg“f/ (f Mg“; (f)=1I nach Satz 19.8 und Beispiel 19.4
= MY (fHA=I,.

U

Das ist nach Satz 15.42 bereits ausreichend, um
-1 B -1
A= MY (£,

also (19.10) zu bestitigen. O

§ 19.4 DARSTELLUNGSMATRIZEN VON ENDOMORPHISMEN

Wir betrachten abschlieBend noch einmal die Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vek-
torraumes V iiber einem Korper K. End(V, +, -) bildet als Spezialfall von (Hom(V, V), +, -) natiirlich
einen Vektorraum (Satz 17.11). Endomorphismen kénnen daher wie andere Homomorphismen auch mit
Hilfe ihrer Darstellungsmatrix beschrieben werden. Dafiir miissen wir eine Basis im Definitionsraum
und eine Basis im Zielraum wihlen. Obwohl Definitions- und Zielraum bei einem Endomorphismus
identisch sind, heif3t das nicht, dass wir dieselbe Basis wihlen miissten. Es gibt aber einen guten Grund,
das zu tun.

Wie wir in Satz 17.12 nachgewiesen haben, bildet End(V, +, o) mit der Komposition o einen Ring mit
Einselement idy. Insbesondere ist End(V, o) eine (i. A. nicht-abelsche) Gruppe. Besitzen die Endomor-
phismen f und g die Darstellungsmatrizen A und B, so hitten wir gerne, dass f o g durch die Matrix A B
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dargestellt wird. Das gilt infolge von Satz 19.8 auch, allerdings nur unter der Voraussetzung, dass wir
in beiden Kopien des Vektorraumes V (als Definitions- und als Zielraum) dieselbe Basis verwenden!

Unter dieser Voraussetzung gilt folgendes Resultat:

Satz 19.13 (Darstellungssatz fiir Endomorphismen).
Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+, ) ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei
By = (vy,...,vy,) eine Basis von V. Dann gilt:

(i) Die Zuordnung
MEY: (End(V), +,0) 3 f = MpY(f) € (K™, +,") (10.11)

eines Endomorphismus zu seiner Darstellungsmatrix ist ein Isomorphismus von Ringen mit
Eins.

(ii) Die Abbildung
Mg? s (Aut(V),0) 5 f > Mg¥ (f) € (GL(n,K), ") (19.12)

bildet auflerdem die Untergruppe der Automorphismen von V, kurz: Aut(V), bijektiv auf die
Untergruppe der invertierbaren n X n-Matrizen, GL(n, K), ab.

Beweis. Aussage (i): Die additive Vertraglichkeit von Mg“/’: (End(V),+,0) — (K™", +,), also
MY (f+9) = Myl (f) + My (9) fiiralle f,g € End(V),
folgt als Spezialfall von Satz 19.5. Die multiplikative Vertraglichkeit, also
MY (fog) = MY (f) - MV (g) fiiralle f,g € End(V),
folgt als Spezialfall von Satz 19.8. Schliellich gilt
Mg (idy) = I,
siehe Beispiel 19.4.
Aussage (ii): Nach Satz 19.12 bildet Mg“: tatsichlich (Aut(V), o) — (GL(n, K), -) bijektiv ab. O

Ende der Vorlesung 27

Ende der Woche 13

§ 20 BASISWECHSEL UND NORMALFORMEN VON DARSTELLUNGSMATRIZEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 3.6 und 5.1, 5.3, Bosch, 2014, Kapitel 3.4 und 6.1, Beutel-
spacher, 2014, Kapitel 5.2 und 8.1-8.2, Janich, 2008, Kapitel 9.1 und 11.1-11.2

Die Darstellung eines Vektors v eines endlich-dimensional Vektorraumes V mit Hilfe seines Koordina-
tenvektors x = CDg‘ll (v) € K™ hiangt von der Wahl der Basis By ab. Ebenso hangt die Beschreibung von
Homomorphismen und insbesondere Endomorphismen iiber Darstellungsmatrizen von der Wahl der
Basen im Definitions- und Zielraum ab. Es stellen sich daher folgende Fragen:

(1) Wie transformiert sich ein Koordinatenvektor beim Wechsel der Basis?
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(2) Wie transformiert sich die Darstellungsmatrix eines Homomorphismus, wenn wir die Basen
wechseln?

(3) In welcher Basis hat die Darstellungsmatrix besonders einfache Gestalt, die weitergehende
Struktureinsichten zulésst?

Die Beantwortung der ersten beiden Fragen gelingt mit Hilfe von Transformationsmatrizen fiir den
Basiswechsel.

Definition 20.1 (Transformationsmatrix).
Es seien (K, +,) ein Korper und (V, +,) ein Vektorraum tber K mit dim(V) = n € Ny. Es seien
By = (vy,...,0,) und By = (03, ...,0,) zwei Basen von V.?° Dann heif3t
75 = MPV(idy) € K™ (20.1)
By By

die Transformationsmatrix des Basiswechsels, Ubergangsmatrix oder Basiswechselmatrix
von By nach By (englisch: transformation matrix, transition matrix, change-of-basis matrix). A

Die Transformationsmatrix ‘7'§BV ist also nichts anderes als die Darstellung der Identitatsabbildung
|4

bzgl. der ,alten“ Basis By im Definitionsraum V und der ,neuen® Basis By im Zielraum V. Die Eintrage
t;j der Transformationsmatrix 7}?3\3" bestimmen sich daher aus den Bedingungen
14

n
idv(vj):vj:Ztij@ furj=1...,n. (20.2)
~— i=1

Bild des ,alten® Basisvektors v; unter der idy-Abbildung

Wir miissen also die ,alten“ Basisvektoren als Linearkombinationen der ,neuen® darstellen.

Beispiel 20.2 (Transformationsmatrix).

Wir betrachten den Vektorraum V = R, [¢] der Polynome vom Hochstgrad 2 tiber R mit der ,alten® Basis
By = (1, t, t?) und der ,neuen” Basis EV = (t>—t+1, t2+3, t+1). Dann ist die Transformationsmatrix
7;" = (t;j) gegeben durch die Bedingungen

T=ty (12—t +1) + b1 (17 +3) +ta1 (1 + 1),
t=ty (12—t 4+ 1)+t (17 +3) + tap (1 + 1),
12 =ty (17—t +1) + by (1% +3) + ta3 (1 + 1),

was durch Koeffizientenvergleich als lineares Gleichungssystem mit drei rechten Seiten

1 3 ty bt bs 1 00
-1 0 1 t21 tzz t23 = |0 1 0
1 131 1t32 133 0 0 1

1 1 3
gB -1 -1 -2
By

1 2 3

29Wir verwenden die Konvention, dass wir zumindest anfanglich die ,alte” Basis in blau und die ,neue® Basis in rot
kennzeichnen.
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Zur Probe rechnen wir Beispiel 19.2 nach, in dem wir das Polynom 7 t? — 3t + 5 mit dem bekannten
5 « .. « . .
Koordinatenvektor x = ( —73) bzgl. der ,alten” Basis in der ,neuen” Basis dargestellt hatten. Fiir den

yneuen” Koordinatenvektor gilt

-1 1 3 5 13
x=T"x=|1 -1 -2|[-3]|=|-6],
By
-1 2 3 7 10
vgl. Beispiel 19.2. A

Das folgende Resultat beantwortet insbesondere die Frage (1).

Lemma 20.3 (Eigenschaften von Transformationsmatrizen).
Es seien (K, +,-) ein Korper und (V, +,-) ein Vektorraum tber K mit dim(V) = n € Nj. Es seien

By = (vy,...,0,) und By = (0y,...,0,) zwei Basen von V. Dann gilt:

(i) Ist x € K™ der Koordinatenvektor eines Vektors v € V bzgl. der Basis By, dann ist x = ‘7Z§Bvx der
14

Koordinatenvektor von v bzgl. der Basis By 3°

B . :
(ii) Die Transformationsmatrix 7; V' e K™ ist invertierbar.
\%4

-1 B
(iii) (‘7;3/‘/) =75,

By

(iv) Die von der Matrix 7}'§B" induzierte lineare Abbildung K" — K" ist <I>§1 o <I>B € Aut(K™).
\4 |4 |4

Beweis. Aussage (i): Es gilt

v= Z Xj0;j nach Voraussetzung

n n
= Z X; Z tijo;  mnach (20.2)
=1 =

= Z Z(ti jxj) v; wegen Distributivitat und Kommutativitat im Kérper K.
i=1 j=1
———
Koeffizient X; bzgl. der Basis By = (3, ..., On)

Nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts (Bemerkung 15.9) gilt also x = T;Vx.

\4

Aussage (ii): Die Invertierbarkeit von TBV folgt aus Satz 19.12, da T die Darstellungsmatrix des
By
bijektiven Homomorphismus idy: V — V ist.

39Beachte das Muster x = ‘7§Bvx mit alter und neuer Basis und zugehérigen Koordinatenvektoren.
\4
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-1

Aussage (iii): Die Eigenschaft (‘%BV) = ‘7;%" folgt ebenfalls aus Satz 19.12, denn es gilt

\%4

7;‘5;" = Mg“: (idy) nach Definition von Transformationsmatrizen
= Mg“; ((idy)™Y)  idy ist selbstinvers

= (Mgv (idv))_1 nach Satz 19.12, (19.10)
14

-1 .. . .
= (‘%BV) nach Definition von Transformationsmatrizen.
\%4

Aussage (iv): Mit A = ‘%BV ist folgendes Diagramm kommutativ (vgl. Satz 19.7):
\4

idy
VeV
o7t
By l <I>BV
Kn n
fa
Also ist
fa=0l cidyo® =0 od
By By By By
-
,neue” Koordinaten «+ Vektor ~ Vektor « ,alte“ Koordinaten
die von A induzierte Abbildung K" — K". O

Folgerung 20.4 (Eigenschaften von Transformationsmatrizen in K™).

Im Fall V = K" kénnen wir die Basen By = (vy,...,0,) und By = (01, ...,0,) als Matrizen

| | | |
By=|o, -+ v,| und By=|o, - 0,

in K™ auffassen. Dann gilt

7:BV = (Ev)_le. (20.3)
By
Ist insbesondere eine der Basen die Standardbasis (e, .. ., e,), so gilt
B _ (e,enen) _ (H 1
7?6:’...,6,1) =By bzw. 7;;\/1 - (BV) : (20.4)

Beweis. In diesem Fall gilt fB_V1 =&, und fE_ = CIJE (Quizfrage 20.1: Warum?), also konnen wir das
\4 \%4
Diagramm aus dem Beweis von Lemma 20.3 schreiben als
idgn
Kn Kn

-1 _p-1 _
(I)BV _févl TCDBV _fBV

n n
K<—fA K
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Wir erhalten
fa= ,;/ odp  mnach Lemma 20.3 (iv)

= f}§_v1 © fa, denn fp, = @ und fg = oz
= f(EV)*l o fg, mnachLemma 17.9
= f(EV)—lBV nach Lemma 17.9.
Weil f4 die Matrix A eindeutig festlegt (nochmal Lemma 17.9), folgt ‘7';/" =A= (]’3\‘/)_1 By, also (20.3).

Die Spezialfalle (20.4) gelten, weil die zur Standardbasis gehorige Matrix By bzw. By die Einheitsmatrix
ist. O

Beispiel 20.5 (Transformationsmatrizen in K™).
Wir wollen im Raum V = R? iiber dem Kérper R die Transformationsmatrix 7%V von der Basis

By
By =((7!), (1)) zur Basis By = (( %), (;)) finden. Nach (20.3) gilt
-1
By |2 1 -1 1 |1 1||-1 1f |0 2
71%‘[—1—1] [11_—1—211_—1—3' a
§ 20.1 TRANSFORMATION DER DARSTELLUNGSMATRIZEN VON HOMOMORPHISMEN

Wir kommen nun zur Frage (2).

Satz 20.6 (Transformation der Darstellungsmatrix eines Homomorphismus beim Wechsel der Basen).

Es seien (K, +, -) ein Kérper und (V, +, -), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K. Wei-
ter seien By und By Basen von V sowie By und By, Basen von W. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix
eines Homomorphismus f: V — W:3!

MY () =T Myy () Ty (205)

w

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung

T = 7}58‘/ Ubergang von By nach By,
|4
alsoT™! = ‘7;313‘/ Ubergang von By nach By,
A= Mg:v (f) .alte® Darstellungsmatrix von f,
S = ‘7’; w Ubergang von By, nach B,
w

A= Mgv (f) ,neue” Darstellungsmatrix von f.
v

Wir betrachten das Diagramm

3'Die Farben deuten wieder den Ubergang von den ,alten” Basen zu den ,neuen” Basen an.
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K" A Km
N /
4 KN
—p-1 f v “1_gp-1
e R AN e
&y V\oj
~ [}
&
K" go - & Km
A

Das obere und das untere Trapez sind kommutativ nach Satz 19.7. Das linke Dreieck und das rechte
Dreieck sind kommutativ nach Lemma 20.3. Damit kommutiert auch das dufere Rechteck, d. h., es gilt

fi=tsofa ofT_l =fs ofa o fr1 = fsar
Das heifit nach Lemma 17.9 aber gerade
A=SAT™, (20.6)

also die Behauptung (20.5). O

Beispiel 20.7 (Transformation der Darstellungsmatrix eines Homomorphismus beim Wechsel der
Basen).
Wir betrachten die Abbildung f4: R?* — R3, die durch die Matrix

1
A=13
5

[© NN WS

induziert ist. Das heifSt, A ist die Darstellungsmatrix M (enez) ) (fa) bzgl. der Standardbasen in R* und R®.

(er,ez,e

Wir wollen die Darstellungsmatrix in die neuen Basen EV = (( " ), (%)) und I,S\W = (( i ), ( (1) ), ( (%) ))

umrechnen, also -
A=ME(f)) =SAT™!
Bw

bestimmen. Es gilt

(ene2) 1 1
und »
N B 1 -1
5 - 1
S:= 7:(81’52’63):[7% ={1 0 1] == -1 1
Bw (evez.e3) 2
0 1 1 -1 1 1

Wir erhalten also die transfomierte Darstellungsmatrix bzgl. der neuen Basen gemif (20.5)
1 -1]|1 2 1 -1
-~ 1 -1 1 1
A:SAT‘I:E 1 -1 1|3 4[1 1}:51 7. A
-1 1 5 6 1 15

Definition 20.8 (Aquivalenztransformation, 4quivalente Matrizen).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und n, m € Ny. Zwei Matrizen A, A € K™™ heiflen aquivalent (englisch:
equivalent), wenn es invertierbare Matrizen S € K" und T € K™ ™ gibt, sodass gilt:

A=SAT™" (20.7)
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Der Ubergang von A zu SAT™, also die Multiplikation von links und von rechts mit invertierbaren
Matrizen, heift auch eine Aquivalenztransformation (englisch: equivalence transformation) von A.
A

Beachte: Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™,

Satz 20.9 (iiber d4quivalente Matrizen).

Es seien (K, +, -) ein Korper, n,m € Ny und A,E e K™™m Weiter seien V und W zwei Vektorriume
iiber K mit dim(V) = m und dim(W) = n und By eine Basis von V, By, eine Basis von W und
f:V — W ein Homomorphismus und A = MEL’V (f).%” Dann sind dquivalent:

(i) Aund A sind aquivalente Matrizen.
(ii) A ist die Darstellungsmatrix von f bzgl. geeigneter Basen By und Byy.

(iii) Es gilt Rang(A) = Rang(A).

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei A dquivalent zu A, d. h., es existieren invertierbare Matrizen
S € K™ und T € K™™, sodass A = S AT ! gilt. Wir kénnen T~! als Transformationsmatrix eines

. _ B . . . .
Basiswechsels 77! = 7;3‘/" auffassen, indem wir die ,neue” Basis von V durch

m
v, =Z[T71]ij0i firj=1...,m

i=1
definieren, vgl. (20.2). Ebenso konnen wir S als Transformationsmatrix eines Basiswechsels S = 7% w
w

auffassen, indem wir die ,neue” Basis von W durch

n

1,’{;]-=Z[5_1],-jw,- fﬁrj:L...,n

i=1

definieren. Wir sehen jetzt

fi=Ffsar nach Voraussetzung
= fso fao fr- nach Lemma 17.9
=fso (I)l;iv ofody o fr nach Satz 19.7
= (1)21 o <I> o <I> ofo (ID o® ! od. nachLemma 20.3
By By By
= ¢’A ofo CDA .

Das bedeutet wiederum nach Satz 19.7 aber, dass A die Darstellungsmatrix von f bzgl. der ,neuen”
Basen V und W ist.

Aussage (ii) = Aussage (i): Das folgt sofort aus Satz 20.6.

Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei A aquwalent zu A, d. h., es existieren invertierbare Matrizen
Se K™ und T € K™™ sodass A =S AT gilt. Nach Folgerung 15.41 gilt Rang(A) = Rang(A).

32Diese Voraussetzung ist nicht einschrinkend. Zu einer gegebenen Matrix A kénnen wir immer V = K, W = K", By und
Byy als die Standardbasisen und f = f4 wihlen.
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Aussage (iii) = Aussage (i): Wir betrachten f4: K™ — K". Nach Satz 19.9 gilt Rang(f4) = Rang(A).
Gemaif3 Beispiel 19.4 konnen wir eine Basis B von K™ und eine Basis C von K" finden, sodass

I,

00 = Mg (fa)

_ q(en., n) Ag(enenem) B
_72’61 ‘ Mel . (fA)(izel,...,em)

(e1,....en)

(e1,...em)
N— [
=S =T-1
=SAT™!

mit invertierbaren Matrizen S € K™ und T € K™ ™ gilt. Dasselbe Argument kénnen wir fiir f5

verwenden, um zu zeigen, dass es Matrizen S und T gibt, sodass

I SN
|0 _sar
00

A=(STTS)A(T'T).

gilt. Zusammen also:

Da die Produkte S!S und T~'T wieder invertierbare Matrizen sind, folgt die Aquivalenz von A
und A. O

Bemerkung 20.10 (iiber d4quivalente Matrizen).
Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +,-), (W, +, -) zwei endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K mit
dim(V) = m und dim(W) = n. Der Satz 20.9 bedeutet, folgendes Diagramm kommutiert:

By
Bw nxm
Hom(V, W) isomorph K
| I

bijektiv
Hom(V, W)/ ~Rang ~ g Kmm ~Rang
M \4

By

Dabei ist auf der linken Seite des Diagramms ~rang die Aquivalenzrelation ,gleicher Rang“ auf
Hom(V, W) mit den Aquivalenzklassen

[f] = {g € Hom(V, W) | Rang(g) = Rang(f)}.
Weiter ist Hom(V, W) / ~gang die zugehorige Faktormenge (Menge aller Aquivalenzklassen) und 7 die
kanonische Surjektion f +— [f]. (Quizfrage 20.2: Wieviele Aquivalenzklassen gibt es?)
Auf der rechten Seite des Diagramms ist ~rang die Aquivalenzrelation ,gleicher Rang“ auf K™™ mit
den Aquivalenzklassen
[A] := {A € K™™ | Rang(A) = Rang(A)}
= {A e K™ |A\ist dquivalent zu A}
={SAT'|S € K" und T € K™™ sind invertierbar}.
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Weiter ist K"*™ / ~pqpn, die zugehorige Faktormenge und 7 die kanonische Surjektion A - [A].

Nach Satz 20.9 bildet Mgz’v eine gesamte Aquivalenzklasse von Hom(V, W) auf eine Aquivalenzklasse
von K™™ ab, und verschiedene Aquivalenzklassen von Hom(V, W) auf verschiedene Aquivalenzklas-
sen von K™*". Allerdings sind die Aquivalenzklassen hier (bis auf die fiir Rang 0) keine Unterrdume,
[f] — [A] kann also keine lineare Zuordnung sein. Stattdessen ist jede Aquivalenzklasse [f] von
Hom(V, W) eine sogenannte glatte Mannigfaltigkeit (englisch: smooth manifold).3? Ebenso ist
jede Aquivalenzklasse [A] von K™*™ eine glatte Mannigfaltigkeit, und die Abbildung Mg;’v ist ein
Diffeomorphismus zwischen [f] und [A] mit Rang(f) = Rang(A). A

Folgerung 20.11 (Normalform der Darstellungsmatrix eines Homomorphismus).

Es seien (K, +,-) ein Korper, n,m € Ny und A € K™ mit Rang(A) = r. Dann existieren regulire
Matrizen S € K" und T € K"™*™, sodass gilt:

r

SAT'= e K™, (20.8)

Beweis. Dieses Resultat wurde beim Beweis von Satz 20.9 Aussage (iii) = Aussage (i) gezeigt; siehe
auch Beispiel 19.4. O

Wir nennen die zu A dquivalente Matrix (20.8) die Rang-Normalform (englisch: rank normal form)
von A. Sie ist eindeutig bestimmt. Eine Matrix in Rang-Normalform kann als natiirlicher Reprasentant
ihrer Aquivalenzklasse bzgl. der Aquivalenzrelation ,gleicher Rang” angesehen werden. Damit haben
wir fiir allgemeine Homomorphismen auch die Frage (3) beantwortet.

Ende der Vorlesung 28

§ 20.2 TRANSFORMATION DER DARSTELLUNGSMATRIZEN VON ENDOMORPHISMEN

In § 19.4 hatten wir gesehen, dass es sinnvoll ist, bei der Darstellung von Endomorphismen f: V — V
eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V durch Darstellungsmatrizen im Definitions- und im
Zielraum zweimal dieselbe Basis By zu verwenden. (Quizfrage 20.3: Was war nochmal der Grund

dafiir?)

Analog zum Transformationssatz fiir Darstellungsmatrizen von Homomorphismen 20.6 erhalten wir
also als Sonderfall folgende Variante fiir Endomorphismen:

Satz 20.12 (Transformation der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus beim Wechsel der Basis).

Es seien (K, +, -) ein Korper und (V, +, -) ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K. Weiter seien
By und By Basen von V. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f: V — V:34

ME () = T2 ME () T (209)

|4

33Uber solche Strukturen erfahren Sie mehr in Vorlesungen iiber Differentialgeometrie.
34Die Farben deuten wieder den Ubergang von der ,alten” Basis zur ,neuen” Basis an.
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Das bedeutet, dass wir mit der Notation aus § 20.1

T = ‘TEBV Ubergang von By nach By,
14
alsoT™! = 7;3?/" Ubergang von By nach By,

A= Mg“: (f) alte Darstellungsmatrix von f,

A= Mg" (f) ,neue” Darstellungsmatrix von f,
\4

die Beziehung
A=TAT™! (20.10)

erhalten.

Definition 20.13 (Ahnlichkeitstransformation, dhnliche Matrizen).
Es seien (K, +, -) ein Kérper und n € Ny. Zwei Matrizen A, A € K"*" heiflen dhnlich (englisch: similar),
wenn es eine invertierbare Matrix T € K™*" gibt, sodass gilt:

A=TAT™ " (20.11)

Der Ubergang von A zu T AT}, also die Multiplikation von links und von rechts einmal mit einer
invertierbaren Matrix und einmal mit ihrer Inversen, heift auch eine Ahnlichkeitstransformation
(englisch: similarity transformation) von A. A

Beachte: Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K™*".

Analog zu Satz 20.9 halten wir fest:

Satz 20.14 (iiber dhnliche Matrizen, vgl. Satz 20.9).

Es seien (K, +,-) ein Korper, n € Ny und A,Z € K™" Weiter sei V ein Vektorraum iiber K mit
dim(V) = nund By eine Basis von V, f: V' — V ein Endomorphismus und A = Mg“: (f).% Dann sind
aquivalent:

(i) Aund A sind dhnliche Matrizen.

(i) A ist die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer geeigneten Basis By.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Der Beweis ist ein Spezialfall des entsprechenden Beweisschrittes
von Satz 20.9.

Aussage (ii) = Aussage (i): Das folgt sofort aus Satz 20.12. |

Es stellt sich an dieser Stelle allerdings die Frage, ob wir nicht zusétzlich zu der relativ offensichtlichen
Aussage von Satz 20.14 noch eine vergleichbar einfache Charakterisierung der Ahnlichkeit zweier
Matrizen finden kénnen, wie es mit der Ranggleichheit bei der Aquivalenz in Satz 20.9 der Fall war. Es
stellt sich allerdings heraus, dass es bei der Ahnlichkeit von Matrizen auf sehr viel komplexere Struktur
des dargestellten Endomorphismus ankommt, als das beim Rang einer Matrix bzw. dem Rang des
dargestellten Homomorphismus der Fall war. Auch die Frage (3) nach einer geeigneten Basis, bzgl. der
die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus eine moglichst einfache Gestalt hat, also ein Analogon

3%5Djese Voraussetzung ist nicht einschriankend. Zu einer gegebenen Matrix A konnen wir immer V = K", By als die
Standardbasis und f = f4 wahlen.
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zu Folgerung 20.11, ist fiir uns noch offen. Da diese Frage eng mit der Charakterisierung der Ahnlichkeit
zusammenhéngt, ist auch hier die Beantwortung deutlich schwieriger als bei der Rang-Normalform
von Homomorphismen. Ein weiterer Hinweis darauf wird durch die Tatsache gegeben, dass wir zur
Herstellung einer wie auch immer gearteten einfachen Form der Darstellungsmatrix jetzt nur noch
eine Basis, also nur noch eine Transformationsmatrix zur Verfiigung haben, um T A T~! in méglichst
einfache Form zu bringen.

Wir werden die gerade gestellten Fragen erst im zweiten Teil der Vorlesung vollstindig beantworten
konnen. Wir wollen hier jedoch schon einige Uberlegungen dazu anstellen und kénnen zumindest
fir eine Teilmenge von Matrizen bereits jetzt eine Charakterisierung der Ahnlichkeit erreichen. Dazu
fithren wir zunéchst einen neuen Begriff ein.

Definition 20.15 (invarianter Unterraum eines Endomorphismus bzw. einer Matrix).

(i) Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+,-) ein Vektorraum tiber K. Weiter sei f: V. — V ein
Endomorphismus. Ein Unterraum U C V heifit ein f-invarianter Unterraum (englisch: f-
invariant subspace), wenn gilt:

fU) cU. (20.12)

(ii) Esseien (K, +,-) ein Korper und A € K™*" eine Matrix mit n € Ny. Ein Unterraum U C K" heif3t
ein A-invarianter Unterraum, wenn gilt:36

fa(U) cU. (20.13)
A

Vektoren u in einem f-invarianten Unterraum U haben also die Eigenschaft, dass sie durch f wieder
auf einen Vektor f(u) € U abgebildet werden (auch bei wiederholter Anwendung von f).

Beispiel 20.16 (invarianter Unterraum eines Endomorphismus).
(i) In jedem Vektorraum V sind die trivialen Unterrdume {0} und V invariante Unterrdume fiir
jeden Endomorphismus f: V — V.

(ii) Die Spiegelungsabbildung an einer Achse in R? aus Beispiel 17.8 hat zwei verschiedene eindi-
mensionale invariante Unterrdume, wie wir uns grafisch iiberlegen konnen:

[p) X2

fo) =0

X1

f(v2)

Der Vektor v; = (Cos(a) ) wird durch das Matrix-Vektor-Produkt mit der Darstellungsmatrix

sin(a@)
cos?(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a) | (cos(a)
2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a) sin(a))

_ (cos(a) [cos?(a) + sin?(a) ]
~ \2cos?(a) sin(a) + sin®(a) — cos?(a) sin(a) |~ \sin(a) [0052(0() + sinz((x)]

_ (cos(a)
B (sin(a) )

36Mit anderen Worten: {Ax |x € U} C U oder kurz: A- U C U.

cos®(a) — sin?(a) cos(a) + 2 cos(a) sin?(a)
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tatsichlich auf sich selbst abgebildet, wihrend fiir das Bild des Vektors v, = ( _Czlsrégf;) )
cos?(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a) | (- sin(a)
2cos(a) sin(a)  sin?(a) — cos?(a)| \ cos(a)
_ (sin(a)[cos?(a) + sin®(a)

h (cos(a) [cosz(a) + sinz(a)])

-2 cos(a) sin?(a) + sin?(a) cos(a) — cos®(a)

_ (sin(a)

~ \cos(a)
gilt, d. h., f(vs) = —v,. Die Unterrdume U; = (v1) und U, = (v,) sind also in der Tat zwei verschie-
dene eindimensionale invariante Unterrdume der Spiegelungsabbildung (Quizfrage 20.4: klar?).

Wegen U; N U, = {0} gilt R? = U; ® Us. In diesem Beispiel kann also der gesamte Vektorraum als
direkte Summe invarianter Unterraume des Endomorphismus ,Spiegelung® geschrieben werden.

_ (— cos?(a) sin(a) + sin®(a) + 2 cos?(a) sin(a))

(iii) Fir die Ableitungsabbildung als Endomorphismus f: K[t] — K[t] (Beispiel 18.10) sind die
invarianten Unterraume genau die Unterraume von der Form (1, ¢, £%, ..., t*) = K [¢t] fiir k € N,
bzw. der Nullraum. (Quizfrage 20.5: Warum?) Wenn wir die Ableitungsabbildung einschrénken
auf den Polynomraum vom Hochstgrad n € Ny, also f: K, [t] — K, [t], dann sind die invarianten
Unterrdume noch immer genau die Unterrdume der Form K [¢] fir k € Ny bzw. der Nullraum.
In diesem Beispiel ist also keine Zerlegung des Vektorraumes K, [t] in eine direkte Summe
verschiedener invarianter Unterrdume moglich. A

Wenn wir fiir den Moment annehmen, dass f: V — V ein Endomorphismus auf einem Vektorraum V
mit dim(V) = n > 2 ist und U ein nicht-trivialer f-invarianter Unterraum, d. h., dim(U) = k mit
1 < k < n -1, dann kénnen wir eine Basis der Form

By = (01, .., 0k, Uty - - > Up)
Basisvon U Basis eines zu U komplementaren Unterraumes W

verwenden, also V = U & W zerlegen. Bzgl. dieser Basis hat die Darstellungsmatrix von f die Gestalt

k n—k
Aq | Az |k
MO =10 a1

mit den angegebenen Dimensionen der Blocke. An der Struktur der Matrix sieht man sehr schon, dass
f auf dem Unterraum U ,isoliert” wirkt, dass also die Einschrankung f |g definiert ist.

Ist zusétzlich auch der zu U komplementire Unterraum W ein f-invarianter Unterraum, gilt also
f(W) € W, dann ist die Darstellungsmatrix von f eine Blockdiagonalmatrix (englisch: block
diagonal matrix)

k n—k
A 0 [«
M D =15 Ta

Hier wirkt also f nun in beiden Unterraumen ,isoliert®, sodass auch die Einschrankung f |w definiert
ist.

Diese Uberlegungen gelten auch fiir Zerlegungen des Raumes V in direkte Summen von mehr als zwei
Unterraumen. Es geht also bei der Aufgabe, eine moglichst einfache Gestalt der Darstellungsmatrix
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eines Endomorphismus f: V. — V zu finden, darum, méglichst niedrig-dimensionale, paarweise
verschiedene f-invariante Unterraume von V zu finden, deren direkte Summe den ganzen Raum V
ergibt. Der triviale Fall, als einzigen f-invarianten Unterraum V selbst zu nutzen, ist immer moglich,
manchmal nicht vermeidbar, bringt aber keine strukturelle Einsicht.

Satz 20.17 (Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus).
Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+, ) ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei
f:V — V ein Endomorphismus und L € Ny. Dann sind dquivalent:

(i) Es existieren f-invariante Unterraume U, ..., U; der Dimensionen dim(U;) = n; € Ny, sodass
gilt:
V=U®---8U. (20.14)

(ii) Es existiert eine Basis By von V, sodass die Darstellungsmatrix von f die Blockdiagonalgestalt

o oo om
All n
Azz n,

Mg;(f) = : (20.15)
AL

besitzt, wobei fiir die Blocke Aj; € K>, j=1,...,L gilt.

Beachte: Wie gesagt, der Fall L = 1 mit U; = V ist immer moglich, bringt aber keine strukturelle
Einsicht, da der einzige Block Aj; in (20.15) die gesamte Matrix ist.

Beweis. O

Beispiel 20.18 (Blockdiagonalgestalt der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus).
Das Beispiel der Spiegelungsabbildung aus Beispiel 20.16 in V = R? zeigt, dass es Endomorphismen
gibt, die die in Satz 20.17 beschriebene Darstellung in Form einer Blockdiagonalmatrix zulassen, die

nicht nur aus einem grof3en Block besteht. Beziiglich der Basis By = (( cos() ), ( ~sin(a) )) erhalten

sin(a) cos(a)
wir fiir die Spiegelungsabbildung die diagonale Darstellungsmatrix (mit Blocken der minimalen Gréf3e
np=ny; =1)

ME () = [(1) _01} A

Wir gehen dem in Beispiel 20.18 beobachteten bestméglichen Fall, in dem die Darstellung eines
Endomorphismus in Form einer Diagonalmatrix moglich ist, weiter nach. Dieser Fall entspricht der
Zerlegung von V in die direkte Summe von L = N eindimensionalen Unterraumen, sodass die Blocke
in (20.15) alle die minimale Grofle 1 X 1 haben. Was bedeutet diese Situation fir die f-invarianten
Unterraume U;?

Da U; eindimensional ist, gibt es einen Vektor v; # 0, sodass U; = (v;) gilt. Da f(U;) € U; gilt, muss
f(v;) ein Vielfaches von v; sein. Das fiihrt uns zu folgender Definition:

Definition 20.19 (Eigenwert, Eigenvektor eines Endomorphismus bzw. einer Matrix).
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(i) Es seien (K, +,-) ein Korper und (V, +,-) ein Vektorraum iiber K. Weiter sei f: V — V ein
Endomorphismus. Ein Vektor v € V' \ {0} heif3t ein Eigenvektor (englisch: eigenvector) zum
Eigenwert A € K des Endomorphismus f (englisch: eigenvalue), wenn gilt:

f(v) =20 (20.16)

In diesem Fall heift (1,0) € K x (V' \ {0}) auch ein Eigenpaar des Endomorphismus f
(englisch: eigenpair).

(ii) Es seien (K, +,-) ein Korper und A € K™*" eine Matrix mit n € Ny. Ein Vektor x € K™ \ {0}
heif3t ein Eigenvektor zum Eigenwert A € K der Matrix A, wenn gilt:

Ax=Ax. (20.17)

In diesem Fall heifit (A, x) € K X (K" \ {0}) auch ein Eigenpaar der Matrix A. A

Beachte: Die Eigenpaare einer Matrix A € K™*" sind per Definition genau die Eigenpaare des von A
induzierten Endomorphismus f4: K" — K".

Beachte: Die Sprechweise ,A € K ist ein Eigenwert des Endomorphismus f: V. — V*“ bedeutet,
dass es ein v € V \ {0} gibt, sodass f(v) = Ao gilt. Analog bedeutet ,A € K ist ein Eigenwert der
Matrix A € K™", dass es ein x € K" \ {0} gibt, sodass Ax = Ao gilt"

Lemma 20.20 (Eigenpaare von Endomorphismen und ihrer Darstellungsmatrizen).

Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+,-) ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei
f:V — V ein Endomorphismus und A = Mgg (f) € K™ seine Darstellungsmatrix bzgl. einer
beliebigen Basis By von V. Dann sind dquivalent:

(i) A € K ist ein Eigenwert von f.
(ii) A € K ist ein Eigenwert von A.
Weiter gilt:

(iii) Ist v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A von f, so ist x = ®;! (v) ein Eigenvektor zum
14
Eigenwert A von A.

(iv) Ist x € K" ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A, so istv = @ (x) ein Eigenvektor zum
Eigenwert A von f.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii) und Aussage (iii): Es sei (4,0) € K X (V \ {0}) ein Eigenpaar
von f und x = @B‘lz (v), also auch v = Py, (x). Dann gilt

Ax = fa(x) nach Definition von fj
= ((I)g‘ll o fo®g )(x) nachSatz19.7
= 05! (f (®g, (1)) nach Definition der Komposition

v
= g, (f(0)) wegen v = &y (x)

= CIJB‘l/ (Ao) wegen f(v) = Av

=A (bg‘lz (v) wegen der Linearitat von @1_3‘1,
=Ax wegen x = <I>§‘1/ (0).
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Das zeigt: (A, x) € K X (K™ \ {0}) ist ein Eigenpaar von A.
Aussage (ii) = Aussage (i) und Aussage (iv): Es sei (4,x) € K X (K™ \ {0}) ein Eigenpaar von A und

v =g (x),alsoauchx = <I>l_3‘1/ (v). Dann gilt

fo) = (‘DBV ofso @g‘l/)(v) nach Satz 19.7
=y, ( fA((I)g‘ll (0))) nach Definition der Komposition

=y, (fa(x)) wegen x = @g‘l/ (v)
=&y, (Ax) nach Definition von fy
=&y (Ax) wegen Ax = Ax
=A®p (x) wegen der Linearitét von &p
=Av wegen o = &y (x).
Das zeigt: (A,0) € K x (V' \ {0}) ist ein Eigenpaar von f. m]

Folgerung 20.21 (dhnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte).
Es seien (K, +,-) ein Korper, n € Ny und A, A € K. Wenn A und A dhnlich sind, dann besitzen sie
genau dieselben Eigenwerte.

Beweis. Nach Satz 20.14 kénnen A und A als Darstellungsmatrizen desselben Endomorphismus f: V —
V in einem Vektorraum V mit dim(V) = n angesehen werden. Nach Lemma 20.20 sind daher die
Eigenwerte von A und auch die Eigenwerte von A identisch mit den Eigenwerten von f. o

Beachte: Die Umkehrung von Folgerung 20.21 gilt nicht! Zwei Matrizen A A € K™ _die dieselben
Eigenwerte besitzen, sind also nicht notwendigerweise dhnlich zueinander.

Beispiel 20.22 (nicht-dhnliche Matrizen mit gleichen Eigenwerten).

Die Matrizen
_ 1 O "‘_ 1 1 . 2%2
A—[O 1] und A_[O 1} inR

besitzen beide genau die Eigenwerte A; = 1und A, = 1, sie sind aber nicht dhnlich zueinander, denn
der Ansatz A =T AT 'bzw. AT = T A mit einer Matrix T fithrt auf

1 1| |tn the _|tn he 1 0
0 1| [tar ta2| |[ta1 ta2| |0 1

_ ly  tg
ta ta|’

was notwendigerweise tp; = tp; = 0 ergibt. Damit hat T aber eine Nullzeile und ist nicht invertierbar. A

oder ausgeschrieben
Iy +1a fp+ i
21 9%,

Wir kommen zuriick zu der in Beispiel 20.18 beobachteten Situation, in der zu einem Endomorphismus
(der Spiegelungsabbildung auf R?) eine diagonale Darstellungsmatrix existierte.

Definition 20.23 (diagonalisierbarer Endomorphismus, diagonalisierbare Matrix).
Es seien (K, +, -) ein Korper und n € Ny.
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(i) Ein Endomorphismus f: V — V eines Vektorraumes iiber K mit dim(V) = n heifit diagonali-
sierbar (englisch: diagonalizable), wenn es f-invariante Unterrdume Uy, . . ., U, der Dimension 1
gibt, sodass V =U; @ - -- @ U, gilt.

(ii) Eine Matrix A € K™ heif}t diagonalisierbar (englisch: diagonalizable), wenn sie zu einer
Diagonalmatrix dhnlich ist. A

Den Zusammenhang zwischen der Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus und seinen Darstel-
lungsmatrizen stellt der folgende Satz her:

Satz 20.24 (Diagonalisierbarkeit (der Darstellungsmatrix) eines Endomorphismus).

Es seien (K, +,-) ein Korper und (V,+,-) ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N,. Weiter sei
f:V — V ein Endomorphismus und A = ng (f) € K™ seine Darstellungsmatrix bzgl. einer
beliebigen Basis By von V. Dann sind dquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar.

(i) V besitzt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren von f besteht.
(iii) A ist diagonalisierbar.
(iv) K" besitzt eine Basis, die nur aus Eigenvektoren von A besteht.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (iii): Es sei f diagonalisierbar, also gibt es eine Zerlegung V =
U & - ® U, mit f-invarianten Unterraumen. Nach Satz 20.17 gibt es also eine Basis By, sodass die

Darstellungsmatrix A= Mgv (f) eine Diagonalmatrix ist. Da A und A denselben Endomorphismus f
14

darstellen, ist A nach Satz 20.17 dhnlich zur Diagonalmatrix A: d.h., A ist diagonalisierbar.

Aussage (iii) = Aussage (iv): Es sei A diagonalisierbar, also existiert eine invertierbare Matrix T €
K™ sodass A =T AT ! eine Diagonalmatrix ist. Es gilt also

M
A= \ .
An
Wir setzen X := T~! und schreiben A = T AT = X AX™!. Wir zeigen, dass die Spalten xa1, .. ., Xon

von X Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A, von A sind, denn es gilt:

Axej = XAX 'x,,

=XAe i mit dem Standardbasisvektor e; € K"

=XAje; wegen der Diagonalstruktur von A

= A Xe;j aufgrund des Assoziativgesetzes (15.12)

= Aj X nach Definition der Matrix-Vektor-Multiplikation.

Da T invertierbar ist, ist auch X = T~! invertierbar. Die Spalten von X sind also linear unabhingig
(Satz 15.40). Das heif3t, K™ besitzt die Basis X1, . . ., Xon, aus Eigenvektoren von A. (Die Eigenwerte sind
gerade die Diagonaleintrage von A.)

Aussage (iv) = Aussage (ii): Es sei (xy, ..., X,) eine Basis von K" aus Eigenvektoren der Matrix A
zu den Eigenwerten A;,...,4, € K. Nach Lemma 20.20 ist dann v; = Dy, (xj) ein Eigenwert des
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Endomorphismus f zum Eigenwert A; fiir jedes j =1,...,n.Da @, : K" — V ein Isomorphismus ist,
bilden die Vektoren (v,...,v,) eine Basis von V (Satz 17.7).

Aussage (ii) = Aussage (i): Es sei By = (vy, .. .,0,) eine Basis von V aus lauter Eigenvektoren von f,
sagen wir f(v;) = A;v; fiir den zugehorigen Eigenwert A; € K. Wir definieren die eindimensionalen
Unterrdume U; := (v;), j = 1,...,n. Dann ist jedes U; f-invariant, denn es gilt

f(Uj) = f({vj)) nach Definition von U;
= (f(v;)) mnach Lemma 17.5
=(Ajvj) wegen f(v;) = A;0;
=A;(v;) wegen Satz 12.13 (lineare Hiille besteht aus Linearkombinationen)
=A; U; nach Definition von U;
cU;.

(Quizfrage 20.6: Warum steht hier C und nicht = ?) Weiter gilt nach Satz 14.16
V=) & (n) =@ & Uy

d.h., f ist diagonalisierbar. ]

Wie der Beweis von Satz 20.24 zeigt, sind es genau die diagonalisierbaren Endomorphismen, die bei
geeigneter Wahl der Basis (ndmlich einer Basis aus lauter Eigenvektoren) die denkbar einfachste Form
einer Darstellungsmatrix besitzen, ndmlich eine Diagonalmatrix. Bei dieser sind die Diagonaleintrage
gerade die Eigenwerte (die moglicherweise mehrfach auftreten). Zwei diagonalisierbare n X n-Matrizen
sind also genau dann dhnlich, wenn sie zur selben Diagonalmatrix dhnlich sind.

Wie bereits erwihnt, werden wir

« den allgemeineren Fall von Darstellungsmatrizen in Blockdiagonalgestalt, der eintritt, wenn V
als direkte Summe f-invarianter Unterraume darstellbar ist (Satz 20.17),

« sowie den ganz allgemeinen Fall fiir beliebige Endomorphismen

erst im zweiten Teil der Vorlesung untersuchen kénnen. Wir nehmen jedoch vorweg, dass auch dabei
Eigenwerte und Eigenvektoren von f eine wesentliche Rolle spielen.

Ende der Vorlesung 29

Ende der Woche 14

§ 21 DUALRAUME UND ADJUNGIERTE HOMOMORPHISMEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 5.4, Bosch, 2014, Kapitel 5.1, Fischer, Springborn, 2020, Kapi-
tel 7.1
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§ 211 DER DUALRAUM EINES VEKTORRAUMES

Definition 21.1 (Dualraum, Linearform).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K. Der Vektorraum

V* := Hom(V, K) (21.1)

der linearen Abbildungen V — K heif}t der Dualraum (englisch: dual space) von V. Die Elemente
von V* heiflen auch lineare Funktionale (englisch: linear functionals) oder Linearformen (englisch:
linear forms) auf V oder Covektoren (englisch: covectors). A

Linearformen sind also lineare Abbildungen eines Vektorraumes V in den zugrunde liegenden Skalar-
korper K, aufgefasst als 1-dimensionaler Vektorraum tiber sich selbst. Nach Satz 17.11 ist V* tatsachlich
ein Vektorraum. Der Nullvektor in V* ist die Nullabbildung, die wir auch als die Nullform (englisch:
zero form) auf V bezeichnen koénnen.

Beispiel 21.2 (Dualraum, Linearform).

(i) Die Projektion auf die i-te Koordinate (Beispiel 17.3)
m:K'"2xm—> x; €K

ist eine Linearform auf dem Standardvektorraum K" iiber dem Korper K.

(ii) Eine Auswertungsabbildung an irgendeinem Punkt « € K, definiert beispielsweise auf dem
Vektorraum K[t] der Polynome iiber einem Korper K, also

K[t] 2 p+— p(a) €K,

ist eine Linearform auf K[¢].
(iii) Die Grenzwert-Abbildung, definiert beispielsweise auf dem Vektorraum der konvergenten R-
wertigen Folgen (RV). (siehe Beispiel 17.3) nach R, also
lim: (R")e 3 (yi)iery, = lim (y1) €R,

ist eine Linearform auf (RY)...

(iv) Ist A € K™ eine Matrix, dann ist f4 : K® — K eine Linearform auf dem Standardvektorraum K"
tiber dem Korper K.

(v) Ist B= (vy,...,0,), n € Ny eine Basis des endlich-dimensionalen Vektorraumes V, so hat eine
Linearform v* € V* die Darstellungsmatrix

Mﬁ‘)’(u*) = [v*(vl) v*(vn)] e K*n,

Ab sofort werden wir typische Linearformen auf V mit v* bezeichnen.

Bemerkung 21.3 (zur Sprechweise).

(i) Ausgehend von einer Linearform v* € V* bezeichnen wir die Auswertung von 0*(v) fiir einen
Vektor v € V auch als das Einsetzen des Vektors v in die Linearform o*.

208 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(ii) Stellen wir dagegen den Vektor v € V in den Vordergrund, so bezeichnen wir die Auswertung
von v*(v) auch als die Anwendung der Linearform v* auf den Vektor . A

Bemerkung 21.4 (zur Bedeutung von Linearformen).

Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes, haben oft eine physikalische Bedeutung, z. B. Geschwin-
digkeit. Als solche tragen sie auch eine Dimension (im Sinne des internationalen Einheitensystems)
wie etwa ,Lénge geteilt durch Zeit* im Falle der Geschwindigkeit, die sich auch in den méglichen
Einheiten widerspiegelt wie ms™! oder kmh™2.

Wir konnen eine Linearform oder einen Covektor interpretieren als eine Art ,Maf}stab“ fiir Vektoren.
Eine Linearform auf dem Vektorraum V tragt gerade die reziproke Dimension der Vektoren in V. Wenn
beispielsweise die Elemente von V Geschwindigkeiten reprasentieren mit der Dimension ,Linge geteilt
durch Zeit®, dann haben die Elemente von V* die Dimension ,Zeit geteilt durch Lange®. Demzufolge
ist das Ergebnis der Auswertung v*(v) ein dimensionsloser Skalar. A

Bemerkung 21.5 (auch Vektoren ,sind” lineare Abbildungen).

Covektoren (Linearformen) sind genauso natiirliche Objekte wie Vektoren. Auch Vektoren konnen als
lineare Abbildungen aufgefasst werden. Jedem Vektor v € V entspricht dabei eine Abbildung

Kosam— aveV,

also ein Element von Hom(K, V), genauer: Durch diese Zuordnung ist ein Isomorphismus zwischen V'
und Hom(K, V') gegeben. Wir kénnen also Vektoren in V mit Elementen in Hom(K, V) identifizieren,
wihrend Covektoren Elemente von Hom(V, K) sind. A

Definition 21.6 (kanonische duale Paarung).

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K und V* sein Dualraum. Die Abbildung
¢, ): VXV 32 (0"0) > (0*,0) =0v"(v) €K (21.2)

heif3t die (kanonische) duale Paarung (englisch: (canonical) dual pairing) der Raume V*und V.37 A

Wenn wir die Rdume betonen wollen, schreiben wir auch (0™, v)y+y.

Die duale Paarung dient zunéchst nur dazu, die Lesbarkeit von Ausdriicken im Umgang mit Linearfor-
men zu erleichtern. Wir halten eine wichtige Eigenschaft fest:

Lemma 21.7 (die duale Paarung ist linear in beiden Argumenten).

Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K und V* sein Dualraum. Die duale Paarung (21.2) ist linear
in beiden Argumenten, d. h., fir v*, w* € V* und v, w € V sowie a, § € K gilt

(o™ + fw",0) =a(0*,0)+ f{(w",0) (21.3a)
@, av+ fw)=a@ ,0)+ ", w). (21.3b)

37In der Physik ist dafiir auch die Bra-Ket-Notation (englisch: bra-ket notation) tiblich. Dort schreibt man (v* | v) statt
(v*,v).
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Beweis. Es gilt

(av™ + fw",0) = (a0 + fw")(v) nach Definition von (-, -)
=av"(v) + fw"(v) nach Definition der Addition und S-Multiplikation
von Homomorphismen (Satz 17.11)

=a(v*,0) + f(w",0) mnach Definition von (-, -).

Die Gleichung (21.3b) folgt sofort aus der Linearitit von 0* € V* = Hom(V, K). |

Ist also B = (v;);es eine Basis von V und ist (@;);es eine Familie in K, dann gibt es genau eine lineare
Abbildung v* € V* mit der Eigenschaft v*(v;) = (v*,0;) = ; fir alle i € I.

Das fithrt auf folgende Variante von Satz 19.5:

Satz 21.8 (die Zuordnung zur Familie der Bilder ist ein Vektorraumisomorphismus).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Weiter sei B = (v;);¢; eine Basis von V. Die
Zuordnung

Ig: V¥ 30" > (0°,0;)ier € KT (21.4)

einer Linearform zur Familie der Bilder ist ein Isomorphismus von Vektorraumen.
Beachte: V* ist folglich isomorph zu K.

Beweis. Der Beweis folgt dem Aufbau von Satz 19.5.
Schritt 1: Wir zeigen zunéchst die Linearitéit von Ip.

Es seien dazu v*, w* € V* und ¢, § € K, dann gilt nach (21.3a)
(@v"+pw",v;) = a0, v;) + (W, v;),
also Ig(av* + fw*) = alg(v*) + B Ig(w").
Schritt 2: Wir zeigen: I ist injektiv.

Es sei dazu 0* € V* so, dass Iz(v*) = 0 € K! (die Nullfamilie) ergibt. Das heifit,
(0",0:) =0

giltfirallei = 1,..., m.Dao* durch diese Werte aber eindeutig festgelegt ist, kanno*: V. — K
nur die Nullabbildung sein, also der Nullvektor in V*. Daher gilt Kern(Ig) = {0}, und nach
Lemma 17.6 ist Ip injektiv.

Schritt 3: Wir zeigen: Ip ist surjektiv.
Es sei dazu ein beliebiges Element (a;);cr € K! gegeben. Nach Satz 17.7 gibt es (genau) einen

Homomorphismus 0*: V — K, der (v*,0;) = «; als Bilder hat, also Ig(v*) = (@;)ie;r- m]

Folgerung 21.9 (Dimension des Dualraumes).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K mit dim(V) = n € Ny. Dann gilt V = V* und
damit dim(V) = dim (V™).
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Beweis. Es sei B = (vy,...,0,) eine Basis von V. Aus Satz 21.8 folgt, dass

Ig: V' 30" > ((0",01),..., (0", 0n)) € kvl = g
ein Isomorphismus ist.3® Andererseits gilt nach Folgerung 18.2 K, = V, also auch V* = V, und damit
dim(V) = dim(V*) = n. m|
Beachte: Der hier konstruierte Isomorphismus zwischen V und V* hiangt von der gewahlten Basis B
in V ab. Es gibt insbesondere keinen kanonischen (natirlichen) Isomorphismus zwischen V und V*.

Quizfrage 21.1: Warum funktioniert der Beweis der Isomorphie von V und V* in Folgerung 21.9 nicht
auch fiir unendlich-dimensionale Vektorraume?

Der folgende Satz beantwortet die Frage, wie wir aus einer Basis eines endlich-dimensionalen Vektor-
raumes V eine Basis von V* erhalten kénnen.

Satz 21.10 (Basis des Dualraumes).

Es seien K ein Koérper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K mit Basis B = (vy, . . ., 0y),
n € Ny. Dann bilden die Linearformen v} € V* fiir i = 1,..., n, definiert durch die Bilder auf der Basis
(vls ceey Ufl)

1 imPFalli=j,
ol 0;) =6 = 21.
o) =021, im Fall i # j, 9
eine Basis von V*. Fiir die eindeutige Darstellung von v* € V* als Linearkombination von B* gilt:

n

v = Zn: 0" (v;) v} = Z (v*,v;) 0] (21.6)
i=1

7 e ——
i=

1
Koeffizient

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass die Linearformen v}, ..., v, eindeutig definiert sind, da wir
fiir jedes v die Bilder der Basisvektoren v;,...,0, angegeben haben, die nach Satz 17.7 die lineare
Abbildung o] € Hom(V, K) = V* eindeutig festlegen.

Schritt 1: Die Vektoren o}, ..., v, sind linear unabhéngig:

Es sei )i a; v] = Oy+ der Nullvektor in V*, also die Nullform. Durch Einsetzen von v; in
diese Linearkombination erhalten wir unter Benutzung von (21.3a)

n n
0= (0y~,0;) = <Zaiv;'k,0j> = Zai (v; ,0j) = aj,
F=) -
=5y

also sind alle Koeffizienten notwendigerweise gleich Null.
Schritt 2: Die Vektoren o7,. .., v, erzeugen den ganzen Raum V*:

Es sei dazu 0* € V* beliebig. Wir miissen zeigen, dass v* als Linearkombination, die dann
aufgrund von Schritt 1 eindeutig ist, von o7, . .. v, darstellbar ist. Dazu iiberpriifen wir die

Darstellung (21.6), also
n
U* = Z<U* s Ui> U:-<.
i=1

38Dass die Menge der Abbildungen [1,n]] — K in natiirlicher Weise bijektiv auf die Menge der Tupel (ki, ..., kn) € Kp
abgebildet werden kann, hatten wir in Bemerkung 6.33 schon verwenden. Offenbar ist diese Zuordnung auch linear.

https://tinyurl.com/scoop-la 211


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

Beide Seiten der Gleichung sind Elemente von V*. Wir zeigen, dass sie auf den Bildern der

Basisvektoren vy, . .., v, von V iibereinstimmen. In der Tat gilt
n n
<Z(U*,vi)0;‘,vj>=2(v*,vi) (0] ,05) = (0", 0;). O
i=1 i=1
Definition 21.11 (duale Basis).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit Basis B = (vy, .. ., 0y,), n € Ny. Die durch (21.5)

definierte Basis B* := (¢7,...,0;) von V* heif}t die zur Basis B duale Basis (englisch: dual basis). A

Beachte: Jeder Vektor o] der dualen Basis hangt von der Gesamtheit der Wahl der Basisvektoren
(vy, . . .,vp,) der Basis von V ab, nicht nur von v;, da die dualen Basisvektoren gemeinsam das System
(21.5) erfiillen miissen.

Beispiel 21.12 (duale Basis).
(i) Essei K ein Korper, n € Ny und B = (ey, . . ., e,) die Standardbasis von V = K" fiir n € Ny. Dann
besteht die zu B duale Basis B* aus den Projektionen auf die Koordinaten (Beispiel 21.2), also
B* = (m,...,m,), denn es gilt

(7, ej) = i-te Koordinate von e; = §;;

fur alle i, j = 1,...,n. Das heif3t also, wir erhalten die i-te Koordinate eines Vektors x € K",
indem wir das i-te Funktional der zur Standardbasis dualen Basis auf x anwenden.

(ii) Allgemeiner seien K ein Korper, V ein Vektorraum iiber K mit dim(V) = n € Nyp und B =
(01,...,vn) eine Basis von V. Ist B = (v},...,0};) die zu B duale Basis und x = ®;'(v) der
Koordinatenvektor (Satz 19.1) von v € V, dann gilt

xi=(v;,0)y firi=1...,n (21.7)
und damit
(0], 0)
x = @gl(v) = : . (21.8)
(0,,0)

Die Linearform v; aus der dualen Basis B* ermittelt also bei Anwendung auf den Vektor v € V
dessen i-te Koordinate bzgl. der Basis B von V. Wir nennen das Element v} der zu B dualen
Basis B* auch die i-te Koordinatenform (englisch: i-th coordinate form) der Basis B. Es gilt
also v} = m; o (1)1;1' A

Bemerkung 21.13 (Rolle der dualen Basis bei Darstellungsmatrizen).

Es seien V und W Vektorrdume tiber demselben Kérper K mit Basen By = (vy,...,0y) bzw. By =
(W1, ..., wp). Die Darstellungsmatrix A = Mg:v (f) eines Homomorphismus f: V' — W hatten wir so
eingefiihrt, dass sie spaltenweise die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren v; enthalt:

n

Vi) = a;iw; furallej=1,...,m,
f(j) Z j J

i=1
vgl. (19.3). Wir hatten aber keine Moglichkeit, einzelne Eintrage der Darstellungsmatrix A anzugeben.

Dies gelingt nun mit (21.7). Ist ndmlich By, = (wy,...,w;,) die zu By duale Basis, dann gilt

ajj = <Wi*,f(0j)>- (21.9)

A
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Bemerkung 21.14 (Dualrdume unendlich-dimensionaler Vektorraume).

In dem Fall, dass V unendlich-dimensional ist, erhalten wir mit der Konstruktion (21.5) keine Basis
des Dualraumes V*. Genauer: Es sei B = (v;);es eine Basis von V mit unendlicher Indexmenge I. Wir
definieren wie in (21.5) eine gleichméachtige Familie B* := (v]);cr an Elementen von V* durch
. 1 imPFalli=j,
(07, 0j) =dij = o
0 imFalli # j.
Dann ist B* zwar eine linear unabhéngige Familie in V*, aber kein Erzeugendensystem, denn die durch

(0" ,0;) =1 furalleiel

definierte Linearform kann nicht als (endliche!) Linearkombination von Elementen aus B* geschrieben
werden. A

Ende der Vorlesung 1

§ 21.2 DARSTELLUNG VON LINEARFORMEN

In diesem Abschnitt ist V endlich-dimensional mit dim(V) = n € Ny. So wie wir Vektoren v € V durch
ihre Koordinatenvektoren x € K" bzgl. einer gewiahlten Basis By = (vy, .. .,v,) darstellen, konnen wir
auch Linearformen bzgl. einer Basis im Dualraum darstellen. Wie sich gleich zeigen wird, bietet es
sich dazu an, die duale Basis By, = (v1,...,0,,) zu verwenden. Sind ndmlich

n n
v= E xjo; und 0" = E &v;
j=1 i=1

die Darstellungen von v € V und v* € V*, dann gilt

N
N
N
N
N

Wir notieren die Koordinatenvektoren von v bzw. von v* als

X1 §1
x=|:|eK" bzw. &=|:|eK"
Xn gn

Mit dieser Konvention gilt
n
(v*,0) = Z Eixj=Ex. (21.10)
Jj=1
Mit anderen Worten, wir wenden 0* € V* auf einen Vektor v € V an, indem wir das Matrix-Matrix-
Produkt ¢"x zwischen den Koordinatenvektoren ¢ € K,, = K" und x € K" = K"*! bestimmen.

Die Eintrage des Koordinatenvektoren eines Vektors bzw. einer Linearform erhalten wir iibrigens,
indem wir die Elemente der jeweils anderen Basis der Reihe nach einsetzen bzw. anwenden:
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Lemma 21.15 (Koordinatenvektoren von Vektoren und Linearformen).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K mit Basis By = (vy,...,0,), n € Ny. Weiter sei
By, = (0], ...,v,) die zu By duale Basis von V*.
(i) Fir den Koordinatenvektor x = (Dg‘l/ eines Vektors v € V gilt
xi = (v;,0), i=1...,n. (21.11)
(ii) Fir den Koordinatenvektor ¢ = (1)1;3 einer Linearform v* € V* gilt
14
&E=@" ), i=1...,n (21.12)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe 1I-1.3. O

Beispiel 21.16 (Darstellung von Linearformen).

(i)

(i1)

Im Vektorraum K, [t] der Polynome vom Hochstgrad n € N iiber dem Korper K betrachten
wir die Monombasis By = (vg, vy, ...,0,) = (1,1,...,t"). Die duale Basis By, = (05,05, ..,0p) ist
dann gegeben durch die Ableitungsoperatoren (vgl. Beispiel 17.8)

1d
¥ = ——(0
T dtl( )
mit Auswertung an der Stelle ¢ = 0, genauer:
. _1/do
(v;.0) = (35) (©

Wihlen wir im Fall n = 2 und K = Q beispielsweise das Polynom v = 2t*> — 3¢ + 1, dann
hat dieses den Koordinatenvektor x = ( —;3 ) Wir betrachten aulerdem als Beispiel die durch
(v*,v) =v(0) —v(2) gegebene Linearform, die also die Differenz der Werte der durch v gegebene

Polynomfunktion o an der Stelle t = 0 und ¢ = 2 verwendet.

Um die Koordinaten dieser Linearform in der Basis B}, zu erhalten, setzen wir geméf} (21.12) der
Reihe nach die Elemente der Basis By ein. Wir erhalten

=@, 1) =1-1=0
=@, 1) =0-2=-2
& =(0" "y =0—-4=—4.

Die gewihlte Linearform hat also bzgl. der Basis Bj, den Koordinatenvektor & = ( :02 )

Die Anwendung von v* auf v ergibt
T
(0*,0) = ETx = (:O ) (—13) =-2.

Im Vektorraum K" stimmen Vektoren mit ihren Koordinatenvektoren x iiberein, wenn wir die
Standardbasis wihlen. Eine Linearform in (K™)* kénnen wir durch ihren Koordinatenvektor &
bzgl. der dualen Basis darstellen. Da diese Zuordnung ein Isomorphismus ist (Satz 19.1), kdnnen
wir Linearformen auf K" auch direkt mit K" selbst identifizieren. Die duale Paarung ist dann
&x, siehe (21.10). A

214
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Das folgende Lemma klart, wie sich die duale Basis bei einem Basiswechsel verhalt.

Lemma 21.17 (Zusammenhang der Basiswechsel zwischen Basis und dualer Basis).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K mit dim(V) = n € Ny. Es seien By = (04, ..., 0y)
und By = (v,...,0,) zwei Basen von V. Weiter seien By~ = (v],...,0;) und By = (27,...,0;) die

jeweiligen dualen Basen. Ist

._ qBv _ By (.
T i= T = ME (idy)

14
die Transformationsmatrix des Basiswechsels von By nach By (Definition 20.1), dann ist

T = ‘TﬁBV* = Mgv (idy+) (21.13)

v

die Transformationsmatrix des Basiswechsels von By nach By-. Ist & € K" der Koordinatenvektor
der Linearform v* € V* bzgl. der Basis By, dann ist £ = T~"¢ der Koordinatenvektor von v* bzgl. der
Basis By+.39

Beweis. Mit der Transformationsmatrix T = 7}?3\3" des Basiswechsels von By nach By gilt
14

n
vj = E Lij Vi,
i=1

siehe (20.2). Die gesuchte Transformationsmatrix S = 7}'§BV* des Basiswechsels von By~ nach By erfiillt
Ve
analog

=

Wir betrachten nun
n n
(07 ,05) = <Z Skiﬁ,z tej5f>
k=1 =1

n n
= Z Z Ski trj{0r,vr)  wegen der Linearitat der dualen Paarung in beiden Argumenten

k=1 ¢=1
n —_ —
= Z Ski bk da By die zu By duale Basis ist und damit (v} ,v;) = S, gilt
k=1
= (S'T);; nach der Definition (15.9) der Matrix-Matrix-Multiplikation.

Andererseits ist By+ die zu By duale Basis, also muss (v} ,0;) = §;; gelten. Das heif3t, es gilt ST =1,
alsoS=T7".

Wie in Lemma 20.3 transfomiert sich der Koordinatenvektor ¢ wie folgt:
F=7Pvie=TT¢ 0
=75,

Diese Transformationsvorschrift kénnen wir uns auch aus (21.10) herleiten, denn diese Gleichung ist ja
unabhéngig davon, welche Basis und zugedrige duale Basis wir wahlen. Wir wissen also einerseits

(v*,0) = &x = ETJ?

und andererseits ¥ = T x, also muss ¢ = T~7¢ gelten.

39Vergleiche mit der Transformation von Koordinatenvektoren x = 7;ABVx =T x von Vektoren in V, sieche Lemma 20.3.
\4
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Bemerkung 21.18 (kovariante und kontravariante Transformationen).
Wir haben gesehen, dass beim Ubergang von By zu By mittels v; = }}7_, t;; 0;, also in der Form von alt

nach neu (Lemma 20.3)
n
v = Z(T_l)ij vi,
i=1

sich die Koordinatenvektoren eines Vektors v € V mit der zu T~! inversen Matrix transformieren,
namlich ¥ = T x bzw. in den einzelnen Koordinaten

n
Xj = ZTinj.
=1

Eine historische, aber immer noch verbreitete Sprechweise fiir diese Beobachtung ist, dass sich die Koor-
dinaten eines Vektors in V kontravariant (englisch: contravariant, lateinisch: contra- (Vorsilbe): gegen,
lateinisch: variare: verandern, verwandeln) transformieren im Vergleich mit der Transformation der
Basisvektoren von V.4°

Demgegeniiber transformieren sich die Koordinaten einer Linearform v* € V* wieder mit T~!, nimlich
n
3 -1
5= (T
i=1

Diese Transformationsweise bezeichnet man als kovariant (englisch: covariant, lateinisch: co- (Vorsil-
be): mit) im Vergleich mit der Transformation der Basisvektoren von V. A

§ 21.3 ANNIHILATOREN

Definition 21.19 ((Prd-)Annihilator).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K.

(i) Ist M C V, dann heifit

M° = {v* € V*| (v*,0) = 0 fiir alle v € M} (21.14)
={v* € V*|M C Kern(v")}

ﬂ {0}’ cVv*

veEM

der Annihilator von M (englisch: annihilator).4'

(ii) Ist F C V*, dann heif3t

OF := {v € V| (v*,0) = 0 fiir alle 0* € F} (21.15)
= m Kern(v*) C V
v*eF
der Pra-Annihilator von F (englisch: pre-annihilator).4* A

4°Die einfachste Auspriagung dieser Beobachtung ergibt sich, wenn etwa v; in der neuen Basis durch 01 = 2 01 ersetzt wird.
Dadurch muss fiir den Koordinatenvektor bzgl. der neuen Basis x; = %xl gelten.

4'Der Annihilator einer Menge M C V besteht also aus denjenigen Linearformen auf V, die auf der Menge M verschwinden,
also dort den Funktionswert 0 haben.

4?Der Pra-Annihilator einer Menge F C V* besteht also aus denjenigen Vektoren in V, auf denen alle f € F verschwinden.
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Wir geben zunéchst die (Pra-)Annihilatoren bestimmter Teilmengen von V und V* an, namlich die zu
den trivialen Unterrdumen.

Lemma 21.20 ((Pri-)Annihilatoren trivialer Unterrdume).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:
(D) {ov}’ =V~
(i) VO ={0y-}.
(iii) {0y} =V.

(i) °(V*) = {ov}.#

Beweis. Aussage (i): Jede Linearform v* € V* bildet 0y auf 0 € K ab (Lemma 17.5). Das bedeutet
{0v}* = {0 € V" | (0", 0y) = 0} = V"
Aussage (ii): Die Menge
VO ={o* e V*|(v*,0) = 0 furallev € V}
enthilt nach Definition nur die Nullform, also gilt V° = {0y-}.
Aussage (iii): Nach Definition ist

00y} = {v € V| (0*,0) = 0 fiiro* = 0y} = V.

Aussage (iv): Nach Definition ist
(V") ={v e V| {v*,0) = 0 fiir alle v* € V*}.

Nach Satz 17.7 Aussage (i) existiert fiir jedes v € V' \ {0y} eine Linearform v* € V* mit der Eigenschaft
v*(v) = 1. (Quizfrage 21.2: Klar?) Das bedeutet, dass jedes v € V \ {0y} nicht zu °(V*) gehoren
kann. Andererseits gehort 0y sicher zu °(V*), da 0*(0y) = 0 fiir alle v* € V* gilt. Das bedeutet aber
0 *

(V*) ={ov}. o

Die Annihilatoren der trivialen Unterraume aus Lemma 21.20 sind selbst wieder Unterraume. Das gilt
auch allgemein fiir die Annihilatoren beliebiger Mengen:

Lemma 21.21 ((Pra-)Annihilatoren sind Unterrdume).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt:
(i) Ist M C V, dann ist M° ein Unterraum von V*.

(ii) Ist F C V*, dann ist °F ein Unterraum von V.

43Dieses Resultat hiangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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Beweis. Aussage (i): Wir benutzen das Unterraumkriterium (Satz 12.8). Weil die Nullform 0y in M°
liegt, ist M® # 0. Sind nun v*, w* € M° und «, B € K, dann gilt

(0" +pw o) =a @ ,0)+f{W,0)=a0+50=0

fiir alle v € M, also gehort auch av* + fw* zu M°.

Aussage (ii): Der Beweis geht analog,. O

Beispiel 21.22 ((Pra-)Annihilatoren sind Unterrdume).

(i) Wir betrachten den Vektorraum V := R?*? der 2 x 2-Matrizen iiber dem Kérper R. Weiter sei
U := R2%2 C V der Unterraum der symmetrischen Matrizen, also

sym =
an a2
U =
az dz2

Der Annihilator U° besteht aus allen Linearformen v*: V — R, die auf U verschwinden. Das
sind gerade genau die Vielfachen von der durch v*(A) = ay; — ay; definierten Linearform v*, also

gilt

daypp —dx = 0} .

U = {v* € V*|0*(A) = a (a2 — az) fir ein & € R}.

(ii) Wir betrachten den Vektorraum V := R¥*3 der 3 x 3-Matrizen iiber dem Kérper R. Weiter sei
F C V* der Unterraum, der durch die Linearformen

Qi +az, ai3+as, a3 +asy, an, dxp und  ass

aufgespannt wird. Dann besteht der Pra-Annihilator °F gerade aus allen Elementen von R**3,
sodass diese drei Linearformen (und damit auch alle Linearkombinationen) dort verschwinden,
also

an  adrz  an ap+an=0, anp=0
F=dA=|ay ap a3s|eR¥|as+ay=0, ap=0¢,

asy dasz 4ass ass+as; =0, a3 =0

also gilt °F = Ri’ﬁv (die antisymmetrischen 3 X 3-Matrizen).

Satz 21.23 ((Prd-)Annihilator eines Unterraumes).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit Basis B = (vy,...,0,) und dualer Basis
B* = (v],...,0,),n € No.

*

(i) Ist (0vy,...,0x) fur k € Ny eine Basis des Unterraumes U C V, dann ist (ka, e,

von U°. Insbesondere gilt

o .
v,) eine Basis

dim(U°) = dim(V) — dim(U) = codim(U). (21.16)

(ii) Ist (of,...,0;) fiir k € Ny eine Basis des Unterraumes F C V*, dann ist (0g4y, - - ., 0p) eine Basis
von "F. Insbesondere gilt

dim(°F) = dim(V*) — dim(F) = dim(V) — dim(F) = codim(F). (21.17)
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3k

rap - - -» Un) linear unabhéngig
v}) ein Erzeugendensystem von U ist.

Beweis. Wir beweisen nur Aussage (i). Als Teilfamilie einer Basis ist (v
(Lemma 13.4). Zu zeigen ist noch, dass (v

*
k+1v "

. . * * 0.
Schritt 1: (vk+1,...,vn> c U

Aufgrund der Eigenschaften der dualen Basis gilt v} (v;) = 0 fiirallei = k+1,...,n und

alle j = 1,..., k. Also verschwindet v} sogar auf dem ganzen Unterraum U = (o, ..., vg),
d.h,of € U’ firallei = k+1,...,n. Da U° aber ein Unterraum (von V*) ist, gilt auch
(V> 0n) U°.

. . * * 0.
Schritt 2: (vk+1,...,vn> o U

Es sei 0* € U° C V*. v* ist eindeutig durch seine Bilder auf der Basis B = (vy,...,0,)
festgelegt. Es gilt

n
0" = Z 0" (v;) v} nach (21.6)
i1

k n
:Zv*(vi)vf+ Z v*(v;) 0} wegenov* € U'undo; €U firi=1,....k

i=1 T i=k+1

n

= Z 0" (v;) v}

i=k+1

Das bedeutet aber v* € <0k+1, ce U O

Das folgende Lemma zeigt, dass jeder Unterraum der Pra-Annihilator seines Annihilators ist.

Lemma 21.24 (Unterrdume sind Pra-Annihilatoren#).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K. Fiir jeden Unterraum U C V gilt

U= ﬂ Kern(v*) = 0(UO). (21.18)

v*eU?
Beweis. Nach Definition (21.15) gilt
0(UO) ={o e V| {0*,0)yy = 0 firalle v* € U} = ﬂ Kern(v™).
v*elU"
Es ist also nur noch das erste Gleichheitszeichen in (21.18) zu zeigen.

Wir zeigen zunichst U C (),cyo Kern(v*). Es sei dazu u € U. Fiir beliebiges 0v* € U° gilt nach
Definition (21.14) (v*,u) = 0, also u € Kern(v*). Da v™ beliebig war, folgt U € (), cyo Kern(v™).

Umgekehrt zeigen wir nun (), cyo Kern(v*) € U, und zwar durch Kontraposition. Es sei alsou € V,
aber u ¢ U. Wir beginnen mit einer Basis B = (v;),.; von U. Weil u nicht in U liegt, bleibt B nach
Hinzufligen von u eine linear unabhéngige Menge. Wir ergénzen nun B plus u zu einer Basis B = (v;);er
von V.

Nun definieren wir eine Linearform v* € V* durch Festlegung der Werte auf der Basis B. Wir setzen
(v*,u) = 1und (v*,v;) = 0 fiir alle anderen Basiselemente. Insbesondere ist also v* die Nullform auf
U, also v* € U°. Aber wegen v*(u) = 1 gilt u ¢ Kern(v*), also auch u ¢ (,+cyo Kern(v*). m|

44Djeses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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Abschliefiend betrachten wir, welche Darstellung der (Pra-)Annihilator einer Teilmenge von K" bzw.
von (K™)* hat, wenn wir die Identifikation vonn (K™)* mit K" wie in Beispiel 21.16 vornehmen.

Beispiel 21.25 ((Pra-)Annihilator).

(i) Ist M C K™ und nehmen wir die Identifikation von (K")* mit K" wie in Beispiel 21.16 vor, dann
gilt
M® = {£ € K" | Ex = 0 fiir alle x € M}.

(ii) Wird F C K" interpretiert als Teilmenge von (K")*, dann gilt
OF = {x e K" |'x = 0 fiir alle £ € F}. A
Das Beispiel zeigt, dass die Konzepte von Annihilator und Pra-Annihilator formal identisch aussehen.

Dennoch ist es wichtig zu unterscheiden, ob eine Menge von Vektoren in K" Objekte in K" oder in
(K™)* représentiert.

Ende der Woche 1

§ 21.4 DUALE HOMOMORPHISMEN

Das folgende Diagramm illustriert, wie wir eine lineare Abbildung f € Hom(V, W) ,dualisieren”
konnen. Das fithrt zu einer zugehoérigen dualen linearen Abbildung f* € Hom(W*, V*):

feHom(V,W)
7

w Vv
W*GVN ‘%":w*ofeV*
K

Definition 21.26 (dualer Homomorphismus).
Es seien V und W Vektorrdume tiber demselben Korper K. Weiter sei f € Hom(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann heif3t

ffW' sw o =wofeV" (21.19)

der zu f duale (englisch: dual homomorphism) oder transponierte Homomophismus (englisch:
transposed homomorphism) bzw. die zu f duale oder transponierte lineare Abbildung (englisch:
dual linear map, transposed linear map).*> A

45Die Notation fiir die duale Abbildung ist in der Literatur nicht einheitlich. Man findet auch Bezeichnungen wie f*, f”,
£V und weitere. Manche Autoren, vor allem in Texten zur Funktionalanalysis (Analysis in unendlich-dimensionalen
Vektorraumen) verwenden auch den Begriff adjungierter Homomorphismus oder adjungierte lineare Abbildung
(englisch: adjoint homomorphism, adjoint linear map). Wir verwenden das Attribut ,adjungiert” spéter aber fiir etwas
anderes.
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Anders formuliert ist die zu f duale Abbildung f™ nichts Anderes als eine Abkiirzung fiir den Ausdruck
»+ 0 f* in den man an der Stelle - Elemente aus W* einsetzen kann. Nochmal anders gesagt ist *
definiert durch die Bedingung

<f*(W*),U>V*’V = <W* ,f(0)>w*,w (21.20)
fir alle v € V und alle w* € W*.

Riicken wir in (21.19) die Linearformen in den Vordergrund, dann stellen wir fest, dass f* eine Linear-
form w* auf W in eine Linearform v* = w* o f auf V verwandelt. Die lineare Abbildung f € Hom(V, W)
wird also benutzt, um die Linearform w* auf W zu einer Linearform v* auf V ,zuriickzuziehen®. Man
bezeichnet daher die Linearform 0* = w* o f auch als Pullback (englisch: pullback) von w* durch f.

Wir zeigen nun, dass duale Abbildungen wieder linear sind, sodass die Bezeichnungen aus Definiti-
on 21.26 gerechtfertigt sind.

Lemma 21.27 (der duale Homomorphismus ist selbst Homomorphismus).

Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter sei f € Hom(V, W) eine lineare
Abbildung. Dann ist f* € Hom(W*, V*).

Beweis. f* ist additiv, denn es gilt

A (wi +wy) =(w] +w;)of nach Definition von f*
=w; o f+w,of mnachDefinition der Addition von Abbildungen
von Homomorphismen (Satz 17.11)
= f*(w1) + f*(wz) nach Definition von f*.

Auflerdem ist f* homogen wegen

fflaw®)=(aw")o f nach Definition von f™
=a(wof) nach Definition der S-Multiplikation von Abbildungen
von Homomorphismen (Satz 17.11)

=af (w") nach Definition von f*. 0

Beispiel 21.28 (der duale Homomorphismus ist selbst Homomorphismus).

(i) Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K. Dann gilt idj, = idy+, denn idj, ist eindeutig
festgelegt durch die Bedingungen

<id;(0*),“>v*,v = <U*’idV(0)>v*,V =" 0y
fur alle v* € V* und alle v € V. Diese werden von idy, = idy- erfiillt.

ii) Essei V = K" iiber dem Korper K und ;: K" — K die Projektion auf die i-te Koordinate, siehe
P ]
(17.4). Dann ist 7] : K* — (K")* = K,, definiert durch die Bedingungen

<ﬂ;(y*)7x>(Kn)*’Kn = <y*a”i(x)>K*,K
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fir alle x € K™ und y* € K*. Durch die Identifikation von K* mit K und von (K")* mit K" wie
in Beispiel 21.16 konnen wir 7} als Abbildung K" — K auch darstellen durch

0

77;1*()/) = | Y |«i-te Zeile.

(iii) Essei V = KI*1 der Vektorraum der endlichen Folgen der Lange 5 iiber einem Kérper K und

f:Voa(yeysya ys) = (0,91, y2, ¥3,y4) EW =V

die Shift-Abbildung nach rechts (Beispiel 19.4). Dann ist die duale Abbildung f*: W* 5> w* —
v* = f*(w*) € V* gegeben durch die Bedingungen

<U>:< > (yla Y25 Y35 Y4, y5)>v*’v = <W* > (O’ Vi Y2, Y3 y4)>w*,w
fiir beliebige (1, y2, ¥3, Y4, y5) € V. Beispielsweise fiir die durch
(W, (21,22, 23,24, 25)) = 23 + 24

gegebene Linearform w* ist 0* = f*(w*) gegeben durch

<U* (V1 Y2, ¥3 Vas J/5)> =Yzt Y3 A

Lemma 21.29 (Dualisieren einer Komposition von Homomorphismen).
Es seien K ein Korper und U, V und W Vektorraume iiber K. Ist f € Hom(V, W) und g € Hom(U, V),
dann gilt fir die duale Abbildung der Komposition f o g € Hom(U, W):

(fog) =g of". (21.21)
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe 1I-2.2. O
Wir zeigen nun, dass verschiedene Homomorphismen auch verschiedene duale Abbildungen haben.
Satz 21.30 (die Zuordnung zur dualen Abbildung ist ein injektiver Vektorraumhomomorphismus).

Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Kérper K.

(i) Die Zuordnung
I: Hom(V,W) > f + f* € Hom(W", V")

einer linearen Abbildung zu ihrer dualen Abbildung ist ein injektiver Homomorphismus von
Vektorraumen.4°

4%Die Injektivitit (,Zwei verschiedene Homomorphismen haben auch verschiedene duale Homomorphismen.) hingt im
Fall, dass W unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom ab.
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(ii) Sind V und W endlich-dimensional, dann ist I auch surjektiv, also ein Isomorphismus von
Vektorraumen. Es gilt dann

dim(Hom(W*, V")) = dim(Hom(V, W)) = dim(V) dim(W). (21.22)

Beweis. Aussage (i): I ist additiv, denn fir f,g € Hom(V, W) und w* € W* gilt

I(f+9)(w)=w"o(f+g) nach Definition von I
=w'of+wiog denn w" ist linear
= (I(f))(w") + (I(9))(w") nach Definition von [
= (I(f) +1(g)(w").
Auflerdem ist I homogen, denn es gilt
(I(x (W) =w" o (af) nach Definition von I
=aw" o (f) denn w" ist linear
=a (I(f)(w")) nach Definition von I
= (@D () (w).

Weiterhin ist I injektiv, denn f € Kern(I) heif}t, dass f* = I(f) € Hom(W?*, V*) die Nullabbildung ist,
also gilt

Oy = ff(w) =w'o f
fur alle w* € W*, oder auch

w'(f(v) =0

fir alle w* € W* und alle v € V. Das bedeutet aber nach Lemma 21.20

)< () Kemn(w')="W"={ow}.

wreWw*
Mit anderen Worten, f ist die Nullabbildung. Also ist I injektiv.

Aussage (ii): Wenn V und W endlich-dimensional sind, dann ist auch Hom(V, W) endlich-dimensional,
und es gilt (Folgerung 19.6) dim(Hom(V, W)) = dim(V) dim(W). Aulerdem gilt nach Folgerung 21.9
auch dim(V) = dim(V*) und dim(W) = dim(W?*), also

dim(Hom(V, W)) = dim(V) dim(W) = dim(V"*) dim(W"*) = dim(Hom(W*, V™).

Die lineare Abbildung I bildet also zwischen zwei Vektorraumen derselben endlichen Dimension ab.
Da I in Aussage (i) bereits als injektiv gezeigt wurde, folgt aus Folgerung 18.9, dass I auch surjektiv
ist, also ein Isomorphismus. O

Bemerkung 21.31 (zur Surjektivitit von I).

Man kann allgemeiner zeigen, dass I surjektiv ist, sobald W endliche Dimension besitzt. Dieser Beweis
benoétigt dann wieder das Auswahlaxiom, sofern V unendlich-dimensional ist. Andererseits kann man
zeigen, dass I tatsichlich nicht surjektiv ist, wenn W unendlich-dimensional und V nicht der Nullraum
ist. A

Schliefilich erhalten wir folgende Aussage iiber den Zusammenhang von Injektivitit und Surjektivitét
von Homomorphismen und ihren Dualen:
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Satz 21.32 (Injektivitit und Surjektivitat des dualen Homomorphismus?7).
Es seien K ein Korper und V und W zwei Vektorraume tiber K. Dann gilt:

(i) f € Hom(V,W) ist genau dann injektiv, wenn f* € Hom(W*, V*) surjektiv ist.
(ii) f € Hom(V, W) ist genau dann surjektiv, wenn f* € Hom(W*, V*) injektiv ist.
(iii) f € Hom(V, W) ist genau dann bijektiv, wenn f* € Hom(W™, V*) bijektiv ist.

(iv) Falls f und f* beide bijektiv sind, gilt (f*)~! = (f71)*. Aus diesem Grund kénnen wir statt
(f*)~! auch einfach f~* schreiben.

Beweis. Aussage (i): Es sei zunéchst f injektiv. Wir definieren U := Bild(f) € W. Dann ist die
Einschrinkung f|V: V — U bijektiv. Die Umkehrabbildung sei g € Hom(U, V). Es sei weiter U ein zu
U komplementérer Unterraum von W.

Wir wollen zeigen, dass f* € Hom(W?*, V*) surjektiv ist. Es sei dazu v* € V* beliebig. Wir definieren
das Element w* € W* durch

w:W=UeU> (ui) — (0*,g9(u)) € K.
Damit gilt

(W), 0) =(w", f(v)) nach Definition von f*
=(v",g(f(v))) nach Definition von w* und wegen f(v) € U
= (0", 0) da g die Umkehrabbildung von f|Y ist

fiir alle v € V. Das heifit aber gerade f*(w*) = 0¥, also ist f* surjektiv.

Umgekehrt sei nun f* € Hom(W*, V*) surjektiv. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen
an, f sei nicht injektiv. Dann besteht also Kern(f) aus mehr als dem Nullunterraum von V. Unter
Verwendung des Basisergdnzungssatzes 13.11 kdnnen wir leicht zeigen, dass es eine Linearform v* € V*
gibt, deren Einschrankung auf Kern( f) nicht die Nullform ist. (Quizfrage 21.3: Wie geht das genau?)
Das bedeutet aber, dass v* nicht von der Form f*(w*) = w* o f sein kann fur irgendein w* € W*,
denn jeder Abbildung der Form w* o f ist auf Kern(f) die Nullform. Das steht im Widerspruch zur
angenommenen Surjektivitit von f*. Also muss f injektiv sein.

Aussage (ii): Es sei zunachst f surjektiv. Es seien w;, w; € W* mit der Eigenschaft f*(w;) = f*(w;)
gegeben. Also gilt w} o f = wj o f. Da f surjektiv ist, existiert zu beliebigem w € W ein v € V mit
w = f(v). Wir haben also

(wy, w) = (wy, f(0)) = (w] © f)(v) = (w; 0 f)(v) = (w;, f(0)) = (W, W)
fiir alle w € W und damit w;' = w;, d.h., f* ist injektiv.

Umgekehrt sei nun f* € Hom(W*, V*) injektiv. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen
an, f sei nicht surjektiv. Wir definieren U := Bild(f) € W. Es sei weiter U ein zu U komplementérer
Unterraum von W.

Wie im Beweis von Aussage (i) konnen mit Hilfe des Basiserginzungssatzes 13.11 eine Linearform

w* € W konstruieren mit der Eigenschaft w*|;, = 0 (Nullform) und w*lﬁ # 0. Dann gilt aber

47Dieses Resultat hangt im Fall, dass V bzw. W unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahl-
axiom ab.
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f*(w*) = w* o f = Oy, also liegt w* in Kern(f*), im Widerspruch zur angenommenen Injektivitat
von f*. Also muss f surjektiv sein.

Aussage (iii): Das folgt sofort aus Aussage (i) und Aussage (ii).
Aussage (iv): Es gilt
Ffro(f ) =(f"of)* nachLemma 21.29
=idy,
= idy~ nach Beispiel 21.28

und auflerdem

(fFH*of*=(fof™* nachLemma 21.29
= id;

w

= id,» nach Beispiel 21.28.

Also ist (f~1)* die Inverse von f*. O

§ 21.5 DARSTELLUNGSMATRIZEN DUALER HOMOMORPHISMEN

Wir untersuchen jetzt, wie die Darstellungsmatrizen einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) und

ihrer dualen linearen Abbildung f* € Hom(W*, V*) zusammenhingen. Dazu seien V und W endlich-

dimensionale Vektorraume tiber demselben Korper K und By = (vy,...,0) und By = (wy, ..., wy)
. . . A 4By _

Basen von V bzw. von W. Wir erinnern uns, dass die Darstellungsmatrix A = MBW (f) = (a;j) von f

bzgl. dieser Basen gegeben ist durch

n

f(Uj):ZaijWi fl'irallejzl,...,m.

i=1
Wenden wir auf beide Seiten das Element w; € W* der zu By dualen Basis an (das ja nach Lemma 21.15
als Koordinatenermittler wirkt), so erhalten wir

n n
(wi, f(v))) = <wZ,ZaU~ wi> = Zaij (wp,wi) =ar; firallej=1,...,m. (21.23)
—— — i=1 i=1 ~——
=(f*(wg) ,v5) =0

Wir entscheiden uns dafiir, fiir die Darstellungsmatrix von f* die dualen Basen zu verwenden. Die
gesuchte Matrix

Bl
B=MB,{‘:“(f ) € K™
mit Eintriagen b;; erfiillt dann
m
Frwp) = byo} firalle j=1,..,n,
i=1

Setzen wir in beide Seiten das Element v der Basis By ein, so erhalten wir

(ff(wj), o) = < E bij v;‘,vk> = E bij (v;,vk) =by; furallej=1,...,n (21.24)
i=1 =1
=6k

Ein Vergleich der linken Seiten von (21.23) und (21.24) zeigt den Zusammenhang by; = aji, also
B=A"

Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:
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Satz 21.33 (Darstellungsmatrix des dualen Homomorphismus).

Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume tiber demselben Kérper K und By = (vy, . . ., 0y)
und By = (wy, ..., w,) Basen von V bzw. von W. Weiter sei f € Hom(V, W) eine lineare Abbildung
mit dualer Abbildung f* € Hom(W*,V*).Ist A = Mg“/’v (f) = (a;j) die Darstellungsmatrix von f bzgl.

der Basen By und By, dann ist A” = Mﬁi" (f*) die Darstellungsmatrix von f* bzgl. der dualen Basen
14
By, und Bj,.

Folgerung 21.34 (Rang der dualen Abbildung).
Es seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume tiber demselben Korper K. Weiter sei f €
Hom(V, W) eine lineare Abbildung mit dualer Abbildung f* € Hom(W*, V*). Dann gilt Rang(f™) =

Rang(f).

Beweis. Wir wahlen 1rgendwelche Basen By und By von V bzw. W. Dann haben die Darstellungsma-
trizen A = MBV (f) und AT = ( f*) denselben Rang (Lemma 15.27). Nach Satz 19.9 haben wir also
Rang(f) = Rang(A) = Rang(AT) = Rang(f ). m]

Folgerung 21.35 (Duale Abbildung der von einer Matrix induzierten linearen Abbildung).
Es seien K ein Korper und A € K™, Bei Identifikation von (K™)* bzw. (K™)* mit K" bzw. K™ wie in
Beispiel 21.16 gilt fir die duale Abbildung (f4)* € Hom(K", K™) der durch A induzierten Abbildung
fa € Hom(K™ K")

(f) = fir. (21.25)

Beweis. Die linke Seite in (21.25) ist nach (21.20) und wegen der Identifikation von K" und K™ mit
ihrem jeweiligen Dualraum definiert durch

[(fA)*(y)]Tx =y fa(x) firallex € K" und y € K".

Nach Definition von fj ist die rechte Seite dieser Gleichung gerade y"(A x) oder auch auch (y'A) x.
Damit muss

() (] =4
gelten und daher (f4)*(y) = A"y. Das ist aber gerade die Behauptung (21.25). O

Abschlieflend untersuchen wir noch, wie sich die Darstellungsmatrix eines dualen Homomorphismus
bei einem Basiswechsel transformiert. Wir kennen aus Lemma 21.17 bereits den Zusammenhang

= (70 = 7]

der Transformationsmatrizen fiir einen Basiswechsel im Raum V und den zugehorigen Wechsel
der dualen Basen im Raum V*. Entsprechend erhalten wir fiir die Transformation der Darstellungs-
matrizen eines Homomorphismus f € Hom(V, W) nach (20.5) und des dualen Homomorphismus
f* € Hom(W*, V*) die folgenden Beziehungen:

By _ q-Bw By By EI«/ Y v By o px A;v
M () = T2 MY () T und M) =T MY () T
A =S A T A =TT A ST (21.26)

Ende der Vorlesung 3
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§ 21.6  DIE VIER FUNDAMENTALEN UNTERRAUME ZU EINER LINEAREN ABBILDUNG

In diesem Abschnitt zeigen wir einen wichtigen Zusammenhang zwischen den Unterraumen Kern und
Bild von f und f*. Man spricht auch von den vier fundamentalen Unterriumen (englisch: four
fundamental subspaces) zu einer linearen Abbildung f.

Satz 21.36 (vier fundamentale Unterrdume zu einer linearen Abbildung?®).
Es seien V und W Vektorraume tiber demselben Korper K. Weiter sei f € Hom(V, W) eine lineare
Abbildung mit dualer Abbildung f* € Hom(W*, V*). Dann gilt:

Bild(f*) = Kern(f)? inV* (21.27a)
Kern(f*) = Bild(f)?  in W* (21.27b)
Bild(f) = *Kern(f*) in W (21.27¢)
Kern(f) = "Bild(f*) inV (21.27d)

Beweis. Zur besseren Ubersicht geben wir jeweils die beiden an einer Aussage beteiligten Unterrdume
nochmals an.

Wir beginnen mit (21.27a), also
Bild(f*) = {f*(w") e V" |w" € W"}
Kern(f)" = {v* € V*|(v*,v) = 0 fiir alle v € Kern(f)}.

Es sei zunichst v* € Bild(f*), also existiert w* € W* mit 0* = f*(w*) = w* o f. Fur beliebiges
o € Kern(f) ist (v*,0) = (w*, f(0v)) = (w*, 0y) = 0. Also liegt v* in Kern( f)°.

Umgekehrt sei 0* € Kern(f)°. Wir definieren ein passendes Element w* € W* mit der Eigenschaft
v* = f*(w"). Dazu definieren wir die Werte von w* zunéchst auf dem Unterraum Bild(f) € W durch

(w*, f(v)) == (v*,0) furalleveV.

Diese Vorschrift ist wohldefiniert, denn f(v;) = f(v;) bedeutet v; — v; € Kern(f). Da v* in Kern(f)°
liegt, ist (v*,0; — v) = 0, also (v™,v1) = (v™,vz).

Wir kénnen nun w* beliebig auf ganz W fortsetzen. (Quizfrage 21.4: Wie geht das genau?) Schlief3lich
gilt per Definition
(Fr(w),0) =(w'o f,0) =(w", f(v)) = (0", 0)
fur alle v € V, also f*(w*) = w* o f = v*. Das zeigt (21.27a).
Nun adressieren wir (21.27b) mit
Kern(f") = {w" € W | f*(w") = Oy}
={w" e W"|w* o f =0y}
Bild(f)° = {w* € W* | (w*, w) = 0 fiir alle w € Bild(f)}
={w" e W* | (w", f(v)) =0 furallev € V}.

43Djeses Resultat héngt im Fall, dass V bzw. W unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahl-
axiom ab.
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Es gilt
w* € Bild(f)°
& (W', f(v))=0firallev eV
& wiof =0y

& w" e Kern(f").

Wir beweisen nun (21.27¢) mit
Bild(f) ={f(v) e W|v € V}

%Kern(f*) = {w € W | (w", w) = 0 fiir alle w* € Kern(f*)}
={w e W |[{(w",w) =0 fiir alle w* € W* mit f*(w*) = w" o f = 0y}

Es sei zundchst w € Bild(f), also w = f(v) fiir ein v € V. Weiter sei w* € W* mit der Eigenschaft
w* o f = Oy«. Dann gilt

(W', w) =(w", f(v)) =(w"o f,0) =(0y~,0) =0,
also w € “Kern(f*).

Fir die Umkehrung fithren wir einen Beweis durch Kontraposition. Es sei also w € W, aber w ¢
Bild(f). Wir beginnen mit einer Basis B= (wi);c7 von Bild(f). Weil w nicht in Bild(f) liegt, bleibt B
nach Hinzufligen von w eine linear unabhingige Menge. Wir erginzen nun B plus w zu einer Basis
B = (wj)ije; von W.

Nun definieren wir eine Linearform w* € W* durch Festlegung der Werte auf der Basis B. Wir setzen
(w*,w) := 1und (w*, w;) = 0 fur alle anderen Basiselemente. Insbesondere ist also w* die Nullform
auf Bild(f), es gilt also w* o f = 0Oy-. Dieses w* zeigt, dass w nicht zu “Kern(f*) gehért, denn w*
erfullt w* o f = Oy und (Ww*, w) =1# 0.

Um (21.27d) zu zeigen, betrachten wir
Kern(f) = {0 € V| f(0) = 0}

Bild(f*) = {v € V| (v*,0) = 0 fiir alle v* € Bild(f*)}
={o e V|{f"(w"),v) =0 fir alle w* € W*}
={o e V|{(w", f(v)) = 0 fir alle w* € W*}.

Es sei v € Kern(f), dann gilt
(w*, f(0)) = (w",0w) =0
fir alle w* € W*, also v € "Bild(f*).

Umgekehrt sei o € °Bild(f*). Angenommen f(v) # Oy, dann kénnen wir eine Linearform w* € W*
finden mit der Eigenschaft (w*, f(v)) # 0, im Widerspruch zu v € °Bild(f*). Also gilt v € Kern(f). O

Abschlieflend betrachten wir eine Version von Satz 21.36, wobei V = K™, W = K" und f = f4 durch
die Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix A € K™*™ gegeben ist. In diesem Fall kénnen wir die
Aussage von Satz 21.36 mit Hilfe der Matrizen A und A" ausdriicken.
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Folgerung 21.37 (vier fundamentale Unterrdume zu einer Matrix).

Es seien K ein Korper und A € K™ Bei Identifikation von (K")* bzw. (K™)* mit K" bzw. K™ wie in
Beispiel 21.16 gilt fiir die Matrix A und ihre Transponierte AT

Bild(A") = Kern(A)®  in K™ (21.28a)
Kern(A") = Bild(A)°  in K" (21.28b)
Bild(A) = OKern(AT) in K" (21.28¢)
Kern(A) = "Bild(A")  in K™. (21.28d)

Beachte: Wir kdnnten nach Beispiel 21.25 die Beziehungen (21.28¢) und (21.28d) auch als Bild(A) =
Kern(A")? bzw. als Kern(A) = Bild(A")? schreiben. Es ist also (21.28a) < (21.28¢) und (21.28b) & (21.28d).

Beweis. Die Matrix A induziert die Abbildung f4 € Hom(K™, K"), und nach Folgerung 21.35 induziert
AT die Abbildung (f4)*. Nach Definition von Bild und Kern fiir Matrizen (siehe § 19.3) folgt das Resultat
sofort aus Satz 21.36. O

Beispiel 21.38 (Beschreibung von Unterrdumen durch Basen bzw. Gleichungen).

i(E )

von Q*. Gesucht ist eine Beschreibung von U durch Gleichungen, also als Lsungsmenge eines
linearen Gleichungssystems. Wir setzen dazu

(i) Gegeben sei der Unterraum

1 0

3 1
A=

-2 4|’

1 0

sodass U = Bild(A) gilt. Nach (21.28¢) gilt Bild(A) = Kern(A"). Wie in § 16 kdénnen wir eine
Basis von Kern(A") bestimmen, indem wir

AT:[l 3 -2 1]

01 4 O

auf reduzierte Zeilenstufenform bringen. Es ergibt sich
1 0 -14 1
01 4 ol

also die Basis

14\ (-1

-4 0
11’10
0 1
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von Kern(AT). Wegen (21.28¢) gilt nun also

14 J/I —1 yl
U =Bild(4) = OKem(AT) =3YE€ Q* [ =0 und 0 Yol _ 0
1 Y3 0 y3
0/ \ya 1) \y,
14 -4 + =0
= {yeq N1 Y2t s .
Vit Y= 0

Somit haben wir wie gewiinscht U durch Gleichungen beschrieben.

(ii) Es sei umgekehrt der Unterraum eines Vektorraumes durch Gleichungen beschrieben, etwa

-

T

1 X1 1 X1

s|x+3x3—x5=0 s 0 f [x2 NRES
U=<xeR =<xeR 3 x3|=0und |0 [x3|=0

X1+X2+x4=0 0 x4 1 x4

-1 X5 0 X5

Gesucht ist eine Beschreibung mit Hilfe einer Basis. Wir konnen die gegebene Beschreibung
von U auffassen als

11
0 1

U=Bild(A)’mitA=|3 0.
0 1
-1 0

Nach (21.28b) gilt also auch U = Kern(A"). Wir bestimmen die reduzierte Zeilenstufenform zu

AT als )
1 0 3 0 -1

0 1 -3 1 1

und kénnen daraus eine Basis von U = Kern(A") ablesen:

-3 0 1
3 =11 [-1
11,]01,10
0 1 0
0 0 1
Somit haben wir wie gewilinscht U mit Hilfe einer Basis beschrieben. A

§ 21.7 ZUSAMMENSPIEL ZWISCHEN DUALRAUMEN UND FAKTORRAUMEN

In diesem Abschnitt untersuchen wir Dualriume von Faktorraumen und Faktorraume von Dualriu-
men.

Lemma 21.39 (Dualraum eines Faktorraumes).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und U ein Unterraum von V. Weiter sei 7: V. —
V /U die kanonische Surjektion auf den Faktorraum. Dann gilt: Das Bild der zu 7 dualen Abbil-
dung 7*: (V/U)* — V* ist U°. Die Einschrinkung 7*|U” ist ein Isomorphismus, es gilt also

(v/u) =v°. (21.29)
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Beachte: Der Vektorraum der Linearformen auf V, die auf dem Unterraum U verschwinden, ist also
isomorph zum Vektorraum der Linearformen, die direkt nur auf dem gréberen Faktorraum V /U
wirken.

Beweis. Die kanonische Surjektion 7: V. — V /U ist surjektiv (Satz 17.13). Die duale Abbildung
a*: (V/U)* — V* ist also injektiv (Satz 21.32); dieses Resultat verwendet nicht das Auswahlaxiom.
Wir miissen nun das Bild von 7* identifizieren. Dazu sehen wir uns an, wie 7* auf ein [v]* € (V/U)*
wirkt. Es gilt

(" ([0]"),0) =

[v]*,7(v)) nach Definition von

[0]*,9+ U) mnach Definition von 7.
Setzen wir fir v speziell ein Element aus u € U ein, so erkennen wir

(" ([0]*),u) = ([o]*,U) dennu+U=U
=0 denn U = [0] ist der Nullvektor in V /U und [v]" ist linear.

Das bedeutet aber, dass 7*([0]*) fiir beliebiges [0]* € (V /U)* zum Unterraum U° von V* gehort.

In der Tat wird jedes Element von U auch angenommen: Zu v* € U° definiere [0]* € (V/U)* durch

([0]", 0+ U) = (v*,0).
——
beliebiges Element von V /U

Diese Vorschrift ist wohldefiniert, also unabhangig von der Wahl des Repréisentanten v € v + U = [v].
(Quizfrage 21.5: Warum?) Es gilt nun also

(" ([0]"),0) = ([0]", 0+ U) = (0", 0)

fir alle v € V, was wie gewiinscht 7% ([v]*) = 0" zeigt.

Damit ist die Einschrankung 71'*|U0 : (V/U)* — U° tatsichlich ein Isomorphismus. O

Lemma 21.40 (Faktorraum eines Dualraumes*°).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und U ein Unterraum von V. Weiter sei i: U — V die
kanonische Injektion. Dann gilt: Der Kern der zu i dualen Abbildung i*: V* — U* ist U°. Es gilt also

VU = U*. (21.30)
Beweis. Es sei i: U — V die kanonische Injektion. Nach Satz 21.36 gilt Kern(i*) = Bild(i)° = °U.

Weiter ist nach Satz 21.32 ist i*: V* — U” surjektiv. Der Homomorphiesatz fiir Vektorrdume 17.17,
angewendet auf i*, zeigt nun V* / Kern(i*) = Bild(i*), also gilt V*/U° = U°. i

Ende der Vorlesung 4

Ende der Woche 2

49Dieses Resultat hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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§ 21.8 DER BIDUALRAUM

In diesem Abschnitt betrachten wir den Dualraum eines Dualraums.

Definition 21.41 (Bidualraum).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K und V* sein Dualraum. Der Dualraum von V* heif3t der
Bidualraum (englisch: bidual space) von V. Er wird statt mit (V*)* auch einfach mit V** bezeichnet. A

Der Bidualraum V** besteht also aus Linearformen auf V*. Wir kénnen uns fragen, wie die Elemente
des Bidualraumes aussehen. Dabei fallt auf, dass fiir jedes fest gewédhlte v € V die Abbildung

Va0 (0",0) €K

eine Linearform auf V* ist. Diese konnen wir mit (-, v) bezeichnen.

Satz 21.42 (kanonische Injektion>°).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K und V* sein Dualraum.

(i) Die Abbildung
iv:=Vooumr (-,0) e V" (21.31)
ist ein injektiver Homomorphismus, genannt die kanonische Injektion (englisch: canonical

injection) von V in V**.

(ii) Ist V endlich-dimensional, dann ist iy auch surjektiv, also ein Isomorphismus. In diesem Fall gilt
dim(V) = dim(V**).

Beweis. Aussage (i): Wir weisen zunichst die Linearitét von iy nach. Fir v1,0; € V* und 0™ € V* gilt

(iv (o1 +02)) (0°) = (0", 01 + v2) nach Definition von iy
= (0", ) + (v, 0y) denn v™ ist eine Linearform auf V
=iy (v1) (0") + iy (v2) (0*) nach Definition von iy
= (iv(01) + iv (v2)) (v") nach Definition der Addition von Abbildungen,

also iy (v + v) = iy (v1) + iy (v2), d. h., iy ist additiv. AufBerdem ist iy homogen, denn mit « € K gilt

(iv(av)) (@) = (", av) nach Definition von iy
=a(v*,0) denn v™ ist eine Linearform auf V
=aiy(v) nach Definition von iy
= (aiy)(v) nach Definition der S-Multiplikation von Abbildungen.

Um die Injektivitat zu priifen, betrachten wir ein v € Kern(iy). Es gilt also
iv(v) = Oy, d.h, (iv(0)) (") = (@*,0) = 0.

Mit anderen Worten, es gilt v € Kern(v*) fiir alle v* € V*. Nach Lemma 21.20 Aussage (iv) bedeutet
das aber v = 0. Also ist iy injektiv.

59Die Aussage (i) hangt im Fall, dass V unendlich-dimensional ist, vom Zornschen Lemma und damit vom Auswahlaxiom
ab.
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Aussage (ii): Im Fall dim(V) = n € N gilt auch dim(V*) = n, siehe Folgerung 21.9. Wenden wir dieses
Resultat erneut an, folgt dim(V**) = dim(V™), also auch dim(V**) = dim(V)) = n. Nun kénnen wir mit
Folgerung 18.9 schlieffen, dass iy nicht nur injektiv, sondern sogar bijektiv ist, also ein Isomorphismus.

O

Beachte: Im Unterschied zu dem in Folgerung 21.9 etablierten Isomorphismus zwischen V und V*
(wenn V endlich-dimensional ist) ist die kanonische Injektion iy (wie das Attribut ,kanonisch® bereits
andeutet) nicht von der Wahl einer Basis abhangig.

Folgerung 21.43 (Eigenschaften von Annihilatoren im Dualraum).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K. Dann gilt

(i) Fiir jede Teilmenge F C V* gilt F* = iy (°F).

(ii) Fiir jeden Unterraum U von V gilt (U®)° = iy (U).

Beweis. Aussage (i): Nach Definition (21.14) gilt

F'={f e V**|{f,v*)y=y+ = 0 fiir alle v* € F}
= {iy(0) € V™| (0", 0)y-y = 0 fiir alle 0" € F},

wobei die bijektive Ersetzung f = iy (v) (Satz 21.42) verwendet wurde. Definition (21.15) ergibt

OF = {0 € V| (0*,0)y+y = 0 fiir alle v* € F},
also iy (“F) = {iv(v) € V™| (0", 0)y+v = 0 fiir alle v* € F}
= F°.

Aussage (ii): Nach Satz 21.42 ist iy € Hom(V, V**) bijektiv. Es gilt

U= 0(UO) nach Lemma 21.24
= i‘_,l(iV(O(UO))) wegen i‘jl oiy =idy
=i, ((U°)°) nach Aussage (i) mit F = U°.
Nochmaliges Anwenden von iy auf beide Seiten zeigt schlie3lich iy (U) = (U?)°. O

Wie einen Vektorraum konnen wir auch eine lineare Abbildung f € Hom(V, W) zweimal dualisieren.
Das fithrt zum Begriff des bidualen Homomorphismus (englisch: bidual homomorphism) bzw. der
bidualen linearen Abbildung (englisch: bidual linear map) f** € Hom(V**, W**). Diese ist definiert
durch

VT s 0™ b W =0 o ff e W (21.32)

Lemma 21.44 (Zusammenhang zwischen f und f**).
Es seien V und W Vektorraume tiber demselben Kérper K sowie f € Hom(V, W) ein Homomorphismus.
Dann gilt

iwof=f"oiy. (21.33)

Mit anderen Worten, folgendes Diagramm kommutiert:
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V;W

o |w

Beweis. Beide Seiten sind per Definition lineare Abbildungen V' — W**. Um die Gleichheit zu zeigen,
setzen wir ein beliebiges Element v € V ein und lassen das Ergebnis wirken auf ein beliebiges
Element w* € W*. Wenn wir zeigen konnen, dass ((iw o f)(v) , W )we w+ = ((f* 0 iy)(0) , W)y w=
gilt, so ist die Behauptung bewiesen. (Quizfrage 21.6: Warum?) Es gilt

((f* oiv)(v),w* >W we = (f(iv(v), W*>w** w+  nach Definition der Komposition

= (iv(o) of”", w*>w**,w* nach Definition (21.32) von f™*

= (iv(o) f (w*)>V**,V* wegen der Assoziativitidt der Komposition
= <iV(U) ,who f>V**)V* nach Definition (21.19) von f™
=(w" o f,o)y-y nach Definition (21.31) von iy
=(w", f(0))w+w wegen der Assoziativitiat der Komposition

= (iw (f (), W )we w= nach Definition (21.31) von iy

= ((iw o f)(v),w*)w=w+ nach Definition der Komposition.

Damit ist in der Tat {(iw © f)(0), w*)w=w+ = {(f* o iy)(0), w")w= w+ gezeigt, also (21.33). O

§ 22 TENSORPRODUKTE UND MULTILINEARE ABBILDUNGEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 7.3-7.4, Hackbusch, 2019, Chapter 3

§ 22.1  BILINEARE ABBILDUNGEN

Definition 22.1 (bilineare Abbildung, Bilinearform).
Es seien U, V, W Vektorraume iiber demselben Korper K.

(i) Eine Abbildung
f:UXV->W

heifit bilinear (englisch: bilinear map), wenn fir jedes feste u € U und jedes feste v € V die
Abbildungen

f@,-):Vou f(uv)eWwW

f(,v):Usum f(uo) eWw
beide linear sind.

(ii) Die Menge aller bilinearen Abbildungen U X V' — W bezeichnen wir mit Bil(U, V; W).

(iii) Eine bilineare Abbildung in den Vektorraum W = K nennen wir eine Bilinearform (englisch:
bilinear form) auf U x V.

(iv) Die Menge aller Bilinearformen U X V' — K bezeichnen wir mit Bil(U, V) oder Bil(U, V;K). A

Beispiel 22.2 (bilineare Abbildung, Bilinearform).
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(i) Die duale Paarung (21.2), also
G, ): VXV 3 (v%,0) > (0*,0) €K,
ist eine Bilinearform auf V* x V, sieche Lemma 21.7.
(i) Fur jede Matrix A € K™™ ist die Abbildung
K"xK"> (x,y) > yAx €K
eine Bilinearform auf K x K".
(iii) Die Multiplikation zweier Polynome iiber einem Korper K, also
K[t] xK[t] > (p,q) = p-q € K[t],
siehe (11.3¢), ist eine bilineare Abbildung in Bil(K[¢], K[¢]; K[t]).
(iv) Auch die Multiplikation zweier Polynome in verschiedenen Variablen tiber einem Kérper K, also
Kls] xK[t] 5 (p.g) = p-g € K[s.t]
in den Vektorraum K[s, t] der Polynome in beiden Variablen ist eine bilineare Abbildung in

Bil(K[s], K[t]; K[s, t]). A

Lemma 22.3 (bilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum).

Es seien U, V, W Vektorraume iiber demselben Kérper K. Dann ist Bil(U, V; W) ein Unterraum des
Vektorraumes WYXV = {f: U x V. — W} aller Abbildungen U XV — W.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-3.3. O

Genau wie lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen konnen wir auch bilineare Abbildung dadurch
eindeutig bestimmen, dass wir ihre Bilder auf einer geeigneten Menge festlegen.

Satz 22.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir bilineare Abbildungen, vgl. Satz 17.7).

Es seien K ein Korper und U, V und W Vektorraume tiber K. Weiter sei (u;);e; eine Basis von U und
(vj)jej eine Basis von V. Aufierdem sei (w;;)(; j)erxy eine Familie von Vektoren in W. Dann gibt es
genau eine bilineare Abbildung f: U XV — W mit der Eigenschaft f(u;,v;) = w;; fiir alle (i, j) € I xJ.

Beweis. Es sei (u,v) € U X V beliebig. Wegen der Basiseigenschaft (Satz 13.10) gibt es (bis auf Sum-
manden mit Nullkoeffizienten) eindeutige Darstellungen

u=Zal~u,- und szﬂjvj

iel’ jey

mit endlichen Teilfamilien I’ von I und J’ von J.
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Wenn es eine gesuchte bilineare Abbildung f: U X V — W gibt, so muss diese notwendigerweise

f(u,0) = f(Z a; u;, Z Bj ”j)

iel’ jer
= Z a; B f(ui,vj) wegen der Bilinearitat
iel’
jer
= Z a; Bj wij wegen der gewiinschten Bilder
iel’
jer

erfillen. Wegen der Eindeutigkeit der Linearkombinationen (bis auf Summanden mit Nullkoeffizienten)
ist also die gesuchte bilineare Abbildung, wenn sie existiert, tatsédchlich eindeutig bestimmt.

Andererseits definiert die Vorschrift

fwo) = afjwy
iel’
jer
firu = Y;ep @juundo = 3 ;¢ f; v; tatsichlich eine bilineare Abbildung. Um das zu sehen, halten wir
zunichst v € V fest und betrachten beliebige u, u € U. Diese haben die Darstellungen u = 3 ;¢ o; u;
und u = };cp @; u;. (Quizfrage 22.1: Warum konnen wir dieselbe endliche Indexmenge I’ verwenden?)
Dann ist

flu+uo) = Z(Ofi +a;) i wij = Z ai fjwij + Zaiﬂj wij = f(u,0) + f(u,0)
iel iel iel
jer jer jer

und fur « € K auch

flawo) = Y aaifjwy=a ) apjw;=af(uo),
iel’ iel’
jer jer
alsoist U 3 u — f(u,v) € W fiir jedes v € V linear. Analog kénnen wir zeigen, dass auch V 3 v —
f(u,v) € W fur jedes u € U linear ist. |

Bemerkung 22.5 (zu Satz 22.4).

(i) Ist (u;)ier eine Basis von U und (v;);c; eine Basis von V, so ist die Familie der Vektorpaare
jlie] p
(ui,vj) (i jyerxy i. A. keine Basis von U x V! Diese Familie ist i. A. weder linear unabhingig noch
ein Erzeugendensystem fiir U X V.

Betrachten wir zum Beispiel U = V = R? jeweils mit der Standardbasis (ej, e, e3). Dann gilt

dim(U x V) = dim(U) + dim(V) = 6, also konnen die neun Vektoren (ey, e;),..., (€3, e3) in

U X V nicht linear unabhingig sein (Folgerung 13.22). Beispielsweise (ey, e;) — (e, e3) — (e2, €1) +

(es, €7) ist eine nichttriviale Linearkombination zum Nullvektor. Andererseits kann der Vektor
1 -1

(( ! ) ( -1 )) € U X V nicht erzeugt werden.

(ii) Der vorherige Punkt zeigt, dass bilineare Abbildungen U X V' — W nicht durch die Bilder auf
einer Basis von U X V festgelegt werden, sondern durch die Bilder auf dem kartesischen Produkt
(ui,vj)(i,j)erxy der Basen von U und V. A
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Die Bemerkung 22.5 zeigt, dass sich bilineare Abbildungen anders verhalten als lineare Abbildungen bzw.
dass Produktrdume U X V moglicherweise nicht die beste Wahl sind, um darauf bilineare Abbildungen
zu definieren.

Auflerdem gilt fur bilineare Abbildungen

flau,v) =af(u,0) = f(u,av)

fir alleu € U,v € V und a € K. Es stellt sich die Frage, ob es nicht einen Vektorraum gibt, in dem
unter anderem Paare wie (@ u,v) und (u, @ v) dieselben Vektoren sind, also identifiziert werden. Eine
bilineare Abbildung auf U X V wire dann eine lineare Abbildung auf diesem angepassten Vektorraum.
Dieser gesuchte Vektorraum nennt sich der Tensorproduktraum U ® V.

Ende der Vorlesung 5

Wir werden jetzt den Tensorproduktraum U ® V konstruieren. Wir erheben dabei wegen Satz 22.4
folgende Forderung: Sind (u;);c; bzw. (v}) jc; Basen von U bzw. von V, so soll (u;,v;)(; j)erx; gleich-
méchtig zu einer Basis von U ® V sein.

Wir betrachten zur Konstruktion den K-Vektorraum K™/ = {T: I x ] — K} (Quizfrage 22.2: Warum
ist das ein Vektorraum?) und dessen Unterraum (Quizfrage 22.3: Warum ist das ein Unterraum?)
derjenigen T: I X J] — K mit endlichem Tréger, also

UV = {T: IX]— K|T(i, Jj) # 0 nur fir endlich viele (i, j) € I X]}. (22.1)

Sind I und J beide endlich oder ist I = () oder J = 0, dann ist die Bedingung, dass T endlichen Trager
hat, natiirlich automatisch erfullt.

Der Ausdruck u; ® v; steht fiir dasjenige Element T von U ® V mit der Eigenschaft

o) {1 imFallk =iund £ = j
0 sonst,
also kurz: u; ® v; = [(k, £) = 0ix j¢]. Wir zeigen nun, dass die Familie
B:=(4;® Uj)(i,j)e[x] (22.2)

eine Basis von U ® V bildet. Diese ist wie gewiinscht gleichméchtig zu (u;,0;)(; j)erxJ-

Lemma 22.6 (Basis des Tensorproduktraumes U ® V).
Es seien U und V Vektorrdaume iiber dem Korper K. Sind (u;);cr bzw. (v;) je; Basen von U bzw. von V,

dann ist B := (ul- ® vj) (i) eIx] eine Basisvon U ® V.

Beweis. Zunichstist B ein Erzeugendensystem, denn fiir beliebiges T € U®V haben wir die Darstellung

T= Z T(i, ) (u; ®v)),

(i.j)€E
wobei E der Trager von T ist, also diejenige endliche Teilmenge E C I X J, auf der T(i, j) # 0 ist.

Zu zeigen ist jetzt noch die lineare Unabhingigkeit von B, vgl. Definition 13.1. Dazu seien

T = Z cij(u,-®vj) =0eUQV
(i,j)€E
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die Nullabbildung, E C I X J eine beliebige endliche Teilmenge und c;; € K. Es gilt T(i, j) = c;;, falls
(i, j) € E liegt, und andernfalls T (i, j) = 0. Da die Nullabbildung auf ganz I X J den Wert 0 hat, miissen
die Koeffizienten c;; = 0 sein. Das heifit, die Familie B ist linear unabhéngig und damit eine Basis von
ueV. O

Wir fassen zusammen:

Definition 22.7 (Tensorprodukt).
Es seien K ein Kérper und U und V' Vektorraume iiber K. Weiter seien (u;);e; bzw. (v;) je; Basen von U
bzw. von V.

(i) Der K-Vektorraum
UV = {T: IX]— K|T(i, Jj) # 0 nur fir endlich viele (i, j) € I X]} (22.3)
heift ein Tensorproduktraum (englisch: tensor product space) U ® V.>*

(ii) Elemente von U ® V heiflen Tensoren (englisch: tensors). Der Nullvektor in U ® V, also die
Nullabbildung T: I X J — K mit T(i, j) = 0 fir alle (i, j) € I X ], heif}t der Nulltensor (englisch:
zero tensor).

(iii) Die bilineare Abbildung>*
®:UXV>3(uov)— ®(uv) =u®vel®V, (22.4)
die durch die Bilder von (u;,v;)(; j)erxy gemafd
®(ui05) = u; ®vj = [(k, £) = Sk Sjel (22.5)

eindeutig definiert wird, heifit die universelle bilineare Abbildung (englisch: universal bilinear
map) in den Tensorproduktraum U @ V.

(iv) Das Paar (U ® V, ®) heif3t ein Tensorprodukt (englisch: tensor product) von U und V.

(v) Wir nennen u ® v auch das Tensorprodukt (englisch: tensor product) der Vektoren u € U
undo € V.

(vi) Elemente von U®V der Form u®u mit u, v # 0 heiflen Elementartensoren (englisch: elementary
tensors) oder einfache Tensoren (englisch: simple tensors). A

Bemerkung 22.8 (zum Tensorprodukt).

(i) Die universelle bilineare Abbildung ist wegen Satz 22.4 durch die Festlegung (22.5) eindeutig
bestimmt. Fiir das Tensorprodukt beliebiger Vektorenu = 3;cp a;u; € Uundo = 3 ;e fjv; € V
mit endlichen Teilmengen I” C T und J’ C J gilt

®(u,0) = ®(Z a, ) P Uj) =D @B @ (o)),
iel’ jeJ iel’ jeJ’

was wir ublicherweise in der Form

u®v:ZZaiﬂj (ui ®v;) (22.6)

icl’ jeJ’

schreiben.

Stsprich: ,U Tensor V*
524 ® v sprich: ,u Tensor v*
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(ii) ,Der” Tensorproduktraum U ® V der Vektorrdaume U und V ist nach Konstruktion abhingig
von den gewahlten Basen in U und V. Alle so konstruierten Tensorproduktraume von U und V
sind jedoch isomorphe Vektorrdume, da alle Basen von U und V jeweils gleichméchtig sind
(Bemerkung 13.20 und Satz 18.3).53

(iii) Es gibt noch weitere isomorphe Konstruktionen von Tensorproduktraumen U ® V, beispielsweise,
indem man den Vektorraum aller endlich getragenen linearen Abbildungen T: U XV — K
betrachtet>* und die Summe der vier Unterraume ausfaktorisiert, die durch die Bedingungen

T(u+u,0)—T(u,0)—T(u,0) =0
T(u,v+0) —T(u,0) —T(u,0) =0
T(axu,v) —aT(u,v) =0
T(u,av) —aT(u,v) =0

fur alle u,u € U, 0,0 € V und a € K gegeben sind, siehe etwa Hackbusch, 2019, Chapter 3.2.

(iv) Aufgrund der Vielfalt der (jeweils zueinander isomorphen) Méglichkeiten, Tensorproduktraume
U ® V zu definieren, ist es wichtig, die universelle bilineare Abbildung ®: U XV — U ® V, die
zu einem konkreten Tensorproduktraum U ® V' gehort, mit anzugeben.

(v) Wir haben dim(U ® V) = dim(U) - dim(V), wobei 0 - co = 00 - 0 = 0 gilt sowien-oco=o0co-n=
00 - 00 =00 im Fall n € N. A

Nach Konstruktion ist das Tensorprodukt ® bilinear, d. h., es gelten die folgenden

Lemma 22.9 (Rechenregeln fiir das Tensorprodukt).

Es seien U und V Vektorraume tiber dem Korper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V.
Dann gilt:

() (u®v)+(u®v)=(u+u)uv
(i) (u®v)+(u®v)=u® (v+0)
(iii) (au)®uv=a(u®0v)=u® (av)
fir alle u,u € U, v,0 € V sowie a € K.
Wir vereinbaren, dass das Tensorproduktsymbol ® Vorrang vor der Addition bekommt, sodass wir
einige der Klammern in Zukunft auch weglassen kénnen.

Jeder Tensor in T € U ® V kann wegen Lemma 22.6 in der Form

T= > TGj)wev)= > (T(j)u)e

(i.j)€E (ij)eE —>— 7

eU eV
mit einer endlichen Menge E C I X J geschrieben werden, also als Linearkombination von Element-
artensoren. Beschrianken wir uns dabei nicht auf die Elementartensoren (ui ®0v j) (i.j)elx] Aus der

53Dieses Resultat verwendet im Fall unendlich-dimensionaler Vektorriume das Auswahlaxiom.
54auch der freie Vektorraum (englisch: free vector space) iiber der Menge U X V genannt
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Basis von U ® V, sondern lassen Summen von Produkten beliebiger Vektoren zu, so kénnen wir jedes
T € U®V aufi. A. viele Arten in eine Summe von Elementartensoren zerlegen:

n

T = Z Ug ® v, (22'7)

k=1

wobei die ;. € U und v € V beliebige Vektoren sind (nicht notwendig aus den Basen) und n € Ny
gilt.

Definition 22.10 (Rang eines Tensors).

Es seien U und V Vektorraume tiber dem Korper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V.
Der Rang eines Tensors (englisch: rank of a tensor) T € U ® V, geschrieben Rang(T), ist die minimale
Anzahl von Summanden, mit denen eine Darstellung der Form (22.7) moglich ist. A

Lemma 22.11 (Rang von Elementartensoren und des Nulltensors).

Es seien U und V Vektorraume tiber dem Korper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V.
Dann gilt:

(i) Der Nulltensor ist der einzige Tensor vom Rang 0.

(ii) Jeder Elementartensor, also u ® v mit u,v # 0, ist vom Rang 1.

Beweis. Aussage (i): Der Nulltensor kann durch die leere Summe in (22.7) dargestellt werden, die ja
per Definition immer das neutrale Element (hier in der abelschen Gruppe (U ® V, +)) ergibt. Damit ist
Rang(0) = 0 bestatigt und auch gezeigt, dass alle anderen Tensoren mindestens Rank 1 haben.

Aussage (ii): Per Definition ist in (22.7) eine Darstellung mit einem Summanden méglich, also gilt
Rang(u ® v) < 1. Andererseits sind u und v als Linearkombinationen von Basisvektoren darstellbar,
sagen wir u = ;e aju; € Uund o = ) Bjv; € V mit endlichen Teilmengen I’ C I'und J* C J.

Nach (22.6) gilt die Darstellung
u®U:ZZQiﬁj(ui®Uj).

iel’ jeJ’

Da u und v nicht die Nullvektoren sind, gibt es mindestens ein a;+ # 0 und mindestens ein ;« # 0.
Damit ist (u ® v)(i*, j*) = a+ B+ # 0. Also ist u ® v nicht der Nulltensor. |

Wir klaren nun, warum die universelle bilineare Abbildung ®: U XV — U ®V diesen Namen tragt und
wie wir bilineare Abbildungen in Bil(U, V; W) als lineare Abbildungen in Hom(U ® V, W) umschreiben
konnen.

Satz 22.12 (universelle Eigenschaft der universellen bilinearen Abbildung ®).
Es seien K ein Korper und U, V und W Vektorraume iiber K. Weiter seien (u;);e; bzw. (v;) jc; Basen
von U bzw. von V und (U ® V, ®) das zugehorige Tensorprodukt. Dann gilt:

(i) Ist g € Bil(U,V;W), dann gibt es ein eindeutig bestimmtes f € Hom(U ® V; W) mit der
Eigenschaft g = f o ®, also g(u,v) = f(u®v) firalleu € Uund allev € V.

(ii) Ist umgekehrt f € Hom(U ® V; W), dann istg := f o ® € Bil(U, V; W).
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Beweis. Aussage (i): Es sei g € Bil(U, V; W) gegeben. Wir betrachten die Bilder w;; := g(u;,v;) fiir
(i,j) € I x J. Da die Familie (u; ® vj)(; j)erx; eine Basis von U ® V ist, gibt es genau eine lineare
Abbildung f € Hom(U ® V; W) mit der Eigenschaft f(u; ® vj) = w;; (Satz 17.7). Fiir diese Abbildung
gilt

9(ui,v;) = wij = f(u; ®v;) = (f 0 ®)(us,0))
fur alle (i, j) € I x J. Damit stimmen die bilinearen Abbildungen g und f o ® auf der Familie
(ui,v})(i,j)erxy Uberein. Nach Satz 22.4 sind sie damit aber bereits identisch, also gilt g = f o ®.

Aussage (ii): Die Komposition der universellen bilinearen Abbildung ®: U XV — U ® V mit f €
Hom(U ® V; W) ergibt eine bilineare Abbildung U X V. — W, denn

(f e ®)(u0) = f(®(u,0)) = f(u®0)

erfiillt
fllu+n)®@v)=f(u®v+u®v)=f(u®v)+f(u®0v)

fllaw) ®v) = fla(u®0)) =af(u®w)

furu,u € U,v € V und « € K, ist also linear im ersten Argument. Analog kann man die Linearitét
auch im zweiten Argument zeigen. O

Die universelle bilineare Abbildung ® ist also der Vermittler zwischen den bilinearen Abbildungen
U xV — W und den linearen Abbildungen U ® V. — W, und zwar unabhingig vom Zielraum W. Mit
anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

UxV

| N

U®V—f>W

Bemerkung 22.13 (abstrakte Definition von Tensorprodukten).

Die in Satz 22.12 erkannte Eigenschaft ist die Grundlage fiir eine abstrakte Definition ,des” Tensor-
produkts U ® V. Man nennt einen K-Vektorraum U ® V, zusammen mit einer bilinearen Abbildung
®: UXV — U®V,ein Tensorprodukt U ® V der K-Vektorrdume U und V, wenn zu jeder bilinearen
Abbildung g € Bil(U,V; W) in einen beliebigen K-Vektorraum W stets ein eindeutig bestimmtes
f € Hom(U ® V; W) existiert mit der Eigenschaft g = f o ®.

Die von uns gewéhlte Konstruktion eines konkreten (basisabhangigen) Tensorproduktraumes U ® V
in Definition 22.7 war lediglich ein Beispiel. Alle moglichen Tensorproduktraume U ® V iiber den
Vektorrdumen U und V sind jedoch zueinander isomorph, und die jeweiligen universellen bilinearen
Abbildungen lassen sich ineinander tiberfithren.

Uber die Zuordnung Bil(U,V; W) 3 g +— f € Hom(U ® V; W) lésst sich noch mehr sagen:

Satz 22.14 (die Zuordnung g — f ist ein Vektorraumisomorphismus).
Es seien U, V und W Vektorrdume iiber dem Kérper K und (U ® V, ®) ein Tensorprodukt von U und V.
Dann ist die Abbildung

Bil(U,V;W) 3 g+ f € Hom(U ® V; W) (22.8)

(definiert durch die Eigenschaft g = f o ®, siehe Satz 22.12) ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-3.4. O

Wir kénnen daher in Zukunft statt mit bilinearen Abbildungen in Bil(U, V; W) dquivalent auch mit
linearen Abbildungen in Hom(U ® V, W) arbeiten.

Beispiel 22.15 (Tensorprodukt).

(i) Wir betrachten ein Tensorprodukt von K und K™ tiber einem Korper K. Dessen Dimension

(if)

ist m n, wir kénnen die Elemente von K" ® K™ also mit Matrizen in K*™ identifizieren. Die
Identifikation gelingt, indem wir die universelle bilineare Abbildung ®:: K" x K™ — K™*™ als

u®ov =uoy € K™m

definieren. Dann gilt

0 0 0 O

T 0 0 1 Of«i-teZeile
ei®ej=e,~ej= 00 0 0
0 0 0

Tj-te Spalte

n m
u®v=ZZuivj (e;®e;) =uv'.

i=1 j=1

und

Fur diese als Matrizen dargestellten Elementartensoren gilt offenbar Rang(uv") = 1 im Sinne
des Matrixranges.

Da die (e; ® €)i=1,...n, j=1,..,m €ine Basis von K" ® K™ darstellen, kann jeder Tensor in K" ® K™
eindeutig in der Form
n m
T = ZZaij(ei@)ej)
i=1 j=1
dargestellt werden mit einer Koeffizientenmatrix A € K™*™.

Mit Hilfe einer Rangfaktorisierung (15.17) von Matrizen, also
r r
A=BC= Zb'kck° = Zb°k ® (Ck.)T
k=1 k=1

mit » = Rang(A), kann man zeigen, dass Rang(T) = Rang(A) gilt. Der Rang eines Tensors in
K™ ® K™ nach Definition 22.10 ist also gleich dem Rang der Koeffzientenmatrix.

Es sei K ein Korper und g: K[s] X K[t] — K[s, t] die bilineare Abbildung ,Multiplikation von
Polynomen in verschiedenen Variablen®, siehe Beispiel 22.2. Wir wihlen die Basen (si)ieNO und
(t’)jen,- Dann ist (s’ ® t/) (i.j) N1, €ine Basis von U ® V. Nach Satz 22.12 gibt es genau eine
lineare Abbildung f: K[s] ® K[t] — K[s, t] mit der Eigenschaft g = f o ®, d. h.,

p-q=9p.9)=f(p®q)
fur alle p € K[s] und g € K[¢], insbesondere

sttt = f(s'®t))
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fiir alle i, j € Ny. Da die Familie (s'-#7) ; j)ew, xi, €ine Basis von K [s, ¢] bildet, ist diese Abbildung
f: K[s] ® K[t] — K][s, t] nach Satz 17.7 sogar ein Isomorphismus. Das bietet eine Moglichkeit,
den Polynomring in zwei Verdnderlichen® aus dem in einer Veranderlichen zu konstruieren.

(iii) Es sei W ein beliebiger Vektorraum iiber R mit der Basis (w;);e;. Weiter sei V = C, aufgefasst
als zweidimensionaler Vektorraum iiber R mit der Basis (1, i). Dann bildet die Familie (1® w;) ey
zusammen mit (i ® wj);c; eine Basis von C ® W. Jedes Element von C ® W hat eine (bis auf
Nullkoeffizienten) eindeutige Darstellung

W= aew)+ Y fiiow)= > (g+fi)Aew) = > (1;8w)
jeJ’ jeJ” jeJyvj” jeyuj”
mit endlichen Indexmengen J’ und J”” sowie Koeffizienten a;, 8; € R bzw. i; := a;j + f;i € C.
Wir kénnen nun im R-Vektorraum C ® W die skalare Multiplikation von R auf C erweitern,
indem wir fiir w mit obiger Darstellung und p € C definieren:

pow = Z (1 1j) ® wj.
jeyuy”
Wir kénnen mit dieser Definition nun nachpriifen, dass (C ® W) nicht nur ein Vektorraum
iiber R, sondern auch ein Vektorraum iiber C ist und als solcher die Basis (1 ® wj);e; besitzt.
Dieser C-Vektorraum (C ® W) heifit die Komplexifizierung (englisch: complexification) des
R-Vektorraumes W. Der urspriingliche Raum W wird in der isomorphen Gestalt 1 ® W zu einem
R-Unterraum von C® W. A

Wir geben noch eine weitere Moglichkeit an, lineare Abbildungen auf einem Tensorproduktraum zu
interpretieren:

Lemma 22.16 (Interpretation bilinearer Abbildungen).
Es seien U, V und W endlich-dimensionale Vektorraume iiber einem Korper K. Dann bestehen Isomor-
phismen

Hom(U @ V; W) = Bil(U, V; W) = Hom(U, Hom(V, W)) = Hom(V,Hom(U, W)). (22.9)

An Stelle eines Beweises erlautern wir die Isomorphieaussagen: Ist f: U X V. — W eine bilineare
Abbildung und setzen wir das erste Argument u € U ein, so ist die verbleibende Abbildung

fu: Vou f(uo)eWw

linear, also ein Element von Hom(V, W). Weiterhin ist die Abbildung U > u +— f;, € Hom(V, W)
ebenfalls linear. Das heif3t, Elemente von Bil(U, V; W) kénnen — indem man zuerst das Element
von U einsetzt — interpretiert werden als Elemente von Hom(U, Hom(V, W)). Schlief3lich ist diese
Interpretation sogar ein Vektorraumisomorphismus. Alternativ konnen wir auch einen Isomorphismus
mit Hom(V,Hom(U, W)) etablieren, indem wir zuerst das Element von V einsetzen.

Folgerung 22.17 (Interpretationen von Bilinearformen).
Insbesondere im Fall W = K ergibt sich aus Lemma 22.16

Bil(U,V;K) = Hom(U ® V;K) = (U ® V)* = Hom(U, V*) = Hom(V, U*).

Ende der Vorlesung 6

Ende der Woche 3

S5allerdings hier nur den Polynomring iiber einem Kérper und nicht tiber einem kommutativen Ring
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§ 22.2  MULTILINEARE ABBILDUNGEN

Bisher haben wir Tensorprodukte von zwei Vektorraumen betrachtet, mit deren Hilfe wir bilineare
Abbildungen als lineare Abbildungen darstellen konnten. Allgemeiner kénnen wir auch multilineare
Abbildungen und mehrfache Tensorprodukte zulassen.

Definition 22.18 (multilineare Abbildung, Multilinearform).
Es seien V4, ..., VN, W Vektorrdume iiber demselben Kérper K fiir N € Ny,

(i) Eine Abbildung
VX XUy > W

heifit multilinear (englisch: multilinear map) oder genauer N-linear (englisch: N-linear map),
wenn fiir jedes i € [1, N] und alle fest gewéhltenv; € V;, j € [1, N] \ {i}, die Abbildung

f(01,...,0i—1,*,0i31, ..., ON): Vid 0; = f(01,...,0i-1,0i,0j41,...,ON) €W

linear ist.

(ii) Die Menge aller multilinearen Abbildungen V] X - - - X Vv — W bezeichnen wir mit dem Symbol
Mult(Vi, . .., Va; W).

(iii) Eine multilineare Abbildung in den Vektorraum W = K nennen wir eine Multilinearform
(englisch: multilinear form) auf V] X - - - X V.

(iv) Die Menge aller Multilinearformen V; X - - - X Vy — K bezeichnen wir mit Mult(V3, ..., V) oder
Mult(V, ..., VN; K). A

Bemerkung 22.19 (multilineare Abbildungen).

(i) ImFall N = 0ist V;X- - - XV die Menge, die nur aus dem leeren Tupel () besteht. Der Vektorraum
W1 X - -+ X Vy ist also isomorph zum Nullraum. Damit ist jede Abbildung {()} — W multilinear
und kann mit dem jeweils einzigen Bildelement in W identifiziert werden.

(ii) Im Fall N = 1 sind die multilinearen Abbildungen V; — W gerade die linearen Abbildungen,
also Mult(V;; W) = Hom(V;, W).

(iii) DerFall N = 2 entspricht den bilinearen Abbildungen V;xV, — W aus § 22.1, also Mult(Vi, Vo; W) =
Bil(V;, Vo; W). A

Es gelten die mehrdimensionalen Analoga von Lemma 22.3 und Satz 22.4:

Lemma 22.20 (multilineare Abbildungen bilden einen Vektorraum).

EsseienV,.. ., Vi, W Vektorrdume iiber demselben Korper K fiir N € Ny. Dann ist Mult(V3, .. ., Va; W)
ein Unterraum des Vektorraumes WY *VN = {f: V| x .- - X Vy — W} aller Abbildungen V; X - - - X
VN — W.

Satz 22.21 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir multilineare Abbildungen, vgl. Satz 22.4).

Es seien V..., VN, W Vektorraume iiber demselben Kérper K fir N € Ny. Weiter seien (vk;, )i er,
Basen von Vi fiir k = 1,..., N. Auflerdem sei (Wi, ix)(ip....in) el x---xIy €ine Familie von Vektoren
in W. Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung f: V; X - -- X V5 — W mit der Eigenschaft
foi, .. 0iy) =w;y, iy furalle (i, ..., in) € [ X -+ X IN.
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In Erweiterung von Definition 22.7 kénnen wir angeben:

Definition 22.22 (Tensorprodukt).
Es seien K ein Korper und Vj, ..., Vi Vektorraume itber K und N € N,. Weiter seien die Familien
(v1i)irens - - -» (ONLin )inely Basenvon Vi, ..., Vy.

(i) Der K-Vektorraum

N
Ve ey = (Vi =
i=1
{T: L X---XIy —>K|T(i1,...,iN) # 0 nur fir endlich viele (iy,...,in) € I} X ---XIN}
(22.10)
heifit ein Tensorproduktraum V; ® - - - ® V.

(ii) Elemente von V; ® --- ® Vy heilen Tensoren der Stufe (englisch: degree) oder Ordnung
(englisch: order) N. Der Nullvektor in V; ® - - - ® Vy, also die Nullabbildung T: I} X - - - X Iy — K
mit T(iy,...,in) = 0 fur alle (iy,...,in) € I; X - - - X Iy, heifst der Nulltensor.

(iii) Die multilineare Abbildung
®:ViX--+XVn3(vy,...,0N) > ®0,...,0N) ==0;® - Quny €VI® -V, (22.11)
die durch die Bilder von (v, ..., ON,in ) (iy,....in ) € x---x Ty GEMAR
®(V1ips - - - UNin) = 01iy, ® - ® 0Ny = [(ki, . kN) > ik, + Sinien] (22.12)

eindeutig definiert wird, heiflt die universelle multilineare Abbildung (englisch: universal
multilinear map) in den Tensorproduktraum V; ® - - - ® V. Dabei bezeichnet v1; ® - - - ® un iy
dasjenige Element T € V] ® - - - ® Vi mit der Eigenschaft

1 imPFallk;=i;firallej=1...,N

0 sonst,

T(ky, ..., kn) = {

also vy, ® - ®ouniy = [(ki, ..., kN) = Oik, - - Sinkn ]
(iv) Das Paar (V; ® - - - ® Vy, ®) heifit ein Tensorprodukt von V;, ..., Vy.

(v) Wir nennen v; ® - - - ® vy auch das Tensorprodukt der Vektoren v; € V; usw. bis ox € Vy. Statt
01 ® - - - ® vy schreiben wir manchmal auch ®ﬁ1 v;.

(vi) Elementevon Vi ®---®Vy der Formov;®---Quy mit oy, ...,on # 0 heilen Elementartensoren
oder einfache Tensoren (englisch: simple tensors). A

Auch hier ist wieder die Konstruktion des Tensorproduktraumes V; ® - - - ® Vy abhéngig von der
Wabhl der Basen, aber alle Instanzen des Tensorproduktraumes sind zueinander isomorph. Es gelten
Rechenregeln analog zu Lemma 22.9, d. h., das Tensorprodukt ist nach Konstruktion multilinear.
Auch den Rang eines Tensors T kénnen wir analog zu Definition 22.10 definieren als die minimale
Anzahl von Summanden, mit denen wir T als Summe von Elementartensoren schreiben kénnen.5° In
Analogie zu Lemma 22.11 gilt wieder, dass der Nulltensor der einzige Tensor vom Rang 0 ist und dass
Elementartensoren genau diejenigen vom Rang 1 sind.

Bezuglich der universellen bilinearen Abbildung kénnen wir folgende Aussage zeigen:

56Im Fall N 3 3 ist die Bestimmung des Ranges eines N-stufigen Tensors ein NP-schweres Problem im Sinne der Komplexi-
tatstheorie. Dagegen haben fiir N = 0 und N = 1 alle Tensoren bis auf den Nulltensor den Rang 1.
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Satz 22.23 (universelle Eigenschaft der universellen multilinearen Abbildung ®).

Es seien K ein Kérper und V4, . . ., Viy und W Vektorraume tiber K und N € N;. Weiter seien die Familien
(01i))ier,s - - -» (UNLin )inely Basenvon Vi, ..., Vy und (V; ® - - - ® Vi, ®) das zugehorige Tensorprodukt.
Dann gilt:

(i) Istg € Mult(V; X - - X Vy; W), dann gibt es ein eindeutig bestimmtes f € Hom(V;®--- @ V; W)
mit der Eigenschaft g = f o ®.

(ii) Ist f e Hom(V ® --- ® V; W), dann ist g := f o ® € Mult(V; X - - - X Vs W).
Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:

VlX"'XVN

1o

Auch hier gilt analog zu Satz 22.14:

Satz 22.24 (die Zuordnung g — f ist ein Vektorraumisomorphismus).

Es seien V..., Vy sowie W Vektorraume tiber dem Korper K, N € Ny, und (V; ® --- ® VN, ®) ein
Tensorprodukt von V3, ..., V. Dann ist die Abbildung

Mult(Vy X --- X Vs W) 3 g f e Hom(V; ® - - - ® V; W) (22.13)

(definiert durch die Eigenschaft g = f o ®, siehe Satz 22.23) ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Wir konnen daher in Zukunft statt mit multilinearen Abbildungen in Mult(V; X - - - X Viy; W) auch mit
linearen Abbildungen in Hom(V; ® - - - ® Vy, W) arbeiten.

§ 22.3 TENSOREN UBER EINEM VEKTORRAUM

In diesem Abschnitt betrachten wir eine fiir die Praxis besonders relevante Klasse von Tensoren noch
genauer.

Definition 22.25 (Tensoren iiber einem Vektorraum).

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K und V* sein Dualraum. Weiter seien (r,s) € Ny x Nj.
Elemente des Tensorproduktraumes®’

TT(V)=Ve - VeV '®---@V" (22.14)

r-mal s-mal

heiflen Tensoren vom Typ (r,s) (englisch: tensors of type (r,s)) iiber dem Vektorraum V .5¢ A

57Die Notation fiir diese Tensorproduktrdume ist in der Literatur leider nicht einheitlich. Oft ist die Bedeutung von r und s
vertauscht.
58Historisch spricht man auch von r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensoren, vgl. Bemerkung 21.18.
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Wir stellen uns folgende Fragen:>*

(1) Wie lassen sich solche Tensoren darstellen?

(2) Wie lassen sich solche Tensoren interpretieren bzw. verwenden?

Bemerkung 22.26 (Positionen von Indizes).

Wir betrachten in diesem Abschnitt tiberwiegend endlich-dimensionale Vektorrdume V mit dim(V) =
n € Ny. Auflerdem gehen wir zu einer fiir die Tensoralgebra typischen Notation tiber:

« Die Vektoren einer Basis des ,primalen” Raumes V werden mit unteren Indizes nummeriert und
heiflen typischerweise e, . . ., .

» Die Koordinaten von Vektoren in V bzgl. dieser Basis werden mit oberen Indizes notiert, also

v=20 0le.

« Die Covektoren der dualen Basis von V* werden mit oberen Indizes nummeriert und heiflen
typischerweise ¢',..., " Es gilt also (¢', ¢;) = &;;.

+ Die Koordinaten von Covektoren in V* bzgl. dieser Basis werden mit unteren Indizes notiert,
also w = )1 w; €' A

Wir kommen zur Frage (1). Jeder Tensor in 7." (V) ist eine Linearkombination der elementaren Basis-
tensoren

eil®---®eir®g~i1®---®£~i-‘ mitl <iy,...,i, <nund1<j,...,js <n (22.15)

Also kann jeder Tensor in T € 7," (V) darstellt werden in der Form

T= Z Z Z Z T“’ ”’ Te ® - ®e;, ® @@k (22.16)

i1=1 ip=1 ji= Js=1

Die Koeffizienten T} - i ' werden die Komponenten (englisch: components) des Tensors T bzgl. der
Basis (22.15) genannt 5 Sie bilden eine Art ,verallgemeinerte Matrix“, ndmlich ein Zahlenschema
mit r + s Dimensionen und daher n"** Eintragen. In der mathematischen Physik ist es tiblich, die
Summenzeichen in (22.16) nicht zu notieren, sondern sie sich implizit dazuzudenken. Das nennt sich
die Einsteinsche Summenkonvention (englisch: Einstein summation convention): ,Uber jeden
Index, der in einer Formel zweifach (und zwar notwendigerweise einmal oben und einmal unten)
auftritt, wird summiert.

Die Zuordnung
T(V) 3T o Ty e KM

eines Tensors auf seine Komponenten (bzgl. einer beliebigen, aber festen Basis von V und der zugeho-
rigen dualen Basis) ist ein Vektorraumisomorphismus.

59Alle Konzepte in § 22.3 (Darstellung von Tensoren mit Hilfe von Komponenten und Interpretation von Tensoren als
multilineare Abbildungen) hitten wir auch bereits fiir Tensoren in allgemeineren Tensorproduktriumen Vi ® - - - ® Vi
einfithren kénnen. Wir beschrianken uns jedoch aus Griinden der Materialauswahl auf die Tensorproduktraume hier, die
nur V und V* verwenden.

%°Dje Koordinaten von Vektoren v hatten wir stets mit einem anderen Symbol bezeichnet, typischerweise x. Bei Tensoren
ist es aber tiblich, die Komponenten mit demselben Symbol zu notieren, hier beides Mal T.
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Bemerkung 22.27 (Tensoren und ihre Komponenten).

Oft hort man die Aussage, das Zahlenschema der Komponenten T]’;J’s’ sei der eigentliche Tensor T.%
Dieser Sichtweise schlieflen wir uns hier nicht an. Jedoch kann man mit einem Tensor ,arbeiten® (z.B.
die Stufe oder den Rang bestimmen, Vektoren und Covektoren in die durch den Tensor représentierte
multilineare Abbildung einsetzen etc.), indem man die entsprechenden Aktionen am Schema der
Komponenten ausfithrt. Dazu folgen unten noch Beispiele. A

Wir kommen zu Frage (2). Bisher kennen wir Tensoren nur als Elemente eines Vektorraumes, der
als nattirlicher Definitionsraum multilinearer Abbildungen angesehen werden kann, sodass diese zu
linearen Abbildungen werden (Satz 22.23). Interessanterweise konnen jedoch auch die Tensoren selbst
bereits als multilineare Abbildungen verstanden werden, und zwar sogar auf verschiedene Art und
Weise, je nachdem, welche Argumente man einsetzt und welche Argumente man noch zuriickhélt:

Lemma 22.28 (Interpretation von Tensoren vom Typ (r, s), vgl. Lemma 22.16).

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und V* sein Dualraum. Weiter
seien (r,s) € Ny X Ny und 7,"(V) ein Tensorproduktraum vom Typ (r, s). Dann bestehen folgende
Isomorphismen:

Typ (0,0) 7,°(V) =K = (22.17a)
Typ (0,1) 7°(V)=V* =~ Hom(V, K) (22.17b)
Typ (L,0) T,(V)=V =~ Hom(V*, K) (22.17¢)
Typ (0,2) 7,°(V)=V*®V* = Hom(V ® V,K) = Hom(V, V") (22.17d)
Typ (1,1) 7' (V) =V®V* =Hom(V*®V,K) = Hom(V,V) = Hom(V*,V*) (22.17€)
Typ (2,0) 7,2(V)=V®V =Hom(V*®V*K) = Hom(V* V) (22.17f)
usw.

An Stelle eines Beweises erlautern wir die Aussagen. Die Isomorphismen in (22.17a)-(22.17¢) sind
offensichtlich. Im Fall (22.17d) ist ein Isomorphismus zwischen Hom(V ® V, K) und Hom(V, V*) fiir
Basistensoren gegeben durch

(" ®e?)(v,-) = (', 0) e fire!,¢? e V¥ undo e V.
Ein weiterer Isomorphismus ist gegeben durch

(" @) (0) = (2 ,0) el fire!, e? e V¥ undo e V.

Im Fall (22.17€) ist ein Isomorphismus zwischen Hom(V* ® V, K) und Hom(V, V) fiir Basistensoren
gegeben durch
(e;, ® ) (-, 0) = (/" v)ye;, fure;,o e Vunde eV

Ein Isomorphismus zwischen Hom(V*®V, K) und Hom(V*, V*) ist fir Basistensoren gegeben durch
(e;, ® M) (v7,-) i= (0", e,y e fiire; € Vund ¢/,0" € V",
Im Fall (22.17f) ist ein Isomorphismus zwischen V ® V und Hom(V*, V) fiir Basistensoren gegeben

durch
(e;, ®e,)(v",-) = (v",e;,)e;, fure;,e;, € Vundo" € V.

%1Djese Aussage steht auf einer Stufe mit ,Der Koordinatenvektor eines Vektors sei der Vektor.“ oder ,,Die Darstellungsmatrix
einer linearen Abbildung sei die Abbildung®.
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Ein weiterer Isomorphismus ist gegeben durch

(e;, ®e;,)(0") = (v",e;,)e; fure;,e;, € Vundo® € V"

Fir alle Nicht-Basistensoren des jeweiligen Tensorproduktraumes ergeben sich die Formeln durch
Linearkombination der Formeln fiir Basistensoren.

Daraus erkennen wir: Jeder Faktor in einem Tensorprodukt ,konsumiert” ein Element des jeweiligen
Dualraumes®? und liefert — sobald das entsprechende Argument eingesetzt wird — das Ergebnis der
dualen Paarung als Element des Skalarkorpers K (eine ,Zahl®) zuriick. Die verbleibenden Faktoren, fiir
die kein Argument eingesetzt wird, bilden einen Tensor niedrigerer Stufe. So wiirde beispielsweise ein
Tensor T aus 7,°(V) nach Einsetzen des ersten und dritten Arguments zu einem Tensor S in 7,*(V).
Am Beispiel eines Basistensors:

(e, ®e;, ®e;, ® Ejl)(a), L&) = (w, e (€ e e, ® el

In Komponenten bzgl. irgendeiner Basis von V und der zugehoérigen dualen Basis von V* sieht diese
Rechnung fiir einen beliebigen Tensor T € 7,*(V) wie folgt aus:

i1,12,13 _. qh2
E E T'l Wiy .El':s - Sjl'

11 113

Wir werden in Zukunft einen Tensor
T €7, (V)

nach Bedarf mit einem Element in Hom(V* ® --- ® V'@V ® - - - ® V, K) bzw. mit der multilinearen

r-mal s-mal

Abbildung
Vix o . XV'xVx--- XV oK

r-mal s-mal

nach Satz 22.23 identifizieren und letztere ebenfalls mit T bezeichnen. Wir schreiben daher einfach
auch T(w',...,®",0y,...,0s) fiir das Einsetzen aller Argumente in die zum Tensor T gehérige Multili-
Wil Ujl

) bzgl. der Basis e, ..., " und hat v; die Koordinaten ( : )

j.n

nearform. Hat ' die Koordinaten (
U]’

Win

bzgl. der Basis ey, . .., e, und hat T die Komponenten T l’ " bzgl. der Basis (22.15), dann gilt

.....

1 r i1,. 1, S, Js
T(w,...,00,...,05) = E E E E T coll1 cwpg, v 0P

Ende der Vorlesung 7

https://tinyurl.com/scoop-la 249


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

§ 22.4 SYMMETRISCHE UND SCHIEFSYMMETRISCHE TENSOREN

Die Notation in der nachfolgenden Definition wurde nachtriaglich angepasst, um Doppelindizes zu

vermeiden.

Definition 22.29 (symmetrische, schiefsymmetrische und alternierende Tensoren).

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K. Weiter sei r € Nj.

()

(i)

(iii)

Ein Tensor T € 7/(V) = Hom(V* ® --- ® V*,K) = Mult(V* x --- x V*;K) heif}t (total)
symmetrisch (englisch: (totally) symmetric tensor), wenn fiir alle «',..., " € V* und jede
Permutation o € S, gilt:

T(w'...,0") =T("Y,...,0""). (22.18)
Die Menge aller symmetrischen Tensoren in 7" (V) bezeichnen wir mit 7" (V)sym.

Ein Tensor T € 7(V) = Hom(V* ® --- ® V*,K) = Mult(V* x --- x V*;K) heif}t (total)
schiefsymmetrisch (englisch: (totally) skew-symmetric tensor), wenn fiir alle o', ..., " € V*
und jede Permutation o € S, gilt:

T(',...,0") = (sgno) T(0”,. .., 07")). (22.19)
Die Menge aller schiefsymmetrischen Tensoren in 7," (V') bezeichnen wir mit 7" (V)skew-

Ein Tensor T € 7,/ (V) = Hom(V* ® - - - ® V*,K) = Mult(V* x - - - x V*; K) heifit alternierend

(englisch: alternating tensor), wenn fiir o', ..., 0" € V* gilt:
wi=wpfireink#¢ = T(v...,0") =0. (22.20)
Die Menge aller alternierenden Tensoren in 7" (V') bezeichnen wir mit 7" (V)a. A

Die Symmetrie von T € 7" (V) bedeutet also gerade, dass die Reihenfolge der r Argumente unerheblich
ist. Die Schiefsymmetrie von T € 7" (V) bedeutet dagegen, dass T(¢", ..., ¢") das Vorzeichen wechselt,
wenn genau zwei Argumente vertauscht werden. Die alternierende Eigenschaft bedeutet schliefilich,
dass das Bild von T gleich 0 ist, sobald zwei Argumente identisch sind.

Die Eigenschaften symmetrisch, schiefsymmetrisch und alternierend verwenden wir analog zu
Definition 22.29 auch fiir Multilinearformen in Mult(V* X - - - X V*; K).

Lemma 22.30 (Zusammenhang zwischen schiefsymmetrischen und alternierenden Tensoren).

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Weiter sei r € N.

()
(i)
(iii)
(iv)

Ist T € 7, (V) alternierend, dann ist T auch schiefsymmetrisch.
Im Fall char(K) # 2 gilt auch die Umkehrung.
Im Fall char(K) = 2 gilt 7, (V)sym = 7;" (V) skew-

Im Fall r = 0 und r = 1 gilt 7" (V)sym = 7y (V)skew = 7" (V)are = 7,7 (V).
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Beweis. Aussage (iv): Die einzige Permutation in Sy ist die leere Permutation, und die einzige Per-
mutation in S ist die Identitat. Daher sind (22.18) und (22.19) fiir jede Permutation und jeden Tensor
erfilllt. Auflerdem ist im Fall » = 0 und r = 1 jeder Tensor alternierend, da es nicht moglich ist, zwei
verschiedene identische Argumente einzusetzen.

Aussage (i): Im Fall r = 0 und r = 1 ist wie in Aussage (iv) gezeigt, jeder Tensor alternierend und
schiefsymmetrisch.

Es sei nun r > 2. Fiir jeden Tensor T € 7, (V) = Mult(V* x - -- x V*; K) gilt:

T(Ct)1 + w1, Wy +52,...,a)r)

=T(wy, W2, ..., 0p) + T(01, w3, ..., 0) + T(wy, @0, . ..,0r) + T(w1,09,...,0).

Ist T € 7, (V) alternierend und gilt @; = @, und ©; = @3, also auch w; + @; = w; + w5, so folgt

0=T(w1,ws,...,w0)+T (01, 03, ...,0;) + T(wy, 0a,...,0,) +T(01, 0oy ...,w,),
— —
=0 =0
also T(wy, w1, ..., wy) = =T (w1, @1, - . ., @, ). Dasselbe Argument kann nicht nur fir die Positionen 1

und 2 angewendet werden, sondern fiir beliebige zwei Positionen. Das zeigt: T ist schiefsymmetrisch.

Aussage (ii): Im Fall » = 0 und r = 1 ist wie in Aussage (iv) gezeigt, jeder Tensor alternierend und
schiefsymmetrisch.

Es sei daher nun r > 2. Fiir jeden Tensor T € 7" (V) = Mult(V* x - - - X V*; K) gilt:

T(w+ 0,01+ 0. .., OF)

= T(a)l, W1y ey a)r) + T(Bl, W1y« vy CL),«) + T(a)l, W1, ..., (/Jr) + T(El, D1, ..., (A)r).
Ist T € 7, (V) schiefsymmetrisch und gilt «; = @, also auch w; + ©; = 2 w;, dann folgt

4T(w, w1, ..., 0r) =T(0, 01 ..., 00) +T(0, 01, . ..,0r) + T(w1, O ..., 0) +T (01, 01, . . ., ©),

=0

also auch
2T (0w, wy ..., w,) = 0.

Falls char(K) # 2 gilt, so folgt T (w1, w1, . . ., @) = 0. Dasselbe Argument kann nicht nur fir die Positio-
nen 1 und 2 angewendet werden, sondern fiir beliebige zwei Positionen. Das zeigt: T ist alternierend.

Aussage (iii): Im Fall char(K) = 2 gilt —1 = 1, also ist (22.19) 4quivalent zu (22.18). O
Lemma 22.31 (Symmetrie und Schiefsymmetrie von Tensoren und Komponenten).

Es seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K, (ey, ..., e,) eine Basis von V
und (€', ..., ") die duale Basis von V*. Weiter sei r € Ny. Dann sind dquivalent:

(i) T € 9,7(V) ist symmetrisch.

(ii) Die Komponenten erfiillen T%ir = Tio(lo() fiir alle 1 < iy,. .., i, < nund alle Permutationen
o €S,.

Weiter sind dquivalent:

(i) T € 7,7 (V) ist schiefsymmetrisch.
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ii) Die Komponenten erfiillen T = (sgng) Tlew- et figr alle 1 < iy,...,i, < n und alle
p g
Permutationen o € S,.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-4.3. O

Lemma 22.32 (symmetrische und schiefsymmetrische Tensoren bilden Unterrdume).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Weiter sei r € N. Die Mengen der symmetrischen bzw.
der schiefsymmetrischen Tensoren 7" (V)sym bzw. 7, (V)skew bilden Unterraume von 7," (V).

Beweis. Der Nulltensor 0 ® - - - ® 0 gehort zu 7" (V) sym, also ist 7" (V)sym # 0. Sind S, T € 7,7 (V) sym,
so gilt
(S+T)(e, ... ey =S(en, ..., ")+ T (e, ... ")

— S(Eid(l), e gia(r)) + T(gicr(l), e gid(r))

= (S+T) (o0, ... ¢lo)
und weiterhin fiir « € K

al)(e", ... é")=aT(e", ... &
( )( > > H s
=aT(eo0,. .. eo0)
=(aT)(e0,. .. o),

Nach dem Unterraumkriterium Satz 12.8 ist 7" (V)sym damit ein Unterraum. Der Beweis fiir 7" (V)skew
lauft analog. o

Definition 22.33 (Projektion).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K. Ein Endomorphismus P € End(V) heif3t eine Projektion
(englisch: projection) oder ein Projektor (englisch: projector), wenn er idempotent ist, wenn also

Po~P=P (22.21)
gilt. Insbesondere sprechen wir von einer Projektion auf den Unterraum Bild(P). A
Wir zeigen jetzt, wie wir einen beliebigen (r, 0)-Tensor symmetrisieren bzw. ,schiefsymmetrisieren”

konnen. Dazu definieren wir zunichst, wie eine Permutation o € S, als lineare Abbildung auf dem
Tensorproduktraum 7" (V') wirkt: Fiir einen Basistensor ¢; ® - - - ® ¢; definieren wir

o(e,® - ®e;,)=¢€_,0 - ® €iyr - (22.22)

(1)

Dadurch ist die Permutation o durch Satz 22.21 auf ganz 7] (V) eindeutig definiert.
Satz 22.34 (Projektionen auf die Unterrdume der symmetrischen und schiefsymmetrischen Tensoren).

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K —mit—dimr¥——¥ mit char(K) = 0. Weiter sei
r € Ny.
(i) Der Endomorphismus
r . . 1 r
Ty (V)3T pI‘O]Sym(T) = Z o(T) €7, (V) (22.23)
" o€S,

ist eine Projektion auf den Unterraum der symmetrischen Tensoren 7" (V)sym.
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(ii) Der Endomorphismus

T (V) 3 T > projg, (T) = % > (sgno) o(T) € T/ (V) (22.24)

" o€S,
ist eine Projektion auf den Unterraum der schiefsymmetrischen Tensoren 7" (V)skew-

Quizfrage 22.5: Was bedeutet % in einem beliebigen Korper, und warum fordern wir char(K) = 0?

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-4.4. O

Quizfrage 22.6: Wie sehen die Komponenten eines symmetrisierten Tensors aus? Quizfrage 22.7:

Wie sehen die Komponenten eines schiefsymmetrisierten Tensors aus?

Lemma 22.35 (Dimension des Unterraumes 7" (V)skew)-

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K mit char(K) # 2 und dim(V) = n € Ny. Weiter sei
r € Ny. Dann gilt®3

n!

dim(%r(v)skew) = (:) = (22-25)

Insbesondere gilt dim(7," (V)skew) = 1 und dim(7;" (V)skew) = 0 fiir r > n.

Beweis. Nach Lemma 22.31 liegt die Schiefsymmetrie von T € 7" (V)skew genau dann vor, wenn die
Komponenten bzgl. einer beliebigen Basis von V schiefsymmetrisch sind. In diesem Fall sind die
Komponenten bereits durch die Komponenten mit den Indizes

Iew = {(it,....iy) € [Ln]" |1 < iy <ip <+ <ir <n}

eindeutig bestimmt. Fiir die Indizes nicht in [y ist entweder ein Index doppelt, woraus folgt, dass
dieser Eintrag in den Komponenten gleich 0 ist, oder es gibt eine Permutation o, sodass o(iy, . .., i) €
Iikew liegt. Andererseits konnen die Eintrage mit Indizes in L.y frei gewahlt werden, sodass sich
dim(7;" (V)skew) = #Iskew ergibt.

Es bleibt zu zeigen, dass #[skew = ('r’) ist. Das ist aber offensichtlich, da ('r’) die Anzahl der Méglichkeiten
angibt, genau r verschiedene Indizes aus dem Vorrat [[1, n] auszuwihlen, die dann aufsteigend sortiert
werden. o

Lemma 22.35 zeigt insbesondere, dass es in einem Vektorraum V mit dim(V) = n € Ny bis auf Skalierung
nur einen einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 7," (V)skew gibt. Wir konnen die Resultate aus
§ 22.4 natiirlich auch auf V* statt V anwenden. Insbesondere gibt es — bis auf Skalierung — nur einen
einzigen schiefsymmetrischen Tensor in 7,°(V)skew, also nach Satz 22.23 — bis auf Skalierung — auch
nur eine einzige schiefsymmetrische Multilinearform V X --- X V' — K. Diese ist Gegenstand von

§ 23.

Ende der Vorlesung 8

Ende der Woche 4

631n (22.25) ist ('r’) der Binomialkoeffizient (englisch: binomial coefficient) ,n tiber r.
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§ 23 DETERMINANTEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 4, Bosch, 2014, Kapitel 4

In diesem Abschnitt ist V stets ein Vektorraum tiber einem Kérper K mit dim(V) = n € Ny. Die
Determinante ist eine Maf3zahl fiir Endomorphismen f € End(V), die gewisse Eigenschaften festhalt.
Unser Vorgehen wird sein, zunichst Determinantenformen auf V" zu definieren, eine bestimmte davon
als die Determinante fiir Matrizen zu erklaren und diesen Begriff dann mittels Darstellungsmatrizen
auf Endomorphismen zu ibertragen.

Definition 23.1 (Determinantenform auf einem Produktraum V7).

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K und dim(V) = n € Ny. Eine Abbildung
A: V"3 (vy,...,00) > Aoy, ...,0,) €K

heif3t eine Determinantenform (englisch: determinant form) auf V", wenn folgende Eigenschaften
gelten:

(i) A ist eine n-lineare Form auf V".
(ii) A ist alternierend.

(iii) A ist nicht die Nullform. A
Als n-lineare Form auf V" wird A durch genau einen Tensor T € 7.°(V) reprisentiert. Wegen der
alternierenden Eigenschaft ist dieser Tensor auch schiefsymmetrisch (Lemma 22.30). Nach Lemma 22.31
und dem Beweis von Lemma 22.35 ist das Schema der Komponenten bereits durch einen einzigen
Index eindeutig festgelegt. O.B. d. A. ist das der Index (1, 2, . . ., n), also der Funktionswert A(by, ..., by,)
auf einer beliebigen Basis (b1, ...,b,) von V. Dass A nicht die Nullform ist, bedeutet gerade, dass

A(by,...,b,) # 0 ist. Eine konkrete Determinantenformen auf V" wird also durch den Funktionswert
A(by,...,by) € K\ {0} festgelegt, den man als Normierungswert verstehen kann.

Wie folgendes Resultat zeigt, hat die in Definition 23.1 geforderte alternierende Eigenschaft die Funktion,

die lineare Abhéngigkeit der eingesetzten Vektoren zu erkennen:

Lemma 23.2 (Bedeutung der alternierenden Eigenschaft).

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und dim(V) = n € Ny. Weiter sei T € 7,°(V). Dann
sind dquivalent:

(i) T ist alternierend.

(i) Wenn die Familie (vy, ..., vy) linear abhingig ist, dann gilt T (vy, ..., v,) = 0.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (vy,...,0,) linear abhingig, dann gibt es einen Index

1< i < n, sodass
n
U; = ZO{]U]'
Jj=1

J#i
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gilt (Lemma 13.3). O.B.d. A. gilt i = 1. Wir erhalten

T(vy,...,0n) = T(Z a; Z)j,Uz,...,Z)n)
=2

= Z a;T(vj,0y,...,0,) wegen der Multilinearitat

= Z 0 wegen der alternierenden Eigenschaft

=0.
Aussage (ii) = Aussage (i): Wir betrachten (v, . .., v,), wobei zwei der Vektoren identisch sind. Dann
ist (v4,...,9,) linear abhéngig, also T(vy,...,v,) = 0. Damit ist T alternierend. O

Wie sieht nun eine Determinantenform auf V" konkret aus? Diese Frage beantwortet das folgende
Lemma.

Lemma 23.3 (Gestalt von Determinantenformen).
Es sei V ein Vektorraum tiber einem Kérper K und dim(V) = n € Ny. Weiter sei (b, .. ., by,) eine Basis
von V. Ist A eine Determinantenform auf V", dann gilt:

Aoy, ...,0,) = ( Z (sgno) tyy- - t(,(n),n) A(by,...,by) (23.1)
€S, —— N— e
=+1eK Normierungswert € K \ {0}

fur alle (vy,...,v,) € V", wobei T die durch

i=1

eindeutig definierte Matrix ist.%

Beweis. Aufgrund der Multilinearitat der Determinantenform gilt

Aoy, ...,0p) = A(Zn: i1 bi, .. .,i tin bl)
—ZtlllA( Ztm )
99 WATRIRA, yY

i1=1 ix=1

n n n
Z Z ... Z tiatioti oAby, biy, ..., by ).

=1 ip=1  ip=1

64Tn der j-ten Spalte von T stehen also die Koordinaten von vj bzgl. der Basis (b1, ..., by). Falls die (vy,...,0,) ebenfalls

eine Basis bilden, so ist T die Transformationsmatrix T = 7?1(70"“'1’70")) e K™ siehe Definition 20.1.
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Da A als Determinantenform alternierend ist, gilt A(b;, b;,,...,b;,) = 0, sobald zwei der Indizes
iibereinstimmen. Wir kénnen die Summation daher auf diejenigen Indextupel (iy, . . ., i) beschrinken,
deren Eintrage sdmtlich verschieden sind. Mit anderen Worten: Wir beschrianken die Summation
auf die Permutationen der Menge {1, ..., n}, also die Elemente der symmetrischen Gruppe S,,, siehe
Definition 7.21. Es ergibt sich:

= Z ta(l),l T ta(n),n A(ba(l): s ba(n))'

o€eS,

Da A als alternierende Multilinearform schiefsymmetrisch ist, folgt schlieflich

= (D (5810) tauya -+ tomn) Albs .. b,

o€eS,

was zu beweisen war. O

Folgerung 23.4 (Determinantenformen sind genau auf Basen nicht Null).

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K und dim(V) = n € Nj. Ist A eine Determinantenform
auf V", dann sind dquivalent:

(i) Aoy, ...,0,) #0.

(ii) (ovy,...,vy) ist eine Basis von V.
Beweis. — Aussage (ii) = — Aussage (i): Ist (v, ..., 0,) keine Basis von V, dann ist (vy, .. .,v,) eine
linear abhangige Familie. Aus Lemma 23.2 folgt A(vy, ..., v,) = 0.

Aussage (ii) = Aussage (i): A ist nach Definition 23.1 nicht die Nullform. Also gibt es eine Familie
(b1, ..., bp) mit A(by,...,b,) # 0. Aus Lemma 23.2 folgt, dass (by,. .., b,) linear unabhingig ist, also
eine Basis von V.

Wir wenden nun Lemma 23.3 an mit vertauschten Rollen von (by,...,b,) und (v, ...,9,), also mit
T = 7?1()11’1017;‘) Es gilt also der Zusammenhang

A(by,...,by) = (Z (sgno) toqy1- - ta(n),n) A(vy, ..., 0n),

o€S,

also A(by,...,by) = aA(vy, ..., v,) fireina € K. Wegen A(by, ..., b,) # 0 muss auch A(vy,...,0,) # 0
sein. m|

Schliefllich miissen wir noch zeigen, dass Determinantenformen auf V" tatsichlich existieren, denn
wir haben bisher nur bewiesen, dass eine Determinantenform notwendigerweise die Gestalt (23.1)
hat. Die Konstruktion benutzte, dass alternierende Formen notwendigerweise schiefsymmetrisch
sind. Wir miissen uns also noch davon tiberzeugen, dass (23.1) tatsachlich auch die Bedingungen
aus Definition 23.1 erfiillt, vor allem, dass eine solche Form alternierend ist, und zwar auch im Fall
char(K) = 2.

Satz 23.5 (Existenzsatz fiir Determinantenformen).
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Es sei V ein Vektorraum uiber einem Korper K und dim(V) = n € N,. Weiter sei (by,...,b,) eine
Basis von V. Zu jedem « € K \ {0} gibt es genau eine Determinantenform auf V" mit der Eigenschaft
A(by,...,b,) = a. Diese ist durch

Aon o om) = ) (580.0) o totmin) Mlbr - bn) (23.2)
o€eSy —

gegeben, wobei T die durch
n
v = Z tl'j b,‘
i=1

eindeutig definierte Matrix ist.

Beweis. Wir wissen bereits aus Lemma 23.3, dass eine Determinantenform auf V" notwendigerweise
(23.2) erfiillt, also durch den Wert von a € K \ {0} eindeutig bestimmt ist. Zu zeigen ist, dass die durch
(23.2) gegebene Form fir « € K \ {0} tatsdchlich die Bedingungen aus Definition 23.1 erfillt.

Schritt 1: A ist n-linear:

Es giltv; = XL t;; b; fur j =1,..., n. Ersetzen wir also genau einen der Vektoren v; durch
fou; mit f € K, dann wird die Spalte j der Matrix T mit f skaliert. Es folgt

Aos o B on) = (D (sgn0) toma -+ (Bot) -+ totmn) Alb, - ba)

o€eS,
= ﬁ ( Z (Sgn O-) ta(l),l to ta(n),n) A(bb e bn)
o€ES,
=B A(vy,...,00).
Es gelte weiterhin w; = I s;; b; fur j = 1,..., n. Ersetzen wir genau einen Vektoren v;

durch v; + w;, dann wird die j-te Spalte der Matrix T mit der j-ten Spalte der Matrix S
addiert. Es folgt

A(U], ce U WL, Un) = ( Z (Sgl’l O') to‘(l),l cee (t()'(j),j + so‘(j),j) s td(n),n) A(bl, ey bn)

€S,

= ( Z (sgn o) tony1 - Loj) " ta(n),n) A(by, ..., bn)
€S,

+ ( Z (Sgn 0) tcr(l),l T Se(),g Tt ta(n),n) A(bls cees bn)
o€S,

=A1,...,05,...,00) + A0y, ..., W), ., 0n).

Also ist A linear im j-ten Argument.
Schritt 2: A ist alternierend:

Wir brauchen nur den Fall n > 2 zu untersuchen. (Quizfrage 23.1: Warum?) Es seien
0.B.d. A. v; = v;. Wir betrachten die Transposition 7 := 7(1,2) € S,. Die symmetrische
Gruppe S, zerfillt in die zwei disjunkten Nebenklassen A, (die geraden Permutationen) und
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Ay, o 7 (die ungeraden Permutationen), vgl. Beispiel 8.18. Es ist also S,, = A, U (A, o 7) eine
disjunkte Vereinigung und damit

Avy,...,0,)
= ( Z (sgno) to(y - ta(n),n) A(by, . ..., bn)
o€ES,
= ( Z [(sgn O') o)1 to(n)n + (Sgn(o' o T)) toor) (1)1 " " t(UOT)(n),n]) A(bl, cees bn).
o€EA, ~ N’

=1 =-1

Fir Indizes j > 3 gilt (o o 7)(j) = o(j) und damit (5or)(j),j = to(j),;- Fr die ersten zwei
Spalten von T gilt te; = ts; und daher

toor) (1)1 = to(2)1 = to(2),2 WA tigor)(2)2 = to(1)2 = to(1).1-
Das zeigt
Aoy, ...,0n)

= ( Z [ta(l),l T ta(n),n - t(oor)(l),l T t(aO‘r)(n),n]) A(bb cees bn)

o€EA,

= ( Z [ta(l),l to tcr(n),n - ta(l),l toe ta(n),n]) A(bla s bn)

o€EA,

=0
= 0.

Das gilt auch im Fall char(K) = 2, also wenn —1 = 1 ist. (Quizfrage 23.2: Warum?) Also ist
A alternierend.

Schritt 3: A erfullt A(by, ..., b,) = a, ist also nicht die Nullform:

Diese Aussage ist klar, weil a # 0 ist. O

§ 23.1  DIE DETERMINANTE EINER MATRIX

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Vektorraum V = K", somit ist V" = K™*" Wir identifizieren
also ein Tupel (ay, . . ., a,) von Vektoren in K" mit der Matrix A = [a1 e an]. Die Determinanten-
formen auf K"*" unterscheiden sich nur im Normierungswert A(by, . . ., by,) auf einer Basis (b4, .. ., by,)
von K". Man setzt diesen Wert auf der Standardbasis (ej, ..., e,) auf 1. Dadurch stimmt die durch

n
aj; = Z tij e;
i=1
definierte Koeffizientenmatrix T mit A iberein. Das fithrt auf die folgende Definition.

Definition 23.6 (Determinante einer Matrix).
Es sei K ein Korper und n € Ny. Die Determinante (englisch: determinant) einer Matrix A € K™*" ist
definiert durch die spezielle Determinantenform

det(A) = > (sgn0) a1~ Ao (mn- (233)

o€S,
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Beachte: Mit dieser Definition kénnen wir die Aussage von Satz 23.5 auch formulieren als A(vy, . . ., 0,) =

det(T) A(by, ..., by).
Die Gleichung (23.3) heifit die Leibniz-Formel (englisch: Leibniz formula).

Manche Autoren schreiben statt det(A) auch |A|. Dieser Praxis folgen wir nicht.

Beispiel 23.7 (Determinante einer Matrix).
(i) ImFall n = 0 ist die Determinante der einzigen (leeren) n X n-Matrix det(A) = 1. (Quizfrage 23.3:
Wie folgt das aus (23.3)?)

(ii) Im Fall n = 1 gibt es nur die Permutation ¢ = id. Daher folgt fir A = (a) aus (23.3) der
Zusammenhang det(A) = a. Die Determinante ist also gerade der einzige Eintrag der Matrix.

(iii) Im Fall n = 2 gibt es zwei Permutationen, ¢ = id und o = (1, 2). Daher folgt aus (23.3):

an
az

det(A) = det (

an|
= dn dgzz — a2 Az;.
azz

Grafisch konnen wir diese Regel wie folgt darstellen:

apn  ap

azi— azz

Das Produkt der Hauptdiagonalelemente geht also positiv ein, wahrend das Produkt der Elemente
der ,Gegendiagonale® negativ gewichtet wird.

(iv) Im Fall n = 3 gibt es sechs Permutionen. Davon sind drei gerade, ndmlich ¢ = id = (1%3),
oc=(3%3)undo = (123), und drei ungerade: 0 = (133),0 = (123)undo = (123). Das
Ausschreiben der Summe in (23.3) ergibt

apn  dp a3
det(A) = det a1 dzp dz3 | =
— d31Qz2d13 — dz10412d33 — dids2 dzs.

ap dzz asz + dzi1dsz di3 + aspdpz azs
as; dsz dAss

Grafisch konnen wir diese sogenannte Regel von Sarrus (englisch: rule of Sarrus) wie folgt

darstellen:
an  4diz a3 dip dip

ax 4z A3 G4 A
as; dsp dsz Az d3p

Dabei werden die ersten beiden Spalten der Matrix gedanklich nochmals rechts daneben kopiert,
d. h., beim Durchgehen der Diagonalen werden die Eintrage in jeder Zeile zyklisch fortgesetzt.
Wieder werden die Produkte der Elemente der Haupt- und Nebendiagonalen positiv gewertet,
wihrend die Produkte der Elemente in Richtung der ,Gegendiagonale® negativ gewichtet werden.

(v) Im Fall n = 4 gibt es bereits 24 Permutionen und keine einfache Merkregel mehr. A

Um die Determinante einer nXn-Matrix zu bestimmen, wird man im Normalfall nur fir n < 3 geméf der
Definition (23.3) vorgehen. Fiir grofiere Matrizen sehen wir spater noch effizientere Moglichkeiten.

%5Das zweite Klammernpaar lasst man bei Ausdriicken wie det ([ aufu ]) hiufig weg und schreibt einfach det( g1 722 ).
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Lemma 23.8 (Eigenschaften der Determinante von Matrizen).
Es sei K ein Korper und n € Ny. Weiter seien A, B € K™". Die Determinante det: K™" — K hat
folgende Eigenschaften:

(i) det(A) ist eine alternierende Multilinearform auf den Spaltenvektoren (day, . . ., dep,) von A.
(ii) det(a A) = a™ det(A) fiir alle « € K.

(iii) det(A) # 0 © Aistregular & Rang(A) = n < (day, - . ., dep) ist linear unabhéngig.

(iv) det(]) =1.
(v) det(AB) = det(A) det(B).°

(vi) det(A™!) =1/det(A), falls A invertierbar ist.

(vii) det(AT) = det(A).

Beweis. Aussage (i): siche Beweis von Satz 23.5.
Aussage (ii) folgt sofort aus der Multilinearitit der Determinante.

Aussage (iii):

det(A) #0
& (@, - - -, Aep) ist linear unabhéngig nach Folgerung 23.4
& Rang(A)=n nach Satz 15.12
& Alist regular nach Satz 15.40.
Aussage (iv): Die Eintrage der Einheitsmatrix sind §;; fiir i, j = 1,.. ., n. Also produziert nur o = id

einen Nicht-Null-Beitrag in der Summe (23.3). Genauer:

det(I) = Z (sgn o) 8g(1)1 " * Oo(n),n = (sgnid) dig1y,1 -+ - Sid(n)n = 1.

€S,

Aussage (v): Der Beweis dieser Aussage wurde neu formuliert. Wir schreiben die Matrix B

n n
Z bil,l €, - Z bin,n €i,|.
i1:1

in=1

spaltenweise als

B=

Dann gilt nach Definition des Matrix-Matrix-Produkts

n n
AB= ZAbil,l €, - ZAbin,n ein]
i1=1 in=1
n n
= Z bil,l A eil e Z bin,n A ein
i1=1 in=1

Dabher gilt fiir die Determinante unter Verwendung der Multilinearitét

det(A B) = det (Z biaAe; --- Z bi,nAei,

ilzl inzl

6Dje Determinante ist also ein Monoidhomomorphismus vom Monoid (K", -) in das Monoid (K, -).
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=zn:‘--zn:bibl---b,-mndet(Aeil Aein).

i1=1 in=1

Wie im Beweis von Lemma 23.3 konnen wir die Summation auf diejenigen Indextupel (iy, ..., i,)
beschranken, deren Eintrage samtlich verschieden sind:

= Z bs1)1+ " bo(n),n det (A e, -+ A ein)
€S,
= Z (sgno) by bo(myn det (Aeg - -- Aen)
oES,
det(A)
det(B)

= det(A) det(B)

Aussage (vi): Es sei A invertierbar, dann folgt aus Aussage (iii) und Aussage (iv)
1=det(I) = det(AA™?) = det(A) det(A™})

und damit die Behauptung.

Aussage (vii): Es gilt

det(A") = Z (sgno) aye(1) * ** no(n) nach der Leibniz-Formel (23.3)

o€eS,

Z (sgno) ag-1(1)1 "+ * Ag-1(n),n, durch Umsortieren der Faktoren
o€ES,

1

Z (sgnz™!) Ar(1)1° " Ar(n)n durch Ersetzen von 7 := ¢~
TES,

= Z (sgn ) a1+ r(n),n wegen sgn 7 = sgn7 ', siehe Folgerung 7.30

TES,

= det(A).

(Quizfrage 23.4: Warum durfte die Summation tiber ¢ € S,, durch die Summation tiber 7 € S, ersetzt
werden?) O

Lemma 23.9 (dhnliche Matrizen haben dieselben Determinante).
Es sei K ein Korper und A, A € K™ mit n € Ny. Sind A und A shnlich, dann gilt det(A) = det(A\).
Beweis. Sind A und ]{ dann gibt es eine invertierbare Matrix T € K™*" mit
A=TAT
Mit Lemma 23.8 folgt

det(A) = det(T) det(A) det(T™")
= det(T) det(A) det(T)™*
= det(A).
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Wie kann nun die Determinante einer Matrix effizienter berechnet werden als mit Hilfe der Definiti-
on 23.6? Wir geben dazu mehrere Resultate an.

Lemma 23.10 (Determinante einer Dreiecksmatrix).
Es sei K ein Kérper und A € K™ mit n € Nj.

(i) Ist A € KZ" oder A € K", dann gilt

(ii) Ist A eine obere oder untere Blockdreiecksmatrix, also A

gilt

det(A) = ay; - - - anp.

det(A) = det(AH) det(A22).

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-5.1.

_[Au O _ [An
= A21A22] bzw. A = [ 0

Ar
Az

(23.4)
], dann
(23.5)

O

Aufgrund des vorherigen Lemmas ist es niitzlich, eine Matrix z. B. durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform (also obere Dreiecksgestalt) zu bringen, um ihre Determinante zu berechnen. Wir
betrachten zu diesem Zweck die elementaren Zeilenumformungen aus § 15.3:

Typ I:
1 \
1
Fir D = a gilt det(D) = «a.
1 \
1_

Typ II:

1

Fir S = a 1 gilt det(S) =1.
1
Typ LI )
1\
1
0 1
1
Fiir T = AN gilt det(T) = —1.
1
1 0
1 \
1
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Bei der Berechnung der Zeilenstufenform multiplizieren wir wiederholt die betrachtete Matrix A von
links mit Matrizen vom Typ II oder III. (Quizfrage 23.5: Wofiir braucht man nochmal die Matrizen
vom Typ I?) Bei jedem Zeilentausch (Typ III) dndert sich dabei die Determinante um den Faktor —1. Wir
miissen uns also nur merken, ob wir eine gerade oder ungerade Anzahl von Zeilentauschvorgangen

durchgefiihrt haben.

Beispiel 23.11 (Berechnung der Determinante durch elementare Zeilenumformungen).

(i) Wir berechnen die Determinante von A = [2 g §] die wir als Matrix iiber dem Korper Zs
auffassen, vgl. Beispiel 16.7. Wir bringen A dazu auf Zeilenstufenform:

C [0 0 2] <ﬁ3 0]
1 3 0] ~ [0 0 2| Tauschen der Zeilen1und 2
3 2 2] 3 2 2
by g 1 N ]
% 30 % 50 Erzeugen von Nullen
00 2 ~ [00 2 .
2\|3 2 9 o 9 unterhalb des Pivot-Elements
C 0 0 2 ~ o 2| Tauschen der Zeilen 2 und 3
0 3 2 0 0 2
Ng ) Ay
% 0 ﬁ 0] Erzeugen von Nullen
0N372) ~ o .
00 2 0 0%2p unterhalb des Pivot-Elements

Die Determinante der letzten Matrix ist nach Lemma 23.10 das Produkt der Diagonalelemente,
also1-3:2 =11in Zs. Da wir auf dem Weg dahin zweimal Zeilen getauscht haben, gilt auch
det(A) = 1.

1

0f:

2

(i) Wir betrachten jetzt die modifizierte Matrix A = [

WO
o

C [0 0 2] <% 30
1 3 0| ~ |0 0 2| Tauschen der Zeilen1und 2
3 4 2 3 4 2]
C ﬁ 30 <ﬁ3 { Erzeugen von Nullen
0 0 2 ~ 0 oN2V
2\ |3 4 o 0 0 2 unterhalb des Pivot-Elements

An dieser Stelle konnen wir die Rechnung beenden, weil ein Pivot-Element nicht auf der Diago-
nalen steht. Damit gilt Rang(A) < n = 3, also det(A) = 0 (Lemma 23.8). A

Definition 23.12 (Streichungsmatrix, Minoren, Kofaktoren und Adjunkte).
Es sei K ein Korper und A € K™", n € N,. Weiter seien1 < i,j < n

(i) Die Streichungsmatrix von A bzgl. des Index (i, j) ist diejenige (n — 1) X (n — 1)-Untermatrix,
die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht, also

(111 aj-1 aLj+1 —— al,n
(A) . |4i-11 Ai-1,j-1 4i-1,j+1 Ai-1,n (23.6)
#i#E] = . .
/ Aiv1] — Qi1,j-1  Aiy1,j+1 Ai+1,n
| Gn,1 an,j-1 Qn,j+1 Ann |
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(ii) Die Unterdeterminante (englisch: subdeterminant) oder der Minor (englisch: minor) von A
bzgl. des Index (i, j) ist die Determinante der zugehérigen Streichungsmatrix, also®”

ap) — ay,j-1 aLj+y1 —— din
ai-1,1 — 4i-1,j-1 4i-1,j+1 — di-1,n
Al = det((A)siz;) =det| " J J ’ 23.
[ ]U (( )#’i]) Ai+11 — Qi+1,j-1  Qi+1,j+1 — Qi+n (237)
an1 —— Qp,j-1 An,j+1 — Qn,n
(iii) Die Grofie
a;j = (=)™ [Al];; (23.8)

heifit der Kofaktor (englisch: cofactor) der Matrix A bzgl. des Index (i, j). Die Matrix cof (A) :=
(@ij)1<i,j<n heiflt die Kofaktormatrix (englisch: cofactor matrix) von A.

(iv) Die Adjunkte (englisch: adjugate matrix, adjunct matrix) von A oder die zu A komplementire
Matrix ist die Transponierte der Kofaktormatrix:

adj(A) = cof (A)". (23.9)

A

Fir die Kofaktoren a;; gibt es eine gleichwertige alternative Definition, bei der die Zeile i und Spalte j
(oder auch nur die Spalte j) ersetzt werden, statt sie zu streichen:

Lemma 23.13 (alternative Definition der Kofaktoren).
Es sei K ein Kérper und A € K™*", n € Nj. Fir die Kofaktoren von A gilt

ag ———ayj-1 0 ayju ———— din
ai-11 ai-1j-1 0 ai—1jn Ai-1n
a;jj=det|] 0 ———0 1 0 —————— 0 |—i-te Zeile (23.10a)
A1) — Qisj-1 0 iy jn Ai+1,n
an —— Qp,j-1 0 An,jy1 — Ann
Tj-te Spalte
a1 agj-1 0 ayjy1 ———— ain
ai-11 ai-1j-1 0 @j—1jy1 —— Gi—1n
=det| a3 — ai j-1 1 @jjy ——— i |—i-te Zeile (23.10b)
Ai+1,1 aiv1,j-1 0 Qi ju Qi+
an —— Qpn,j-1 0 An,jy1 — Ann
Tj-te Spalte
= det(e1, ..., Aej-1, €i, Aajil; - - - Qo). (23.10¢)

7Fiir Minoren gibt es in der Literatur keine einheitliche Notation.
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Beweis. Durch i —1 Vertauschungen benachbarter Zeilen (durch Multiplikation mit Elementarmatrizen
vom Typ III von links) und j — 1 Vertauschungen benachbarter Spalten (durch Multiplikation mit
Elementarmatrizen vom Typ III von rechts) kann die Matrix in (23.10a) auf die Gestalt

1 0 0

0 any aij-1 4ijm a1,n
ai-11 ai-1,j-1 4i-1,j+1 Ai-1,n
Ai+1,1 — Qi+1,j-1  Qi+1,j+1 — Qi+ln

_0 an,l - an,j—l an,j+1 - an,n ]

gebracht werden, deren Determinante nach (23.5) gleich [A];; ist. Durch die Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen kommt der Faktor (—1)"*/ hinzu. Also ist die Determinante der Matrix in (23.10a) gleich
(—-1)"*! [A];;, was nach (23.8) die Definition des Kofaktors a;; bzgl. des Index (i, j) ist.

Die Matrix in (23.10a) geht dadurch aus (23.10b) hervor, dass geeignete Vielfache der j-ten Spalte
zu den anderen Spalten addiert werden. Dadurch #dndert sich die Determinante nicht. Also gilt die
Gleichheit von (23.10b) und (23.10a).

Die Ubereinstimmung von (23.10c) und (23.10b) ist klar. O

Beispiel 23.14 (Streichungsmatrix, Minoren, Kofaktoren und Adjunkte).

Die Matrix A = [ 2] € R¥* hat die Kofaktoren

an = (-1)%[A]ln =4  oder nach (23.10a) ay = det (1) Z) =4
_ s _ 0 1

a;p = (—1)°[A]1i2 = =3 oder nach (23.10a) ay; = det 5 0= -3
_ s _ 0 2

az = (—1)°[A]s1 = =2 oder nach (23.10a) ay; = det Lol T -2
_ . _ 10

ax = (—1)*[A]s2 =1  oder nach (23.10a) @y, = det 0 17 1

Die Kofaktormatrix von A ist daher cof (A) = [ 4, 7*], und die Adjunkte von A ist adj(A) = [ 4 2].

A
Lemma 23.15 (Bedeutung der Adjunkten).
Es sei K ein Kérper und A € K™, n € Ny. Dann gilt
adj(A) A = A adj(A) = det(A) L. (23.11)

Beachte: Bis auf den Faktor det(A) ist die Adjunkte also die Inverse von A.
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Beweis. Wir betrachten den Eintrag (i, k) der Matrix B := adj(A) A. Es gilt

n
bir = Z ajia ik nach Definition des Matrix-Matrix-Produkts
j=1

= Z aji det(Qei, ..., Gei-1, €j, Aeit1, - - -» den) TNach (23.10c)

= det(a.l, cev, Aei1, Z Ajk €j, Aoitls - - -5 a.n) wegen der Multilinearitat der Determinante
Jj=1
= det(aol, co.s Aej—1, Aeks Aej+1s - - - » aon)-

Dieser Ausdruck ist gleich 0, wenn i # k ist, weil sich dann einer der Vektoren wiederholt und die
Determinante alternierend ist. Wenn jedoch i = k gilt, dann ist der Ausdruck gleich det(A). Das
bedeutet B = adj(A) A = det(A) I.

Die zweite Behauptung adj(A) A = det(A) I folgt, weil —— det( ) adj(A) als Linksinverse von A gleichzeitig
auch Rechtsinverse von A ist, siehe Satz 15.42. O

Beispiel 23.16 (Inverse einer 2 X 2-Matrix).

Die Inverse einer invertierbaren 2 X 2-Matrix iiber einem Koérper K

a4
A=
az dazz

ist gegeben durch A~ = ¢ t( @ adj(A), also durch

Al = 1 dz2  —ai)| _ 1 dzz  —ap2 A
det(A) \—axz an an sz — Aoy Az \—421  4n

Neben der Transformation auf Zeilenstufenform (Beispiel 23.11) gibt es eine weitere Moglichkeit,
Determinanten zu berechnen. Diese bietet sich insbesondere dann an, wenn in einer Zeile oder in
einer Spalte der Matrix viele Nulleintrige stehen.

Satz 23.17 (Entwicklungssatz von Laplace®®).
Es sei K ein Korper und A € K™", n € Ny. Dann gilt:

Entwicklung nach der i-ten Zeile (englisch: expansion by the i-th row):

det(A) = 3 () 0y det{(A)s) Z(Wa (23.122)

Jj=1

Entwicklung nach der j-ten Spalte (englisch: expansion by the j-th column):

det(A) = Y- ay det{(A)s) Z(Wa (23.12b)

i=1

%8englisch: Laplace expansion theorem
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Beweis. Nach Lemma 23.15 gilt det(A) I = A adj(A). Fur i € [[1, n] ist daher

det(A) = (A adj(A))

ii

= Z a;jadj(A)j; nach Definition der Matrix-Matrix-Multiplikation
j=1
n
= Z a;jcof (A);; nach Definition (23.9) der Adjunkte
j=1

= Z aij (-1 det((A)siz;) nach Definition (23.8) des Kofaktors
j=1

= Z(—l)i+j a;j [Alij nach Definition (23.7) des Minors [A];;.
j=1
Damit ist (23.12a) gezeigt. (23.12b) folgt analog. ]

Beispiel 23.18 (Entwicklungssatz von Laplace).
Wir betrachten die Matrix A € Q3*3 mit

2 3
A=]-1 1 1.
0 1

Wir entwickeln die Determinante nach der zweiten Spalte (j = 2), weil dort zumindest eine Null
auftaucht:®

3
det(A) = Z(—l)i+2 ai; det((A)giz2)

i=1
= —ap det((A)¢1,¢2) + az det((A);tz,qtz) —asp det((A)¢3,¢2)

-1 1 -2 3 -2 3
——2det(_4 1)+1det(_4 1)—Odet(_1 1)

=-2(-1+4)+1(-2+12)+0
=-6+10
=4, A

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Cramerschen Regel, die es erlaubt, einzelne Eintrige des
Losungsvektors eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen, was mit dem Gauf3schen Eliminati-
onsverfahren aus § 16 nicht moglich ist.

Satz 23.19 (Cramersche Regel).
Es sei K ein Korper und A € K™, n € N,. Weiter sei b € K". Ist A invertierbar, dann gilt fur die
Koordinaten der eindeutigen Losung x € K" des linearen Gleichungssystems Ax = b

Xx; = det(aob L) a.i—ls b: a.i+1s ceey a.n) fl:lr l. - 1 n (23 13)
i det(A) N (B .

%9 Alternative: Entwicklung nach der dritten Zeile (i = 3)
7%englisch: Cramer’s rule
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Beweis. Es gilt

x=A"

= Tat @ adj(A) b nach Lemma 23.15,

1 v,
also x; = = ;(adj(A))ij b;.

Fiir die Eintrage der Adjunkten gilt weiter

adj(A);j = aji nach Definition der Adjunkten (23.9)

= det(Qa1, - . ., dei-1, €), Aeis1, - - -, Gen) Nach (23.10c).
Setzen wir diese Beziehung oben ein, so ergibt sich

1 v, .
Xi = det(A) ;(adJ(A))ij bj

1
det(A)

n
Z det(aols L) a.i—la e]s a0i+15 ey a.n) b]
=1

- det(A) det(a.l’ o5 dei—1, b, Aejtls -+ ->» a.n)'

Die letzte Gleichheit gilt wegen der Multilinearitdt der Determinante. O

Beispiel 23.20 (Cramersche Regel).

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem A x = b mit

-2 2 3 1
A=-1 1 1 und b=]|2
-4 0 1 0

iiber dem Korper Q. Es gilt det(A) = 4, die Matrix A ist also regular.

Wir bestimmen die Losung des Gleichungssystems mittels Cramerscher Regel:

1 1 2 3 1 3
xlzth det 2 1 1 22(1—4):—2
et o 0 1
1 I 17
= sdet| -1 2 1= (—4-d+2441) =
et 4 01
-2 2 1
! det| -1 1 2 1( 16 + 4) 3
X3 = et| — = —(— = -3,
det(A) 4 0 of ¢
-3
Wir erhalten also die Losung x = ;11( 7 ) A
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Die Cramersche Regel ist zur praktischen Losung linearer Gleichungssysteme (oder zur Bestimmung
einiger Koordinaten des Losungsvektors) nur fiir geringe Dimensionen geeignet oder aber dann, wenn
die Koeffizientenmatrix A in einer Zeile oder Spalte viele Nulleintrige aufweist, sodass die benétigten
Determinanten giinstig mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes 23.17 berechnet werden kénnen.
Abseits dieser Fille findet die Cramersche Regel auch als Mittel in Beweisen weitere Anwendung.

Ende der Vorlesung 10

Ende der Woche 5

§ 23.2 DIE DETERMINANTE EINES ENDOMORPHISMUS

Wir kommen zuriick zu der eingangs von § 23 angefithrten Motivation, die Determinante als Maf3zahl
fir Endomorphismen f € End(V) einzufiithren.

Definition 23.21 (Determinante auf dem Raum End(V') der Endomorphismen).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit Basis By = (vy, ..., 9,), n € Ny. Die Determi-
nante eines Endomorphismus f € End(V) ist definiert als

det(f) = det(A) (23.14)
fiir die Darstellungsmatrix A = Mg“; (). A

Es stellt sich sofort die Frage, ob die Determinante eines Endomorphismus wohldefiniert ist, also fiir
jede Wahl der Basis By von V uibereinstimmt. Das ist aber der Fall, denn ist By eine weitere Basis

von V, dann gilt nach Satz 20.12 fiir die Darstellungsmatrix A= Mgv (H
Vv

A=TAT™!

mit der Transformationsmatrix T = TEBV. Da A und A dhnliche Matrizen sind, folgt det(A) = det(A\)

14
aus Lemma 23.9. Daher ist tatsachlich unerheblich, welche Basis fiir die Darstellungsmatrix in der
Definition (23.14) der Determinante eines Endomorphismus verwendet wird.

Lemma 23.22 (Eigenschaften der Determinante fiir Endormorphismen, vgl. Lemma 23.8).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € N. Weiter seien f, g € End(f).
Die Determinante det: End(f) — K hat folgende Eigenschaften:

(i) det(a f) = ™ det(f) fir alle @ € K.

(ii) det(f) # 0 & f ist invertierbar & Rang(f) = n & Jede Darstellungsmatrix von f ist invertier-
bar.

(iii) det(idy) = 1.
(iv) det(f o g) = det(f) det(g).
(v) det(f~!) =1/det(f), falls f invertierbar ist.
(vi) det(f*) = det(f) fir die zu f duale Abbildung f* € End(V™).
Beachte: Statt ,,f ist invertierbar” konnen wir auch ,,f ist ein Automorphismus®, also ,,f € Aut(V)"

schreiben.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I1-6.1. O
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§ 23.3 ORIENTIERUNG EINES VEKTORRAUMES

Fiir den Begriff der Orientierung benétigen wir zunachst den Begriff des geordneten Korpers. Dabei
handelt es sich um einen Kérper mit einer Totalordnung, die in gewissem Sinne mit den Verkntipfungen
der Korpers vertraglich ist.

Definition 23.23 (geordneter Korper).
Es sei (K, +, -) ein Korper und < eine Totalordnung auf K.

(i) Der Korper heifit geordnet (englisch: ordered field) bzgl. der Totalordnung <, wenn gilt:

a<f = a+y<pf+y (23.152)
az0undf>20 = a-f20 (23.15b)
jeweils fur a, f,y € K.
(ii) @ € K heifit nichtnegativ, wenn « > 0 ist.
(iii) « € K heifit positiv, wenn & > 0 und « # 0 ist.
(iv) a € K heifit nichtpositiv, wenn « < 0 ist.
(v) a € K heifit negativ, wenn a < 0 und « # 0 ist. A

Lemma 23.24 (Rechenregeln in geordneten Korpern).
Es sei (K, +, -) mit der Totalordnung < ein geordneter Korper. Dann gilt fir «, f,y,d € K:

(i)a=20 & -a<o0

(i) a<fundy<d = a+y<pf+6
(iii) a < fundy 20 = ay<pPy
(iv) a<Pfundy<0 = Py<ay
(v) a®> >0

(vi) a0 = a“°>0

(vii) a>0 =

(viii) f>a>0 =

1 1
5>F>0

(ix) n1> 0 fur alle n € N, insbesondere hat K notwendig char(K) = 0.

Beweis. Aussage (i):

az>0 = O0=a+(-a)>-a
und —-a<0 = 0=-a+a<a
Aussage (ii):
a<f = a+y<pf+y
und y<§ = f+y<pf+o.
Transitivitat zeigt, dass dann auch ¢ + y < f+ 6 gilt
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Aussage (iii):

Lu v

Aussage (iv): Wegen Aussage (i) ist —y > 0. Aus Aussage (iii) folgt a (—=y) < f(-y),also fy < ay.

Aussage (v): Nehmen wir zunichst @ > 0 an. Es folgt @ = @ - @ > 0. Im Fall & < 0 ist —a > 0. Es folgt
a? = (-a) - (-a) > 0.

Aussage (vi): Die Behauptung folgt aus der Nullteilerfreiheit des Kérpers K.

Aussage (vii): Wegen a > 0 ist & # 0, also multiplikativ invertierbar. Das Inverse < ist ebenfalls # 0.
Die Annahme é <Owirdel=a- é < 0 ergeben. Andererseits ist aber 1 = 1-1 > 0 nach Aussage (vi),
Widerspruch. Also muss i > 0 gelten.

Aussage (viii):

f>a>0

o 1 ..
= 1>—->0 wegen B > 0 nach Aussage (vii)

p

1 ..
> — >0 wegen — > 0 nach Aussage (vii)
a

SHES

I~

Aussage (ix): Aus Aussage (vi) folgt 1 > 0. Es folgt weiter 1+1 > 1+ 0 = 1 > 0. Induktiv zeigt man
n1> 0 fur alle n € N. Folglich ist n1 # 0 fir all n € N, d. h,, char(K) = 0. O

Beispiel 23.25 (geordneter Korper).

(i) Die rationalen Zahlen Q mit der bekannten Totalordnung bilden einen geordneten Korper.
(ii) Die reellen Zahlen R mit der bekannten Totalordnung bilden einen geordneten Korper.

(iii) Die komplexen Zahlen C sind mit keiner Totalordnung ein geordneter Kérper, da i® = —1 den
Aussagen (i) und (vi) aus Lemma 23.24 widerspricht. A

Definition 23.26 (orientierungstreuer Endomorphismus).

Es seien K ein geordneter Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Ein Automor-
phismus f € Aut(V) heifit orientierungstreu oder orientierungserhaltend (englisch: orientation
preserving) im Fall det(f) > 0 und orientierungsuntreu oder orientierungsumkehrend (englisch:
orientation reversing) im Fall det(f) < 0. A

Beispiel 23.27 (orientierungstreuer Endomorphismus).
Wir betrachten die durch die Matrizen

1(3 -1 1(-1 3
A‘E(—l 3) und 3_5(3 —1)
induzierten Automorphismen auf dem Vektorraum R?. Es gilt det(A) = 2 > 0 und det(B) = -2 < 0.

Die Wirkung der orientierungstreuen Abbildung f4 und der orientierungsumkehrenden Abbildung f3
auf Punkte, die den Umriss des Buchstabens ,F* ergeben, zeigt folgende Abbildung:
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fa

A
Definition 23.28 (gleichorientierte Basen).
Es seien K ein geordneter Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K.
(i) Zwei Basen By = (vy,...,0,) und EV = (vy,...,0p) heilen gleich orientiert (englisch: equally
oriented), wenn die Transformationsmatrix T = TBBV die Bedingung det(T) > 0 erfillt.
14
(ii) Zwei Basen By = (vy,...,0,) und By = (9,...,3,) heilen umgekehrt orientiert (englisch:
differently oriented), wenn die Transformationsmatrix T = 7'§BV die Bedingung det(T) < 0
\4
erfullt. A

Lemma 23.29 (Gleichorientierung ist Aquivalenzrelation).
Es seien K ein geordneter Kérper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € Ny. Gleichorientie-
rung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen von V.

Beweis. Jede Basis ist zu sich selbst gleich orientiert, da die Transformationsmatrix dann die Einheits-
matrix ist und det(I) =1 > 0 gilt. Das ist die Reflexivitat der Gleichorientierung. Die Symmetrie folgt,

damit T = TBV und det(T) > 0 auch T7! = BV die Bedingung det(T™!) = det(T)™! > 0 erfiillt.

SchlieBlich folgt die Transitivitat aus der Tatsache dass die Determinante des Produkts von Matrizen
das Produkt der Determinanten ist. ]

Beachte: Es gibt (fir n > 1) genau zwei Aquivalenzklassen, da char(K) # 2 gilt.

Jede der beiden Aquivalenzklassen von Basen eines Vektorraumes V mit dim(V) € N iiber einem ge-
ordneten Korper K wird als eine Orientierung (englisch: orientation) des Vektorraumes V bezeichnet.
Oft wird eine der beiden die positive Orientierung (englisch: positive orientation) und die andere die
negative Orientierung (englisch: negative orientation) des Vektorraumes genannt. Die Festlegung,
welche welche ist, ist allerdings willkiirlich, also nicht kanonisch.
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§ 24 GRUNDLAGEN zU EIGENWERTEN UND EIGENVEKTOREN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 5, Bosch, 2014, Kapitel 6
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Korper K.

Zur Erinnerung: Ein Vektor v € V' \ {0} heifit ein Eigenvektor zum Eigenwert A € K des Endo-
morphismus f € End(V), wenn f(v) = Ao gilt. In diesem Fall heifit (1,v) € K X (V' \ {0}) auch ein
Eigenpaar von f, siehe Definition 20.19. Ebenso heifit ein Vektor x € K" \ {0} ein Eigenvektor zum
Eigenwert A € K der Matrix A € K™, wenn A x = A x gilt. In diesem Fall heift (1,0) € Kx (K" \{0})
auch ein Eigenpaar von A, siehe Definition 20.19.

Wir erinnern auch an die Frage aus § 20, welche Wahl der Basis in einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum V dazu fiihrt, dass die Darstellungsmatrix A = MEX (f) eines Endomorphismus f € End(V)
eine moglichst einfache Struktur hat. Mit anderen Worten, wir suchen nach einer Normalform der
Darstellungsmatrizen von Endomorphismen. Wir hatten gesehen, dass dabei f-invariante Unterrdume
eine wesentliche Rolle spielen, also Unterrdume U C V mit der Eigenschaft f(U) € U. Eindimensionale
f-invariante Unterraume sind genau diejenigen, die jeweils durch einen Eigenvektor aufgespannt
werden.

Die Diagonalisierbarkeit von f fiihrt auf den einfachsten Fall einer Darstellungsmatrix. Ein Endomor-
phismus eines Vektorraumes V mit dim(V) = n heif3t diagonalisierbar (Definition 20.23), wenn es
f-invariante Unterrdume U, . . ., U, der Dimension 1 gibt, sodass V =U; @ - - - & U, gilt. Es stellt sich
die Frage, wann dieser Fall eintritt, also die Frage nach einem Diagonalisierbarkeitskriterium.

Nach Satz 20.24 ist ein Endomorphismus genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis besitzt, die
nur aus Eigenvektoren von f besteht. Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn eine (und damit
alle) Darstellungsmatrizen A von f dhnlich zu einer Diagonalmatrix (ndmlich zur Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten) ist:

A

XAX = \ =D (24.12)

An

oder dquivalent
M

AX=X \ = XD. (24.1b)

An

Spaltenweise gelesen bedeutet die Gleichung (24.1b), dass die j-te Spalte der Matrix

X = [x.1 x.n] e K™
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ein Eigenvektor zum Eigenwert A; der Matrix A € K" ist. Ist A = Mg“/’ (f) die Darstellungsmatrix
von f bzgl. der Basis By = (vy, . ..,0,), dann ist nach Lemma 20.20

n
Dy, (xej) = Z Xij i (24.1¢)

i=1

ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 4;. Die Spalten von X enthalten also die Koordinaten der
Eigenvektoren bzgl. der Basis By.

Wir untersuchen zunichst die Bedeutung paarweise verschiedener Eigenwerte.

Satz 24.1 (paarweise verschiedene Eigenwerte).
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Weiter sei f € End(V).

(i) Ist k € Ny und sind (vy, ..., vx) Eigenvektoren von f zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
A, ..., Ak € K, so ist die Familie (vy, . . .,vx) linear unabhingig. Insbesondere gilt k < dim(V).

(ii) Gilt dim(V) = n € Ny, so hat f hichstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Aussage (i): Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Fur k = 1ist
die Familie (v;) linear unabhangig, da der Eigenvektor v; # 0 ist. Wir schlieffen nun von k auf k + 1.
Es seien also A, ..., Ax41 paarweise verschiedene Eigenvektoren von f und vy, ..., 054 zugehorige
Eigenvektoren. Wir setzen die Linearkombination

QU+ A U + Qg1 O = 0 (24.2)
an. Durch Anwendung von f erhalten wir
flagor+ -+ o O + Qpyq Vks1) = Q1 A oy + - - + Qg A O + Xppr Ajsg Vps1 = 0.
Die Subtraktion des Ax.i-Fachen von (24.2) von dieser Gleichung ergibt

o1 (A = A1) 01+ -+ o (A = Agern) Ok + Aiest (At = Aks1) k1 = 0.

N——
=0
Da die k Eigenvektoren v, . . ., v aufgrund der Induktionsannahme linear unabhingig sind, folgt
ar (A = Akt) = ... = o (A = Aga) = 0.
Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, muss a; = ... = ay = 0 gelten. Aus der ersten Gleichung

folgt nun a4 vk = 0 und wegen vgyy # 0 schlieBBlich auch ax; = 0. Das heif3t, dass die Familie
(v1, . . ., Uk41) linear unabhéngig ist.

Aussage (ii) folgt sofort aus Aussage (i). |
Als Folgerung von Satz 24.1 erhalten wir ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit:

Folgerung 24.2 (hinreichendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Koérper K mit dim(V) = n € Ny. Besitzt f € End(V) n paarweise
verschiedene Eigenwerte, dann ist f diagonalisierbar.
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Beweis. Es seien (v, ...,0,) Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A,.
Nach Satz 24.1 Aussage (i) ist die Familie (vy, . .., v,) linear unabhingig, also eine Basis von V, die aus
lauter Eigenvektoren von f besteht. Nach Satz 20.24 ist f diagonalisierbar. ]

Beispiel 24.3 (paarweise verschiedene Eigenwerte).

Wie wir in Beispiel 20.16 gesehen haben, bildet die Spiegelungsabbildung auf R? mit der Darstellungs-
matrix bzgl. der Standardbasis

A= cos?(a) —sin®(a) 2 cos(a) sin(a) 02 X2
" | 2cos() sin(a)  sin?(a) — cos?(a)
fv) =0
den Vektor v; = (gfrf ((Zi ) (und Vielfache davon) auf v; ab und x1
_ [ —sin(a) . _
den Vektor vy = ( cos(a) ) (und Vielfache davon) auf —ov;. F(o2)

Das bedeutet, dass der zugehérige Endomorphismus f4 € End(R?) die beiden Eigenwerte +1 besitzt.
Nach Folgerung 24.2 ist f4 also diagonalisierbar. Die Darstellungsmatrix von f4 bzgl. der Basis B =
(v1, v2) aus Eigenvektoren ist folglich diagonal:

ME(fa) = [(1) _01] : A

Wie gleich in Lemma 24.10 am Beispiel von Projektoren klar werden wird, ist das Kriterium von
n paarweise verschiedener Eigenwerte nur hinreichend, aber nicht notwendig.

§ 24.1 BERECHNUNG VON EIGENVEKTOREN ZU GEGEBENEM EIGENWERT

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K. Bevor wir der Frage nach der Be-
stimmung von Eigenwerten nachgehen, kldren wir, wie zu gegebenem Eigenwert A € K ein zugehoriger
Eigenvektor v € V des Endomorphismus f € End(V) gefunden werden kann. Es gilt

fw) =40
S Avo-f(u)=0
&  (Aidy - f)(0) =0
& o eKern(Aidy - f). (24.3)

Der Vektor v € V ist also ein Eigenvektor des Endomorphismus f zum Eigenwert A € K genau dann,
wenn v # 0 ist und v € Kern(Aidy — f) gilt.

Wir kénnen damit insbesondere ein Kriterium formulieren, wann ein Endomorphismus injektiv bzw.
bijektiv ist:
Lemma 24.4 (Invertierbarkeitskriterium fiir einen Endomorphismus mit Eigenwerten).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K und f € End(V). Dann gilt:
(i) f istinjektiv & 0 ist kein Eigenwert von f.

(ii) Ist V endlich-dimensional, dann gilt sogar: f ist bijektiv < 0 ist kein Eigenwert von f.
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Beweis. Aussage (i): Nach Lemma 17.6 ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt. Wegen
Kern(f) = Kern(0idy — f) ist Kern(f) = {0} genau dann der Fall, wenn 0 kein Eigenwert von f ist.

Aussage (ii): Wenn V endliche Dimension hat, dann ist nach Folgerung 18.9 die Injektivitat von f

bereits hinreichend fiir die Bijektivitat. O

Die Menge aller Eigenwerte eines Endomorphismus bezeichnen wir mit

A(f) = {A € K| Aist ein Eigenwert von f} C K. (24.4)

Wir kénnen analoge Aussagen auch fiir Matrizen A € K™*" formulieren. Es gilt

Ax=Ax
S Ax—-Ax=0
e (AI-A)(x)=0
& x €Kern(AI-A). (24.5)

Der Vektor x € K" \ {0} ist also genau dann ein Eigenvektor der Matrix A € K™" zum Eigenwert
A€ K, wenn x # 0 ist und x € Kern(A11 — A) gilt.

Die Bestimmung von Eigenvektoren zu gegebenem Eigenwert A € K wird damit zu einer Aufgabe, die
Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

AI-A)x=0
zu bestimmen.

Lemma 24.5 (Invertierbarkeitskriterium fiir eine Matrix mit Eigenwerten).

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Dann sind dquivalent:
(i) Aistregular.

(ii) 0 ist kein Eigenwert von A.

Beweis. O

Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix bezeichnen wir mit

A(A) = {1 € K| Aist ein Eigenwert von A} C K. (24.6)

Ist A € K ein Eigenwert von f € End(V), dann ist per Definition Kern(4idy — f) ein Unterraum, der
mindestens die Dimension 1 besitzt.

Definition 24.6 (Eigenraum, geometrische Vielfachheit).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K.

276 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-06-25


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(i) Ist f € End(V) und A € K, dann heif3t

Eig(f, ) = {0 € V| f(0v) = Ao} (24.72)

der Eigenraum (englisch: eigenspace) von f zu A. Die Kardinalzahl
pE(f, 4) = dim(Eig(f, 1)) (24.7b)
heifit die geometrische Vielfachheit (englisch: geometric multiplicity) von A.
(ii) Ist A€ K™" und A € K, dann heif3it
Eig(A,A) ={veV|Av=Av} (24.8a)
der Eigenraum von A zu A. Die Kardinalzahl
(A, 1) = dim(Eig(A, 1)) (24.8b)
heif3t die geometrische Vielfachheit von A. A
Beachte: Wir sprechen also auch dann von Eigenrdumen, wenn A kein Eigenwert von f bzw. A ist.
Lemma 24.7 (Eigenschaften von Eigenrdumen von Endomorphismen).
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f € End(V) sowie A € K. Dann gilt:
(i) Eig(f,A) ist ein Unterraum von V.
(ii) Eig(f,A) # {0} & Aist ein Eigenwert von f.
(iii) Eig(f,A) \ {0} ist die Menge der zu A gehorenden Eigenvektoren von f.
(iv) Eig(f,A) = Kern(didy — f).
(v) Sind Ay, A; € K verschieden, dann gilt Eig(f, A1) N Eig(f, A4;) = {0}.

Beachte: Insbesondere ist Kern(f) der Eigenraum zu 0 € K.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-6.3. m]
Analog gilt fiir Matrizen:

Lemma 24.8 (Eigenschaften von Eigenraumen von Matrizen).
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny sowie A € K. Dann gilt:

(i) Eig(A,A) ist ein Unterraum von V.

(ii) Eig(A,4) # {0} & Aist ein Eigenwert von A.
(iii) Eig(A, A) \ {0} ist die Menge der zu A gehorenden Eigenvektoren von A.
(iv) Eig(A,A) =Kern(AI - A).

(v) Sind Ay, A; € K verschieden, dann gilt Eig(A, A;) N Eig(A, A3) = {0}.

Beachte: Insbesondere ist Kern(A) der Eigenraum zu 0 € K.
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Beweis. wie Lemma 24.7 O

Das folgende Resultat wurde nachtriglich eingefiigt. Die Aussage (v) von Lemma 24.7 und
Lemma 24.8 bedeutet, dass die Summe Eig(A, A;) ® Eig(A, A;) direkt ist. Tatsachlich gilt das sogar auch
fiir mehr als zwei Eigenrdume:

Lemma 24.9 (Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten bilden eine direkte Summe).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A e K™" firn € Ny. Sind Ay, ..., A, s € Ny, paarweise verschiedene Eigenwerte von A,
dann ist die Summe der Unterrdume Eig(A, Ay), ..., Eig(A, As) direkt.

(ii) EsseiV ein Vektorraum tiber dem Korper K und f € End(V). Sind Ay, ..., A, s € Ny, paarweise
verschiedene Eigenwerte von f, dann ist die Summe der Unterraume Eig(f, A1), ..., Eig(f, As)
direkt.

Beweis. Aussage (i): Gemaf} Definition 14.12 miissen wir zeigen: Fiir jedes j € [[1, s] gilt:

Eig(A, 1) N § Eig(A, A;) = {0}.
i=1
i#j

Es seialso j € [1s] und v; € Eig(A, 4;) N Z Eig(A, A;). Das heifit, es gibt Vektoren v; € Eig(A, 1;)

i=1

i#)
firi € [1,s] \ {j} mit der Eigenschaft
S S
Z)j = Z 0; = Z 0j.
i=1 i=1
i#] i*j

Ui¢0

Nach Lemma 13.3 bedeutet das aber, dass die Menge {v;} U {v; | i € [1,s] \ {j}, v; # 0} linear abhéngig
ist. Wenn v; # 0 wire, dann wiren die Elemente dieser Menge alles Eigenvektoren zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten, was nach Satz 24.1 unméglich ist. Also muss v; = 0 sein.

Der Beweis von Aussage (ii) geht analog. O

Eine besonders einfache Klasse von Abbildungen, deren Diagonalisierbarkeit wir jetzt schon zeigen
konnen, ist die der Projektoren (Definition 22.33), also der Endomorphismen mit P o P = P:

Lemma 24.10 (Projektoren sind diagonalisierbar).
Es sei V ein Vektorraum iitber dem Kérper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei P € End(V) ein Projektor
und r := Rang(P).

(i) V =Kern(P) & Bild(P).
(ii) Fur die Eigenwerte von P gilt A(P) C {0,1}.

(iii) Jedes v € Bild(P), v # 0, ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Fiir die geometrische Vielfachheit
gilt 48°(f,1) = r = Rang(P) = dim(Bild(P)).

(iv) Jedeswv € Kern(P),v # 0, ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Fiir die geometrische Vielfachheit
gilt u8%°(f,0) = n — r = Defekt(P) = dim(Kern(P)).
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(v) Waihlen wir eine Basis von V so, dass

By = (01,...,05,0r41, ..., 0p)
—_———— —— —
Basis von Bild(P) Basis von Kern(P)

gilt, dann hat die Darstellungsmatrix A = Mg“: (P) die Diagonalgestalt

AN

1 «—r-te Zeile

0 —(r+1)-te Zeile

AN

Beachte: Projektoren haben also hichstens zwei verschiedene Eigenwerte und sind dennoch immer
diagonalisierbar. Das zeigt, dass das Diagonalisierbarkeitskriterium aus Folgerung 24.2 nur hinreichend

0_

aber nicht notwendig ist.

Beweis. Aussage (i): Wir verwenden zum Beweis von V' = Kern(P) & Bild(P) die Charakterisie-
rung direkter Summen aus Satz 14.7 Aussage (iii). Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen
(Folgerung 18.7) folgt

dim(V) = dim(Bild(P)) + dim(Kern(P)),

es ist also dim(Kern(P)) = n — r. Es bleibt Bild(P) N Kern(P) = {0} zu zeigen. Es sei dazu v €
Bild(P) N Kern(P). Dann gibt es ein u € V mit v = P(u), und auBerdem gilt P(v) = 0. Es folgt

v =P(u) = P(P(u)) = P(v) =0,
also gilt tatsachlich Bild(P) N Kern(P) = {0}.
Aussage (ii): Es sei v # 0 ein Eigenvektor von P zum unbekannten Eigenwert A € K. Dann gilt
einerseits P(v) = Av
und andererseits P(v) = P(P(v)) = P(1v) = AP(v) = A% 0.

Also gilt wegen v # 0 fiir den Eigenwert A = A% oder aquivalent A2 — 1 = A (A — 1) = 0. Nach Satz 11.21
gilt firr die Nullstellen dieses Polynoms also A = 0 oder A = 1.

Aussage (iii): Es sei v € Bild(P), also v = P(u) fiir ein u € V. Dann gilt
P(v) = P(P(u)) = P(u) =o.
Also ist v ein Eigenvektor von P zum Eigenwert 1, sofern v # 0 ist.

Damit gilt Bild(P) C Eig(P, 1), und umgekehrt gilt auch Eig(P, 1) C Bild(P). (Quizfrage 24.1: Warum?)
Also folgt p#°°(P, 1) = dim(Bild(P)) = Rang(P) =r.

Aussage (iv): Nach Lemma 24.7 ist Kern(P) = Eig(P,0). Also folgt p8°(P,0) = dim(Kern(P)) =
Defekt(P) =n—r.

Aussage (v) folgt sofort aus der Definition von Darstellungsmatrizen, vgl. (19.3). ]

Ende der Vorlesung 12

Ende der Woche 6
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§ 24.2 BERECHNUNG VON EIGENWERTEN, CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

Wie konnen wir nun die unbekannten Eigenwerte eines Endomorphismus bzw. einer Matrix bestim-
men? Mit anderen Worten, fiir welche A € K besteht Eig(f, 1) aus mehr als nur dem Nullvektor?

Lemma 24.11 (Eigenwerte eines Endomorphismus).
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei f € End(V) und A € K.
Dann sind dquivalent:

(i) Aistein Eigenwert von f.
(ii) det(Aidy — f) = 0.
Beweis. Es gilt:

A € K ist ein Eigenwert von f

&  Eig(f,A) =Kern(didy — f) # {0} nach Lemma 24.7
& Aidy — f ist nicht bijektiv nach Folgerung 18.9
& det(lidy - f) =0 nach Lemma 23.22. O

Analog gilt fiir die Eigenwerte von Matrizen:

Lemma 24.12 (Eigenwerte einer Matrix).
Es sei K ein Korper, A € K" und A € K. Dann sind dquivalent:

(i) Aist ein Eigenwert von A.

(ii) det(AI—A) =0.
Beweis. wie Lemma 24.11 O

Welche Art Ausdruck verbirgt sich hinter det(A I — A) mit der Unbekannten A? Es gilt In (24.9) wurden
einige Vorzeichenfehler korrigiert.

A—an —Ai ————————— —ain
—an \
det(AI — A) = det ) (24.9)
—An-1,n
—Apl —— —Apnp-1 A- Ann

Das Ausschreiben dieser Determinante mit Hilfe der Leibniz-Formel (23.3), also

det(AI—A) = Z (sgno) n((Sg(j),j A=as(j).;) (24.10)
j=1

€S,

zeigt, dass es sich dabei um ein Polynom in der Variablen A handelt.
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Definition 24.13 (charakteristisches Polynom-einer-Matrix).

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Der Ausdruck (24.9) heifit das charakteristische
Polynom (englisch: characteristic polynomial) der Matrix A, geschrieben ya. A

Lemma 24.14 (Eigenwerte von Matrizen sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms).

Es sei K ein Korper, A € K", n € Ny und A € K. Dann sind dquivalent:
(i) Aistein Eigenwert von A.

(if) A ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms y4.
Beweis. Das Resultat folgt sofort aus Lemma 24.12. m]

Gemaf Satz 11.21 besitzt das charakteristische Polynom y4 die Darstellung

xa=@A=2)" - (A=2)" -q (24.11)

mit den s € N paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., As € K, Exponenten ny, ..., ns € N und
einem Polynom q € K[A], das keine Nullstellen in K besitzt.

Definition 24.15 (algebraische Vielfachheit des Eigenwertes einer Matrix).

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € N,.

(i) Die Zahlen n; € N in der (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutigen Zerlegung (24.11)
heiflen die algebraischen Vielfachheiten (englisch: algebraic multiplicities) der Eigenwerte
M, ..., As von A. Wir schreiben p2'8(A, 4;) = n;.

(ii) Im Fall n; = 1 nennen wir A; einen einfachen Eigenwert (englisch: simple eigenvalue) von A.
Im Fall n; > 2 nennen wir A; einen mehrfachen Eigenwert (englisch: multiple eigenvalue)
von A. A

Beachte: Nach Folgerung 11.22 gilt fiir die Summe der algebraischen Vielfachheiten Y5_, p?8(A, ;) <
n.
Wir konnen die algebraische Vielfachheit eines einzelnen Eigenwertes auch angeben, ohne die gesamte

Darstellung (24.11) vorliegen zu haben:

Lemma 24.16 (algebraische Vielfachheit und Teiler des charakteristischen Polynoms).

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € N,. Fiir die algebraische Vielfachheit y8(A, ;) eines
Eigenwertes A; von A gilt

18 (AN) = max{k € N| (A=21)F| )(A}. (24.12)
Beweis. Das Resultat folgt aus der Darstellung (24.11). O

Beispiel 24.17 (charakteristisches Polynom).
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(i) Die Darstellungsmatrix der Spiegelungsabbildung aus Beispiel 20.16 bzgl. der Standardbasis
in R?
A [cosz(a) —sin®(a)  2cos(a) sin(a)
" | 2cos(a) sin(a)  sin®(a) — cos?(a)

_ |cos(2a)  sin(2a)
"~ |sin(2a) —cos(2a)

besitzt das charakteristische Polynom
A—cos(2a) —sin(2a
Xa = det ( - sin(ga)) A+ 002(26)1))
= (1 - cos(2a)) (A + cos(2a)) — sin®(2a)
= )% - cos®(2a) — sin®(2a)
=1 -1
=(A-1) (A+1).

Dessen Nullstellen, also Eigenwerte von A, sind +1, was das Ergebnis von Beispiel 24.3 bestatigt.
Die algebraische Vielfachheit beider Eigenwerte ist y28(A, 1) = y2%(A, -1) = 1.

(ii) Die Darstellungsmatrix der Drehabbildung aus Beispiel 17.8 bzgl. der Standardbasis in R?

" |=sin(a) cos(a)

A= [ cos(a) sin(a)]
besitzt das charakteristische Polynom

XA = det(

= (A= cos(a)) (A - cos(@)) + sin*(a)
=A% — 22 cos(a) + cos?(a) + sin’(a)
=A% -2 cos(a) +1.

A—cos(a) —sin(a)
sin(a) A— cos(a))

Dieses Polynom hat genau dann eine Nullstelle in R, wenn cos®(a) —1 > 0 gilt, also cos?(a) > 1,
was wegen |cos(a)| < 1 gleichbedeutend ist mit cos?(«) = 1, also @ = 0 oder a = 7 im Intervall
[0, 27).

Im Fall & = 0 erhalten wir ys = A2 =21 +1 = (A —1)?, also ist 1 der einzige Eigenwert mit
algebraischer Vielfachheit 2'8(A, 1) = 2. Im Fall a = 7 erhalten wir yq = A2 + 21 +1= (A1 +1)?,
also ist —1 der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit y8(A, -1) = 2. A

Bemerkung 24.18 (charakteristisches Polynom).

(i) Es stellt sich die Frage, ob man ohne Bedenken (lineare) Polynome in die Eintrige einer Matrix
einsetzen kann. SchlieBBlich haben wir Matrizen an sich sowie auch die Determinante nur fur
Matrizen definiert, deren Eintragen aus einem Korper K kommen. Nach Lemma 11.12 ist aber
der Ring der Polynome K[A] (und auch die Teilmenge der Polynome vom Héchstgrad 1) kein
Korper.

Es gibt zwei mogliche Abhilfen: Wir kénnten Matrizen allgemeiner iiber kommutativen Ringen
definieren. Es ist aber auch moéglich, den Polynomring K[A] zum sogenannten rationalen
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Funktionenkérper K(A) zu erweitern.’ Dieser besteht aus den Aquivalenzklassen von

{S ‘p,q €K[A], g # 0}

bzgl. der Aquivalenzrelation % ~ % S p1-q2 = P2 - ¢1. Der Polynomring K[A] wird durch
Identifikation von p mit der Aquivalenzklasse zu 1—17 zu einem kommutativen Unterring mit Eins
von K(A). Der Korper K ist ein Unterk6rper von K(A).

(ii) Die Matrix A I — A kann also als Matrix im Vektorraum K (1)"*" iiber dem Korper K(A) aufgefasst
werden. Die Determinante von A I — A ist damit nach Definition 23.6 definiert als Element von
K(A). Das heifit, auch y4 = det(AI — A) gehort zu K(A). In Wirklichkeit liegt y4 = det(A1 — A)
sogar im Unterring der Polynome K[A] € K(A). Das liegt daran, dass alle Eintrage von AT — A

rationale Ausdriicke mit Nenner 1 € K ¢ K(A) sind. Damit trifft das auch auf Produkte von
Eintrigen und schliellich auf Summen von Produkten von Eintragen zu, also auf det(A1 — A).

(iii) Oft wird das charakteristische Polynom einer Matrix A als det(A — AT) definiert, was sich von
(24.9) im Vorzeichen unterscheidet. Dieser Unterschied hat aber im Folgenden keine Auswirkun-
gen. A

Definition 24.19 (Spur einer Matrix).
Es sei K ein Korper und A € K™*" fiir n € N. Die Spur (englisch: trace) von A ist definiert als

n

Spur(A) = Z aii, (24'13)

i=1

also als die Summe der Hauptdiagonalelemente. A

Satz 24.20 (Eigenschaften des charakteristischen Polynoms).
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Das charakteristische Polynom

n
xa= Y @il € Ky[A] (24.14)
=0
und seine Koeffizienten «y, . . ., @, haben folgende Eigenschaften:

(i) ya ist ein normiertes Polynom vom Grad deg(y4) = n, also gilt a,, = 1.
(ii) Im Fall n > 1 gilt @,—; = — Spur(A).
(iii) Es gilt ap = (=1)" det(A).

Beweis. Wir schreiben wie in (24.10)

xa= ) (sgno) [ (6o = aoiis)
=1

o€S, Jj

'Diese Konstruktion ist fiir alle Integritatsringe R moglich, also fiir kommutative, nullteilerfreie Ringe mit Eins ungleich
dem Nullring (Definition 9.7). Der Polynomring tiber einem Kérper hat diese Eigenschaft, siehe Folgerung 11.11. Allge-
mein spricht man vom Quotientenkorper (englisch: field of fractions) eines Integritatsringes R, das ist der (bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmte) kleinste Korper, in den R eingebettet werden kann. Ein prominentes Beispiel ist Q, der
Quotientenkdrper von Z.
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n

= (/l—ajj)+ Z (sgno) l_l(&f(j)’j/l_aff(j),j) :

j=1 oeSy\{id} Jj=1

2! P2

In der Summe p, treten in jedem Produkt hochstens n — 2 Diagonalelemente auf. (Quizfrage 24.2:
Warum?) Damit ist der Grad von p; hochstens n — 2. Die gesuchten Koeffizienten «, und a,,—; von x4
sind also in p; zu finden. Durch Ausmultiplizieren von p; erhalten wir

pr=1-A"—(ap+---+ap) A" 1+ ...
= A" —Spur(A) A" 1+
Den Koeffizienten oy niedrigster Ordnung erhalten wir durch Einsetzen A = 0 in die zu y4 gehorige

Polynomfunktion ya, was oy = det(—A) = (—1)" det(A) bestétigt. |

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der geometrischen und der algebraischen Vielfachheit eines
Eigenwertes?

Satz 24.21 (geometrische und algebraische Vielfachheit).

Es sei K ein Korper, A € K", n € Ny und A € K ein Eigenwert von A. Dann gilt:

1< B (A N) < p8(A1). (24.15)

Beweis. Es sei A; € K ein Eigenwert von A. Nach Definition 24.6 gilt u8%°(A, A;) = dim(Eig(A4, A;)),
und nach Lemma 24.8 gilt 1 < p8° (A, 4;).

Wir setzen zur Abkiirzung g = p#°°(A, A;). Es sei nun (vy,...,04) eine Basis von Eig(A, ;). Wir
erginzen diese zu einer Basis (vy, .. ., Ugs Vg1, - - .,0p) von K", Fir die Darstellungsmatrix von f4 in
dieser Basis gilt dann (siehe die Uberlegungen vor Satz 20.17)

g9 n—g
o el O
O B n—g

Fiir das charakteristische Polynom dieser zu A dhnlichen Matrix haben wir also (die Gleichheit y 7 = ya
wird gleich in Lemma 24.22 bewiesen)

Xa= XA = (A =2)? xs.

Es ist nun moglich, dass im Restpolynom yp nochmals eine Potenz des Linearfaktors (1 — A;)9 auftritt.
Damit haben wir g = u8°(A, A;) < p™¢(A, 1,). O

§ 24.3 CHARAKTERISTISCHES POLYNOM EINES ENDOMORPHISMUS

Lemma 24.22 (dhnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom).

Es sei K ein Korper und n € Ny. Sind A, A € K™ shnlich, dann gilt ya = xz.
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt A =T AT™! mit einer invertierbaren Matrix T € K"*". Wir fassen
jetzt A, ein Polynom vom Grad 1, als Element des rationalen Funktionenkorpers K (1) auf. Weiterhin
fassen wir I, T, A usw. als Elemente von K(4)"*" auf, also als n X n-Matrizen iiber dem Korper K(¢).
Al ist die S-Multiplikation von A € K(A) mit I € K(1)"*". Es gilt

AM—-A=ATT'-TAT™!

=TATH)-TAT™'  wegen (15.12)

=TADT'-TAT™!

=T(AI-A)T".

Daraus folgt
x5 =det(AI - A)

=det(T (AI-A)T™)
= det(T) det(AI — A) det(T™)
=det(AI - A)
= XA- m|

Wegen Lemma 24.22 besitzen alle Darstellungsmatrizen eines Endomorphismus dasselbe charakteristi-
sche Polynom. Dieses wird damit auch zu einer Eigenschaft des Endomorphismus selbst.

Definition 24.23 (charakteristisches Polynom eines Endomorphismus).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit Basis By = (vy,...,0,), n € Nj. Das
charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € End(V) ist definert als

Xf = Xxa (24.16)

fiir die Darstellungsmatrix A = Mg“/’ (f). Folglich kénnen wir wie in Definition 24.15 und Lemma 24.16
auch von der algebraischen Vielfachheit y*8(f, 1) des Eigenwertes A von f sprechen. A

Wir kénnen nun das Analogon von Lemma 24.14 angeben:

Lemma 24.24 (Eigenwerte von Endomorphismen sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
vgl. Lemma 24.14).

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K. Weiter sei f € End(V) und A € K.
Dann sind dquivalent:

(i) Aistein Eigenwert von f.

(ii) A ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms y.

Beweis. Es gilt

A ist ein Eigenwert von f

& det(Aidy — ) =0 nach Lemma 24.11

o det(AI-A)=0 nach Definition 23.21

& Aist Nullstelle von ya nach Definition von y4

& Aist Nullstelle von yf wegen (24.16). O
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Beachte: Damit ist auch klar: y28(f, 1) = y¥8(A, 1) fiir jede Darstellungsmatrix A von f.

Aus Lemma 24.22 ldsst sich aulerdem folgendes Resultat gewinnen:

Lemma 24.25 (dhnliche Matrizen haben dieselbe Spur). R
Es sei K ein Korper und n € Ny. Sind A, A € K™*" ghnlich, dann gilt Spur(A) = Spur(A).

Beweis. Nach Satz 24.20 ist die Spur einer Matrix der zweithochste Koeffizient ihres charakteristischen
Polynoms. Die charakteristischen Polynome y4 und yz sind nach Lemma 24.22 identisch, also auch

ihre Koeffizienten. (Quizfrage 24.3: Wie argumentiert man im Fall n = 07?) O

Damit wird auch die Spur zu einer Eigenschaft eines Endomorphismus:

Definition 24.26 (Spur eines Endomorphismus).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K mit Basis By = (vy,...,0,), n € Ny. Die Spur
eines Endomorphismus f € End(V) ist definert als

Spur(f) = Spur(A) (24.17)
fiir die Darstellungsmatrix A = Mg“ﬁ (f). A

Wir geben nun neben dem bereits bekannten hinreichenden Kriterium (Folgerung 24.2) auch ein
notwendiges Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit an.

Lemma 24.27 (notwendiges Kriterium fir Diagonalisierbarkeit).
Es sei V ein Vektorraum tiber dem Kérper K mit dim(V) = n € Ny. Ist f € End(V) diagonalisierbar,
dann zerfillt das charakteristische Polynom yf in Linearfaktoren, es gilt also

Xr=@A=2)" - (A= 2A)™ (24.18)
mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A;, ..., A; € K und deren algebraischen Vielfachheiten
n,...,ns €N, fur die ny + - - - + ng = n gilt.

Beweis. Es sei f diagonalisierbar, es gibt also nach Satz 20.24 eine Basis By = (vy,...,v,) aus Eigen-

vektoren von f. Die zugehorigen paarweise verschiedenen Eigenwerte seien

Al Al Ay As
ni-mal ns-mal

Fiir die zugehorige Darstellungsmatrix A = Mg“/’ (f) gilt dann

& ' = A
N \
. 22
A= und damit AI-A= ..
As A= 2
\ \
As | A=)
Es folgt
Xr=xa=det(AI-A)=(A-)" - (A= 2Ay)". 5
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Das folgende Resultat wurde nachtraglich eingefiigt.

Satz 24.28 (notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit).
Es sei K ein Korper.

(i) Es sei A € K™" fur n € Ny. Weiter seien Ay,...,As, s € Ny, die paarweise verschiedenen
Eigenwerte von A. Dann sind dquivalent:

(a) A ist diagonalisierbar.

(b) K" = @Eig(A, ).
j=1

(© > HE(A L) =n.

j=1
(d) Das charakteristische Polynom y4 zerfillt vollstindig in Linearfaktoren, und es gilt y38(A, 1;) =
HEC(A Aj) firalle j=1,...,s.

(ii) Es seiV ein Vektorraum tiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei f € End(V) und
M, ..., As, s € Ny, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Dann sind dquivalent:

(a) f ist diagonalisierbar.

(b) K" = (P Eig(f, 4)).
j=1

© D HE°(fid) =n.
Jj=1

(d) Das charakteristische Polynom y zerfillt vollsténdig in Linearfaktoren, und es gilt HE(f, A j) =
peC(f, A;) furalle j =1,...,s.

Beweis. Wir beweisen nur Aussage (i).

Aussage (a) = Aussage (b): Es sei A diagonalisierbar, d. h., K" besitzt eine Basis aus n Eigenvektoren
von A (Satz 20.24). Wenn wir diese nach den zugehorigen Eigenwerten A;, j = 1,...,s gruppieren,
so erhalten wir jeweils eine Basis von Eig(f, A;), der Machtigkeit dim(Eig(f,A;)) = p&°°(f, 4;). Nach
Lemma 24.9 ist }75_, Eig(f, ;) eine direkte Summe in K". Die Vereinigung der zugehdrigen Basen ist
nach Satz 14.16 eine Basis von @j’:l Eig(f, ;). Fir die Dimension dieses Unterraumes von K" gilt
daher

dim(@ Eig(f, Aj)) = n,
=1

also schlieffen wir K" = @ Eig(f,A;).

j=1
Aussage (b) = Aussage (c): Die Dimension dim(@jzl Eig(f, A;)) ist die Summe der Dimensionen
dim(Eig(f, 1)) = p&°(f,4;), j=1...,s.

Aussage (c) = Aussage (a): Die Vereinigung von Basen der Eigenraume Eig(f,1;), j =1,...,s, ergibt
eine Basis der direkten Summe @;21 Eig(f, ;). Nach Voraussetzung ist die Machtigkeit dieser Basis
gleich n, und sie besteht nur aus Eigenvektoren von A. Damit ist A diagonalisierbar.
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Aussage (a) = Aussage (d): Ist A diagonalisierbar, dann ist A nach Definition 20.23 &hnlich zu einer
Diagonalmatrix. Bezeichnen wir die geometrischen Vielfachheiten mit n; := p8°(f, ;), so gilt genauer,
dass A dhnlich ist zu

m nz ns
Al Inl ni
A’Z In2 ny
As Ins ng

Da dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom besitzen (Lemma 24.22), gilt
S
xa=| Je=apm.
j=1

Das charakteristische Polynom y4 zerfallt also in Linearfaktoren, und es gilt p28(f, 1;) = p8(f, A;)
furalle j=1,...,s.

Aussage (d) = Aussage (c): Fur das charakteristische Polynom von A gelte

XA = ]_[(t — A"
j=1

mit Exponenten n; € N, j = 1,...,s. Dann gilt n; = p¥%(f, 1;), und nach Voraussetzung auch
n; = pe(f,A;). Da deg(ya) = nist und andererseits nach Lemma 11.10 auch Zj-zl n; = n, haben wir

G=1 HEO (S, A5) = n.

Der Beweis von Aussage (ii) geht analog. O

Wir halten als Ergebnis von Satz 24.28 noch fest, welche Situationen dafiir verantwortlich sein kon-
nen, dass ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraumes bzw. eine n X n-Matrix nicht
diagonalisierbar sind:

Beispiel 24.29 (mdgliche Ursachen fehlender Diagonalisierbarkeit).

(i) yxa zerfallt nicht vollstindig in Linearfaktoren, es gilt also wie in (24.11)
xa=@A=)"--(A=2)" - q

mit einem Polynom q mindestens vom Grad 2, das keine Nullstellen in K besitzt. (Quizfrage 24.4:
Warum gilt deg(q) > 2?)

In dieser Situation gilt fiir die Dimension der (direkten) Summe @?:1 Eig(A, A;) aller Eigenraume

S

dim(@ Eig(A, )L,-)) = iygeo(A, Ai) < i 18 (AN) = Z n;=n-—deg(q) <n-2.
i=1 i=1 i=1

i=1
Daher kénnen wir mit Eigenvektoren nicht den ganzen Raum K" aufspannen.

Ein Beispiel fiir diese Situation ist

_ 0 1 2X2
A—[_l 0] eR

mit dem charakteristischen Polynom y4 = A? + 1, das iiber R keine Nullstellen besitzt.
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(ii) Fur mindestens einen Eigenwert A; von f gilt y8%°(A, A;) < y"‘lg (A, A).

a=[0 )

mit dem charakteristischen Polynom y4 = (1 — 1)? mit y*8(A, 1) = 2. Es gilt jedoch

Ein Beispiel fiir diese Situation ist

Eig(A,1) = Kern(1I — A) = Kern (_11 _11) ={((4))
mit p8°(A,1) = 1. A

Bemerkung 24.30 (Bestimmung von Nullstellen ist schwierig).

Die Bestimmung von Nullstellen eines Polynoms ist im Allgemeinen schwierig. Man kann mit Hilfe der
nach Galois benannten Theorie zeigen, dass fiir allgemeine Polynome vom Grad n > 5 keine Losungs-
formeln mehr existiert, sodass man auf eine numerische Bestimmung von Eigenwerten angewiesen
ist.”> Damit ist es auch schwierig, festzustellen, ob das charakteristische Polynom einer Matrix oder
eines Endomorphismus vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt. A

Ende der Vorlesung 13

§ 25 ALGEBREN UBER KORPERN

Wir wollen im weiteren Verlauf von Kapitel 5 auch fiir den nicht-diagonalisierbaren Fall kldren, bzgl.
welcher Basen die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus eine moglichst einfache Gestalt hat und
wie diese aussieht. Dazu miissen wir etwas weiter ausholen.

Wir hatten zu Beginn von § 11.2 die Frage gestellt, welche Elemente man fiir die Variable ¢ in einem
Polynom

n-1

p=ont"+ a1t + -ttt + @

sinnvollerweise (in die zugehorige Polynomfunktion) einsetzen kann. Dort hatten wir zunéchst Ele-
mente des kommutativen Ringes R eingesetzt, aus dem auch die Koeffizienten ay, . . ., @, stammen.
Dabei nutzen wir die ,Multiplikation® im Ring, um fiir a € R den Ausdruck

ap-a*=a,-a---a€R

——
n-mal
zu bilden. Weiterhin nutzen wir die ,,Addition” im Ring, um mehrere solcher Terme zu ,addieren®.
Es ist jedoch auch moglich, allgemeinere Objekte als Elemente des Koeffizientenringes R einzusetzen.
Stammen diese Elemente aus einer Struktur A, dann benétigen wir offenbar
neben einer inneren Verkniipfung x: AXA — A zurBildungvona" =a*xa--- xafirac A
auch die innere Verkniipfung +: AX A — A zur ,Addition“ ap + 1 - a + oz - a* + - - -

sowie eine duflere Verkniipfung -: RX A — A zur Bildung von a,, - " fir @, € Rund a € A.

Eine solche Struktur, deren Elemente sich u.a. fiir das Einsetzen in Polynome eignen, heifit eine
Algebra iiber dem (kommutativen) Ring R. Wir benétigen in dieser Vorlesung aber nur Algebren iiber
Korpern.

2Mehr dazu in Vorlesungen zur Numerik, insbesondere zur numerischen linearen Algebra.
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Definition 25.1 (Algebra iiber einem Korper).

Es sei (K, +,-) ein Korper. Eine (assoziative) Algebra (englisch: (associative) algebra) (A, +, -, %)
iiber K (kurz: eine K-Algebra) ist eine Menge A mit zwei inneren Verkniipfung +: AX A — Aund
*x: AX A — A sowie einer dufleren Verkniipfung -: K X A — A, die die folgenden Bedingungen
erfillen:

(i) (A, +,-) ist ein K-Vektorraum.
(ii) (A, +, %) ist ein Ring.

(iii) Die Verknipfung %, genannt die Multiplikation (englisch: multiplication) ist vertraglich mit
der S-Multiplikation, d. h., es gilt ein ,,gemischtes“ Assoziativgesetz

(a-a)xb=a-(axb)=ax(a-b) (25.1)
firallea € Kund a, b € A3

Eine Algebra A heif}t kommutativ (englisch: commutative), wenn * kommutativ ist.

Eine Algebra A heifit eine Algebra mit Eins (englisch: algebra with unity) oder eine unitire Algebra
(englisch: unitary algebra), wenn es in A ein neutrales Element bzgl. x gibt.# Existiert dann zu a € A
bzgl. % ein inverses Element, so bezeichnen wir dieses mit al. A

Wir vereinbaren, dass x stiarker bindet als + und —, sodass wir beispielsweise statt (a x b) + (a x ¢)
auch a x b + a % ¢ schreiben kénnen. Zwischen - und x miissen wir wegen (25.2) keine Bindungsstarke
festlegen.

Lemma 25.2 (Multiplikation in einer Algebra ist bilinear).
Es sei (K, +, -) ein Korper und (A4, +, -, x) eine Algebra iiber K. Dann ist die Multiplikation * bilinear,
d.h., es gilt

(@-a+p-b)y*xc=a-(axc)+pf-(bxc) (25.2a)
ax(f-b+y-c)=p-(axb)+y-(axc) (25.2b)

fiir alle a,b,c € und alle @, ,y € K.

Beweis. Aufgrund der Ringeigenschaft von (A, +, %) gelten die Distributivgesetze (vgl. (9.1))

(a+b)yxc=(axc)+(bxc)
ax(b+c)=(axb)+ (axc)

fur alle a, b, c € A. Wir haben also

(@-a+p-b)*xc=(a-a)*xc+(f-b)*xc nach Distributivgesetz
=a-(axc)+pf-(bxc) wegen (25.2)

Analog gilt auch

ax(f-b+y-c)=ax(f-b)+ax(y-c) nachDistributivgesetz
=f-(axb)+y-(axc) wegen (25.2). i

3Zur Verdeutlichung haben wir in (25.2) die S-Multiplikation voriibergehend wieder mit - gekennzeichnet. Wie in Vektor-
raumen ublich, werden wir das aber ab sofort wieder unterlassen.
4Vergleiche die Bezeichnungsweise bei Ringen (Definition 9.1).
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Beispiel 25.3 (Algebra tiber einem Korper).

(0)

(if)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Uber jedem Korper ist die Nullalgebra (englisch: zero algebra) die (bis auf Isomorphie) eindeutig
bestimmte Algebra mit A = {0} und die dadurch eindeutig bestimmten Verkniipfungen 0+ 0 = 0,
a-0=0fira € Kund 0 x 0 = 0. Wie beim Nullring (Beispiel 9.2) ist auch die Nullalgebra
eine Algebra mit Einselement 1 = 0. Sie ist die einzige Algebra, in der das Nullelement und das
Einselement identisch sind, siehe Lemma 9.3.

Fir jeden Korper (K, +, ) ist (K, +, -, -) eine kommutative Algebra mit Einselement 1 iber sich
selbst.

Allgemeiner sei (K, +,-) ein Korper und (U, +,-) ein Unterkorper. Dann ist (K, +, -y, ) eine
kommutative Algebra mit Eins iiber U. (Dabei ist -y: U X K — K die als S-Multiplikation
dienende Einschriankung der Multiplikation -: K X K — K im Korper K.) Beispielsweise ist R
eine Q-Algebra, und C ist eine R-Algebra und eine Q-Algebra.

Es sei (K, +,-) ein Korper. Fir n € Nj ist die Menge der n X n-Matrizen (K™*", +, -, -) mit der
Matrix-Matrix-Multiplikation - ist eine (im Fall n > 2 nicht-kommutative) Algebra tiber K mit
Einselement I,,.

Die Verkniipfungssymbole - fiir die S-Multiplikation und - fiir die Matrix-Matrix-Multiplikation
sind identisch, aber wir konnen sie anhand der Objekte, die verkniipft werden unterscheiden,
etwa a - A und A - B. Die Verkniipfungssymbole in dieser Matrixalgebra (englisch: matrix
algebra) werden haufig auch gar nicht geschrieben, also @ A B statt @ - A - B.

Ist (K, +, ) ein Kérper und (V, +, -) ein Vektorraum iiber K, dann bildet (End(V), +, -, o) mit der
Komposition o als ,Multiplikation® eine i. A. nicht kommutative Algebra tiber K mit Einsele-
ment idy, genannt die Endomorphismenalgebra von V (englisch: algebra of endomorphisms).

Ist (K, +, -) ein Korper, dann bilden die Polynome (K[t], +, -, -) mit der Polynommultiplikation -
(siehe (11.3)) eine kommutative Algebra iiber K mit Einselement 1 (Einspolynom), genannt die
Polynomialgebra (englisch: algebra of polynomials). (Quizfrage 25.1: Gilt das auch fiir die
Polynome K, [t] vom Hé6chstgrad n € Ny?)

Ist X eine beliebige Menge, (K, +, ) ein Korper und (A, +, -, %) eine Algebra tiber K, dann bildet
die Menge der Funktionen
A ={f: X — A}

mit den punktweisen Addition, S-Multiplikation und inneren Multiplikation eine Algebra tiber K.
Diese erbt die moglicherweise vorhandene Kommutativitit und das neutrale Element bzgl. x
von A.

Insbesondere bildet also die Menge der Funktionen KX = {f: X — K} eine kommutative
Algebra mit Eins iiber K. A

Definition 25.4 (Unteralgebra, vgl. Definition 7.31 einer Untergruppe).
Es sei (K, +, -) ein Korper und (A, +, -, x) eine Algebra tiber K.

(0)

Eine Teilmenge U C A heifit ein Unteralgebra (englisch: subalgebra) von (A, +, -, %), wenn U
bzgl. +, - und x abgeschlossen ist und wenn (U, +, -, x) selbst wieder ein Algebra ist.

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (U, +, -) ein Unterraum von (A, +,-) und wenn
(U, +, %) in Unterring von (A, +, %) ist.
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(i) Ist (A, +,-, %) eine Algebra mit Einselement e, dann fordern wir fiir eine Unteralgebra mit Eins
(englisch: subalgebra with unity) (U, 4+, -, %) zusétzlich zu Eigenschaft (i), dass e € U liegt.5

Beachte: Es reicht nicht aus, zu fordern, dass (U, -) irgendein neutrales Element besitzt.
(iii) Eine Unteralgebra (U, +,-, %) von (A, +, -, x) heifit echt (englisch: proper subalgebra), wenn
U ¢ Agilt. A
Definition 25.5 (Algebrahomomorphismus, vgl. Definition 8.1 eines Halbgruppenhomomorphismus).
Es seien (Aj, +1, 11, %) und (Ay, +, -2, O) zwei Algebren tiber demselben Korper K.

(i) Eine Abbildung f: A; — A; heifit strukturvertriglich oder ein (Algebra-)Homomorphis-
mus (englisch: algebra homomorphism) von (Aj, +1, -1, %) in (Az, +2, -2, 0), wenn gilt:

fla+1b) =f(a) +, f(b) firalleab € A, (25.32)
fla1a)=a- f(a) fur alle « € Kund a € A;. (25.3b)
flaxb)=f(a)oO f(b) furalleab e A;. (25.3¢)

Besitzen beide Algebren ein Einselement e4, bzw. e4, und fordern wir zusétzlich

f(eAl) = e4, (25.3d)

dann nennen wir f genauer einen Homomorphismus von Algebren mit Eins (englisch:
homomorphism of algebras with unity).

(ii) Wie in Definition 8.1 sprechen wir im Fall (Ay, +1, -1, ) = (A, +2, -2, 0) von einem (Algebra-)
Endomorphismus (englisch: algebra endomorphism) bzw. von einem Endomorphismus
einer Algebra mit Eins (englisch: endomorphism of an algebra with unity).

(iii) Ist f: Ay — A, bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend oder ein (Algebra-)Isomor-
phismus (englisch: algebra isomorphism) bzw. ein Isomorphismus von Algebren mit Eins
(englisch: endomorphism of an algebra with unity). In diesem Fall nennen wir (Ay, +4, -1, %)
und (Ay, +3, -3, 0) auch zueinander isomorphe Algebren (englisch: isomorphic algebras) bzw.
zueinander isomorphe Algebren mit Eins (englisch: isomorphic algebras with unity) und
schreiben

(A1, +1, 1, %) = (Ag, +2,2,0).

(iv) Im Fall (Ay,+1, 1, %) = (Az,+2,-2,0) und f: Ay — A, bijektiv sprechen wir auch von einem
(Algebra-)Automorphismus (englisch: algebra automorphism) bzw. von einem Automor-
phismus einer Algebra mit Eins (englisch: automorphism of an algebra with unity).

(v) DasBild (englisch: image) und der Kern (englisch: kernel) eines Algebrahomomorphismus f: A; —
A, sind definiert als

Bild(f) = {f(x) € Az |x € A} = F(A), (25.4)
Kern(f) = {x €A |f(x) = OAZ} = ({04, }). A

Beispiel 25.6 (Algebrahomomorphismus).

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Koérper K mit dim(V) = n € Nj. Dann sind die Algebra der
Endomorphismen von V (End(V), +, -, 0) und die Algebra der Matrizen (K"*", +,,-) isomorph als
Algebren mit Eins. Fur jede Basis By von V ist f Mg“; (f) ein Isomorphismus. A

5Dadurch ist die Unteralgebra (U, +, -, ) dann natiirlich selbst wieder ein Algebra mit dem Einselement e.
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Wir kommen zuriick zu unserer Motivation vom Anfang des § 25, namlich Elemente einer K-Algebra
(A, +, -, %) in ein Polynom aus K[t] einzusetzen. Es sei dazu

n
i=0

ein Polynom mit Koeffizienten in K. Wir setzen voraus, dass A ein Einselement e € A besitzt und
definieren (vgl. Bemerkung 7.13) fiira € A

a =e€
a=a

a2 =axa

3 ._

a =axaxa

und damit allgemein a” fiir n € Ny. (Quizfrage 25.2: Welche Eigenschaft der Algebra A ist fiir die
Wohldefiniertheit dieser abkiirzenden Schreibweise wichtig?)

Damit kénnen wir nun die durch p induzierte Polynomfunktion (vgl. (11.8)) p4: A — A definieren
als

n
pala) = Z aga"=ape+aqa+-+ap_1a"  +a,d" € A. (25.5)
i=0

Definition 25.7 (Einsetzungshomomorphismus).
Es sei (K, +, ) ein Korper und (A, +, -, %) eine Algebra iiber K mit Eins. Fiir a € A heifit die Abbildung

¢, K[t] 2 p > pa(a) € A (25.6)

der Einsetzungshomomorphismus (englisch: substitution homomorphism) oder der Auswertungs-
homomorphismus (englisch: evaluation homomorphism) zu a. A

Lemma 25.8 (Einsetzungshomomorphismus ist Homomorphismus von Algebren mit Eins).

Es sei (K, +,-) ein Korper und (A, +, -, %) eine Algebra iber K mit Eins. Fiir jedes a € A ist der
Einsetzungshomomorphismus ¢, : K[t] — A ein Homomorphismus von Algebren mit Eins.

Beweis. (K[t],+,-, ) ist eine Algebra tiber dem Korper K mit Eins (Beispiel 25.3). Dasselbe gilt nach
Voraussetzung fiir (A, +, -, x). Es sei a € A. Weiter seien p, g € K[t] und @ € K. Wir fiillen p oder q ggf.
mit Nullkoeffizienten auf, sodass wir p und q in der Form

n n
p:Zaiti und qZZﬂiti
i=0 i=0

schreiben kénnen, wobei die Koeffizienten «;, f; € K liegen.
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Wir miissen die drei Bedingungen auf (25.3) nachweisen. Es gilt

va(p+q) = ‘Pa(z at' + Z Bi ti) wegen der Form von p und ¢
i=0 i=0

n

=@, (Z((xi + Bi) ti) nach Definition der Addition von Polynomen (11.3a)
i=0
n .
= Z(ai +pi)a nach Definition von ¢,, siehe (25.5) und (25.6)
i=0
n n
= Z a;a + Z pia weil (A, +, -) ein Vektorraum ist
i=0 i=0
= 0q(p) + 0a(q) nach Definition von ¢, siehe (25.5) und (25.6).

Weiter gilt
valap) =@ala > a ti) wegen der Form von p und ¢

(aa;) ti) nach Definition der S-Multiplikation von Polynomen (12.6)

=) (aa))d nach Definition von ¢, siehe (25.5) und (25.6)
i=0
n .
=« Z a;a weil (A4, +, -) ein Vektorraum ist
i=0
= apq(p) nach Definition von ¢,, siehe (25.5) und (25.6).
Schliefilich gilt
pa(p-q) = <Pa(< a; t’) . (Z Bi t’)) wegen der Form von p und ¢q
i=0 i=0
2n k
= Qg (Z Z Qi Pr—i tk) nach Def. der Multipl. von Polynomen (11.3b) und (11.3¢)
k=0 i=0
2n k
= Z Qi Pr—-i a* nach Definition von ¢, siehe (25.5) und (25.6)
k=0 i=0
n . n .
= ( a; a’) . (Z Bi a’) weil (A, +, -) ein Ring ist
i=0 i=0
= 0a(p) - 0a(q) nach Definition von ¢, siehe (25.5) und (25.6)

Schliefllich wird durch ¢, das Einspolynom in K|[t] auf das Einselement in e € A abgebildet:

0a(1t°) =1a" nach Definition von g, siehe (25.5) und (25.6)
=1e nach Definition von a°

=e weil (A, +, -) ein Vektorraum ist. O

Quizfrage 25.3: Warum wird die Kommutativitat der Algebra A in Lemma 25.8 nicht benotigt?
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Bemerkung 25.9 (Festlegung des Einsetzungshomomorphismus).
Es sei (K, +,-) ein Korper und (A, +, -, %) eine Algebra tiber K mit Einselement e. Der Einsetzungsho-
momorphismus zu a € A, ¢,: K[t] — A, ist durch

pa(1) =e (das Einspolynom 1 € K[¢] wird auf das Einselement e € A abgebildet) (25.7a)
@a(t) = a (das Polynom t € K[t] wird auf das Element a € A abgebildet) (25.7b)

eindeutig festgelegt. A

Bemerkung 25.10 (induzierte Polynomfunktion, vgl. Bemerkung 11.17).

Es sei (K, +, -) ein Korper und (A, +, -, %) eine Algebra tiber K mit Eins. Die Menge A? der Funktionen
A — A, ausgestattet mit den punktweisen Verkniipfungen +, - und % aus A, bildet eine K-Algebra mit
Eins (A4, +, -, %) (Beispiel 25.3). Die Abbildung

O: (K[t]’ + ) Sp FA € (AA, + *) (258)
ist ein Homomorphismus von zwei Algebren mit Eins.

Wie wir in Bemerkung 11.17 bereits gesehen haben, ist ® i. A. nicht injektiv. Verschiedene Polynome
konnen also dieselbe Polynomfunktion induzieren. Es gilt jedoch das Analogon von Folgerung 11.23:
ist injektiv, falls K unendlich und A nicht die Nullalgebra ist.

® ist i. A. auch nicht surjektiv. Bild(®) ist die Unteralgebra mit Eins der Polynomfunktionen der
Algebra mit Eins (A4 + -, %). A

Beispiel 25.11 (Einsetzen von Algebraelementen in ein Polynom).

(i) Wir betrachten einen Korper (K, +, -) und die K-Algebra mit Eins der Matrizen (K™", +, -, -).
Das Einsetzen einer Matrix A € K" in das Polynom p = t* — 1 ergibt

P(A)=A*-A"=A-A-1T
(ii) Wir betrachten einen Korper (K, +, -), einen K-Vektorraum (V, +, -) und die K-Algebra mit Eins

der Endomorphismen (End(V), +, -, o). Das Einsetzen eines Endomorphismus f € End(V) in
das Polynom p = t? — 1 ergibt

P(f)=f~f"=fof~idy. A

Ende der Vorlesung 14

Ende der Woche 7

Wir schlieffen den Abschnitt mit der Beobachtung, dass Algebrahomomorphismen mit Polynomen
kommutieren, genauer:

Satz 25.12 (Algebrahomomorphismen kommutieren mit Polynomen).

Es sei K ein Korper und Aj, A, zwei Algebren mit Eins iiber K. Weiter sei f: A; — A, ein Homormo-
phismus von Algebren mit Eins und a € A;. Dann gilt fiir die Einsetzungshomomorphismen ¢, von A;
und gbf(a) von Aj:

fowa=1Vr@- (25.9)
Das bedeutet, fiir jedes a € A; und jedes Polynom p € K[t] gilt:
f(p(a) =p(f(a)). (25.10)

Mit anderen Worten, das folgende Diagramm kommutiert:
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K[t]
V %a)
A A
1 I 2

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (25.9) und (25.10) dieselben Aussagen sind. Nach Definition 25.7
bildet ¢,: K[t] — A; ab, und zwar durch

(Pa(p) = ﬁ(a)

Nach Definition der Komposition bildet also f o ¢,: K[t] — A, ab, und zwar durch

(f 2 0a)(p) = f(0al(p)) = f(P(a).

Fir b € A, bildet wiederum nach Definition 25.7 ¢, : K[t] — A2 ab, und zwar durch

Up(p) = p(b),

speziell fiir b = f(a) erhalten wir also

V@ (p) = p(f(a).

Die Aussage, dass die Abbildungen in (25.9) fiir beliebige Elemente p € K[t] iibereinstimmen, ist also
gerade (25.10).

Wir zeigen nun (25.10). Dazu sei p = > &; t' € K[t] beliebig. Dann gilt
@) = £ i)
i=0

= Z f(a;a’) da f additiv ist, siche (25.3a)
i=0

= Z a; f(a') da f homogen ist, siehe (25.3b)
i=0

= Z a; f(a)' da f mit der Multiplikation vertraglich ist, siehe (25.3c)
i=0

=p(f(a)),

was zu zeigen war. m|

§ 26 DER SATZ vON CAYLEY-HAMILTON

Satz 26.1 (Satz von Cayley-Hamilton®).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Dann gilt y4(A) = 0 € K™,

%englisch: Cayley-Hamilton theorem
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(ii) EsseiV ein Vektorraum tiber dem Koérper K mit dim(V) = n € Ny. Weiter sei f € End(V). Dann
gilt x7(f) = 0 € End(V).

Die Aussage (i) besagt also, dass eine beliebige Matrix A, eingesetzt in ihr eigenes charakteristisches
Polynom, immer die Nullmatrix ergibt. Aussage (ii) bedeutet, dass ein beliebiger Endomorphismus f
eines endlich-dimensionalen Vektorraumes, eingesetzt in sein eigenes charakteristisches Polynom,
immer den Nullendomorphismus ergibt. Man sagt auch, das charakteristische Polynom annulliere
seine Matrix bzw. seinen Endomorphismus.

Beweis. Wir beweisen die Aussage hier unter der Voraussetzung Fall n > 1. (Quizfrage 26.1: Warum
gilt sie auch im Fall n = 0?) Aussage (i): Wir fassen C := AI — A als Matrix in K(4)™" iiber dem
Korper K(A) auf. Wir betrachten die Adjunkte adj(C) € K(4)"*". Nach Lemma 23.15 gilt dann

adj(C) C = adj(C) (Al — A) = det(C) I = yuI € K(1)™". (26.1)

Die Terme C = A1 — A sowie [ in dieser Gleichung sind Elemente von K(4)"*", und y4 ist Element
des Korpers K(A).

Die Eintrage der Adjunkten adj(C) sind nach Definition 23.12 vorzeichenbehaftete Unterdeterminanten
von C. Die Eintrage von adj(C) liegen daher in K(4) und adj(C) insgesamt in K(1)"*". Genauer liegen
die Eintrige (adj(C));; = ¢j; = det((C)si ;) sogar im Unterring K[A] ¢ K(4), sind also rationale
Ausdriicke mit Nenner 1 € K € K(A), weil die Eintrage von C im Unterring K[A] liegen und dieser
multiplikativ und additiv abgeschlossen ist. Als Unterdeterminanten von C sind die Eintrage in adj(C)
schliellich Polynome vom Hochstgrad n — 1.

Wir konnen daher adj C € K(4)™*" als Linearkombination

EK“XHQK(A)HXH

n_l —_
adj(C) = Z ¥ B
I=0 ek ()
im Vektorraum K (¢)"*" schreiben. Alle weiteren Rechnungen finden in der Algebra K(1)™ " statt. Es
gilt

xal=adj(C)C wegen (26.1)
n—1
= (> ¥ B)c
j=0
n-1
=) MB i (A= A) nach Definition von C und Distributivgesetz
j=0
n-1 n-1
= » MV"B;j- » MB;A nach Distributivgesetz und (25.2)
Jj=0 Jj=0
n
= » XM (Bj_.1—B;A) mit den Definitionen B_; = B,, := 0 € K™*", (26.2)
j=0

Das charakteristische Polynom y4 hat eine Darstellung

n

xa= ) e M

Jj=0
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mit Koeffizienten c; € K, insbesondere ¢, = 1. Es gilt

n

XAI:(ch/V')I

Jj=0

n
= Z cj NI nach Distributivgesetz

= Z M (c;I) nach (25.2). (26.3)
=0

Wir vergleichen jetzt die beiden rechten Seiten in (26.2) und (26.3). Beides sind Matrizen in K(1)"*".
Gleichheit liegt genau dann vor, wenn alle Eintrége iibereinstimmen. Jeder Eintrag dieser Matrizen
ist ein Element von K (A1), genauer sogar ein Polynom in K, [1]. Diese stimmen genau dann iiberein,
wenn alle Koeffizienten iibereinstimmen. Fithren wir den Koeffizientenvergleich fir j =n,n—-1,...,1,0
durch, so erhalten wir

I=c,I=B,_1—B,A=B,_; imFall j=n
CjI:Bj_l—BjA imFallj:n—l,...,l
Cl'I:B_l—BoAI—B()A 1rnFall]:O

Wir setzen nun A in die Polynomfunktion zu y4 ein:

n n

XA(A) = ) e Al =) ;141
=0 =0

n—

=, TA" + (Zc IAJ)+c01A°

=1

=B, 1 A" +

Mi

(Bj—-1 —BjA) Al ) —ByA Einsetzen der Koeffizienten c;

:&
,_;H
._.

n—

"
= By A"+ (Z Bi1Al) = (D B;a™) - Bya
2.

Jj=1 j=1
n n-1
=By A"+ () By A7) - (3 B A7) - By A
j= j=1
=0.
Der Beweis von Aussage (ii) ist Gegenstand von Hausaufgabe II-8.1. O

Bemerkung 26.2 (zu Satz 26.1).

Folgende Argumentation zum Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton 26.1 wire falsch: Das Einsetzen
von A an Stelle von A in das charakteristische Polynom y4 = det(AI — A) ergibt

Ta(A) = det(Al — A) = det(A — A) = det(0) = 0.

Quizfrage 26.2: Wo liegt der Fehler? A
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Beispiel 26.3 (Satz von Cayley-Hamilton).
Die Matrix A = | 2 ;] € R?*? besitzt das charakteristische Polynom

)(A:det(AIZ A‘_lg)=u-z)u+3)+1=ﬂ+x—s.

Das Einsetzen von A ergibt

Ya(A) =A*+A-5]1

_'z121+21_510
B T R S B o R 0 1
3 1 N N I R

1 8 -1 -3 0 -5

[0 o

oo

wie erwartet. A

Folgerung 26.4 (A™! ist ein Polynom in A).
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Ny. Wenn A invertierbar ist, dann gibt es ein Polynom
p € K,—1[t] mit der Eigenschaft’

A7l =D (A). (26.4)

Beweis. Das charakteristische Polynom hat nach Satz 24.20 die Form
n
XA = Zai/l’ € K,[A].
i=0

Fir den niedrigsten Koeffizienten gilt @y = (—1)" det(A) # 0, da A invertierbar ist. Setzen wir die
Matrix A ein, so ergibt sich nach dem Satz von Cayley-Hamilton 26.1:

0=ya(A) =a, A"+ -+ A+ a1,

also
n n
aOI = —Z ajAj =A (_ZajAj—l)-
= =
Die Multiplikation mit e, zeigt die Behauptung. i

Beispiel 26.5 (A7! ist ein Polynom in A).
Wir betrachten die Matrix A = [ 2 _13] € R?*2 die das charakteristische Polynom

XA=A.2+/1—5

besitzt, siehe Beispiel 26.3. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton 26.1 gilt also A> + A — 51 = 0 und
damit
1, 1 11
I= A+ A=A(cA+ ).
5 5 5 5
Das bedeutet:

4 1.1
A =-A+-1. A
5 5

7Im Fall n = 0 ist mit p € K_1[¢] das Nullpolynom gemeint.
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§ 27 IDEALE IN RINGEN

Ideale in Ringen sind spezielle Unterringe, die dieselbe Funktion einnehmen wie Normalteiler in
Gruppen. Mit ihrer Hilfe kénnen wir beispielsweise Faktorringe definieren und einen Homomorphiesatz
fur Ringe erhalten.

Definition 27.1 (Ideal, vgl. Definition 8.10).
Es sei (R, +, ) ein Ring.

(i) Eine Teilmenge J C R heif3t ein Ideal (englisch: ideal) von (R, +, -), wenn J ein Unterring von R
ist und zusétzlich

RJCJ und JRC]J (27.1)

gilt.® Manchmal notiert man die Eigenschaft, dass (J, +, ) ein Ideal des Ringes (R, +, ) ist, als
(J,+) < (R+>).

Beachte: Das ist genau dann erfiillt, wenn (J, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und wenn (27.1)
gilt, denn (27.1) impliziert bereits, dass J bzgl. - abgeschlossen ist.

(ii) EinIdeal (J,+,-) von (R,+,-) heifit echt (englisch: proper ideal), wenn J C R gilt. A

Lemma 27.2 (Kerne von Ringhomomorphismen sind Ideale).
Es seien (R;, +, ) und (R, +,-) Ringe und f: Ry — R, ein Homomorphismus. Dann gilt:

Kern(f) ={a € R/ | f(a) = 0}
ist ein Ideal von R;.
Beweis. Nach Lemma 8.7 ist Kern( f) eine Untergruppe von (Ry,+). Es sei nun a € R und j € Kern(f).
Dann gilt
fla-j)=f(a)-f(j)=f(a)-0=0
nach Lemma 9.3 und analog
fG-a)=f()-fla)=0-f(a)=0.

Also gehoren a - j und j - a wieder zu J. O

Beispiel 27.3 (Ideal).
(i) In jedem Ring (R,+,-) sind {0} (das Nullideal, englisch: zero ideal) und R (das Einsideal,
englisch: unit ideal) Ideale. Diese heif}en die trivialen Ideale (englisch: trivial ideals).

(ii) Fir m € Nist (mZ,+,-) ein Ideal von (Z, +, ).

(iii) Essei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Fir m € Ny ist {p € R[t] |p = o t™ A+ A £+ } =
t"™ R[t] ein Ideal von (R[t], +, -).

Lemma 27.4 (Durchschnitt von Idealen).
Es sei (R, +,-) ein Ring und (J;,+, -);es eine Familie von Idealen mit der nichtleeren Indexmenge I.
Dann ist auch ();¢; J; ein Ideal in J.

8 Ausgeschrieben heift das also: a € R und j € J impliziert a j € Jund ja € J.
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Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-8.2. O

Definition 27.5 (erzeugtes Ideal, Hauptideal).
Es sei (R, +,-) ein Ring und E C R.

(i) Dann heif3t
(E) = m{] | (J,+,-) ist Ideal von (R, +,-) und E C ]} (27.2)

das von E erzeugte Ideal (englisch: ideal generated by E) in (R, +, -).

(ii) Ist speziell E = {a} fiir ein a € R, so schreiben wir auch (a) statt ({a}) und nennen (a) das von
a erzeugte Hauptideal (englisch: principal ideal).

(iii) EinIdeal (J,+,-) heif3t ein Hauptideal, wenn es ein a € R gibt, sodass gilt: (a) = J. A

Satz 27.6 (Darstellung des erzeugten Ideals).

(i) Essei (R, +,-) ein Ring, E C Rund a € R. Dann gilt fir das von E bzw. von a erzeugte Ideal:

n
(E) = {Za,—|3neN0Vi=1,...,n (s €EU —E U RE U ER U RER)}, (27.32)

i=1
(a) = {Za,—|3nENOVizl,...,n (a; € {xa} U Ra U aR U RaR)}. (27.3b)

i=1

(ii) Essei (R, +,-) ein Ring mit Eins, E C R und a € R. Dann gilt fiir das von E bzw. von a erzeugte
Ideal:

(E)={iai‘HnENOVi:L...,n(aieRER)}, (27.4a)

i=1

(a)={iai‘HnENOVi=l,...,n(a,-eRaR)}. (27.4b)

i=1
Insbesondere ist (1) = R.

(iii) Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring, E C R und a € R. Dann gilt fiir das von E bzw. von a
erzeugte Ideal:

n
(E) = {Zai’HHENO Vi=1...,n(a;€EU —-E U RE)}, (27.5a)
i=1

(a) = {Zn: ai’Hn eNgVi=1...,n (a; € {xa} U Ra)}. (27.5b)

i=1

(iv) Essei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins, E C R und a € R. Dann gilt fiir das von E bzw.
von a erzeugte Ideal:

(E):{iai’ElneNo Vizl,...,n(aieRE)}, (27.6a)

i=1

(a) =Ra. (27.6b)

Insbesondere ist (1) = R.
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In jedem Fall gilt (0) = (0) = {0}.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe 1I-8.2. O

Es gibt Ringe, in denen jedes Ideal ein Hauptideal ist, also von einem einzigen Ringelement erzeugt
werden kann. Integrititsringe (kommutative, nullteilerfreie Ringe mit Eins ungleich dem Nullring) mit
dieser Eigenschaft heiflen Hauptidealringe (englisch: principal ideal domains).

Satz 27.7 (der Polynomring tiber einem Korper ist ein Hauptidealring).
Es sei K in Kérper. Dann gilt:

(i) Zujedem Ideal J in K[t] existiert ein p € K[t] mit der Eigenschaft J = (p).
(ii) Das Polynom p aus Aussage (i) ist bis auf einen Faktor « € K eindeutig bestimmt.

Es gilt also: Sind py, p2 € K[t] zwei Polynome mit der Eigenschaft J = (p;) = (p2), dann gilt
p2 = a p; mit einem a € K \ {0}.

(iii) Ist J # {0}, dann ist p aus Aussage (i) eines der Polynome minimalen Grades in J \ {0}.

(iv) Ist J = {0}, dann gilt p = 0.

Beweis. Aussage (i): Im Fall J = {0} wihlen wir p = 0. Nach (27.3b) gilt J = (p).

Nun sei J # {0}, dann besitzt die Menge {deg(p) |p € ]\{0}} ein Minimum m € Ny. Esseip € J\ {0}
ein Polynom mit deg(p) = m.

Schritt 1: (p) C J:
Wegen p € J haben wir (p) € (J), und da J bereits in Ideal ist, gilt (J) = J.
Schritt 2: J C (p):

Es sei p € J beliebig. Nach Satz 11.14 gibt es (eindeutig bestimmte) Polynome g, r € K[t] mit
deg(r) < deg(p) und

p=qp+r.
Daraus folgt

r=p-qp.
Weil J ein Ideal ist und p, p € J liegen, ist auch r € J. (Quizfrage 27.1: Klar?) Da aber p
ein Element minimalen Grades von J \ {0} ist, muss r = 0 gelten, d. h., wir haben p = gp €

K[t]J CJ.

Aussage (ii): Es gelte J = (p1) = (p2). Da K[t] ein kommutativer Ring mit Eins ist, gilt nach Satz 27.6
(p1) = K[t] p1 und (p2) = K[t] p2. Aus p; € (p;) folgt also die Existenz von ¢; € K[t] mit

P1=q1 P2
und analog folgt aus p, € (p;) die Existenz von ¢, € K[¢] mit
P2 =q2 p1-
Zusammen haben wir also

p1=q1q2p1 unddamit p;(q1g;—1) =0.
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K[t] ist nullteilerfrei (Folgerung 11.11). Es muss also p; = 0 oder q; g; = 1 gelten. Im ersten Fall folgt
J = {0} und damit auch p, = 0. Im zweiten Fall folgt aus Lemma 11.10 deg(q; q2) = deg(q1) +deg(qz) =
deg(1) = 0. Daraus folgt deg(q;) = deg(qz) = 0. Das heifit aber g = « € K mit @ # 0 und ¢; = a™ .

Damit folgt wie behauptet p, =  p;.

Aussage (iii): Im Beweis von Aussage (i) wurde p als ein Polynom in J\ {0} minimalen Grades gewahlt.
Aussage (ii) zeigt, dass jedes andere erzeugende Polynom von J ein Vielfaches von p ist (mit Faktor
ungleich 0), also ebenfalls ein Polynom in J \ {0} minimalen Grades.

Aussage (iv): Diese Aussage ist klar. m]

Ende der Vorlesung 15

§ 28 DAs MINIMALPOLYNOM

Wir betrachten zu gegebener Matrix A € K"*" die Menge derjenigen Polynome, die A beim Einsetzen
auf die Nullmatrix abbilden (die A annullieren). Das charakteristische Polynom ist nach dem Satz
von Cayley-Hamilton 26.1 eines davon, aber wir interessieren uns fiir das Polynom kleinsten Gra-
des. Wir untersuchen dazu zunichst die Struktur dieser Menge von Polynomen mit der genannten
Eigenschaft:

Lemma 28.1 (die annullierenden Polynome bilden ein Ideal).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fir n € Ny. Die Menge
Ja = {p € K[A]|p(A) = 0} (28.1)
ist ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.

(ii) Essei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und f € End(V). Die Menge

Jr = {p e KIA| p(f) = 0} (28.2)

ist ein Ideal in K[4] ungleich dem Nullideal.

Beachte: Das Nullpolynom und das charakteristische Polynom y4 sind Elemente von J4. Ebenso sind
das Nullpolynom und das charakteristische Polynom yr Elemente von I.

Beweis. Aussage (i): Wir betrachten den Einsetzungshomomorphismus (Definition 25.7) zu A in der
Matrixalgebra K™*", also
pa: K[t] 3 p — p(A) € K™

Insbesondere ist ¢4 ein Homomorphismus von Ringen mit Eins, und es gilt
Ja = Kern(ga).

Nach Lemma 27.2 ist J4 also ein Ideal. Das charakteristische Polynom y4 gehort nach dem Satz von
Cayley-Hamilton 26.1 zu J4, und es ist ungleich dem Nullpolynom. Also ist J4 nicht das Nullideal.

Aussage (ii) kann analog gezeigt werden. m]
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Nach Satz 27.7 ist jedes gradminimale Polynom in J4 ein Erzeuger des Ideals J4. Durch Normierung ist
dieses Polynom sogar eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt fiir J; und fiihrt zu folgender Definition.

Definition 28.2 (Minimalpolynom).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p4 # 0 geringsten
Grades mit der Eigenschaft pys € Ja, also pa(A) = 0, hei’t das Minimalpolynom (englisch:
minimal polynomial) von A.

(ii) EsseiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K. Weiter sei f € End(V). Das
eindeutig bestimmte normierte Polynom p¢ # 0 geringsten Grades mit der Eigenschaft y¢ € J¢,
also fir(f) = 0, heiflit das Minimalpolynom von f. A

Wir zeigen zunéchst einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem Minimalpolynom eines Endomor-
phismus und dem einer beliebigen Darstellungsmatrix:

Satz 28.3 (Minimalpolynome eines Endomorphismus und seiner Darstellungsmatrizen).
Es sei K ein Koérper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K mit der Basis By. Weiter sei
f €End(V)und A = Mg“/' (f). Dann gilt

Hf = HA. (28.3)

Beachte: Die Gleichheit haben wir auch fiir die charakteristischen Polynome, allerdings aufgrund der
Definition 24.23.

Beweis. Wir betrachten den Algebraisomorphismus ®: (End(V), +,-,0) — (K™" +,-,-), der durch
O(f) = Mg“: (f) gegeben ist, siehe Beispiel 25.6. Nach Voraussetzung gilt A = ®(f).

Nach Satz 25.12 gilt fiir jedes p € K|[t]

(p(f) = p(2(f)) = p(A),

mit anderen Worten: Die Darstellungsmatrix des Endomorphismus p(f) ist gerade p(A). Das heift
aber auch:

p(H)=0 = (@) =p(A) =0

Da @ also Isomorphismus injektiv ist, gilt auch Mit-Hilfe-des-inversentsomorphismus-d—Lreigerwir
& — —
p(A)=0 = p(f)=0.
Damit sind die Ideale J4 und Jr aus (28.1) und (28.2) identisch, also auch die Minimalpolynome ¢ und
HA. O

Folgerung 28.4 (dhnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom).
Es sei K ein Korper und n € Nj. Sind A, A € K™*" dhnlich, dann sind ihre Minimalpolynome identisch,
also pa = pz.

Beweis. Das Resultat folgt sofort aus Satz 28.3 und der Tatsache, dass zwei Matrizen genau dann
ahnlich sind, wenn sie Darstellungsmatrizen ein- und desselben Endomorphismus sind (Satz 20.14). O
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§ 28.1 BESTIMMUNG DES MINIMALPOLYNOMS

Setzen wir in ein Polynom p € K[t] mit der Darstellung

die Matrix A ein, so ergibt sich
m
aA)ZEZ%AR
i=0

Gilt p(A) = 0, so bedeutet die dquivalente Bedingung
m .
Z a; A =0, (28.4)
i=0

dass die Familie der Matrizen F,, = (A%, Al,..., A™) linear abhingig sind, sofern nicht alle Koeffizi-
enten gleich Null sind. Wir kénnen daher bei der Suche nach dem Minimalpolynom die Familien
Fp,, angefangen bei m = 0, auf lineare Unabhangigkeit prifen. Dazu ,vektorisieren” wir die Matrizen
z. B. mit Hilfe des Vektorisierungsisomorphismus aus Beispiel 17.3 vec: K™ 5 A > vec(A) € K"
Bezeichnen wir v; := vec(A’), dann ist (28.4) d4quivalent zu

Z aj0; = 0, (285)

also zu einem homogenen linearen Gleichungssystem. Wir priifen durch Uberfithrung auf Zeilenstu-
fenform, ob dessen Koeffizientenmatrix (v, vy, . . ., 0,,) vollen Rang m + 1 hat. Falls nicht, so haben
wir mit m den Grad des Minimalpolynoms gefunden. Wir bestimmen dann die Losungsmenge des

Gleichungssystems (28.5). Diese wird eindimensional sein. (Quizfrage 28.1: Woher wissen wir das?)
P2

In ihr finden wir genau einen Koeffizientenvektor ( :
am

) mit der Eigenschaft o, = 1. (Quizfrage 28.2:

Warum ist das so?)

Beispiel 28.5 (Bestimmung des Minimalpolynoms).

Wir bestimmen das Minimalpolynom der Matrix

-2 1 1
A= -2 1 |eR™
1 =2
Es gilt
6 -3 -3 -18 9 9
A’=|-3 6 -3| und A’=|9 -18 9
-3 -3 6 9 9 -—18
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Wir betrachten jetzt die Matrix

(1 -2 6 —18
o 1 -3 9
0o 1 -3 9
o 1 -3 9
[vec(A®) vec(Al) vec(A?) vec(A¥)]=]1 -2 6 -18
o 1 -3 9
o 1 -3 9
o 1 -3 9
1 —2 6 -18

Wir konnen bei A® aufhéren, da ja spitestens das charakteristische Polynom y4 = A* + 6 A2 + 9 A die
Bedingung ya(A) = 0 erfiillen wird.

Die Spalten {0, 1} zusammen sind noch linear unabhingig, die Spalten {0, 1, 2} aber nicht mehr. Es
gilt daher m = 2, und der Kern von [Vec A% vecAl vec Az] besteht offenbar aus den Vielfachen von

( % ) Das Minimalpolynom von A ist also

,uA=/12+3/1. A

§ 28.2 WEITERE EIGENSCHAFTEN DES MINIMALPOLYNOMS
Lemma 28.6 (das Minimalpolynom teilt jedes Polynom, das seine Matrix annulliert).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fiir n € Ny. Dann teilt das Minimalpolynom py4 jedes Polynom in p € J4, also
jedes p € K[t] mit der Eigenschaft p(A) = 0.

(ii) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und f € End(V). Dann teilt das Mini-

malpolynom /¢ jedes Polynom in p € Jy, also jedes p € K[t] mit der Eigenschaft p(f) = 0.

Beweis. Aussage (i): Das Minimalpolynom p4 ist nach Satz 27.7 ein Erzeuger des Ideals J4 von K[¢],
kurz: J4 = (pra). Da K[t] kommutativer Ring mit Eins ist, gilt nach (27.6b)

Ja = (pa) = K[t] pa.
Mit anderen Worten, fiir jedes p € J4 gibt es ein q € K|[t] mit der Eigenschaft p = q ua.

Aussage (ii) kann analog gezeigt werden. O

Folgerung 28.7 (das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fiir n € Ny. Dann teilt das Minimalpolynom j4 das charakteristische Polynom y4.
(ii) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und f € End(V). Dann teilt das Mini-
malpolynom ¢ das charakteristische Polynom .

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem Satz von Cayley-Hamilton 26.1 und Lemma 28.6. O
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Das folgende Beispiel stellt eine Alternative dar zur Bestimmung des Minimalpolynoms nach Bei-
spiel 28.5. Es nutzt bereits die Aussage von Lemma 28.9.

Beispiel 28.8 (das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom).
(i) Die Matrix

_ 10 2X2
A‘[o 1]EQ

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (A — 1)?. Da das Minimalpolynom ein Teiler von ya
mit denselben Nullstellen ist, gilt entweder pa = (A — 1) oder us = (A — 1)2. Durch Einsetzen
finden wir, dass pi4 = (A — 1) die richtige Wahl ist, da A — I = 0 gilt.

(ii) Die Matrix

_ 0 1 2X2
A_[l O]EQ

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (4 —1) (A +1). Da das Minimalpolynom ein Teiler
von y4 mit denselben Nullstellen ist, bleibt nur die Moglichkeit pg = ya.

(iii) Die Matrix

1 -1 0
A=|-8 1 4|eR¥3
2 -1 -1

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (4+1)? (A—3). Da das Minimalpolynom ein Teiler von
x4 mit denselben Nullstellen ist, gilt entweder ps = (A+1) (1—3) oder pia = ya = (A+1)? (A-3).

2 -1 0][-2 -1 o© 4 22 oo o
(A+D)(A-30)=|-8 2 4||-8 —2 4|=[? 2 ?2[#]0 0 0
2 -1 0||l2 -1 -4 [2 22 Jo oo

gilt, muss 4 = ya = (A +1)% (1 - 3) die richtige Wahl sein.

(iv) Die Matrix

2 -1 -1
A=|-6 1 2]|eR®3
3 -1 -2

besitzt dasselbe charakteristische Polynom y4 = (A + 1)? (A1 — 3) wie die Matrix oben. Da
das Minimalpolynom ein Teiler von y4 mit denselben Nullstellen ist, gilt wiederum entweder
pa = (A+1) (1 -3) oder g = ya = (A+1)> (1 -3).Da

3 -1 -1f|-1 -1 -1 0 0 O
(A+D)(A-3D)=|-6 2 2||-6 =2 2|=1]0 0 o
3 -1 -1]|13 -1 -5 0 0 O
gilt, muss g = ya = (A +1)* (A — 3) die richtige Wahl sein. A

Wir zeigen nun einen weiteren Zusammenhang zwischen dem Minimalpolynom und dem charakteris-
tischen Polynom:

Lemma 28.9 (Minimalpolynom und charakteristisches Polynom besitzen dieselben Nullstellen).
Es sei K ein Korper.
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(i) Essei A € K™ fiir n € Ny. Dann sind dquivalent:
(a) A € K ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms 4.
(b) A € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ya.

(ii) Es seiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und f € End(V). Dann sind dquivalent:
(a) A € K ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms .

(b) A € K ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms .

Beweis. Aussage (i):

Aussage (a) = Aussage (b): Nach Folgerung 28.7 teilt das Minimalpolynom das charakteristische
Polynom, d. h., es existiert ein ¢ € K[t] mit der Eigenschaft y4 = q 4. Daraus folgt

xa(A) = q(A) pa() = q(2)0 = 0.
Aussage (b) = Aussage (a): Nach Lemma 24.14 ist A ein Eigenwert von A. Es sei v ein zugehoriger
Eigenvektor.

Das Minimalpolynom habe die Darstellung pi4 = >/ a; t' mit m € N, und Koeffizienten o; € K. Wir
erhalten

0=00 ,Der Nullvektor ist die Nullmatrix mal Vektor v*
=pa(A)o nach dem Satz von Cayley-Hamilton 26.1

(2 ):

a; Ay nach Distributivgesetz der Matrix-Vektor-Multiplikation

s

~.
Il
o

a;i Ao wegen Av = Ao

M=

~

(=1

a; A ) v mnach Distributivgesetz im Vektorraum K"

2
= pa(A)o.

Weil aber v # 0 ist, muss 14 (4) = 0 gelten.

Aussage (ii) kann analog gezeigt werden. O
Mit Lemma 24.14 und Lemma 24.24 folgt aus Lemma 28.9 unmittelbar:

Folgerung 28.10 (Eigenwerte von Matrizen und Endomorphismen sind Nullstellen des Minimalpoly-
noms).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Dann sind dquivalent:
(a) A istein Eigenwert von A.

(b) A ist eine Nullstelle des Minimalpolynoms 4.
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(ii) EsseiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K. Weiter sei f € End(V) und

A € K. Dann sind dquivalent:
(a) Aistein Eigenwert von f.

(b) Aist eine Nullstelle des Minimalpolynoms if.

Ende der Vorlesung 16

Ende der Woche 8

Lemma 28.11 (Minimalpolynom einer Diagonalmatrix).
Es sei K ein Korper und A € K™*" fiir n € N eine Diagonalmatrix

a
A=

an
Ist {by,...,bs} ={a1,...,a,} und sind by, .. ., by paarweise verschieden?, dann gilt
pa = (A=by)--- (A= bs).
Beweis. Fir jedes Polynom p € K[t] gilt

5(611)
p(A) =
F(an)

(28.6)

(Quizfrage 28.3: Klar?) Ein Polynom p € K[t] erfillt also p(a;) = 0 genau dann, wenn p den
Linearfaktor A — a; enthélt (Lemma 11.20). Daraus folgt: p(A) = 0 gilt genau dann, wenn p alle

Linearfaktoren A — by, ..., A — bg enthailt.

Per Definition ist das Minimalpolynom p4 das normierte Polynom minimalen Grades mit dieser

Eigenschaft p(A) = 0. Offenbar ist das gerade g = (A — by) - - - (A — by).

Schlief3lich kénnen mit Hilfe des Minimalpolynomials ein weiteres Kriterium fiir die Diagonalisierbar-

O

keit einer Matrix bzw. eines Endomorphismus angeben. Dieses verwendet im Unterschied zu Satz 24.28

das Minimalpolynom:
Satz 28.12 (notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fir n € Ny. Dann sind dquivalent:

(a) A ist diagonalisierbar.

(b) Das Minimalpolynom py4 zerfallt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen.

(ii) EsseiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und f € End(V). Dann sind 4quivalent:

(a) f ist diagonalisierbar.

9Die Menge {by, ..., bs} besteht also aus den verschiedenen Elementen von {ay, ..., an}.
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(b) Das Minimalpolynom p zerfillt in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen nur Aussage (ii). (Quizfrage 28.4: Wie kann man von Aussage (ii) auf Aussa-
ge (i) schlieBen?)

Aussage (a) = Aussage (b): Es sei f diagonalisierbar. Das heifit, es gibt eine Basis By von V, sodass die
Darstellungsmatrix A = ng (f) eine Diagonalmatrix ist, siehe Satz 20.24 oder die Einleitung von
§ 24. Auf der Diagonale von A stehen die paarweise verschiedenen Eigenwerte Ay, . .., As entsprechend
ihrer geometrischen Vielfachheit. Lemma 28.11 zeigt, dass fiir das Minimalpolynom gilt:

pr=pa=(A=2A) (A= 4A).
Dessen Nullstellen Ay, . . ., As sind alle einfach.

Aussage (b) = Aussage (a): Es gelte i = H;zl(l —Aj), wobei A, ..., As € K paarweise verschieden
sind. Wir fithren einen Induktionsbeweis nach n = dim(V) € Ny. Im Fall n = 0 und n = 1 ist jeder
Endormorphismus von V diagonalisierbar.

Die Behauptung sei bewiesen fiir dim(V) = n € Ny. Bevor wir den Induktionsschritt durchfiihren,
folgen mehrere Uberlegungen:

Schritt 1: Wir zerlegen
pr=A—-24) - (A-A) = (A- 1) p.

Dabeiist p = (A — A3) -+ - (A — As) € Ks_1[t] ein Polynom, das ebenfalls in Linearfaktoren
zerfillt und lauter einfache Nullstellen hat. Aulerdem gilt p(A;) # 0.

Nach Satz 11.14 existieren (eindeutig bestimmte) Polynome ¢, r € K[t] mit
p=q-(A-A4)+r, (28.7)
wobei deg(r) < deg(A — 4;) = 1list. Also ist r = @ € K ein konstantes Polynom. Wegen

() =p(h) —q(h) - (4 = A)
=p(h)
=(A=4) - (A= 4)
£0
gilta=r=7r(A) #0.
Schritt 2: Wir zeigen: V =U @ W mit U := Kern(f — A4 idy) = Eig(f, A;) und W := Bild(f — A;idy).

Dazu setzen wir f in (28.7) ein:
p(f) =q(f) o (f —Aiidy) +aidy.
Folglich gilt fiir alle v € V:
(M) (@) = (q(f) o (f = hidy))(0) + av
und wegen o # 0

0=a"' (p(f)) () - a (q(f) o (f = Aridv)) (v)
= a {((f = Aeidy) 0 -+ o (f = Asidy)) (0) = a7 (G(f) o (f = Aidv)) ().

=uU =w
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Schritt 3:

Fur u gilt

(f = hidy)(w) = a " ((f = hidy) o (f = Azidy) 0 -+ o (f = Asidy)) (u)
=a ' (ur(f))(0)
=0 wegen ug(f) =0.
Also liegt u € U = Kern(f — 4, idy).

Weiter gilt
w=a ' (q(f) o (f = hidv)) (v)
= ((f ~ hidv) 0 7()) (@)
(Quizfrage 28.5: Warum gilt die Gleichheit?) und somit w € W = Bild(f — A;idy).

Wir haben also gezeigt, dass jedesv € Vinder Formov = u+wmitu € Uundw € W
dargestellt werden kann, also gilt V =U + W.

Weiter gilt nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (Folgerung 18.7)
dim(U) + dim(W) = dim(Kern(f — A idy)) + dim(Bild(f — A;idy)) = dim(V)

und weiter nach (14.2)

dim(U N W) = dim(U) + dim(W) — dim(U + W) = dim(V) — dim(V) = 0.
Es gilt also tatsachlich V =U & W.
Wir zeigen: W = Bild(f — A;idy) ist f-invarianter Unterraum mit 0 < dim(W) < dim(V).
Es seidazuw € W,d.h., w = (f — A;idy)(v) fiir ein v € V. Wir haben

fw) = (fo(f-Aidy))(o)

= ((f = Midy) o f)(v) wegen fo (f—Xidy)=(f—Aidy)of
€ Bild(f — Ay idy) = W.

Wegen dim(U) = dim(Eig(f, A;)) > 1 gilt tatsachlich
dim(W) = dim(V) — dim(U) < dim(V) - 1.

Wir kénnen nun den Induktionsschritt von dim(V) = n auf n + 1 durchfithren. Das Minimalpolynom
pir = [Tj=1 (A = A;) habe die Koeffizientendarstellung pp = 35, a; A.

Wir setzen g := f|w € End(W). Fur w € W gilt dann

@) = (Y a9

j=1

= > g/ (w)
j=1

=D fl(w)
j=1

%iwﬂw>
j=1

= (1 () (w)
0 wegen us(f) =0.
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Da w € W beliebig war, bedeutet das: /ir(g) = 0 € End(W). Damit gehort pp zum Ideal J; € K[t].
Nach Lemma 28.6 gilt also

o lpp=A=24)--- (A= 2)

Nach Voraussetzung sind die A, ..., A; paarweise verschieden. Das heifit aber, auch p, zerféllt in
Linearfaktoren und hat nur einfache Nullstellen.

Aus der Induktionsvoraussetzung konnen wir schlieflen, dass g € End(W) diagonalisierbar ist, denn es
gilt dim(W) < dim(V) — 1 < n. Es existiert also eine Basis von W, die aus lauter Eigenvektoren zu den
Eigenwerten von g = f |w besteht. Diese Eigenpaare sind auch Eigenpaare von f. (Quizfrage 28.6:
Warum?) Ergdnzen wir diese Basis von W aus Eigenvektoren von f durch eine Basis von U = Eig(f, 1;),
dann erhalten wir nach Satz 14.8 eine Basis von V = U & W, die wiederum aus lauter Eigenvektoren
von f besteht. Also ist f diagonalisierbar. O

Beispiel 28.13 (notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit, vgl. Beispiel 28.8).

(i) Die Matrix

besitzt das Minimalpolynom pg = (A — 1) (4 + 1), ist also diagonalisierbar.

(ii) Die Matrix

1 -1 0
A=|-8 1 4|eR¥3
2 -1 -1

besitzt das Minimalpolynom pa = (4 +1)% (A — 3), ist also nicht diagonalisierbar.
(iii) Die Matrix

2 -1 -1
A=|-6 1 2|eR™
3 -1 =2
besitzt das Minimalpolynom g = (A +1) (A — 3), ist also diagonalisierbar. A
§ 28.3 DIE BEGLEITMATRIX EINES POLYNOMS
Definition 28.14 (Begleitmatrix eines Polynoms).
Es sei K ein Korper und
n—1
p=A"+> a; N e K[A] (28.8a)
j=0
ein normiertes Polynom vom Grad n € N, (bzw. das Einspolynom im Fall n = 0). Die Matrix
[0 o 0 —a
1 0 0 o
Cp=0 1 \ —a, | € KT (28.8b)
\\ .
_O 0 1 —0(”_1_
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heif3t die Begleitmatrix (englisch: companion matrix) von p. A

Beachte: Die Einsen laufen direkt unterhalb der Hauptdiagonale. Der fithrende Koeffizient von p ist
Eins und wird in der Begleitmatrix nicht notiert. Im Fall n = 0 ist p = 1und C, die leere Matrix. Im Fall
n=1mit p = a gilt C, = —ao.

Lemma 28.15 (charakteristisches und Minimalpolynom von Begleitmatrizen).
Es sei K ein Kérper und p € K[A] ein normiertes Polynom. Dann gilt:

Xc, = Hc, =P- (28.9)

Beachte: In diesem Sinne ist die Begleitmatrix C,, ein besonders einfacher Reprasentant der Aquiva-
lenzklasse aller zueinander dhnlichen Matrizen, deren charakteristisches und Minimalpolynom dem
vorgegebenen Polynom p entsprechen.

Beweis. Die Behauptung yc, = p ist Gegenstand von Hausaufgabe II-7.1. In der dazugehérigen Losung
wurde die Moglichkeit durch Zeilentransformationen zu einer einfachen Matrixstruktur und einer
Darstellung von p nach dem Horner-Schema zu kommen vorgestellt. Alternativ lasst sich der Nachweis
per Induktion nach dem Grad deg(p) = n € Ny zeigen: Fiir n = 0ist p = 1und C, = () mit
det(1I, — ()) = 1. Wir betrachten nun ein normiertes Polynom p = A™*! + Z;-lzo a;j AJ vom Grad
deg(p) = n+1, wobei die Behauptung fiir den Grad n bereits bewiesen sei. Wir haben

—O 0 0 _0{0- A 0 0 [0 1)
0
1 0 0 -a \
Cpr=10 1 \ —a, | und entwickeln det(AI - C,) = det \
0
0
\\ i
0 0 1 —an -1 /1 + ay
nach der ersten Zeile mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes 23.17. Wir erhalten
A0 0 @ 1 1 0 0
0 (04}
0 -1
det(AI = Cp) = A det + (-1)"? oy det \ 0
0
-1 A
A apg
-1 A+a,

Die erste Matrix ist gerade A I—Cgy mit der Begleitmatrix Cy des Polynoms q = ag+az A+- - +a A" 1 +A"
vom Grad deg(q) = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist also det(AI — C4) = q. Die zweite Matrix ist
eine obere Dreiecksmatrix, und nach Lemma 23.10 ist ihre Determinante gleich (—1)". Wir erhalten
also

det(AI-Cp) = Aq+ag
=Aa+a A+ +a, A"+ A + o
=p,
also yc, = p, was zu zeigen war.

Der Beweis der Behauptung pc, = p ist Gegenstand von Hausaufgabe II-8.3. O
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§ 29 Die FROBENIUS-NORMALFORM

Literatur: Liesen, Mehrmann, 2024, Kapitel 16

Normalformen von Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorraume sind dadurch gekennzeich-
net, dass die Darstellungsmatrizen Blockdiagonalstruktur

B,
B,

By
mit ,moglichst einfachen® Blocken besitzt. Jeder Block entspricht nach Satz 20.17 einem f-invarianten
Unterraum.

Fir die Wahl dieser Blocke bzw. invarianten Unterrdume gibt es verschiedene Mdoglichkeiten und
daher auch verschiedene Normalformen, darunter die Frobenius-Normalform, die Weierstraf3-
Normalform und die Jordan-Normalform. Bei der Frobenius-Normalform, die wir in diesem Ab-
schnitt betrachten, sind die Blocke gerade die Begleitmatrizen bestimmter Polynome.

In Definition 28.2 hatten wir das Minimalpolynom einer Matrix A € K"*" als das eindeutige normierte
Polynom p € K|[t] geringsten Grades definiert, das die Eigenschaft p(A) = 0 besitzt. Nun betrachten
wir eine verfeinerte Version davon, indem wir nur fordern, dass p(A) x = 0 fiir einen gegebenen
Vektor x € K" gilt. Man sagt auch, das Polynom annulliere die Matrix A lokal. ,Lokal® bedeutet hier:
bei Anwendung auf einen gegebenen Vektor.

Lemma 29.1 (die lokal annullierenden Polynome bilden ein Ideal).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Fur x € K" ist die Menge
Jax = {p € K[A]|p(A) x = 0} (29.1)
ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
(ii) EsseiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und f € End(V). Fiir v € V ist die Menge
Jro = {p € KA |p(f)(0) = 0} (29.2)

ein Ideal in K[A] ungleich dem Nullideal.
Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von ??. O
Ganz analog zu Definition 28.2 haben wir mit Hilfe von Satz 27.7:

Definition 29.2 (lokales Minimalpolynom, vgl. Definition 28.2).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fiir n € Ny und x € K". Das eindeutig bestimmte normierte Polynom g4 x # 0
geringsten Grades mit der Eigenschaft pax € Jax, also fiarx(A)x = 0, heifit das (lokale)
Minimalpolynom (englisch: local minimal polynomial) von A bzgl. x.
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(ii) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K. Weiter sei f € End(V)
und v € V. Das eindeutig bestimmte normierte Polynom p¢,, # 0 geringsten Grades mit der
Eigenschaft yir, € Jf.o, also jir,(f)(v) = 0, heifit das (lokale) Minimalpolynom von f
bzgl. v. A

Satz 29.3 (lokale Minimalpolynome eines Endomorphismus und seiner Darstellungsmatrizen, vgl.
Satz 28.3).

Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K mit der Basis By = (vy, ..., 0y,),
n € Ny. Weiter sei f € End(V) und A = Mg‘v’ (f). Dann gilt fiir v € V und seinen Koordinatenvektor

x= CDI;‘I/ (v):
Hfo = HAx- (29-3)

Beweis. O
Zur Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms einer Matrix A bzgl. eines Vektors x konnen wir
dhnlich wie in Beispiel 28.5 vorgehen. Statt die Matrizen A%, Al, ... etc. auf das erstmalige Auftreten

linearer Abhingigkeit zu priifen, testen wir nun die Vektoren A% x, A x, ...

Beispiel 29.4 (Bestimmung des lokalen Minimalpolynoms, vgl. Beispiel 28.5).

(i) Wir bestimmen das lokale Minimalpolynom der Matrix

-2 1 1 1
A=|1 -2 1| eR¥3bzgl des Vektorsx =|0].
1 -2 0
Es gilt
-2 1 1 1 -2 6 -3 -=-3|/(1 6
Ax=|1 -2 1|fo|=[1] und A’x=|-3 6 -=3||0|=[-3
1 -=2|\0 -3 =3 6|\0 -3
Wir betrachten jetzt die Matrix
1 -2 6
[on Alx A? x] =(0 1 -3
0o 1 -3

Wie in Beispiel 28.5 sind auch hier die Spalten {0, 1} zusammen noch linear unabhéngig, die Spal-
ten {0, 1,2} aber nicht mehr. Es gilt daher deg(u4 ) = 2, und der Kern von [AO x Alx A? x]

besteht aus den Vielfachen von ( % ) Das lokale Minimalpolynom von A bzgl. x ist also

HA x =/12+3A=;1A.

1
(ii) Verwenden wir dieselbe Matrix A, aber den Vektor y = [1], so erhalten wir
1
-2 1 1]/1 0 6 -3 -=3|/1 0
Ay=|1 -2 1||1|=[0] understrecht A*’y=|[-3 6 -3[|1]|=[0].
1 -2|\1 0 -3 -3 6]|\1 0
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Nun gilt daher deg(y4,) =1, und der Kern von [AO y Al y] besteht aus den Vielfachen von
(7). Das lokale Minimalpolynom von A bzgl. y ist also

HAy = A. A
Analog zu Lemma 28.6 gilt:
Lemma 29.5 (das lokale Minimalpolynom teilt jedes Polynom, das seine Matrix lokal annulliert).

Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny und x € K". Dann teilt das Minimalpolynom g4 » bzgl. x jedes
Polynom in p € Ja, also jedes p € K[t] mit der Eigenschaft p(A) x = 0.

(ii) Es seiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K, f € End(V) und v € V. Dann teilt das
Minimalpolynom py,, bzgl. v jedes Polynom in p € Jr,, also jedes p € K[t] mit der Eigenschaft

p(Hv) = 0.
Insbesondere gilt pia x | pa fiir jedes x € K" und py,, | pir fiir jedes v € V.
Das folgende Resultat zeigt, dass jedes lokale Minimalpolynom von A einen A-invarianten Unterraum
von K" liefert:
Lemma 29.6 (A-invariante Unterrdume durch lokale Minimalpolynome).
Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € Nj, eine Matrix. Weiter sei x € K" und
d—1 .
HAax = Zaj Mo+ 24
Jj=0
das lokale Minimalpolynom bzgl. x. Dann ist der Unterraum
U, = (x, Ax, A’x, .. .,Ad_1x> (29.4a)

ein A-invarianter Unterraum mit der Basis

By = (x1,...,xg) mitx; = A/ 'xfirj=1,....d. (29.4b)

Beweis. Die Familie der Vektoren B, := (x, Ax, A’x, ..., A1 x) ist linear unabhingig, jedoch
(x, Ax, A’x,... A9 1x, Ad x) ist linear abhangig, vgl. Beispiel 29.4, denn es gilt

d-1
pax(A)x = Zajij+Adx =0.
=0
Um zu zeigen, dass der Unterraum U, := (x, Ax, A%x,... A1 x> A-invariant ist, betrachten wir
d-1
eine Linearkombination u = Z p;i A’ x € U. Es folgt
Jj=0

d-1 d d-1
Au= Y B x= BN x=piaA'x+ ) faAx,
j=0 Jj=1 =

————
eU
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d—-1

und wir kénnen das lokale Minimalpolynom verwenden, um A y = — Z aj Al y € U zu ersetzen.
j=0

Das zeigt Au € U. o

Ende der Vorlesung 17

Wir zeigen nun, dass diejenigen Vektoren, deren lokale Minimalpolynom py4 , maximal moglichen
Grad haben, besondere Bedeutung besitzen.'® Mit ihrer Hilfe kénnen wir namlich den Vektorraum K"
in zwei komplementére, A-invariante Unterrdume zerlegen:

Lemma 29.7 (Zerlegung in komplementéare, A-invariante Unterrdume).

Es sei K ein Korper und A € K™ fiir n € N;, eine Matrix. Weiter sei x € K" so gewihlt, dass das

lokale Minimalpolynom bzgl. x
d-1

HAx = Zajlj+/1d

j=0

den maximal moglichen Grad tiber alle lokalen Minimalpolynome von A besitzt", also
d = max{deg(j1a,) | y € K"}.
Dann gilt: Ergédnzen wir die Basis B, des Unterraumes Uy aus (29.4) zu irgendeiner Basis
B=(x1,...,%Xd Xdst, - - -» Xn)

von K" und definieren die Linearform ¢ durch die Bilder auf der Basis B wie folgt: Im Folgenden
wurde ¢'- korrigiert zur dualen Paarung (¢, -).

1 imPFall j =d,
(§,x;) =6ja = {
0 sonst,
dann ist der Unterraum
W = {w € K" | (£,AVw)=0firalle j=0,...,d - 1} (29.5a)

A-invariant, besitzt Dimension dim(W) = n — d und erfiillt

K"'=U.""eoWw. (29.5b)
Beachte: Der Unterraum W ist gerade der Pra-Annihilator von { £ ATE, (AN ... (AN 1¢ }

Beweis. Wir ergénzen B, zu irgendeiner Basis B = (xy, .. ., X4, X441, - - - » X») von K™ und definieren die
Linearform ¢ € (K™)* wie angegeben.

19Fin solcher Vektor heifit ein maximaler Vektor (englisch: maximal vector) bzgl. A bzw. f.
MEs ist natiirlich immer méglich, ein solches x € K™ zu wihlen, da die Menge der moglichen Grade der lokalen Minimalpo-
lynome nach oben durch den deg(u4 beschrénkt ist.
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Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Wir zeigen: W ist A-invariant.

Es sei dazu w € W beliebig. Nach Definition gehért Aw genau dann zu W, wenn die
Bedingungen
(E,AVAwYy =(E, A w)=0 firj=0,...,d -1

gelten. Fiir die Indizes j = 0,...,d — 2 ist das wegen w € W klar nach (29.5b).

Fir die Aussage im Fall j = d — 1 betrachten wir d’ = deg(p4 w). Wegen der Maximalgra-
deigenschaft des lokalen Minimalpolynoms zu x gilt d’ < d. Der Vektor A% w liegt daher
inU,, = <w, Aw, A%w,... A7 w>. Es ist also moglich, A% v als Linearkombination der
Vektoren A/ w fiir j = 0,...,d" —1 < d — 1 darzustellen. Daher gilt auch (¢ A4 w) = 0 und
damit Aw e W.

Wir zeigen: dim(W) > n —d.

Per Definition (29.5b) gilt mit Y = (& A" (AT)?&,..., (A7) &) die Beziehung
W="Y={weK"|({,w)=0firalle € Y}.

Da dim(Y) < d gilt, haben wir nach Satz 21.23 dim(W) = n — dim(Y) > n — d.

Wir zeigen: Uy N W = {0}.

Es seidazuw € U, N W, alsow = Zflzl Bi x; mit Koeffizienten f; € K. Wegen w € W gilt
weiter wegen (29.5b) (¢, A7 w) = 0 fiir j = 0,...,d — 1. Fiir j = 0 heif3t das zunichst

0= (g,iﬁix,) = iﬁi (€,x1) = Pas

wobei die letzte Gleichheit aus der Definition von ¢ folgt. Nun ist also w = Z?:_ll Bi x;, und
wir werten die Bedingung (29.5b) fiir j =1 aus:

QU

-1

d-1 d-1
0= (6 2 Am) = D0 B E.AR) = 30 B (€: i = P

i

Il
_

So verfahren wir weiter, bis sich schlief3lich fiir alle Koeffizienten 3 = f4-1=---=p1 =0
ergeben hat, also x = 0.

Wir zeigen: dim(W) =n—-dund K" =U @& W.
Nach Satz 14.3 und — wie gerade gezeigt — dim(U N W) = 0 gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W) = dim(U) + dim(W) > d+ (n— d) = n.

Die Dimension kann aber nicht gréfier sein als n, also haben wir in der Tat dim(U + W) = n
und damit U + W = K". Aulerdem folgt dim(W) = n — d, und wegen U N W = {0} ist die
Summe direkt. a

Noch ist nicht klar, ob lokale Minimalpolynome maximalen Grades mit dem Minimalpolynom tiber-
einstimmen. In Beispiel 29.4 hatten wir zumindest ein Beispiel gesehen, bei dem ein lokales Mini-
malpolynom fi4 x mit dem globalen Minimalpolynom p4 iibereinstimmte. Tatséchlich ist das immer

moglich:
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Lemma 29.8 (unter den lokalen Minimalpolynomen ist das Minimalpolynom).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fir n € Ny. Fir jedes x € K", fiir das pa » maximalen Grad besitzt, gilt pia » = pia.

(ii) Es seiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum tuiber K, f € End(V). Fir jedes v € V, fiir das
Hf,0 maximalen Grad besitzt, gilt pg,, = py.

Beweis. Aussage (i): Es sei x € K" ein maximaler Vektor bzgl. A. Wir zeigen: j14 ,(A) y = 0 fur alle
y e K™

Es sei dazu y € K" beliebig. Nach (29.5) kénnen wir y = u + w schreiben fiir (eindeutig bestimmte)
ueU,undweW.

Die Eigenschaft 4 (A) u = 0 ist klar. Um f14 . (A) w = 0 zu zeigen, betrachten wir p := pig y4. Dann
gilt
0=p(A) (x+w) = p(A) x + p(A) w,

also p(A) w = —p(A) x. Nach Aussage von Lemma 29.7 ist W A-invariant, also gilt auch p(A) w € W.
Damit liegt p(A) w = —p(A) x sowohl in W als auch in Uy, also muss p(A) w = 0 und auch p(A) x = 0
gelten. Daraus folgt pa x | p.

Da x ein maximaler Vektor war, gilt aber auch

deg(pax) > deg(pax+w) = deg(p)
und somit p = p4 . Damit folgt 14 (A) w = p(A) w = 0.

Wir haben also

Fie(A) y = (A u+ (A w=0+0=0
gezeigt, wobei y € K" beliebig war. Das heif3t aber f14 ,(A) = 0 und damit p4 | pa . Weil aber auch
Hax | pa gilt, schlielen wir wie behauptet g x = pia.

Aussage (ii) kann analog gezeigt werden. ]

Wir kénnen nun die Existenz der Frobenius-Normalform einer Matrix bzw. eines Endomorphismus
beweisen:

Satz 29.9 (Frobenius-Normalform).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Dann existieren normierte, fiir n > 1 nicht-konstante Polynome
P1, -+ - Pk» k € N, die folgende Eigenschaften haben:

(a) P zyAundpj+1 |p] fiirjzl,...,k—l.
(b) A ist dhnlich zu der Blockdiagonalmatrix
CP

1
Cpe (29.6)

mit den Begleitmatrizen Cpnj=1..., k.
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(c) Sowohl die Polynome p; also auch die Matrix in (29.6) sind eindeutig.

(ii) Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und f € End(V). Dann existieren
normierte, nicht-konstante Polynome py, ..., px, k € N, die folgende Eigenschaften haben:

(@ pr=prundpjy | p;firj=1,... k-1

(b) Es gibt eine Basis By von V, sodass die Darstellungsmatrix von f die Blockdiagonalgestalt

1

Cp

—Cp

2

MY (f) = (29.7)

Cp

k]
mit den Begleitmatrizen Cy;, j = 1,..., k besitzt.

(c) Sowohl die Polynome p; also auch die Matrix in (29.7) sind eindeutig.

Die durch A bzw. durch f eindeutig bestimmte Matrix in (29.6) bzw. (29.7) heifit die Frobenius-
Normalform (englisch: Frobenius normal form) oder die rationale Normalform (englisch: rational
normal form) von A bzw. von f.

Beweis. Aussage (i): Im Fall n = 0 gilt u4 = 1und k =1, d. h., und es ist nichts zu zeigen.

Schritt 1: Wir spalten einen A-invarianten Unterraum U; der Bauart <x1, Axy, A’xy, ..., A™! x1>
maximaler Dimension ab.

Es sei dazu x; ein maximaler Vektor bzgl. A. Es gilt also p14 , = pa nach Lemma 29.8. Der
Unterraum

U1 = <X1, Axl, A2 X15 .o ,Am_l X1>

hat Dimension m und ist A-invariant. Aufgrund der A-Invarianz von U; kénnen wir fy auf
U; einschranken. Fir die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis

Bl = (.X'l, Axl, Az X1y e ,Am_l xl)

erhalten wir die zu A ahnliche Matrix

[0 0 0 —a |
1 0 0 -

M (faly) = Cpy = |0 1\ —a | € K™
\\0 ‘
0 ——0 ™1

—0m-—1]

fur p; = pa.

Falls m = n gilt, also U; = K", so ist der Beweis hier erbracht.
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Schritt 2: Wir konstruieren einen zu U; komplementéren, ebenfalls A-invarianten Unterraum W, also
Kt=Ue®WmitA-W, C W,.

Einen solchen Unterraum erhalten wir Lemma 29.7. Es gilt dim(U;) = m = deg(ua) und
damit dim(W)) =n—-m<n-1

Erginzen wir die Basis By von U; durch eine Basis El von W; zur Basis B, dann besitzt die
zu A dhnliche Darstellungsmatrix bzgl. der Basis B die Blockdiagonalstruktur

T
L MB (Ll |

Fir das Minimalpolynom gilt ps = p MB(£) (Folgerung 28.4), also auch

~ 7 (Co)
0=pa(Mg(fa) = o ;TA(MEI(fA%)) '
B i

Insbesondere ist also ﬁ}(M? ( ﬁqm)) = 0. Das heifit, das Minimalpolynom p, des einge-
1

schrankten Endomorphismus fA%i ist ein Teiler des Minimalpolynoms p; = pi4 von A.
Schritt 3: Wir wiederholen die Konstruktion:

Wir kénnen nun die Konstruktion von Schritt 1 an fiir den eingeschrinkten Endomor-
phismus fA'% wiederholen. Dadurch erhalten induktiv wir weitere Polynome ps, ..., px
(die Minimalpolynome der jeweiligen ,Restabbildungen®) mit der behaupteten Eigenschaft
pj+ | pj sowie die Darstellung (29.6). Das Verfahren stoppt, sobald V.= U; @ - - - @ Uy und
somit Wi = {0} ist.

Noch zu zeigen ist die Eindeutigkeit. Es seien dazu

Cpl
A = . und A, =
CPk Cq

Cq

1

t

zwei zu A dhnliche Matrizen in Frobenius-Normalform mit normierten, nicht-konstanten Polynomen
pi--prund qy,...,q und k, £ € N, die die Eigenschaften p; = q; = pia = pia, = pia, sowie pj | p;
und gj41 | gj erfilllen fiir j=1,...,k —1bzw. j=1,...,/ -1

Im Fall k = 1sind wegen p; = q; die Dimensionen der fithrenden Blécke Cp, und C,, beide gleich n,
also ist auch £ = 1und A; = A,.

Wir betrachten nun den Fall £k > 1, also auch £ > 1. Da die Matrizen A; und A, beide zu A dhnlich
sind, sie auch zueinander &hnlich, d. h., es gibt eine reguldre Matrix T € K™" mit A; = T A, T7!1. Da
Polynome beim Einsetzen von Blockdiagonalmatrizen blockweise wirken, haben wir

p2(Cp,)

C 2
p2(A1) = el p)

pZ(Cpk)
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Dabei ist p;(Cp,) = 0 fiir alle j = 1,...,k, denn nach Lemma 28.15 ist p; das Minimalpolynom von
Cp,- Nach Voraussetzung ist p, ein Vielfaches von ps, . . ., py, also sind auch sind auch p,(C,,) usw. bis
p2(Cp,) Nullmatrizen. Also haben wir

pZ(Cp1)
0
= p2(A1) = po(T A, T7Y) = Tpa(A) T
0

-pZ(qu)

=T PZ(qu) T_l
L pZ(Cq()_
-PZ(Cpl) ]

-7 P(Cqr) T,

pZ(Cq()_

Insbesondere sind p,(A;) und p;(A,) dhnliche Matrizen und haben als solche nach Folgerung 15.41
denselben Rang. Da die Rénge der beiden Matrizen links und rechts durch die Summe der Rénge
der Diagonalblécke gegeben sind, muss insbesondere p;(Cy,) = 0 gelten. Also folgt gz | p,. Durch
Vertauschen der Rollen haben wir ebenfalls p, | g2, und weil beide Polynome normiert sind, muss
p2 = g2 gelten. Also haben auch die zweiten Diagonalblécke identische Gréfe. Induktiv zeigt man
dasselbe weiter, bis sich schlief8lich k = ¢ und py = gk ergibt. Damit ist die Eindeutigkeit der Frobenius-
Normalform gezeigt.

Aussage (ii) kann analog gezeigt werden. O

Bemerkung 29.10 (zur Frobenius-Normalform).

(i) Diein der Frobenius-Normalform auftretenden normierten, nicht-konstanten Polynome py, . . ., px
heiflen die Invariantenteiler der Matrix A bzw. des Endomorphismus f.

(ii) Jede Begleitmatrix der Dimension m € N besitzt maximal 2 m — 1 Eintrage ungleich Null. Damit

hat die Frobenius-Normalform mit k € N Blocken maximal 2 n — k Eintrdge ungleich Null. A

Beispiel 29.11 (Frobenius-Normalform).

(i) Die Matrix

0 1 3
A=|3 1 —4|eQ*?®
-2 1 5

besitzt das Minimalpolynom pi4 = (A — 2)® = A3 — 6 4> + 12 1 — 8. A ist daher dhnlich zu seiner
Frobenius-Normalform, die nur aus einem Block C,, zu p; = p besteht:

0 0 8
A=|1 0 -12{.
01 6
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(ii) Die Matrix

11 2
A=|1 1 —2|eQ®®
-1 1 4

besitzt das Minimalpolynom p4 = (A — 2)? = A2 — 4 A + 4. Die Frobenius-Normalform beginnt
mit dem 2 X 2-Block Cp, zu p; = pa. Da nur noch Dimension 1 fehlt, muss das normierte,
nicht-konstante Folgepolynom p; vom Grad 1 sein und aulerdem p, | p; erfiillen. Es muss also
p2 = A —2 gelten. A ist daher dhnlich zu seiner Frobenius-Normalform, die aus zwei Blécken Cp,
und C,, besteht:

(iii) Die Matrix

4 -1 -2 3
-1 5 2 -4

A= € 4x4
0 1 3 -1 Q
-1 2 2 1

besitzt das Minimalpolynom ps = (A4 — 3)%(A — 2) = A* — 8% + 211 — 18. Die Frobenius-
Normalform beginnt mit dem 3 X 3-Block Cp, zu p; = pa. Da nur noch Dimension 1 fehlt,
kommen als normiertes, nicht-konstantes Folgepolynom p, vom Grad 1 wegen p, | p; beide
Moglichkeiten p; = A — 3 oder p, = A — 2 in Frage.

Hier ist p; = A3 die richtige Wahl, denn dhnliche Matrizen besitzen das gleiche charakteristische
Polynom, was in diesem Fall gerade y4 = (A — 3) p4 ist. Die Frobenius-Normalform von A, zu
der A ja dhnlich ist, muss also gerade dieses Polynom als charakteristisches Polynom haben. Da
das charakteristische Polynom der Frobeniusnormalform von A blockweise berechnet werden
kann ergibt sich gerade A —3 als der verbleibende Faktor. A ist daher dhnlich zu seiner Frobenius-
Normalform, die aus zwei Blécken C,, und C,, besteht:

0 0 18
~ 11 0 -21
A= 0 1 8

(iv) Das folgende Beispiel wurde nachtraglich eingefiigt. Die Matrix

1
A=I=1|0
0

S = O

0
0| e Q3><3
1

besitzt das Minimalpolynom p14 = A—1Die weiteren Polynome sind wegen der Eigenschaft p, | p;
und ps3 | p; gleich ps = p; = p; = A — 1. Aist daher dhnlich zu seiner Frobenius-Normalform, die
aus drei Blocken der Dimension 1 besteht:

1
A=1|0
0

S = O
_= o O
>

Die folgende Bemerkung wurde nachtraglich hinzugefigt.
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Bemerkung 29.12 (Feststellen der Ahnlichkeit zweier Matrizen).

(i) Die Frobenius-Normalform ist ein ausgezeicheter Reprisentant der Aquivalenzklasse dhnlicher
Matrizen in K™*".

Da die Frobenius-Normalform eindeutig ist, gilt: Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn
sie dieselbe Frobenius-Normalform haben. Das kann man zum Test auf Ahnlichkeit verwenden.

(ii) Die Aquivalenzklassen der Ahnlichkeits-Relation sind nicht alle gleich grof3. Beispielsweise ist
die Einheitsmatrix I,, der einzig mogliche Reprisentant ihrer Aquivalenzklasse. (Quizfrage 29.1:
Klar?) Aulerdem ist jede Begleitmatrix der einzig mogliche Reprasentant ihrer Aquivalenzklasse.
(Quizfrage 29.2: Klar?) A

Ende der Woche 9

§ 30 DIE JORDAN-NORMALFORM

Literatur: Liesen, Mehrmann, 2024, Kapitel 16

Die Frobenius-Normalform aus § 29 verwendete als Grundlage der Zerlegung des Raumes in eine
direkte Summe von Unterrdumen die A-invarianten Unterrdume (xl, Axy, A’xy, ..., A™1 x1>. Die
Jordan-Normalform hingegen benutzt eine andere Zerlegung, wobei die Betonung auf Eigenpaaren
liegt.

Da im Allgemeinen die geometrische Vielfachheit eines Eigenvektors unterhalb der algebraischen
Vielfachheit liegen kann, reichen Eigenvektoren moglicherweise nicht aus, um eine Basis des ge-
samten Raumes zusammenzustellen, selbst wenn wir annehmen, dass das charakteristische Polynom
vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt (Beispiel 24.29). Es gibt aber eine Moglichkeit, den Begriff des
Eigenvektors zu verallgemeinern, um Zugriff auf weitere Basisvektoren zu bekommen.

Definition 30.1 (verallgemeinerter Eigenvektor, verallgemeinerter Eigenraum).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™" fur n € Ny. Ein Vektor x € K" \ {0} heifit ein verallgemeinerter Eigenvektor
oder Hauptvektor (englisch: generalized eigenvector) zum Eigenwert A € K der Matrix A,
wenn

(AI-AFx=0, alsoxe Kern((AI - A)k) (30.1)

fiir ein k € N gilt. Wir sprechen genauer von einem verallgemeinerten Eigenvektor der Stufe
(englisch: rank) k € N, wenn x € Kern((41 - A)k) \ Kern((AI - A)k_l) gilt.

(ii) Die Menge

GEig(A, 1) = {x € K"| (AT = A)* x = 0 fiir ein k € N}
= U Kern((AI —A)k) (30.2)
keN

heif3t der verallgemeinerte Eigenraum (englisch: generalized eigenspace) zu A € K.*

2Wie bereits in Definition 24.6 ist es auch hier praktisch, fiir den Begriff des verallgemeinerten Eigenraumes auch Parameter
A € K zuzulassen, die keine Eigenwerte sind.
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(iii) Es sei V ein Vektorraum iiber K und f € End(V). Ein Vektor v € V' \ {0} heif3t ein verallge-
meinerter Eigenvektor oder Hauptvektor zum Eigenwert A € K des Endomorphismus f,
wenn

(Aidy - f)¥(v) =0, also v € Kern((Aidy — f)¥) (30.3)

fir ein k € N gilt. Wir sprechen genauer von einem verallgemeinerten Eigenvektor der Stufe
k € N, wenn x € Kern((1idy — £)¥) \ Kern((1idy — £)*7!) gilt.

(iv) Die Menge
GEig(f, 1) = {v € V| (Aidy — f)*(v) = 0 fiir ein k € N}

= U Kern((Aidy —f)k) (30.4)
keN
heifit der verallgemeinerte Eigenraum zu A € K. A

Die verallgemeinerten Eigenrdume sind A- bzw. f-invariant, denn es gilt
AI-—A)A=1A-A*=A(AI-A)
und analog (Aidy — f) o f = fo (Aidy — f).
Fiir jede quadratische Matrix A (bzw. analog fiir jeden Endomorphismus f € End(V)) gilt
{0} = Kern(A®) C Kern(A') C --- C Kern(A¥) € Kern(4**!) C - .

Durch das Potenzieren werden die Kerne grofier, und wir konnen neben den Eigenvektoren aus
Kern((A1 — A)¥) fiir k = 1im Allgemeinen noch zusitzliche verallgemeinerte Eigenvektoren hinzuge-
winnen fiir k > 2. Es ist dabei ausreichend, den Exponenten gleich der Dimension des betrachteten
Vektorraumes zu wihlen, denn fiir hohere Potenzen werden die Kerne nicht mehr grofier:

Lemma 30.2 (Kerne von Potenzen von Endormorphismen).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fir n € Ny. Dann gilt

Kern(A") = Kern(A™/) fiir alle j € Nj. (30.5)

(ii) EsseiV ein Vektorraum tiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny und f € End(V). Dann gilt

Kern(f") = Kern(f™/) fiir alle j € N,. (30.6)

Wegen Lemma 30.2 konnen wir also in der Darstellung des verallgemeinerten Eigenraumes den
Exponenten auch einfach auf die Raumdimension festlegen:

GEig(A, 1) =Kern((AI —A)") bzw. GEig(f,4) = Kern((1idy — f)"),

wenn n € Ny die Dimension der Matrix A bzw. des Raumes V ist.

Der folgende Satz besagt, dass wir mit Hilfe verallgemeinerter Eigenvektoren tatsachlich eine Ba-
sis des zugrundeliegenden Vektorraumes finden, sofern das charakteristische und damit auch das
Minimalpolynom vollstdndig in Linearfaktoren zerfallen, also

xa=@A-A)" - (A=2)"™ (30.72)
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bzw. yp=(A-2A)" - (A=A)" (30.7b)

mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A; € K und deren algebraischen Vielfachheiten
n,...,ns € N gilt. Fir die algebraischen Vielfachheiten gilt dann n; = dim(GEig(A, 4;)) bzw. n; =
dim(GEig(f, A;)).

Satz 30.3 (Zerlegung in verallgemeinerte Eigenraume).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K" fur n € Ny. Wenn das charakteristische Polynom y4 wie in (30.7a) vollstindig
in Linearfaktoren zerfillt, dann gilt:

K" = (P GEig(4, 4)). (30.8)
j=1

(ii) Es seiV ein Vektorraum tiber dem Korper K mit dim(V) = n € Ny. Wenn das charakteristische
Polynom yr wie in (30.7b) vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, dann gilt:

vV = 5 GEig(f, 4). (30.9)
j=1

Bemerkung 30.4 (zerfallendes charakteristische Polynom).

Korper K, in denen jedes Polynom in K[t] vom Grad > 1 mindestens eine Nullstelle in K besitzt,
heiflen algebraisch abgeschlossen (englisch: algebraically closed). Dazu dquivalent ist, dass jedes
Polynom vom Grad > 1 vollstandig in Linearfaktoren zerfillt. Nach dem Fundamentalsatz 11.24 ist C
ein solcher Korper. A

Wir gehen nun auf die innere Struktur der verallgemeinerten Eigenrdume einer Matrix A ein. Jeder
verallgemeinerte Eigenraum Kern((A1 — A)") ist A-invariant, zerféllt aber i. A. nochmal in kleinere
A-invariante Unterrdume. Deren Anzahl ist gleich p5°°(A, 1). Jeder dieser Unterrdume besitzt eine
Basis (x, ..., x¢), k € N, die mit einem Eigenvektor x; beginnt, also einem Hauptvektor der Stufe 1.
Dieser wird ggf. erganzt durch einen Hauptvektor der jeweils folgenden Stufe. Diese konnen wir aus
den Beziehungen

(AI-A)xj=-xjfurj=2,...,r (30.10)

bestimmen. Wegen x; € Kern(AI — A) und dieser Konstruktion gilt in der Tat x; € Kern((11 — A)).
Der finale Index r € N ist der erste, fiir den (30.10) nicht losbar ist.

Auf dem Unterraum (xj, ..., x,) hat die durch A induzierte Abbildung beziiglich der Basis (x, ..., x,)

wegen der Beziehungen
A X1 = A X1

Axy =Axy+x

Axy = Axr + x4

eine Darstellungsmatrix wie in der folgenden Definition:

Definition 30.5 (Jordan-Block, Jordan-Matrix).
Es sei K ein Korper.
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(i) EsseiA € Kund r € N. Dann heifit die Matrix

1 0

der Jordan-Block (englisch: Jordan block) der Gréfle r X r mit Diagonaleintrag A."3

o
0

1
A.

e K™ (30.11)

(ii) Eine Matrix A € K"™*", n € Ny, heif3t eine Jordan-Matrix (englisch: Jordan matrix), wenn sie
eine Blockdiagonalmatrix aus lauter Jordan-Blocken ist. A

Bemerkung 30.6 (Eigenschaften von Jordan-Blocken).

(i) Fiir r = 1 ergibt sich (1) = (1) € K™

i er Jordan-Block J, ist Ahnlich zur Begleitmatrix es Polynoms p = (t — € K|t]. Daher
(ii) Der Jordan-Block J,.(A) ist dhnlich Beglei 'de Poly p = (t—A)" € K[t]. Dah
gilt (Lemma 28.15)

X = My = (t=D)" € K[t].

(iii) A € K ist der einzige Eigenwert von J,(A). Dieser weist die grofitmogliche Differenz zwischen
seiner algebraischen und geometrischen Vielfachheit auf, denn es gilt

P (), ) =7 und  pEP(J(A), 1) = 1. A
Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts angeben:

Satz 30.7 (Jordan-Normalform).
Es sei K ein Korper.

(i) Essei A € K™ fur n € Ny. Wenn das charakteristische Polynom y4 wie in (30.7a) vollstandig
in Linearfaktoren zerfallt, dann gilt:

(a) A ist ahnlich zu einer Jordan-Matrix

]rl (Al)

Jrz (/12)
(30.12)

]rk (Ak)

Dabei sind A, ..., Ax die Eigenwerte von A entsprechend ihrer geometrischen Vielfach-
heit, also nicht notwendig alle verschieden. Wir bezeichnen (30.12) als eine Jordan-
Normalform (englisch: Jordan normal form) von A.

(b) Die Jordan-Normalformen von A unterscheiden sich nur in der Reihenfolge ihrer Jordan-
Blocke.

3Manche Autoren benutzen auch den Begriff Jordan-Kistchen. Manchmal stehen die Einsen auch unterhalb der Haupt-
diagonalen, was einer umgekehrten Nummerierung der Vektoren xj, . . ., x; entspricht.
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(ii) EsseiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K und f € End(V). Wenn das charakteris-
tische Polynom y; wie in (30.7b) vollstandig in Linearfaktoren zerfallt, dann gilt:

(a) f besitzt eine Darstellungsmatrix der Gestalt (30.12). Dabei sind A, . . ., A die Eigenwerte
von f entsprechend ihrer geometrischen Vielfachheit, also nicht notwendig alle verschieden.
Wir bezeichnen (30.12) als eine Jordan-Normalform von f.

(b) Die Jordan-Normalformen von f unterscheiden sich nur in der Reihenfolge ihrer Jordan-
Blocke.

Bemerkung 30.8 (Eigenschaften der Jordan-Normalform).
Eine Jordan-Normalform (30.12) gibt Aufschluss iiber die algebraischen und geometrischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte von A sowie iiber das charakteristische und das Minimalpolynom. Es gilt

k
XA = l_l(t — A charakteristisches Polynom (30.13)
j=1
und gy = l_l(t — ymaxtr; [4;=4} Minimalpolynom. (30.13b)
AeA(A)

Das bedeutet, fiir die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten eines Eigenwertes A € A(A) gilt

18 (A1) = Z rj algebraische Vielfachheit (30.13¢)
A=A

UEC(AN) = 1 geometrische Vielfachheit. (30.13d)
A=A

Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A entspricht also der Summe der Dimensionen aller
Jordan-Blocke mit dem Diagonaleintrag A, und die geometrische Vielfachheit entspricht der Anzahl
der Jordan-Blocke mit diesem Diagonaleintrag. Die Vielfachheit der Nullstelle A im Minimalpolynom
entspricht der Grofle des grofiten Jordan-Blocks mit dem Diagonaleintrag A.

Zu jedem Jordan-Block mit Diagonaleintrag (Eigenwert) A gehort genau ein Eigenvektor. Diese Eigen-

vektoren spannen gemeinsam den Eigenraum Eig(A, 1) auf. A

Beispiel 30.9 (Jordan-Normalform, vgl. Beispiel 29.11).
(i) Die Matrix

0 1 3
A=|3 1 —4|eQ®®
-2 1 5

besitzt das charakteristische Polynom und Minimalpolynom y4 = pa = (A — 2)3, also den
einzigen Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 2'8(A, 2) = 3. Aus (30.13) erfahren wir, dass
wir nur Jordan-Blocke zum Eigenwert 2 bekommen werden und dass der grofite Jordan-Block
die Grofie 3 X 3 haben wird. Daher kann es nur einen einzigen Jordan-Block geben, also gilt
18%°(A, 2) = 3. Wir konnen also an dieser Stelle bereits eine Jordan-Normalform von A angeben:'

2 1
A= 2 1f.
2

4Der besseren Lesbarkeit wegen lassen wir die strukturellen Nullen in diesem Beispiel weg.
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(if)

Wollen wir auch eine Transformationsmatrix, also eine zugehérige Basis von Q® bestimmen, so
konnen wir wie folgt vorgehen: Aus dem linearen Gleichungssystem (2 - I — A) x; = 0 erhalten
wir einen ersten Eigenvektor:

2 -1 -3 0
-3 1 4|x=]|0],
2 -1 -3 0

1
etwa x; = ( ! ) Aus dem linearen Gleichungssystem

2 -1 -3 -1
-3 1 4 X2 = —X1 = 1
2 -1 -3 -1

0
erhalten wir den verallgemeinerten Eigenvektor 2. Stufe x; = ( 1 ) und anschlieffend aus

2 -1 -3 0
-3 1 4 X3 = —X2 = -1
2 -1 -3 0

den verallgemeinerten Eigenvektor 3. Stufe x3 = ( (21) )

Wir konnen jetzt mit Hilfe der verallgemeinerten Eigenvektoren die Spalten der Transformati-
onsmatrix angeben, um die neue Basis By in der alten Basis (ey, e, e3) darzustellen:

1 0 1 0 0
T = 7;@1"?2’63)= 11 2| und T=|-2 1 3
v 1 00 1 0 -1
Es gilt also
2 1 0 0 1 31[1 o0 1
2 1l=1-2 1 3|3 1 -4||-1 1 2
2 1 -1|{|-2 1 5|1 0 0
-
a T A T-1
Die Matrix
1 1 2
A=|1 1 -2[eQ*®
-1 1 4

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (1—2)* und das Minimalpolynom p4 = (1—2)2, also
den einzigen Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit ;2!8(A, 2) = 3. Aus (30.13) erfahren wir,
dass wir nur Jordan-Blocke zum Eigenwert 2 bekommen und dass der grofite Jordan-Block die
Grof8e 2 X 2 haben wird. Daher muss es genau einen weiteren Jordan-Block geben, mit der Gré3e
1x 1, also gilt u8%°(A, 2) = 2. Wir konnen also an dieser Stelle bereits eine Jordan-Normalform
von A angeben:

A= 2
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Wollen wir auch eine Transformationsmatrix, also eine zugehérige Basis von Q* bestimmen, so
konnen wir wie folgt vorgehen: Aus dem linearen Gleichungssystem (2 - I — A) x; = 0 erhalten
wir wie erwartet zwei linear unabhéngige Eigenvektoren:

1 -1 -2 0
-1 1 2|x=]|0],
1 -1 -2 0

v 1e 1 2 . . . . . .
namlich <( (1) ), ( (1) )> Wir wissen, dass es einen Vektor x; in diesem Eigenraum geben muss, zu

dem ein verallgemeinerter Eigenvektor der 2. Stufe existiert, also eine Losung von

1 -1 -2 -1 -2
-1 1 2 |xpg=—x1=a|-1|+ ﬁ 0
1 -1 -2 0 -1
Die Transformation auf Zeilenstufenform zeigt, dass das mit @ = 1 und f = —1 méglich ist und

wir dann x; = ( :11) und beispielsweise x; = ( é ) erhalten. Ein verallgemeinerter Eigenvektor
3. Stufe wird nicht existieren, da wir dann einen Jordan-Block der Grofie 3 X 3 bekamen. In der

Tat ist
1 -1 -2 -1
-1 1 2 X3 = —Xg = 0
1 -1 -2 0

nicht l6sbar.®

Nachdem wir nun den zwei-dimensionalen A-invarianten Unterraum < ( T ), ( é ) > von GEig(A4, 2)

gefunden haben, benétigen wir noch einen weiteren Eigenvektor, der in einem komplementaren

Unterraum liegt. Dazu wihlen wir beispielsweise den Vektor ( (%) ) aus Eig(A, 2).

Wie in Teil (i) erhalten wir mit Hilfe der verallgemeinerten Eigenvektoren die Transformations-

matrix
-1 1 1 0o 0 -1
T7'=|1 0 1| und T=|1 -1 -2,
-1 0 O 0 1 1
und es gilt
2 1 0o 0 -1 1 1 2 -1 1 1
2 =11 -1 -2 1 1 -2 1 0 1
2 lo 1 1||-11 4||-1 0 0
—_———
a T A T-1
(iii) Die Matrix
4 -1 -2 3
-1 5 2 -4 axcd
A= 0 1 3 -1 €Q
-1 2 2 1

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (A — 3)*(A — 2) und das Minimalpolynom 4 =
(A =3)%(A - 2). Aus (30.13) erfahren wir, dass wir Jordan-Blécke zu den Eigenwerten 3 und 2

5Eine alternative Vorgehensweise wire gewesen, zuerst einen Vektor in x, € Kern((2 - I — A)?) \ Kern((2 - I — A)!) zu
berechnen und dann x; = (2 - I — A) x2 zu verwenden.
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bekommen werden. Der grofite Jordan-Block zum Eigenwert 3 wird die Grof3e 3 x 3 haben und
der grofite Jordan-Block zum Eigenwert 2 die Grof3e 1 X 1. Also gibt es nur jeweils diesen einen
Jordan-Block, und es gilt z5°°(A,3) = 1 und p5°°(A, 2) = 1. Wir konnen also an dieser Stelle
bereits eine Jordan-Normalform von A angeben:
3.1

A=

2_

Die Bestimmung einer Transformationsmatrix kann wie in Teil (i) erfolgen. Da hier zu jedem
Eigenwert nur ein Jordan-Block vorliegt, konnen wir mit irgendeinem Eigenvektor starten und
im Fall des Eigenwertes 3 dazu einen verallgemeinerten Eigenvektor 2. und 3. Stufe bestimmen.

(iv) Die Matrix

A=I=| 1 e Q¥
1

besitzt das charakteristische Polynom y4 = (A — 1)® und das Minimalpolynom p4 = A — 1. Sie
liegt bereits in Jordan-Normalform vor.

Unabhéngig davon erfahren wir aus (30.13), dass wir nur Jordan-Blocke zum Eigenwert 1 bekom-
men und dass der gréf3te Jordan-Block die Grofie 1 x 1 haben wird. Daher muss es genau drei
solcher Jordan-Blocke geben, also gilt 15°°(A, 1) = 3. In diesem Beispiel ist jeder Vektor (auler
dem Nullvektor) ein Eigenvektor von A, sodass wir jede regulire Matrix T als Transformations-
matrix wiahlen konnen, was durch

I=TIT™

auch bestatigt wird.

(v) Die Ableitungsabbildung f: K, [t] — K,[t] auf dem Unterraum der Polynome vom Hé6chst-
grad n € Ny tiber einem Korper K ist durch die

nt" ! firneN
t") =
ACE {0 firn=0

gegeben, siehe Beispiel 17.8. Thre Darstellungsmatrix bzgl. der Monombasis (¢°,tl, ..., ") ist

0 1 O0——0

2

c K(n+1)><(n+1)

n

0 0

Diese liegt schon beinahe in Jordan-Normalform vor. Durch Verwendung der Basis
(to e Ly lt")
2 3 T )
konnen wir sie leicht in Jordan-Normalform bringen. Es ergibt sich ein einzelner grofier Jordan-
Block J,+1(0) zum einzigen Eigenwert 0. A
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Ende der Vorlesung 19
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Kapitel 6 Innenprodukte

In diesem Kapitel kommen wir zum Begriff des Innenprodukts in Vektorrdumen. Mit diesem werden
wir den Vektorraum mit zuséatzlichen Moglichkeiten ausstatten, u. a., den Konzepten ,Lénge eines
Vektors®, ,Winkel zwischen Vektoren® und ,Winkel zwischen Unterrdaumen®.

§ 31 BILINEARFORMEN

Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 6

Wir beginnen mit einer Rekapitulation von Bilinearformen. Dazu sei V ein Vektorraum iiber dem
Korper K. Eine Abbildung y: V X V' — K heifit eine Bilinearform auf V' x V (oder einfach: auf V),
wenn fiir jedes feste u € V und jedes feste v € V die Abbildungen

y@-):Voou y(uov) €K
y(50): Vour y(u,0) €K

beide linear sind. Die Menge Bil(V, V) aller Bilinearformen V X V' — K ist ein K-Vektorraum (Lem-
ma 22.3).

Wir nennen eine Bilinearform wie in Definition 22.29

symmetrisch, wenn y(u,v) = y(v,u) firalleu,oeV (31.1a)
schiefsymmetrisch, wenn y(u,v) = —y(v,u) firalleu,veV (31.1b)
alternierend, wenn u=9v = y(4,0)=0 (31.1¢)

gilt. Wie in Lemma 22.30 gezeigt, ist jede alternierende Bilinearform schiefsymmetrisch. Im Fall
char(K) # 2 ist auch jede schiefsymmetrische Bilinearform alternierend. Wir bezeichnen den Un-
terraum der symmetrischen Bilinearformen mit Bilgyy, (V, V) und den der schiefsymmetrischen mit
Bﬂskew(v’ V)

Beispiel 31.1 (Bilinearformen auf einem Vektorraum, vgl. Beispiel 22.2).
(i) Fir jede Matrix A € K™*" ist die Abbildung

ya: K"xK"> (x,y) > y'Ax € K

eine Bilinearform auf K". Wir nennen sie die von A induzierte Bilinearform auf K" und
bezeichnen sie auch mit y4. Die Symmetrieeigenschaften von y,4 sind genau dieselben wie die
von A. A ist die Darstellungsmatrix von y4 bzgl. der Standardbasis (ey, . . ., e,)i von K.

(ii) Insbesondere ist (A = I) die Abbildung
n
y: K" XK"> (x,y) — yTx:inyi €K
i=1

eine symmetrische Bilinearform auf K”.

https://tinyurl.com/scoop-la


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog @O®S

(iii) Ein bestimmtes Integral iber das Produkt zweier Polynome iiber R, z. B.

1
yi R[] X R[H] 3 (p.g) / (1) -3(1) di € R

ist eine symmetrische Bilinearform auf R[¢].

(iv) Das folgende Beispiel wurde nachtriglich hinzugefiigt. Das Produkt zweier Punktauswer-
tungen an verschiedenen Punkten, also

y: K[t xK[t] 3 (p.q) = p(0) - q(1) € K

ist eine nicht-symmetrische Bilinearform auf K[t]. Fir p = t + 1 und g = ¢ gilt ndmlich p(0) =1
und g(1) =1, also y(p, q) = 1-1 = 1. Hingegen gilt g(0) = 0, also auch y(q,p) =0 # 1. A

Definition 31.2 (Darstellungsmatrix einer Bilinearform).
Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und y € Bil(V, V). Weiter sei

By = (vy,...,0p), n € Ny, eine Basis von V. Die Matrix
B
MB%; (}/) = (Y(Ubvj))zj:l € K™ (31’2)
heifit die Darstellungsmatrix der Bilinearform y bzgl. der Basis By. A

Symmetrische Bilinearformen sind genau diejenigen mit symmetrischen Darstellungsmatrizen. Ebenso
sind schiefsymmetrische Bilinearformen genau diejenigen mit schiefsymmetrischen (antisymmetri-
schen) Darstellungsmatrizen.

Sindu =3I, @jv; und v = 377, B;v; zwei beliebige Vektoren in V, so gilt

T
n n [¢5] ﬂ 1

o =y(Y o Y pro) = N Y prwoy=| | M| | G
i=1 j=1 1

i=1 Jj= an ﬁn

Der Wert einer Bilinearform beim Einsetzen von zwei Vektoren ergibt sich also dadurch, dass wir
deren Koeffizientenvektoren von links bzw. von rechts an die Darstellungsmatrix heranmultiplizieren.
Insbesondere gilt

Bemerkung 31.3 (zur Darstellungsmatrix von Bilinearformen).

(i) Nach Lemma 22.28 kann eine Bilinearform auf V identifiziert werden mit einem Element y von
Hom(V, V"), indem man das zweite Argument von y(-, -) einsetzt und das erste freilésst, also
Y(v) = y(-,0). Die Gleichheit in (31.2) lautet eigentlich

Mgt (1) = (y(on,0); -

(ii) Nach Lemma 22.28 kann eine Bilinearform auf V auflerdem mit einem Tensor vom Typ (0, 2)
iiber V, also einem Element von 7;0 (V), identifiziert werden. Wahlen wir die zu By = (vy,...,0,)
duale Basis B;, = (v;,...,v};,) und als Basis von 7,°(V) die elementaren Tensoren v; ® v; (vgl

Bemerkung 22.26), so stimmt die Darstellungsmatrix Mgf (y) gerade mit der Matrix der Kompo-
|4

nenten des Tensors uiberein. A
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In einem endlich-dimensionalen Vektorraum V ist die zu y € Hom(V,V*) duale Bilinearform
(englisch: dual bilinear form) y*: V** = V — V* nach der allgemeinen Definition 21.26 fiir duale
Homomorphismen definiert durch

Y (w0) =y(o,u) (31.4)

fiir u, v € V.Insofern konnten wir symmetrische Bilinearformen auch als selbstduale Bilinearformen
(englisch: self-dual bilinear form) bezeichnen. (Quizfrage 31.1: In welcher Beziehung stehen die
Darstellungsmatrizen von y und y* zueinander?)

Fir jede Basis By eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V ist die Zuordnung

Mgl’: Hom(V,V*) 5y Mgl’(y) e K™ (31.5)
Ve v
=Bil(V,V)
einer Bilinearform zu ihrer Darstellungsmatrix ein Isomorphismus von Vektorraumen.
Aus dem Transformationssatz fiir Homomorphismen 20.6 folgt sofort:
Satz 31.4 (Transformation der Darstellungsmatrix einer Bilinearform beim Wechsel der Basis).

Es seien K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Weiter seien By und B\V
Basen von V. Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix einer Bilinearformy: VXV — K:

MG () =T MG (1) 7 (316)

Bezeichnen wir dabei wie tiblich mit T := ‘7';" die Transformationsmatrix und mit A := Mgf (y) und
|4 \4

A= Mg}’(y) die Darstellungsmatrizen, so konnen wir (31.6) schreiben als
|4
A=TTAT.

Definition 31.5 (Kongruenztransformation, kongruente Matrizen).
Es seien K ein Korper und n € Ny. Zwei Matrizen A, A € K™ heiflen kongruent (englisch: congruent),
wenn es eine invertierbare Matrix T € K™*" gibt, sodass gilt:

A=TTAT . (31.7)

Der Ubergang von A zu T~ TA T ™! heif3t auch eine Kongruenztransformation (englisch: congruence
transformation) von A. A

Beachte: Die Kongruenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge K"™*". A ist genau
dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist. Quizfrage 31.2: Klar?

Analog zu Satz 20.9 (Aquivalenztransformationen) und Satz 20.14 (Ahnlichkeitstransformationen)
kénnen wir zeigen:

Satz 31.6 (iber kongruente Matrizen, vgl. Satz 20.9 und Satz 20.14).

Es seien K ein Korper, n € Ny und A, A € K™". Weiter sei V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n

und By eine Basis von V mit dualer Basis B;,, y: V XV — K eine Bilinearform und A = Mgl’ N
14

Dann sind dquivalent:

'Diese Voraussetzung ist nicht einschriankend. Zu einer gegebenen Matrix A kénnen wir immer V = K", By als die
Standardbasis und y = y4 wahlen.
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(i) Aund A'sind kongruente Matrizen.

(ii) A ist die Darstellungsmatrix von y bzgl. einer geeigneten Basis By und zugehoriger dualer
Basis Bj,.
1%

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wie im Beweis von Satz 20.9 kénnen wir T™! als Transformati-

onsmatrix eines Basiswechsels T7! = T,

Bjiv auffassen. Nach (21.13) gilt dann

- By«
T =77,
By+

Gemaif} dem Transformationssatz 20.6 fiir Darstellungsmatrizen haben wir

M) =T M (D Ty =TTAT = A

Aussage (ii) = Aussage (i): Definieren wir T~! = 7]'36 v, so folgt die Behauptung sofort aus dem

Transformationssatz 20.6. O

Bemerkung 31.7 (zum Transformationsverhalten von Darstellungsmatrizen).

Wir haben jetzt bereits drei verschiedene Transformationsverhalten fiir Darstellungsmatrizen bei
einem Basiswechsel kennengelernt:

Name Transformation Darstellungsmatrizen von
Aquivalenztransformation ~ SAT™! Hom(V, W)
Ahnlichkeitstransformation TAT™! End(V)
Kongruenztransformation TTTAT™! Bil(V,V) = Hom(V,V*)

Ahnlichkeits- und Kongruenztransformationen sind dabei Spezialfille von Aquivalenztransformatio-
nen.

Einer Matrix kann man nicht ansehen, welche Art von Abbildung sie reprasentiert! Fiir die Auswahl der
richtigen Transformation ist das aber wesentlich, aber auch fiir viele andere Konzepte. Beispielsweise
ist die Frage nach Eigenwerten einer Matrix oder nach ihrer Jordan-Normalform nur dann sinnvoll,
wenn diese einen Endomorphismus repréasentiert!

Die Tatsache, dass eine Eigenschaft einer Matrix unter einer Klasse von Transformationen erhalten
bleibt, zeigt uns ebenfalls, welche Art von Abbildung die Matrix repréasentiert. Beispielsweise bleibt die
Symmetrie einer Matrix nur durch Kongruenztransformationen erhalten, nicht aber unter Aquivalenz-
und Ahnlichkeitstransformationen. Insofern ist die Symmetrie einer Matrix eine strukturelle Eigen-
schaft der dahinterliegenden linearen Abbildung genau dann, wenn diese Abbildung ein Element von
Hom(V, V™) ist, also eine Bilinearform! A

Der Rang einer Matrix bleibt unter einer Aquivalenztransformation erhalten (Folgerung 15.41), also
auch unter einer Kongruenztransformation. Alle Darstellungsmatrizen einer Bilinearform besitzen
daher denselben Rang. Der Rang wird damit zu einer Eigenschaft der Bilinearform selbst:
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Definition 31.8 (Rang einer Bilinearform).

Es seien K ein Koérper und V' ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € Ny. Weiterseiy: VXV — K
eine Bilinearform und A = Mgf (y) € K™" ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen Basis By
14

von V. Wir definieren den Rang (englisch: rank) der Bilinearform y durch
Rang(y) := Rang(A). (31.8)
A

Beachte: Da die duale Bilinearform durch die Abbildungsmatrix AT dargestellt wird, gilt Rang(y) =
Rang(y").

Definition 31.9 (nicht-ausgeartete und perfekte Bilinearformen).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Weiter sei y: V X V — K eine Bilinearform.

(i) y heifit nicht ausgeartet (englisch: non-degenerate), wenn die linearen Abbildungen

Vour y(u,-)eV” (31.9a)
Voovr y(ho)eV” (31.9b)

beide injektiv sind. Andernfalls heif}t y ausgeartet (englisch: degenerate).

(i) y heifit perfekt, wenn die linearen Abbildungen

Vour y(u,-)eV” (31.10a)
Vouv y(ho)eV” (31.10Db)
beide bijektiv sind. A

Das folgende Lemma stellt klar, wie wir prifen konnen, ob eine Bilinearform ausgeartet ist oder
nicht:

Lemma 31.10 (nicht-ausgeartete Bilinearformen).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Weiter sei y: V X V' — K eine Bilinearform.
Dann sind dquivalent:

(i) y ist nicht ausgeartet.

(ii) Es gelten

y(u,0) =0firalleveV = u=0 (31.112)
y(u,0) =0firalleueV = 0v=0 (31.11b)
(iii) Es gelten
fiir alle u # 0 existiert v € V mit y(u,0) # 0 (31.12a)
fiir alle v # 0 existiert u € V mit y(u,0) # 0 (31.12b)
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Beweis. Aussage (i) < Aussage (ii): Es gilt:

u — y(u,-) ist injektiv
&  Kern(u— y(u,-)) = {0} nach Lemma 17.6
& Wenn y(u, -) die Nullabbildung in V* ist, dann muss u = 0 gelten.
& (3n112)

Analog folgt auch die Aquivalenz der Injektivitit von v  y(-,v) und (31.11b).

Aussage (ii) & Aussage (iii): (31.11a) ist quivalent zu (31.12a), und (31.11b) ist 4quivalent zu (31.12b). O

«

Im Fall endlich-dimensionaler Vektorraume fallen die Eigenschaften ,nicht ausgeartet” und ,perfekt
zusammen und lassen sich zudem anhand einer Darstellungsmatrix priifen:

Lemma 31.11 (nicht-ausgeartete Bilinearformen in endlicher Dimension).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dim(V) = n € Ny. Weiterseiy: VXV — K

eine Bilinearform und A = Mgf (y) € K™ ihre Darstellungsmatrix bzgl. einer beliebigen Basis By
14

von V. Dann sind dquivalent:
(i) u— y(u,-) ist injektiv.
(ii) v > y(-,v) ist injektiv.
(iii) y ist nicht ausgeartet.
(iv) vy ist perfekt.
(v) Aistregulir.
(vi) Rang(y) = Rang(A) = n.
Beweis. Aussage (i) = Aussage (0): Es gilt dim(V) = dim(V™). Die Injektivitit der Abbildung u —

y(u,-) € Hom(V,V*) impliziert also bereits die Bijektivitat (Folgerung 18.9). Das heifit wiederum
(Satz 19.12), dass die Darstellungsmatrix A" regulir ist, also auch A.

Aussage (ii) = Aussage (v) folgt analog.
Aussage (iii) = Aussage (i): klar nach Definition.
Aussage (iii) = Aussage (ii): klar nach Definition.

Aussage (iii) = Aussage (iv): Es gilt dim(V') = dim(V™). Die Injektivitit der Abbildung u — y(u,-) €
Hom(V, V") impliziert also bereits die Bijektivitat (Folgerung 18.9). Weiter impliziert die Injektivitat
der Abbildung v — y(-,v) € Hom(V, V*) bereits die Bijektivitat. Also ist y perfekt.

Aussage (iv) = Aussage (iii): klar nach Definition.

Aussage (v) = Aussage (iii): Die Darstellungsmatrix A ist regulér, also ist die Abbildung v — y(-,0)
bijektiv (Satz 19.12). Da auch AT regulir ist, ist auch die Abbildung u + y(u, -) bijektiv.

Aussage (v) & Aussage (vi): klar nach Satz 15.40. |

Ende der Woche 10
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§ 32 QUADRATISCHE FORMEN
Literatur: Fischer, Springborn, 2020, Kapitel 6

Definition 32.1 (quadratische Form).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K.

(i) Eine Abbildung ¢q: V' — K heif}t eine quadratische Form (englisch: quadratic form) auf V,
wenn gilt:

q(au) = a’q(u) firallea € Kundalleov € V (32.12)
Die Abbildung T: VXV 3 (u,0) — q(u+0v) — q(u) — q(v) € K ist eine Bilinearform. (32.1b)

(ii) Die Menge aller quadratischen Formen auf V bezeichnen wir mit QF(V). A

Beachte: Die Abbildung in (32.1b) ist immer symmetrisch, d. h., T'(u,v) = T'(v, u).

Die Bedingung (32.1b) lautet ausgeschrieben:

I'(uy + us,v) = T'(ug,0) +T'(uy,0), also
q(u +uz +0) — q(ur + uz) — q(v) = q(ur +0) — q(w) = q(0) + q(uz +0) = q(uz) —q(0)  (32.2a)

I'(au,v) = al(u,0), also
q(au+o) —q(au) —q(v) = aq(u+v) —aq(u) - aq(v) (32.2b)
fur alle u,uy,uz,0,01,02 € V und ¢ € K. (Quizfrage 32.1: Warum miissen wir nicht auch noch

I'(u,v1 +02) =T(u,01) +T'(u,0y) sowie I'(u, xv) = aT'(u,v) fordern?)

Lemma 32.2 (quadratische Formen bilden einen Vektorraum).

Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K. Dann ist QF(V) ein Unterraum des Vektorraumes
KV = {f:V — K} aller Abbildungen V — K.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-11.1. O

Das folgende Lemma zeigt, dass die Diagonale jeder Bilinearform eine quadratische Form ergibt:

Lemma 32.3 (Bilinearformen induzieren quadratische Formen).
Es seien K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K. Ist y: V X V' — K eine Bilinearform auf V, dann
ist

qy(w) = y(u,u) (32.3)

eine quadratische Form auf V mit zugeh6rigem I' = y + y*.

Beachte: Bis auf den Faktor 2 ist I' der symmetrische Anteil von y, vgl. Lemma 15.29.
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Beweis. Fir a € K gilt

gy(au) =y(au,au) nach Definition von g,
= a’y(u,u)  wegen der Bilinearitit von y

= a’qy(u) nach Definition von g,
Das heifit, (32.1a) ist fiir g, erfiillt.

Fir die Abbildung I gilt aulerdem

I'(u,0) = g, (u+0) —q,(u) — q,(0) nach Definition von y(4, ), siehe (32.1b)
=y(u+ov,u+0)—y(uu) —y(o,v) nach Definition von g,
=zxy(u,u) £ y(v,0) +y(u,v) + y(v,u) wegen der Bilinearitit von y

=y(u,0) + y" (u,0) nach Definition (31.4) der dualen Form,

alsoT' = y + y*. Sowohl y als auch y* sind Bilinearformen auf V, also auch die Summe (Lemma 22.3).
Damit ist auch (32.1b) fiir I' erfiillt. |

Umgekehrt ergibt sich aus jeder quadratischen Form g durch (32.1b) eine symmetrische Bilinearform I'.
Der Zusammenhang wird durch folgenden Satz klargestellt:

Satz 32.4 (Zusammenhang zwischen quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearformen).

Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und V ein Vektorraum tiber K. Dann ist
ge: Bilgyn(V,V) 3y g, € QF(V)

: (32.4)

qy(u) = y(u,u)

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Dabei heift g, die durch y induzierte quadratische Form
(englisch: induced quadratic form). Die zu g, inverse Abbildung ist

Yo: QF(V) 3 g yq € Bilgyn (V, V)

Yq(u,0) = %(q(u +0) — q(u) — q(v)), (32.5)

genannt die durch g induzierte (symmetrische) Bilinearform (englisch: induced symmetric bilinear
form). Die Gleichung (32.5) heifit Polarisierungsformel (englisch: polarizing identity).

Beachte: Hier und im folgenden Beweis benutzen wir die Abkiirzung 2 := 1+1 € K sowie4 =2-2 € K.
Wegen char(K) # 2ist2 # 0

Beweis. In Lemma 32.3 hatten wir gezeigt, dass q. tatsachlich in QF(V) abbildet (sogar fiir beliebige
und nicht nur fiir symmetrische Bilinearformen). Nach Definition 32.1ist (u,v) — gq(u+v) —q(u) —q(v)
eine Bilinearform, also auch %(q(u +0) — q(u) — q(v)). Also bildet y, tatsichlich in Bilgym(V, V) ab.

Wir zeigen die Linearitat von ga:

Qay+py, W) = (ay+ Py2)(wu) = ayi(u,u) + fy(u,u) = aqy,(u) + fqy,(u).
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Es bleibt zu bestatigen, dass g. und y, tatsachlich Inverse voneinander sind. Fiir g € QF(V) gilt

((ge 0 ya) (@) (w)
= (qe(yq)) () nach Definition der Komposition von Funktionen
= yq(u, u) nach Definition von g,

= %(q(u +u) — q(u) — q(u)) nach Definition von y,
= 242w - ()
= % ~4q(u) —q(u) wegen (32.1a)
=q(u).
Damit ist g © ys = idgp(v) bestitigt.

Nun betrachten wir y, o g. Fiir y € Bilgyn (V, V) gilt

((ye 0 q0) (1) (w,0)
= (ya(qy)) (w,0) nach Definition der Komposition von Funktionen
1
= 3 (qy(u +0) —qy(u) - qy(u)) nach Definition von y,

1
=3 (y(u+o,u+0) —y(u,u) — y(v,0)) nach Definition von g,

1 * . . .
=3 (y(u,0) +y"(u,0)) wie im Beweis von Lemma 32.3
= y(u,0) wegen der Symmetrie von y.

Damit ist auch y, o qo = idg;_, (v,v) bestitigt. O

sym

Bemerkung 32.5 (Zusammenhang zwischen quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearfor-
men).

(i) In Vektorrdumen iiber Kérpern K mit char(K) # 2 kdnnen aufgrund von Satz 32.4 quadratische
Formen auf V mit symmetrischen Bilinearformen auf V identifiziert werden.

Damit sind auch die Dimensionen beider Vektorrdume gleich, es gilt also
1
dim(QF(V)) = dim(Bilsym(V,V)) = on (n+1)

im Fall dim(V) = n € Ny, siehe Lemma 15.29.

(ii) Im Fall char(K) = 2 ist ge: Bilsym(V,V) — QF(V) noch wohldefiniert, aber im Allgemeinen
weder surjektiv noch injektiv.

(iii) In Vektorraumen tber Kérpern K mit char(K) # 2 ist eine symmetrische Bilinearform auf V
durch die Polarisierungsformel (32.5) bereits durch ihre Werte entlang der Diagonalen eindeutig
festgelegt, denn es gilt (sieche Beweis von Satz 32.4)

y(u,0) = %(y(u +o,u+0) —y(u,u) — y(0,0)). A

Beispiel 32.6 (Zusammenhang zwischen quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearformen).
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(i) Die Matrizen

_ 1 2 2x2 _r 1 2x2
A—[O 3]6@ und B_[l 3}GQ

induzieren verschiedene Bilinearformen, niamlich

ya(6y) =y Ax=x1 1 +2x2 )1+ 3% 12 (nicht symmetrisch)
vB(x,y) =y Bx=x1y1+x1y2 +x2 Y1 +3x2 y2 (symmetrisch).

Diese jedoch induzieren dieselbe quadratische Form, ndmlich

q(x) =ya(x,x) = xl2 +2x1 %9 + 3x§ = yp(x, x).

(ii) Aus der quadratischen Form
q(x) = —x — 8x1 x5 +5x2

iiber Q2 konnen wir durch die Polarisierungsformel (32.5) die zugehorige Bilinearform bestimmen.
Wir konnen sie allerdings hier auch direkt aus den Koeffizienten ablesen. Es gilt

[ -4
Ya(x,y) =y [_4 ES

(iii) Die Abbildung
f: QZXQZ S3(xy)P3xy+ny €Q

ist keine Bilinearform, denn

f@x,y)=6xiy1+y1y

2f(ey)=6xiyi+2y
sind verschiedene Abbildungen.

(iv) Die Abbildung
1
K[t]>p |—>/ p(t)p'(t) dt eK
0

ist eine quadratische Form. A

§ 33 QUADRATISCHE RAUME UND ORTHOGONALITAT

Definition 33.1 (quadratischer Raum, Orthogonalitit, orthogonales Komplement).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und V ein Vektorraum tiber K.

(i) Isty € Bilgym(V,V) eine symmetrische Bilinearform auf V und q die zugehorige quadratische
Form, dann heif3t (V, y) ein quadratischer Raum (englisch: quadratic space) itber V.

(ii) Zwei Vektoren u,v € V heiflen orthogonal bzgl. y, wenn y(u, v) = 0 gilt. Wir schreiben dafiir
auchu 1L, voderu 1 v.

(iii) Wir fithren auch die Mengenschreibweise E; L E, fur E;, E; C V ein. Diese bedeutet u; L u, fur
alle u; € E; und alle u, € E,. Vereinfachend schreiben wir u L E an Stelle von {u} L E.

2Sachgerechter wire es, (V, q) als quadratischen Raum zu bezeichnen, allerdings benutzen wir im Folgenden die Bilinear-
form y viel haufiger als die zugehorige quadratische Form q.
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(iv) Eine Menge E C V von Vektoren in V heifit orthogonal (englisch: orthogonal set) bzgl. y, wenn
ihre Elemente paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: u L v fiir alle u,v € E mit u # 0.

(v) Eine Familie (v;);e; von Vektoren in V heifit orthogonal (englisch: orthogonal family) bzgl. y,
wenn ihre Mitglieder paarweise orthogonal sind, d. h., wenn gilt: v; L v; fiir alle i, j € I miti # j.

(vi) Der Unterraum
E* = {0 e V|y(wv) = 0 fiir alle u € E} (33.1)

heifit das orthogonale Komplement (englisch: orthogonal complement) bzgl. y der Menge
ECV. A

Beispiel 33.2 (quadratischer Raum, Orthogonalitit).

(i) Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und V ein Vektorraum tiber K. Weiter sei y die Nullform
auf VXV.Dannist (V, y) ein quadratischer Raum, in dem zwei beliebige Vektoren stets orthogonal
sind.

(ii) In V = R" erzeugt die symmetrische Bilinearform y(x, y) := y'x den bekannten Begriff von
Orthogonalitét. A

Satz 33.3 (Satz des Pythagoras?3).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V,y) ein quadratischer Raum tiber K. Ist die Familie

(vy, . . .,vx) orthogonal, dann gilt

k k k

}’( v;, Z Uj) = Z y(vi, 7). (33-2)
=1 i=1

i j=1

Beweis.

k k
Z y(vi,vj) = Z y (0, 0;).

j=1 i=1

k
U,‘,Zi)j) =

j=1 i

r

k
i=1

k
=1

Definition 33.4 (Orthogonalbasis, orthogonale direkte Summe).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V,y) ein quadratischer Raum tiber K.

(i) Eine Familie B := (v;);e; von Vektoren in V heifit eine Orthogonalbasis (englisch: orthogonal
basis), wenn B eine Basis von V und aulerdem orthogonal bzgl. y ist.

(ii) Essei (U;);es eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V. Die Summe ;.; U; = <U,-e 7 Ui>

dieser Familie heif3t eine orthogonale direkte Summe (englisch: direct sum), wenn die Summe
direkt ist (Definition 14.12) und U; L U; gilt fiir alle i, j € I mit i # j.4

Wir schreiben fiir eine orthogonale direkte Summe auch &, ; U;. A

Beachte: Beispielsweise im Fall V = U; & U, sind U; und U, gegenseitig orthogonale Komplemente.

3englisch: Pythagorean Theorem
4Aus U; L Uj folgt automatisch auch U L 3 jep\ iy Uj- (Quizfrage 33.1: Klar?)
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Satz 33.5 (orthogonale direkte Summe von Unterrdumen und Partitionierung einer Orthogonalbasis,
vgl. Satz 14.16).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V, y) ein quadratischer Raum iiber K. Dann gilt:

(i) Ist B eine Orthogonalbasis von V und (B;);es eine Partition von B mit nichtleerer Indexmenge I,
dann gilt V = D, (B;).

(ii) Ist (Uj)ier eine nichtleere Familie von Unterrdumen von V mit Orthogonalbasen B;, i € I, und
gilt V=D, U, so ist ;¢ B; eine Orthogonalbasis von V.

Beweis. Aussage (i): Aus Satz 14.16 folgt, dass V = B, _;(B;) eine direkte Summe ist. Es bleibt (B;) L
(Bj) zu zeigenfiir i, j € I, i # j. Dazuseiu € (B;) und v € (B;). Diese Vektoren haben eine Darstellung
u =" o v bzw. v = 3y, By v, mit Basisvektoren v; € B; und v, € B;. Es gilt

n

y(u,0) = Y(zm: ke V., z”: Be Uf) = Z ax Py (vx,ve) =0,
=1

m
=1 k=1 £=1
denn B; und B; sind disjunkte Teilmengen einer Orthogonalbasis, und daher gilt y (v, v¢) = 0.

Aussage (ii): Aus Satz 14.16 folgt zunéchst, dass B := | J;¢; B; eine Basis von V ist. Zwei Vektoren aus B
sind entweder aus derselben Teilmenge B; oder aus zwei verschiedenen Teilmengen B; und B; miti # j.
Im ersten Fall sind sie orthogonal, da B; eine Orthogonalbasis ist. Im zweiten Fall sind sie orthogonal,
da B; € U; und B; C U; gilt und die Orthogonalitit von U; und U; angenommen wurde. O

Folgerung 33.6 (orthogonale direkte Summe von Unterrdumen und Satz des Pythagoras).

Es seien K ein Kérper mit char(K) # 2 und (V,y) ein quadratischer Raum iiber K. Weiter sei (U;)",,
m € N, eine Familie von Unterrdumen von V und V = 37", U;. Ist v = 1, v; die eindeutige Zerlegung
von o € V in v; € Uj, dann gilt

y(0,0) = ) y(v,0). (333)
i=1

Beweis. Zunichst halten wir fest, dass nach Satz 14.15 jedes v € V eine eindeutige Zerlegung der Form
v = )% v; mit v; € U; besitzt. Da die Familie (vy, . ..,0,,) orthogonal ist, folgt die Behauptung aus
Satz 33.3. m]

Lemma 33.7 (Orthogonalbasen und diagonale Darstellungsmatrizen).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V,y) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum
iiber K. Weiter sei By eine Basis von V. Dann sind dquivalent:

(i) By ist eine Orthogonalbasis von V.

(ii) Die Darstellungsmatrix Mgl’ (y) ist diagonal.
14

Beweis. Es sei By = (vy,...,0,) mit n = dim(V) € Nj. Die Orthogonalitit der Familie ist nach
Definition dquivalent zu y(v;,0;) = 0 fiir i # j. Da die Darstellungsmatrix Mg,f’ (y) die Eintrage
\4

y(vi,v;) hat, ist die Orthogonalitat d&quivalent zur Diagonalitit der Darstellungsmatsrix. O

Definition 33.8 (Homomorphismus quadratischer Réume, vgl. Definition 17.1 eines Vektorraumhomo-
morphismus).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V, y;) sowie (W, y;) quadratische Raume iiber K.
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(i) Eine Abbildung f: V' — W heif}t strukturvertriaglich oder ein Homomorphismus quadra-
tischer Riume (englisch: homomorphism of quadratic spaces) von (V, y;) in (W, y2), wenn gilt:

f ist linear (33.4a)
vo(f(w), f(v)) = yi(u,0) furalleu,veV. (33.4b)

(ii) Ist f: V. — W bijektiv, so heifit f auch strukturerhaltend oder ein Isomorphismus qua-
dratischer Raume (englisch: isomorphism of quadratic spaces). In diesem Fall nennen wir
(V,y1) und (W, y,) auch zueinander isomorphe quadratische Raume (englisch: isomorphic
quadratic spaces) und schreiben

(Voy) = (W, ys). A

Lemma 33.9 (Inverse eines Isomorphismus quadratischer Rdume).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V,y;) sowie (W, y;) quadratische Raume iiber K. Ist
f:V — W ein Isomorphismus quadratischer Rdume, dann auch f~!. Aulerdem gilt Rang(y;) =

Rang(y2).

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe II-11.1. O

§ 33.1 NORMALFORMEN SYMMETRISCHER BILINEARFORMEN

Wir kldren nun die Frage nach Normalformen von quadratischen Formen bzw. symmetrischen Biline-
arformen.

Satz 33.10 (jeder endlich-dimensionale quadratische Raum besitzt eine Orthogonalbasis).
Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und (V,y) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum
tiber K. Dann gilt:

(i) V besitzt eine Orthogonalbasis By. In dieser ist die Darstellungsmatrix Mgg (y) diagonal.
(ii) Die Basis By kann so gewahlt werden, dass die Darstellungsmatrix die Gestalt

a

ay

ME: (y) = (33.5)

hat, wobei r = Rang(y) gilt und die a;, ..., € K\ {0} sind.

Beweis. Aussage (i): Wir konnen annehmen, dass y nicht die Nullform ist, denn ansonsten ist jede
beliebige Basis By eine Orthogonalbasis und die zugehorige Darstellungsmatrix die Nullmatrix, also
diagonal.

Wir fithren einen Induktionsbeweis nach n = dim(V) € Ny. Im Fall n = 0 ist die einzig mogliche Basis
die leere Familie By = (), also eine Orthogonalbasis. Unter der Annahme, die Behauptung sei fiir
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n € Ny bereits gezeigt, schlieen wir nun auf n + 1. Da y nicht die Nullform ist, gibt es ein v; € V mit
y(v1,01) # 0. Wir identifizieren y mit der Abbildung v — y(-,v). Wir betrachten nun

Kern(y(-,v1)) = Kern(v - y(v,01)) = {v € V |y(v,01) = 0}.
Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (Folgerung 18.7) folgt

n+1=dim(V)
= dimKern(y(-,v1)) + dim Bild(y (-, v1)).

Day(-,v1) nach K abbildet, gilt dim Bild(y(-,v;)) € {0,1}. Wegen y(vy,v;) # OistnurdimBild(y(-,v;)) =
1 moglich, also dim Kern(y(-,v;)) = n. Weiterhin ist v; ¢ Kern(y(-,1)).

Zur Abkiirzung setzen wir H := Kern(y(-,v1)). Aus Satz 14.15 folgt nun, dass V = (v;) ® H eine direkte
Summe ist. Wir haben sogar V = (v;) © H, da y(v,v;) = 0 ist fiir alle v € H = Kern(y(-,v1)).

Nun ist (H, y|y, ;) ein quadratischer Raum mit dim(H) = n. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
also eine Orthogonalbasis (vy, .. .,v,) von (H, yleH). Aus Satz 33.5 folgt, dass (vq, 0y, ...,0,) eine
Orthogonalbasis von V ist.

Aussage (ii): Durch Umsortieren der Basisvektoren kénnen wir die diagonale Darstellungsmatrix
Mgl’ (y) in die Gestalt (33.5) bringen. Dieses Umsortieren entspricht einer weiteren Kongruenztrans-
14

formation. (Quizfrage 33.2: Klar?) Da alle Darstellungsmatrizen von y denselben Rang besitzen (vgl.
Definition 31.8), muss auch (33.5) den Rang r besitzen. Das heif3t, ¢, ..., o, € K\ {0}. O

Bemerkung 33.11 (zu Satz 33.10).

(i) Die Werte ay, . .., a, sind nicht eindeutig bestimmt. (Quizfrage 33.3: Was passiert zum Beispiel,
wenn wir den ersten Basisvektor in By mit einem « ¢ {0, 1} multiplizieren?)

(ii) Bezeichnen wir die Matrix in (33.5) mit A, so kénnen wir die Aussage von Satz 33.10 auch wie

folgt formulieren: Der quadratische Raum (V, y) ist isomorph zu (K", y4). A

Folgerung 33.12 (jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix).

Es seien K ein Korper mit char(K) # 2 und A € K™ symmetrisch, n € Ny. Dann gibt es eine regulére
Matrix T € K™ ", sodass T"TAT™! eine Diagonalmatrix der Gestalt (33.5) ist.

Beweis. Wir betrachten die durch A induzierte symmetrische Bilinearform
ya: K"xK"> (x,y) > y'Ax € K
auf K", vgl. Beispiel 31.1. A ist die Darstellungsmatrix von y4 bzgl. der Standardbasis By = (e, ..., e,).

Der quadratische Raum (K", y4) besitzt nach Satz 33.10 eine Orthogonalbasis By, bzgl. der die Dar-
stellungsmatrix A= Mgl’ (ya) eine Diagonalmatrix der Gestalt (33.5) ist. Nach Satz 31.4 gilt fiir den
14

Zusammenhang der beiden Darstellungsmatrizen A=T AT O
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§ 33.2 NORMALFORMEN SYMMETRISCHER BILINEARFORMEN IN REELLEN VEKTORRAUMEN

Uber dem Kérper K = R der reellen Zahlen erhalten wir folgende Version von Satz 33.10:

Satz 33.13 (jeder endlich-dimensionale reelle quadratische Raum besitzt eine Orthogonalbasis, vgl.
Satz 33.10).

Es sei (V,y) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum tiber R. Dann gilt: V besitzt eine Orthogo-
nalbasis By, bzgl. der die Darstellungsmatrix die Gestalt

I,

MY (y) = I, (33.6)
14

0n

0

hat. Dabei ist die Signatur (ny, n_, ny) eindeutig bestimmt, und wir bezeichnen sie mit signature(y) =
(ny,n_,n) € NJ. Es gilt Rang(y) = n, +n_.

Beweis. Wir beginnen mit einer Darstellungsmatrix der Gestalt (33.5), wobei ay, ..., a, € R\ {0} sind
mit 7 = Rang(y).

Schritt 1: Wir zeigen, dass die Form (33.6) erreichbar ist.

Wir nutzen dazu die Eigenschaft, dass R mit der iblichen Ordnung ein geordneter Kérper
ist (Definition 23.23).> Wir betrachten zunéachst die Diagonaleintrage mit ; > 0. O.B.d. A.
sind dies die fithrenden n, € Ny Diagonaleintrage. Es sei nun f; > 0 die (positive) Wurzel
von «;, sodass also «; = ﬂlz gilt. Durch Skalierung der bisherigen Basisvektoren v; mit %Ui
furi=1,...,n, gilt fiir die neuen Diagonaleintriage der Darstellungsmatrix y(v;, v;) = +1 fiir
i=1...,n..

Die folgenden n_ € Ny Diagonaleintrage sind diejenigen mit «; < 0. Wir setzen dann
Bi > 0 die (positive) Wurzel von —a; > 0, sodass also —¢; = f? gilt. Wiederum durch
Skalierung der bisherigen Basisvektoren u; mit Ao firi=ny+1,...,ny +n_ gilt fiir die
neuen Diagonaleintrage der Darstellungsmatrix yl(vi, v;) = -1

Schritt 2: Es bleibt zu zeigen, dass die Signatur eindeutig ist.

Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Darstellung (33.6) uns eine orthogonale Zerlegung
V=V, V_a&V, gibt, wobei mit ¢(v) = y (v, v)

q(v) >0 fiuralleo € V; \ {0}
q(v) <0 firalleo € V_\ {0}
q(v) =0 firalleo eV

gilt.

Schritt 3: Wir zeigen: Ist U C V ein Unterraum mit der Eigenschaft g(u) > 0 fir alleu € U \ {0}, dann
folgt dim(U) < dim(V,).

Dazu nehmen wir im Gegenteil an, es gelte dim(U) > dim(V,) = dim(V) — dim(V_ & V,),
also auch
dim(U) + dim(V_ & V,) > dim(V).

5Diese ist auch die einzige, mit der R zu einem geordneten Korper wird.
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Das heif3t aber nach Satz 14.7, dass die Summe von U und V_ @ V; nicht direkt sein kann. Es
gibt also einen Vektor u € UN (V_ & V;), u # 0. Dieser Vektor hat eine eindeutige Zerlegung
u=1u_+uymitu_ € V_ und uy; € V. Daher gilt

q(u) = y(u- +up,u— +ug) = y(u_,u_) + y(uo, ug) = y(u—_,u_) <0.
Das ist im Widerspruch zur Annahme g(u) > 0 fir alleu € U \ {0}.
Schritt 4: Wir betrachten nun zwei Zerlegungen V=V, &6 V_ S Vyund V = ﬁ, D V. fa} VO, wobeli
q(v) >0 firallev €V, \ {0} und allev € V, \ {0}
q(v) <0 furalleo e V_\ {0} undalleov € Vo {0}
q(v) =0 firalleo € Vyundalleo € Vo

gilt. Dann ist nach Definition V; = Vo. Wegen des Ergebnisses von Schritt 3 gilt dim(V,) <
dim(V,), mit vertauschten Rollen aber auch dim(V,) < dim(V,), also dim(V,) = dim(V,).

Damit sind die Dimensionen ny und n, eindeutig bestimmt, also auch n_. m]

Kurz gesagt bedeutet ??: Ein quadratischer Raum (V, y) tiber R ist durch dim(V) und Rang(y) sowie
die signature(y) bereits bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Wir formulieren das Ergebnis von ?? auch noch einmal in einer Form &hnlich zu Folgerung 33.12:

Satz 33.14 (Trigheitssatz von Sylvester®).

Es sei A € R™" n € Nj. Dann gibt es eine regulire Matrix T € K™*", sodass T"TAT ! eine Diagonal-
matrix der Gestalt (33.6) ist. Die Anzahl der Diagonaleintrige, die gleich +1, —1 oder 0 sind, also die
Signatur der durch A induzierten Bilinearform y4, ist durch A eindeutig festgelegt.

Bemerkung 33.15 (zur Formulierung des Tragheitssatzes von Sylvester).

In der Literatur wird der Satz 33.14 hdufig so formuliert, dass Kongruenztransformationen das Vorzei-
chen der Eigenwerte symmetrischer Matrizen tiber R erhalten. Dieser Sichtweise schlieflen wir uns
nicht an, weil Eigenwerte fiir Darstellungsmatrizen von Bilinearformen keine Funktion haben, vgl.
Bemerkung 31.7. A

Abschlieflend bemerken wir, dass wir die Ergebnisse fiir den Fall K = R nicht auf die rationalen Zahlen
K = Q tubertragen konnen, da das Instrument des Wurzelziehens nicht zur Verfiigung steht.

§ 33.3 NORMALFORMEN SYMMETRISCHER BILINEARFORMEN IN KOMPLEXEN VEKTORRAUMEN

Auch iiber dem Koérper K = C der komplexen Zahlen kénnen wir den Satz 33.10 verschirfen:

Satz 33.16 (jeder endlich-dimensionale quadratische Raum tiber K = C besitzt eine Orthogonalbasis,
vgl. Satz 33.10).

Es sei (V,y) ein endlich-dimensionaler quadratischer Raum tiber C. Dann gilt: V besitzt eine Orthogo-
nalbasis By, bzgl. der die Darstellungsmatrix die Gestalt

Mg (y) = [I’ 0} (33.7)

hat, wobei gleich r = Rang(y) ist.

Senglisch: Sylvester’s law of inertia
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Beweis. Wir beginnen mit einer Darstellungsmatrix der Gestalt (33.5), wobei o, ..., &, € C\ {0} sind
mit r = Rang(y). Es sei nun f; € C\ {0} eine der beiden komplexen Wurzeln von «¢;, sodass also
a; = ,Blz gilt. Indem wir die bisherigen Basisvektoren vy, . . ., v, durch /%101, e, %vr ersetzen, gilt fiir die
neuen Diagonaleintrage der Darstellungsmatrix

(1 1 ) 1 ( ) 1 1 .
—0;, —0;) = = y(v3,0;) = = a; = 1.
Y ,Bi i ,Bi i ﬁlz Y\0;,0; ﬁlz i

Kurz gesagt bedeutet ??: Ein quadratischer Raum (V, y) tiber C ist durch dim(V) und Rang(y) bereits
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

§ 34 INNENPRODUKTE IN REELLEN VEKTORRAUMEN

In diesem Abschnitt betrachten wir reelle Vektorraume (englisch: real vector spaces), also solche tiber
dem Korper K = R. Wir nutzen dabei u. a. aus, dass R mit der iiblichen Totalordnung ein geordneter
Kérper ist (Definition 23.23), um weitere Eigenschaften von Bilinearformen fordern und untersuchen
zu konnen.

Definition 34.1 (Definitheit und Indefinitheit von Bilinearformen in reellen Vektorrdumen).

Es sei V ein Vektorraum iiber R und y eine (nicht notwendig symmetrische) Bilinearform auf V. Die
Bilinearform y heif3t

(i) positiv definit (englisch: positive definite), wenn y(v,v) > 0 gilt fir allev € V '\ {0}.

(ii) positiv semidefinit (englisch: positive semi-definite), wenn y(v,v) > 0 gilt fur allev € V.
(iii) negativ definit (englisch: negative definite), wenn y(v,v) < 0 gilt fiir allev € V' \ {0}.
(iv) negativ semidefinit (englisch: negative semi-definite), wenn y(v,v) < 0 gilt fiir allev € V.

(v) indefinit (englisch: indefinite), wenn y weder positiv semi-definit noch negativ semi-definit ist,
wenn es also Vektoren vy, v, € V gibt mit y(01,01) > 0 und y(0v2,0v2) < 0. A

Ist V endlich-dimensional, By eine beliebige Basis von V und ist A = Mgl/ (y) die Darstellungsmatrix
von y bzgl. dieser Basis, dann konnen wir die Eigenschaften aus der Definition 34.1 auch mit Hilfe von A
ausdriicken. Beispielsweise heif3t die Darstellungsmatrix A € R™ " positiv definit, wenn x"Ax > 0
gilt fiir alle x € R™ \ {0}. Das ist wegen des bijektiven Zusammenhangs x = d)g‘ll(v) genau dann der
Fall, wenn y positiv definit ist. Eine analoge Aussage gilt fiir positiv semi-definite, negativ definite,
negativ semi-definite und indefinite Matrizen.

Bemerkung 34.2 (Definitheit einer Bilinearform und Diagonaleintrage von Darstellungsmatrizen).

Die positive bzw. negative Definitheit einer Bilinearform y auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum iiber R ist 4quivalent dazu, dass jede Darstellungsmatrix nur positive bzw. nur negative
Diagonaleintrage besitzt. Ist y weder positiv noch negativ definit, dann gibt es eine Basis, bzgl. der die
Darstellungsmatrix eine Null auf der Diagonale hat, selbst wenn y nicht ausgeartet ist. A
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Definition 34.3 (Innenprodukt in einem reellen Vektorraum, Euklidischer Raum).

Es sei (V,y) ein quadratischer Raum iiber R. Die symmetrische Bilinearform y heif3t ein Innenpro-
dukt (englisch: inner product) auf V, wenn y positiv definit ist. In diesem Fall heif3t (V, y) auch ein
reeller Innenproduktraum (englisch: real inner product space) oder Euklidischer Raum (englisch:
Euclidean space). A

Beachte: Innenprodukte sind genau diejenigen symmetrischen Bilinearformen mit Signatur (n, 0, 0).

Bemerkung 34.4 (Bezeichnung von Innenprodukten).

Manche Autoren sprechen statt von Innenprodukten auch von Skalarprodukten (englisch: scalar
products). Wir vermeiden diesen Begriff, um Verwechslungen mit der S-Multiplikation (Definition 12.1)
auszuschliefen. A

Beispiel 34.5 (Innenprodukt in einem reellen Vektorraum).

(i) Die durch die Einheitsmatrix I, induzierte Bilinearform

n
y:R"xR"a(x,y)|—>yTx=iny,-€R

i=1
heif3t das Standardinnenprodukt (englisch: standard inner product, dot product) auf K.

(ii) Beachte: Um die positive Definitheit einer symmetrischen Bilinearform nachzuweisen, gentigt
es nicht, nur die Werte auf Basisvektoren anzusehen: Betrachten wir beispielsweise

A= [ ! _12] € R¥?
und die durch A induzierte Bilinearform y4, dann gilt y(e;, e1) = y(ey, e1) = 1, aber
1) (1)) (1) [1 -2 N,y .
W\ =) -2 1|0~ ‘

Fiir allgemeine symmetrische Bilinearformen y sind die Konzepte der linearen Unabhangigkeit von
Vektoren und deren Orthogonalitat noch voneinander unabhéngig, selbst wenn y nicht ausgeartet ist.
Fir Innenprodukte jedoch besteht folgendes Resultat:

Lemma 34.6 (Orthogonalitat bzgl. eines Innenprodukts impliziert lineare Unabhangigkeit).

Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum. Ist (vy, . .., v;) eine orthogonale Familie von Vektoren in V' \ {0},
k € Ny, dann ist (vy, . . ., vx) linear unabhéngig.

Beweis. Wir machen den Ansatz Zle ajvj = 0. Dann gilt auch

k k
0= Y(Ui> D% Uj) = D@ y(0i0)) = & y(0,0)
= =

firallei =1,...,k. Day ein Innenprodukt und v; # 0 ist, gilt y(v;,v;) > 0, daher folgt a; = 0. ]
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§ 34.1 INNENPRODUKTE INDUZIEREN NORMEN

Eine weitere besondere Eigenschaft jedes Innenprodukts auf einem reellen Vektorraum ist, dass es ein
Norm induziert. Um das zu beweisen, benétigen wir zunachst das folgende wichtige Resultat:

Satz 34.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung?).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

y(u,0)? < y(u,u) y(v,0), alsoauch [y(u,0)| < vVy(u,u)\Vy(o,0) (34.1)

fir alle u,v € V. Gleichheit gilt in (34.1) genau dann, wenn (u, v) eine linear abhangige Familie ist.

Beweis. Fir v = 0 ist (34.1) mit Gleichheit erfullt, und (u, v) ist linear abhéngig.
Fir den Rest des Beweises sei nun also 0 # 0. Fir § € R gilt

0<y(u—pou-po) wegen der positiven Definitheit von y

=y(u,u) — 2 By(u,0) + p*y(v,0) wegen der Bilinearitdt und Symmetrie von y.

Hierbei ist y(v,v) > 0 wegen der positiven Definitheit, und wir setzen f := %. Es folgt

0<y(uu)—2 _y(u, 0) y(u,0) + —y(u, 0)°
y(v,0) y(v,0)

y(u,0)°

y(v,0)

Die Multiplikation mit y(v,v) > 0 ergibt (34.1).

=y(uu) -

Wir miissen noch untersuchen, wann die Ungleichung (34.1) mit Gleichheit erfillt ist und kénnen
dabei weiterhin von v # 0 ausgehen. Ist (u, v) linear abhangig, so haben wir also u = § v fiir ein § € R.
Aus der Bilinearitit folgt y(u, u) = 82 y(v,0) sowie

y(w0)? = (§y(0,0))" = 8 y(v,0)? = y(u,u) y(v,0),

also Gleichheit in (34.1).

Umgekehrt gelte y(u,v)? = y(u, u) y(v,v). Dann haben wir mit 8 := ?;EZZ)) und denselben Umformungen
wie oben
y(u,0)°
0=vy(uu) -
r y(0,0)
= Y(us u) -2 ﬂ Y(u’ U) + 182 Y(Us U)
=y(u—pfou-po).
Aufgrund der positiven Definitheit folgt u — fo = 0, also ist (u,v) linear abhéngig. O

Bemerkung 34.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir semidefinite symmetrische Bilinearformen).

Der Beweis zeigt, dass (34.1) auch dann richtig bleibt, wenn y nur als positiv semidefinit angenommen
wird. Wir miissen lediglich, nachdem 0 < y(u,u) — 2 By(u,0) + B y(v,0) gezeigt wurde, den Fall
y(v,0) = 0 gesondert behandeln. Daraus folgt ndmlich auch y(u, v) = 0, denn andernfalls liefern die
Wahlen B := 1 Yuuxo) o Widerspruch 0 < Fy(u,v). Mit y(v,0) = y(u,v) = 0 sehen wir aber, dass

2 y(u,0)

(34.1) ebenfalls gilt. .

Tenglisch: Cauchy-Schwarz inequality
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Definition 34.9 (Norm auf einem reellen Vektorraum).
Es sei V ein Vektorraum tiber R.

(i) Eine Abbildung ||-||: V — R heif}t eine Norm (englisch: norm) auf V, wenn gilt:

lul >0 und Jju|=0 = u=0 positive Definitheit® (34.2a)
[lau|| = |a| ||ull absolute Homogenitat® (34.2b)
|u+ ol < ||ull +||o]] Dreiecksungleichung oder Subadditivitat'® (34.2c)

fur alle u,0 € V und alle « € R.
(ii) Das Paar (V,||-]|) heifit ein normierter reeller Vektorraum (englisch: normed real vector

space). A

Das folgende Resultat nutzt das Wurzelziehen in R, also die Existenz einer eindeutigen Losung
x = ya > 0 quadratischer Gleichungen der Form x* = @ mit & > 0.

Satz 34.10 (jedes Innenprodukt induziert eine Norm).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum. Dann definiert

I-lly: V3 ur flully = Vy(uwu) eR (34-3)

eine Norm auf V.

Beweis. Die Behauptung [[ul|, > 0 folgt aus der Eigenschaft der Wurzelfunktion /: Ryo — Ry, wie
auch die Behauptung [|u], = 0 = u = 0. Die positive Homogenitit ist eine Konsequenz aus der
Bedingung (32.1a) an die quadratische Form u — y(u, u):

leully = y(au au) = a®y(uu).

Durch Wurzelziehen folgt
lully = Va2 y(uw) = lal |lully.

Schlief3lich zeigen wir die Dreiecksungleichung. Es ist

||u + 0||)2, =y(u+o,u+0) nach Definition der Norm [|-||, nach (34.3)
=y(u,u) +2y(u,0) +y(v,0) wegen der Bilinearitat und Symmetrie von y
= ||u||)z, +2y(u,0) + ||0||)2, nach Definition der Norm [|-||, nach (34.3)

< ||u||)2, +2 |ullylloll, + ||0||?, wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (34.1)
2
= (llully +lolly)™.
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung [[u +ol|, < [lull, + [[o]l,. O
Die Norm eines Vektors konnen wir als ein Konzept von ,Lange” interpretieren. Wir betrachten in

diesem Abschnitt nur Normen, die von Innenprodukten induziert werden. Wenn das Innnenprodukt
klar ist, schreiben wir auch einfach ||-|| statt ||-]],.

8englisch: positive definiteness
9englisch: absolute homogeneity
Yenglisch: triangle inequality, subadditivity
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Satz 34.11 (Satz des Pythagoras).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum. Ist die Familie (vy, ..., 0;) orthogonal, dann gilt

k 9 k
1> o] = Dot (34.4)
i=1 i=1
Beweis. Wir nutzen den Satz des Pythagoras 33.3. Es gilt
k 9 k k k k
D20 =v(D 00 D00i) = D vtwnon = Y laill® 0
i=1 =1 j=1 i=1 i=1

Definition 34.12 (normierter Vektor, orthonormale Familie, Orthonormalbasis).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum mit Norm ||-||.

(i) Ein Vektor u € V heifit ein normierter Vektor oder Einheitsvektor (englisch: unit vector),
wenn |ju|| =1 gilt.

(ii) Eine Menge E C V von Vektoren in V heifit orthonormal (englisch: orthonormal set) bzgl. y,
wenn die Menge orthogonal ist und alle Elemente normiert sind.

(iii) Eine Familie (v;);e; von Vektoren in V heifit orthonormal (englisch: orthonormal family) bzgl. y,
wenn die Familie orthogonal ist und alle ihre Mitglieder normiert sind.

(iv) Eine Familie B := (v;);es von Vektoren in V heif}t eine Orthonormalbasis (englisch: orthonor-

mal basis), wenn B eine Basis von V und auflerdem orthonormal bzgl. y ist. A
Beachte: Jeder Vektor u € V' \ {0} wird durch Ubergang zu ”Z—” = ||_L1¢|| u zZu einem normierten Vektor.

Wir kdnnen also aus einer Orthogonalbasis leicht eine Orthonormalbasis machen, indem wir jeden
Basisvektor normieren.

Damit folgt:
Satz 34.13 (jeder endlich-dimensionale Euklidische Raum besitzt eine Orthonormalbasis, vgl. Satz 33.13).
Es sei (V,y) ein endlich-dimensionaler Euklidischer Raum. Dann gilt: V besitzt eine Orthonormalba-
sis By. Die Darstellungsmatrix erfiillt daher MII;" (y)=1

\4
§ 34.2 ORTHOGONALE PROJEKTION UND GRAM-SCHMIDT-VERFAHREN
Es stellt sich die Frage, wie wir eine Orthogonalbasis bzw. Orthonormalbasis algorithmisch bestim-
men konnen. Wir geben dazu in diesem Abschnitt das Gram-Schmidt-Verfahren an, mit dem wir

eine gegebene Familie linear unabhingiger Vektoren in eine orthogonale bzw. orthonormale Familie
umwandeln konnen. Grundlage des Verfahrens ist die orthogonale Projektion:

Definition 34.14 (orthogonale Projektion auf einen Vektor).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum und u € V, u # 0. Dann ist durch

. . (v, u)
projl: V 3 v - projl(v) = Y||u||2 uev (34.5)
die orthogonale Projektion (englisch: orthogonal projection) bzgl. y auf (u) definiert.” A

"Etwas ungenau spricht man auch von der ,Projektion auf u“ statt von der Projektion auf den Unterraum (u).
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Lemma 34.15 (Eigenschaften der orthogonalen Projektion auf einen Vektor).
Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum und u € V, u # 0. Dann gilt:

(i) Gleichung (34.5) definiert eine Projektion (Definition 22.33).
(i) Es gilt V = Bild(proj},) & Kern(proj). Jedes v € V besitzt also eine eindeutige Zerlegung

v =ul + ut mitul € () und ut € (u)*.

Beweis. Aussage (i): Zunichst stellen wir fest, dass proj!; eine lineare Abbildung, also ein Endomor-
phismus von V ist. Die Idempotenz rechnen wir wie folgt nach:

. . y(Y(v,u)
projy, (projy, (v)) = prOJi( Y||u||2 u)
y(o,u) .

_ y(@u) Jlul?
[lull? lull?

RCAD)
[|ul|?

= projy, ().

Aussage (ii): Da proj},(v) per Definition ein Vielfaches von u ist, gilt Bild(proj};) € (u). Wegen
proj),(u) = u und der Linearitit gilt auch proj!, (¢ u) = « u. Also folgt Bild(proj?,) = (u). O

Anschaulich bestimmt die y-orthogonale Projektion proj!, (v) den Anteil des Vektors v im Unterraum (u).
(Dieser hangt von der Bilinearform y ab!)

Die Idee des Gram-Schmidt-Verfahrens (englisch: Gram-Schmidt process) besteht darin, aus den

Vektoren einer linear unabhéngigen Familie (v, . . ., vx) sukzessive die Anteile vorangegangener Vek-
toren ,herauszurechnen®. Dadurch wird die gegebene Familie in eine orthogonale Familie (uy, . . ., ux)
umgewandelt, und es gilt (vy,...,0) = (uy,...,u;) fiir alle j = 1,..., k. Das Verfahren wird auch

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (englisch: Gram-Schmidt orthogonalization) genannt.

Algorithmus 34.16 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung).

Eingabe: K Korper mit char(K) # 2

Eingabe: V ein Vektorraum iiber K

Eingabe: y ein Innenprodukt auf V

Eingabe: linear unabhingige Familie (vy,...,v) in V

Ausgabe: orthogonale Familie (uy, ..., ug) in V mit (uy,...,ug) = (v1,...,0k)
i forj=1,...,kdo

O Y(Uj’ ui) O .Y
2: Setzequ—Uj—Z el //uj:Uj—ZpI"OJui(Uj)
i=1 J i=1
3: Bestimme «; = |Ju;]|? Ieoj>0
4: end for
50 return (uy, ..., ux)

Durch eine zusétzliche Normierung der entstehenden Vektoren erhalten wir sogar eine orthonormale
Familie:
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Algorithmus 34.17 (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung).
Eingabe: K Korper mit char(K) # 2
Eingabe: V ein Vektorraum iiber K
Eingabe: y ein Innenprodukt auf V
Eingabe: linear unabhingige Familie (v,...,0¢) in V
Ausgabe: orthonormale Familie (uy, ..., ug) in V mit (uy, ..., ug) = (v, ..., 0x)
 forj=1,...,kdo
j-1 j-1
2: Setzeuijj—Zy(vj,u,-)ui //ujzoj—Zprojii(vj)
i=1 i=1
3: Bestimme «@; = ||u;]|? I aj>0
J ; .
4 Setze u; « \/_a_j / wy, ..., uj erfilllen jetzt ||u;]| =1
5: end for
6: return (uy,...,ux)

Satz 34.18 (Eigenschaften des Gram-Schmidt-Verfahrens).

Es sei (V,y) ein Euklidischer Raum. Ist (uy, . . ., ux) eine linear unabhéngige Familie in V, dann liefert
Algorithmus 34.16 eine orthogonale Familie (vy,...,0¢) von V mit der Eigenschaft (v;,...,0;) =
(uy,...,uj) furalle j = 1,..., k. Dasselbe gilt fiir Algorithmus 34.17, wobei die Familie (v;, .. ., vx) sogar
orthonormal ist.

Beweis. m]

Ende der Vorlesung 22

Ende der Woche 11

§ 35 INNENPRODUKTE IN VEKTORRAUMEN UBER K = C

In diesem Abschnitt betrachten wir komplexe Vektorraume (englisch: complex vector spaces), also
solche tiber dem Koérper K = C.
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Kapitel A Die komplexen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} oder Ny = {0,1,2,...} sind ausreichend, um Objekte zu zdhlen.
Gleichungen wie x + 2 = 1 sind jedoch in Ny nicht 16sbar. Dafiir benotigen wir die Menge der ganzen
Zahlen Z. Gleichungen wie 2 x = 1 sind aber auch in Z nicht lgsbar. Dafiir benétigen wir die Menge
der rationalen Zahlen Q. Gleichungen wie x* = 2 sind aber auch in Q nicht lésbar. Dafiir benotigen
wir die Menge der reellen Zahlen R. Gleichungen wie x?
benotigen wir die Menge der komplexen Zahlen C.

= —1 sind aber auch in R nicht lésbar. Dafiir

Die komplexen Zahlen lassen sich aus den reellen Zahlen R aufbauen. Die Menge C der komplexen
Zahlen besteht aus allen Ausdriicken der Form

a+bi,

wobei g, b € R sind und i ein Symbol ist, das nicht in R enthalten ist.

Die Addition (englisch: addition) mit dem Symbol + ist definiert durch
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.

Aufgrund der Kommutativitit von + in R bildet (C, +) eine kommutative Halbgruppe. Wir priifen
leicht nach, dass 0 + 0 i neutrales Element in (C,+) ist und dassa+biund —a—bi := (—a) + (-b) i
additive Inverse zueinander sind. Wir schreiben daher auch —(a + b i) fiir (—a) + (—b) i. Wir haben
damit gezeigt: (C, +) ist eine abelsche Gruppe.

Wir definieren weiter die Multiplikation (englisch: multiplication) mit dem Symbol - durch’
(a+bi)-(c+di)=(a-c—b-d)y+(a-d+b-0c)i.

Motiviert ist diese Definition durch das formale Distributivgesetz (a+bi) - (c+di)=a-c+ (bi)-c+
a-(di)+ (bi)- (di), wobei die Kommutativitits-Regeln (bi) - ¢ = (b-c)iunda- (di) = (a-d)iund
(bi)-(di) = (b-d) i? gelten sollen sowie i = —1. Aufgrund der Kommutativitit von - in R bildet (C, -)
eine kommutative Halbgruppe. Wir priifen leicht nach, dass 1 + 0 i neutrales Element in (C, -) ist und
dass a+b i und a/(a®+b?) — b/ (a*+b?) i multiplikative Inverse zueinander sind, sofern a+bi # 0+0 i
gilt. Wir schreiben daher auch (a + bi)! fiir a/(a? + b*) — b/(a* + b®) i. Wir haben damit gezeigt:
(C\{0+0i},-) eine abelsche Gruppe.

Weiterhin konnen wir die (wegen der Kommutativitit von - zusammenfallenden) Distributivgesetze

(a+bi)-((c+di)+(e+fi))=(a+bi) - (c+di)+(a+bi)-(e+fi)
((a+bi)+(c+di))-(e+fi)=(a+bi)-(e+fi)+(c+di)-(e+fi)

nachpriifen. Nach Definition 10.1 ist damit (C, +, -) ein Korper.

'Die Einfithrung von C als formale Ausdriicke der Form a + b i ist der Einfithrung von Polynomen in Definition 11.1 nicht
unihnlich. Die Besonderheit hier ist aber die Festlegung i? = —1, die es ermoglicht, jede komplexe Zahl als ,Polynom
maximal ersten Grades in i zu schreiben.
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Die Abbildung
Caz=a+bi—z=a-bieC

ist ein Kérperautomorphismus (C, +, -) — (C, +,-). Es gilt also insbesondere

z+w=z+w und Z-w=z-w

fiir alle z, w € C. Dabei heifit z die zu z konjugiert komplexe Zahl (englisch: complex conjugate).

Das Produkt z - z einer komplexen Zahl z = a + b i mit ihrer konjugiert komplexen Zahl ergibt
z-Zz=(a+bi) - (a—bi)=a*+b°

Mit Hilfe der komplexen Konjugation kénnen wir die oben eingefiihrte Darstellung der multiplikativen

Inversen motivieren, denn es gilt

1 1 a-">bi a -b

= . = + i.
a+bi a+bi a-bi a>+b%> a’+b?

In der Darstellung einer komplexen Zahl z = a + b i heifit a =: Re(z) € R der Realteil (englisch: real
part) und b =: Im(z) € R der Imaginarteil (englisch: imaginary part). Es gilt

z4+z a+bi+ta-">bi
2

z—z a+bi—a+bi

21 21

=a =Re(2)

= b =Im(z).
Beachte: Re: (C,+,-) — (C,+,-) und Im: (C,+,-) — (C,+, ) sind keine Kérperhomomorphismen!
(Beachte: Warum nicht?)

Schlief3lich halten wir fest, dass R mittels der Identifikation a = a + 0i zu einem Teilkérper von C
wird.
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Kapitel B Liste algebraischer Strukturen

In der folgenden Tabelle ist X irgendeine Menge. Die Abkiirzungen ,komm.” und ,neut. E“ stehen fiir
Lkommutativ® und ,neutrales Element®. Bei Ringen bezieht sich die Kommutativitidt und die Angabe des
neutrale Elements auf die zweite Verkniipfung. Die angegebenen Eigenschaften kénnen in Einzelfallen
abweichen, vor allem im Fall m = 1 oder wenn X die leere Menge oder eine einelementige Menge ist.
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Symbol Beschreibung

komm. neut. E. Referenz

Halbgruppen und Monoide (m € N)

(N, +) v — Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.20

(No, +) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.20

(N, ) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.14 und 7.20

(No, ) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.20

(z,-) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.14
Beispiele 7.16 und 7.20

Q) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.20

R,-) v 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8, 7.14 und 7.20

(o) Vv 1 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.20

(Zm, *m) multiplikatives Monoid Z modulo m v 1 Beispiele 7.2, 7.8, 7.14 und 7.16

(HX,+) Funktionen X — H in die Halbgruppe (H, +) wie in (H,+) Beispiel 10.2

(NX’ +) v xH— 0

(HX, ") Funktionen X — H in die Halbgruppe (H, -) wie in (H,-) Beispiel 10.2

(NX, ) Vv x—1

(N{)(’ : v xH—1

(Z%,-) v x1

(Q%,") v x—1

(RX,") v x +— 1 Beispiele 7.2, 7.4 und 7.16

(CX> ) \/ x—1

(XX, 0) — idy Beispiele 7.2, 7.4, 7.14 und 7.16

(P(X),N) v X Beispiele 7.4 und 7.8

(P(X),V) v 0 Beispiele 7.4 und 7.8

(P(X), ) v 0 Beispiele 7.4 und 7.8

(2%,0) — 0 Beispiele 7.4 und 7.8
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Symbol Beschreibung komm. neut. E. Referenz

Gruppen (m e N)

(Z,+) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.14
Beispiele 7.16, 7.20 und 7.38

(Q+) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.14
Beispiele 7.16 und 7.20

(R,+) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.14
Beispiele 7.16 und 7.20

(C,+) v 0 Beispiele 7.2, 7.4, 7.8 und 7.14
Beispiele 7.16 und 7.20

(Qx0,°) v 1 Beispiele 7.14 und 7.16

(R, <) v 1 Beispiele 7.14 und 7.16

(Cxo,) v 1 Beispiele 7.14 und 7.16

(mZ,+) ganzzahlige Vielfache von m v 1 Beispiele 7.34 und 7.38

(Zm, +m) additive Gruppe Z modulo m v 0 Beispiele 7.2, 7.8, 7.14 und 7.16

(Z/mZ,+) Faktorgruppe, isomorph zu (Z,, +p,) v [1] Beispiel 8.15

(GX,4) Funktionen X — G in die Gruppe (G, +) wie in (G,+) Beispiel 10.2

(Z%, +) v X0

(RX,+) v x +— 0 Beispiele 7.2, 7.4 und 7.16

(CX,+) v x>0

(GX,) Funktionen X — G in die Gruppe (G, -) wiein (G,-) Beispiel 10.2

(Qfo, ) v x—>1

(R;(O, 2 v x +— 1 Beispiel 7.16

(Ci(o, 2 v x> 1

(S, 0) symmetrische Gruppe auf [[1, n] — id[,,) Definition 7.21

(Ap, 0) alternierende Gruppe auf [[1, n]| — idp;,,) Beispiel 7.34

JOC)
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Symbol Beschreibung komm. neut. E. Referenz

Ringe (m e N, n e Ny

({o0r},+, ) Nullring v Og Beispiel 9.2

(Z,+,-) v 1 Beispiel 9.2

(mZ,+,-) ganzzahlige Vielfache von m v — Beispiel 9.2

(Zmy +ms *m) Z modulo m v 1 Beispiel 9.2
(Z/mZ,+,7) Restklassenring modulo m, isomorph zu (Z,, +m, m) v [1] Beispiel 9.2

(RX,+, ) Funktionen X — R in den Ring (R, +, ) wie in (R, +,-) Beispiele 9.8 und 10.2
(Z¥,+,) Voo

Q%+ VAR

(RX, +,-) v 1

(CX,+4) v 1

(R[t],+ ) Polynomring tiber dem kommutativen Ring (R, +, ) v 1 Definition 11.4

(RR, +,-) Funktionen R — R in den Ring (R, +, -) wie in (R, +, ) Bemerkung 11.17
(End(G), +, 0) Endomorphismenring der abelschen Gruppe G — idg Beispiel 9.2

(K™ 4, 4) quadratische n X n-Matrizen iiber einem Kérper K — I, Lemma 15.30
(End(V), +, o) Endomorphismen eines Vektorraumes (V, +, -) iiber einem Korper (K, +, ) — idy Satz 17.12

Korper (m e N)

(Q,+,) v 1 Beispiele 9.2 und 10.2
R, +,-) v 1 Beispiele 9.2 und 10.2
(C+,) v 1 Beispiele 9.2 und 10.2
(Zms +ms *m) Koérper von Z modulo m fiir Primzahlen m v 1 Beispiel 9.2
(Z/mZ,+,7) Restklassenkorper mod. m fiir Primz. m, isomorph zu (Z,, +m, -m) v [1] Beispiel 9.2
(K(t),+,-) rationaler Funktionenkérper v 1 Bemerkung 24.18
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Symbol Beschreibung Referenz
Vektorraume (n, m € Ny)

(Kn,++) Zeilenvektoren tiber einem Korper (K, +, -) Beispiel 12.3
(K™ +,-) Spaltenvektoren tiber einem Korper (K, 4+, ) Beispiel 12.3
(KX, +,) Funktionen X — K in den Kérper (K, 4+, -) Beispiel 12.3
(VX ,+ ) Funktionen X — V in den Vektorraum (V, +, -) tiber dem Korper (K, +, )

(K[t],+ ) Polynome tiber dem Kérper (K, 4+, -) Beispiel 12.3
(Kult],+ ) Polynome vom Hochstgrad n € Ny iiber dem Koérper (K, +, ) Beispiel 12.9
(KN, +,9) Folgen mit Werten im Korper (K, +, -) Beispiel 12.9
(K™, +, )00 Folgen mit endlichem Triger und Werten im Korper (K, +, -) Beispiel 12.9
QY.+ Folgen mit Werten im Korper (Q, +, )

QY+ ), beschriankte Folgen mit Werten im Korper (Q, +, -)

(QY, + ). konvergente Folgen mit Werten im Korper (Q, +, )

QY+ ) Nullfolgen mit Werten im Koérper (Q, +, -)

(QY, +, oo Folgen mit endlichem Trager mit Werten im Kérper (Q, +, )

(RN, +,) Beispiel 12.9
(RN, +,), Beispiel 12.9
(RY,+, ). Beispiel 12.9
(RY,+ )0 Beispiel 12.9
(RY, +, )00 Beispiel 12.9
(CN> +, )

(CY 4+,

(CN> +, ')c

(CY,+, )0

(CY, +, oo

(K™m 4 .) n X m-Matrizen tiber einem Koérper (K, +, -) Definition 15.2

(Hom(V, W), +,-) Homomorphismen V. — W mit VR (V,+,-) und (W, +, -) iiber demselben Korper (K, +, -)

Satz 17.11

JOC)
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Symbol Beschreibung assoz. komm. neut. E.Referenz
Algebren (n € Ny)

(A%, +, - %) Funktionen X — A in die Algebra (A, +, -, x) tiber dem Korper (K, +,-) wie in (A, +, -, %) Beispiel 25.3
(K[t],+ ) Polynome iiber einem Korper (K, +, -) v v 1 Beispiel 25.3
(K™ 4, -, 4) n X n-Matrizen tiber einem Korper (K, +, ) v I, Beispiel 25.3
(End(V),+,-,0)  Endomorphismen eines Vektorraumes V iiber einem Korper (K, +,:) Vv idy  Beispiel 25.3
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Kapitel C Transformationen und Normalformen

Im Folgenden seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume iiber demselben Kérper K. Es seien

« By und By Basen von V mit Transformationsmatrix T = 7};", siehe (20.1),
14

+ Bj, und E;, die zugehérigen dualen Basen von V* mit Transformationsmatrix T~" = ‘7§BV*, siehe
e
(21.13),

« By und EW Basen von W mit Basiswechselmatrix S = ‘7;§BW.
w
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Name der Transformation =~ Voraussetzung  Darstellungen = Transformation Referenz ~ Normalform Stichwort Referenz
Aquivalenztransformation ~ f € Hom(V,W) A= Mg:v (f) A=SAT™! Satz 20.9 I 0 Rang Folgerung 20.11
A= M (f)
W
c
Ahnlichkeitstransformation ~ f € End(V) A= MEX () A=TAT™! Satz 20.14 - Frobenius Satz 29.9
A=MEV(f) Cor
By
-Jrl (Al)
Jordan Satz 30.7
Jrk (Ak)
-
Kongruenztransformation  f € Hom(V,V*) A= Mgl’ () A=TTAT! Satz 31.4 . A=A" Satz 33.10
\4
~ 4By -
A= M2 () 0
T ]
0 K=C A=A ??
i
—I,_ K=R A=AT ??
On,
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Kapitel D  Exkurs: Lie-Algebren

In der obigen Definition 25.1 und in Beispiel 25.3 sind alle Algebren assoziativ. Eine wichtige Klasse
i. A. nicht assoziativer Algebren sind die Lie-Algebren.

Definition o.1 (Lie-Algebra iiber einem Koérper).

Es sei (K, +, -) ein Korper. Eine Lie-Algebra (englisch: Lie algebra) (A, +, -, [+, -]) iiber K (kurz: eine
K-Lie-Algebra) ist eine Menge A mit zwei inneren Verknipfung +: AXA — Aund [,-]: AXA — A
sowie einer dufleren Verkniipfung -: K x A — A, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) (A,+,-) ist ein K-Vektorraum.

(ii) Die Verknipfung [-, -], genannt die Lie-Klammer (englisch: Lie bracket), ist bilinear, erfiillt
also

[xa+pBb,c]l=alac]+p[bc] (0.13)
la,fb+yc] =plab] +ylac] (0.1b)

fur alle a,b,c € und alle o, B,y € K.

(iii) Die Lie-Klammer ist alternierend, erfiillt also

[a,a] =0 firallea € A. (0.2)

(iv) Die Lie-Klammer erfiillt aulerdem die Jacobi-Identitat (englisch: Jacobi identity)

[a, [b,c]] +[b,[c,al] + [c,[a,b]] =0 firallea,b,ce A. (0.3)

Bemerkung o.2 (zu Lie-Algebren).

Im Gegensatz zu Definition 25.1 wird also die Assoziativitit der Multiplikation (hier [-, -] genannt) bei
einer Lie-Algebra nicht vorausgesetzt. Daher ist die Bilinearitit keine Folge der Definition (Lemma 25.2),
sondern wird gefordert. Die Bilinearitét (o.1) beinhaltet dabei die Distributivgesetze

[a,b+c] =[a,b]+[ac] (0.4a)
[a+Db,c] =[ac]+][bc] (0.4b)

sowie die Vertraglichkeit mit der S-Multiplikation
[¢a,b] = ala,b] = [a,ab] (0.5)

als Spezialfille, die Bestandteile der Definition 25.1 sind. A

Beispiel 0.3 (Lie-Algebra iiber einem Korper).
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()

(i1)

(iii)

(iv)

(R3,+, -, X) mit dem Kreuzprodukt
X1 B! X2Y3 —X3)2
Xo X Y2l = X3 1 —X1)3 (06)
X3 Y3 X1Y2 — X2 )1

ist eine Lie-Algebra tiber R.

Ist (K, +, ) ein Korper und (A4, +, -, %) eine assoziative Algebra iiber K, dann bildet (A, +, -, [+, ])
mit dem Kommutator
[a,b] =axb—-bxa (0.7)

als ,Multiplikation® eine Lie-Algebra tiber K.

Ist (K, +, ) ein Korper, dann bildet (K™, +, -, [, -]) mit dem Kommutator
[A,B] .= AB— BA (0.8)

als ,Multiplikation® eine Lie-Algebra iiber K.

Ist (K, +, -) ein Korper und (V, +, -) ein Vektorraum iiber K, dann bildet (End(V),+, -, [+, -]) mit
dem Kommutator

[f.g] =fog-gof (0.9)
als ,Multiplikation® eine Lie-Algebra iiber K. A
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Kapitel E  Das griechische Alphabet

Kleinbuchstabe Groflbuchstabe Name

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu

= |

™

X

nu

It T R A T DI VYD O
<

xi
omikron
pi

rho
sigma
tau
ypsilon
phi

chi

psi
omega

o
DEXBSAMIHONZZ> "R~ OINE>—®»
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Kapitel F Abkiirzungen

Abkurzung Bedeutung

bzgl. beziiglich

d.h. das heif3t

etc. et cetera

LA im Allgemeinen
i.d.R. in der Regel
iW. im Wesentlichen
0.B.d. A ohne Beschrankung der Allgemeinheit
0.4. oder dhnlich
usw. und so weiter
vgl. vergleiche
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Index

N-lineare Abbildung, 244
i-te Koordinatenform, 212
k-te Diagonale, 127
n-Tupel, 24, 44

Abbildung, 34

abelsche Gruppe, 54

abelsche Halbgruppe, 54

abelsches Monoid, 54

abgeschlossene Teilmenge bzgl. einer Verkniip-
fung, 59

abgeschlossenes Intervall, 21

abhéingige Variable eines linearen Gleichungs-
systems, 153

Ableitungsabbildung fiir Funktionen, 161

Ableitungsabbildung fiir Polynome, 168

absolute Homogenitéit einer Norm, 352

Absorptionsgesetz fiir A, 13

Absorptionsgesetz fiir Vv, 13

abzahlbar unendliche Familie, 44

abzdhlbar unendliche Menge, 42

abzdhlbare Menge, 42

Addition in den komplexen Zahlen, 357

Addition modulo m, 52

Addition von Matrizen, 128

Addition von Polynomen, 88

Additionstheoreme, 67

additive Gruppe von Z modulo m, 52

Additivitat einer Funktion, 159

Adjunkte, 264

affiner Unterraum, 170

Algebra, 7, 290

Algebra mit Eins, 290

Algebraautomorphismus, 292

Algebraendomorphismus, 292

Algebrahomomorphismus, 292

algebraisch abgeschlossener Koérper, 326

algebraische Vielfachheit, 281, 285

Algebraisomorphismus, 292

allgemeine lineare Gruppe, 145

Allquantor, 14

Alphabet, 48

alternierende Bilinearform, 333

alternierende Gruppe, 60

alternierender Tensor, 250

Annihilator, 216

Antezedens, 9

antisymmetrische Matrix, 142

antisymmetrische Relation, 27

Anwenden einer Linearform auf einen Vektor,
209

assoziative Verkniipfung, 48

Assoziativitiat der Matrix-Multiplikation, 132

Assoziativitit in einem Korper, 99

Assoziativitit in einer Algebra, 290

Assoziativitat von N, 23

Assoziativitat von U, 23

Assoziativitiat von A, 13

Assoziativitiat von V, 13

ausgeartete Bilinearform, 337

Aussage, 7

Aussageform, 14

Austauschsatz von Steinitz, 117

Auswahlaxiom, 45

Auswahlfunktion, 45

Auswertungshomomorphismus eines Algebra-
elements, 293

Automorphismus einer Algebra, 292

Automorphismus einer Algebra mit Eins, 292

Automorphismus eines Ringes, 81

Automorphismus eines Ringes mit Eins, 81

Automorphismus eines Vektorraumes, 159

Basis eines Vektorraumes, 113
Basiserganzungssatz, 115
Basiswechselmatrix, 192
Begleitmatrix eines Polynoms, 313
beidseitig unendliches Intervall, 21
beschrinktes Intervall, 21

Beweis durch Fallunterscheidung, 17
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Beweis durch Kontraposition, 16

Beweis durch Ringschluss, 18

Beweis durch vollstandige Induktion, 18
biduale lineare Abbildug, 233

bidualer Homomorphismus, 233
Bidualraum, 232

Bijektion, 37

bijektive Abbildung, 37

Bikonditional, 9

Bild einer Funktion, 35

Bild einer Matrix, 187

Bild eines Algebrahomomorphismus, 292
Bild eines Gruppenhomomorphismus, 68
Bild eines Ringhomomorphismus, 81
Bild eines Vektorraumhomomorphismus, 160
Bildmenge einer Funktion, 35

bilineare Abbildung, 234

Bilinearform, 234, 333
Binomialkoeffizient, 253
Blockdiagonalmatrix, 202
Bra-Ket-Notation, 209

Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 351

Charakteristik eines Ringes, 78

charakteristische Funktion, 110

charakteristische Funktion e4 einer Menge, 110

charakteristisches Polynom einer Matrix, 281

charakteristisches Polynom eines Endomorphis-
mus, 285

Covektor, 208

Cramersche Regel, 267

Darstellungsmatrix einer Bilinearform, 334

Darstellungsmatrix eines Homomorphismus,
181

De Morgansches Gesetz, 13, 23

Defekt einer Matrix, 187

Defekt eines Vektorraumhomomorphismus, 178

Definitionsbereich einer Funktion, 34

Definitionsmenge einer Funktion, 34

Determinante einer Matrix, 258

Determinante eines Endomorphismus, 269

Determinantenform, 254

Diagonale, 26

diagonalisierbare Matrix, 206

diagonalisierbarer Endomorphismus, 206

Diagonalmatrix, 127

Differenzmenge, 23

Dimension eines affinen Unterraumes, 170

Dimension eines Vektorraumes, 116

direkte Summe einer Familie von Unterrdumen,
125

direkte Summe von zwei Unterrdumen, 122

direkter Beweis, 16

disjunkte Mengen, 22

disjunkte Zerlegung, 32

Disjunktion, 9

Diskursuniversum eines Quantors, 14

Distributivgesetz der Matrix-Multiplikation, 132

Distributivgesetz fiir U und N, 23

Distributivgesetz fiir 3 und Vv, 15

Distributivgesetz fiir V und A, 15

Distributivgesetz fiir V und A, 13

Distributivgesetze in einem Korper, 83

Distributivgesetze in einem Ring, 76

Distributivgesetze in einem Vektorraum, 99

Division mit Rest, 92

Domaine eines Quantors, 14

Dreiecksungleichung bei einer Norm, 352

duale Basis, 212

duale Bilinearform, 335

duale Paarung, 209

dualer Homomorphismus, 220

Dualraum, 208

durch Bilinearform induzierte quadratische Form,
340

durch quadratische Form induzierte symmetri-
sche Bilinearform, 340

Durchschnitt von Mengen, 22

Ebene, 108

echte Obermenge, 22

echte Teilmenge, 22

echte Unteralgebra, 292

echte Untergruppe, 59

echter Unterkorper, 86

echter Unterraum, 104

echter Unterring, 81

echtes Ideal, 300

Eigenpaar einer quadratischen Matrix, 204
Eigenpaar eines Endomorphismus, 204
Eigenraum, 277

Eigenvektor einer quadratischen Matrix, 204
Eigenvektor eines Endomorphismus, 204
Eigenwert einer quadratischen Matrix, 204
Eigenwert eines Endomorphismus, 204
Eindeutigkeitsquantor, 14

einfacher Eigenwert, 281
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Lineare Algebra

einfacher Tensor, 238, 245

Einheit, 50

Einheitengruppe, 52

Einheitsbasis von K", 113

Einheitsbasis von K™*™, 129

Einheitsmatrix, 128

Einheitsvektor, 353

Einschriankung einer Funktion, 35

Einselement eines multiplikativen Monoids, 51

Einselement eines Ringes, 76

Einsetzen eines Vektors in eine Linearform, 208

Einsetzungshomomorphismus eines Algebra-
elements, 293

Einsideal, 300

Einspolynom, 88

Einsteinsche Summenkonvention, 247

elementaren Zeilenumformungen, 136

Elementarmatrizen, 137

Elementartensor, 238, 245

Elemente einer Menge, 19

endlich erzeugte Gruppe, 61

endlich erzeugter Vektorraum, 107

endliche Dimension, 116

endliche Familie, 44

endliche Folge, 44

endliche Menge, 42

endliches Intervall, 21

Endomorphismenalgebra von V, 291

Endomorphismenring, 77, 170

Endomorphismus einer Algebra, 292

Endomorphismus einer Algebra mit Eins, 292

Endomorphismus eines Ringes, 81

Endomorphismus eines Ringes mit Eins, 81

Endomorphismus eines Vektorraumes, 159

Endpunkte eines Intervalls, 21

Entwicklung der Determinante nach einer Spal-
te, 266

Entwicklung der Determinante nach einer Zeile,
266

Entwicklungssatz von Laplace, 266

erweiterte Koeffizientenmatrix, 149

Erzeugendensystem einer Gruppe, 61

Erzeugendensystem eines Vektorraumes, 107

Erzeuger einer zyklischen Gruppe, 61

erzeugte Ideal, 301

erzeugte Untergruppe, 61

erzeugter Unterraum, 106

Euklidischer Raum, 350

Existenzquantor, 14

Faktorgruppe, 71

Faktormenge, 33

Faktorraum, 170

Fallunterscheidung, 17

Faltung zweier Folgen, 89

Familie von Elementen, 44

Fehlstand einer Permutation, 56

Folge, 44

Folge mit endlichem Trager, 89

Fortsetzung einer Funktion, 35

Frobenius-Normalform einer Matrix, 320

Frobenius-Normalform eines Endomorphismus,
320

fundamentale Unterrdume zu einer linearen Ab-
bildung, 227

Fundamentalsatz der Algebra, 97

Funktion, 34

fuhrender Koeffizient eines Polynoms, 91

ganze Zahlen, 20

ganzzahliges Intervall, 21

Gauf3sches Eliminationsverfahren, 154
gebundene Variable, 15
Genau-Dann-Wenn-Verkniipfung, 9
geometrische Vielfachheit, 277
geordnete Basis eines Vektorraumes, 163
geordneter Korper, 270

geordnetes Paar, 24

Gerade, 108

gerade Permutation, 57

gewdhnliche Ordnungsrelation auf R, 26
gleich orientierte Basen, 272

Gleichheit von Mengen, 19
Gleichheitsrelation, 26

gleichmiachtige Mengen, 42

Grad eines Polynoms, 91
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung, 354
Gram-Schmidt-Verfahren, 354

Graph einer Funktion, 34

Graph einer Relation, 25

Grundbereich eines Quantors, 14
Gruppe, 52

Gruppenautomorphismus, 66
Gruppenendomorphismus, 66
Gruppenhomomorphismus, 66
Gruppenisomorphismus, 66

grofte untere Schranke, 29

halbgeordnete Menge, 28
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Halbgruppe, 48
Halbgruppenautomorphismus, 65
Halbgruppenendomorphismus, 65
Halbgruppenhomomorphismus, 65
Halbgruppenisomorphismus, 65
Halbordnung, 28

Hauptdiagonale, 127

Hauptideal, 301

Hauptidealring, 302

Hauptvektor einer Matrix, 324

Hauptvektor eines Endomorphismus, 325
hinreichende Bedingung, 9
Hintereinanderausfithrung von Funktionen, 38
Hintereinanderausfithrung von Relationen, 26
homogene Relation, 25

homogenes lineares Gleichungssystem, 149
Homogenitét einer Funktion, 159
Homomorphiesatz fiir Gruppen, 74
Homomorphiesatz fiir Vektorrdume, 173
Homomorphismus, 65

Homomorphismus quadratischer Rdume, 345
Homomorphismus von Algebren, 292
Homomorphismus von Algebren mit Eins, 292
Homomorphismus von Ringen, 81
Homomorphismus von Ringen mit Eins, 81
Homomorphismus von Vektorrdumen, 159
hochstens gleichméchtige Mengen, 44

Ideal, 300

Idempotenzgesetz fiir A, 13
Idempotenzgesetz fiir Vv, 13

identische Abbildung, 35

Identitat, 35, 51

Identitatsrelation, 26

Imaginirteil einer komplexen Zahl, 358
Implikation, 9

indefinite quadratische Form, 349
Indexmenge, 44

indirekter Beweis, 16
Individuenbereich eines Quantors, 14
indizierte Basis eines Vektorraumes, 163
Induktionsanfang, 18
Induktionsannahme, 18
Induktionsschritt, 18
Induktionsvoraussetzung, 18

induzierte Verkniipfung, 59

Infimum, 29

inhomogenes lineares Gleichungssystem, 149
Injektion, 37

injektive Abbildung, 37

Inklusion, 22

Inklusionsrelation, 26

Innenprodukt auf einem Vektorraum iiber R,
350

innere Verkniipfung, 47

Integritatsbereich, 8o

Integritétsring, 8o

Interpolationsaufgabe, 150

invariante Aussageform, 33

Invariantenteiler einer Matrix, 322

Invariantenteiler eines Endomorphismus, 322

invarianter Unterraum einer Matrix, 201

invarianter Unterraum eines Endomoprhismus,
201

inverse Abbildung, 40

inverse Funktion, 40

inverse Matrix, 145

inverse Relation, 26

inverses Element, 50

invertierbare Funktion, 40

invertierbare Matrix, 145

invertierbares Element einer Halbgruppe, 50

involutorisch, 23, 53

isomorphe Algebren, 292

isomorphe Algebren mit Eins, 292

isomorphe Gruppen, 66

isomorphe Halbgruppen, 65

isomorphe Korper, 86

isomorphe Monoide, 66

isomorphe quadratische Rédume, 345

isomorphe Ringe, 81

isomorphe Ringe mit Eins, 81

isomorphe Vektorrdume, 159

Isomorphismus quadratischer Raume, 345

Isomorphismus von Algebren, 292

Isomorphismus von Algebren mit Eins, 292

Isomorphismus von Ringen, 81

Isomorphismus von Ringen mit Eins, 81

Isomorphismus von Vektorraumen, 159

Jacobi-Identitat, 367
Jordan-Block, 327
Jordan-Matrix, 327
Jordan-Normalform, 327, 328
Junktor, 8

kanonische Basis von K", 113
kanonische Basis von K™ 129
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kanonische duale Paarung, 209

kanonische Einbettung, 35

kanonische Injektion, 35

kanonische Injektion in den Bidualraum, 232

kanonische Surjektion auf eine Faktorgruppe,
72

kanonische Surjektion auf einen Faktorraum,
171

Kardinalitit einer endlichen Menge, 42

Kardinalzahlen, 42

kartesisches Produkt, 24, 45

Kern einer Matrix, 187

Kern eines Algebrahomomorphismus, 292

Kern eines Gruppenhomomorphismus, 68

Kern eines Ringhomomorphismus, 81

Kern eines Vektorraumhomomorphismus, 160

Kettenschluss, 16

Klasse aller Mengen, 21

Kleenesche Hiille, 48

kleinste obere Schranke, 29

Kodimension, 124

Koeffizienten einer Linearkombination, 103

Koeffizienten eines Polynoms, 87

Koeffizientenmatrix, 149

Koeffizientenring, 89

Kofaktor einer Matrix, 264

Kofaktormatrix, 264

kommutativ, 290

kommutative Gruppe, 54

kommutative Halbgruppe, 54

kommutativer Ring, 76

kommutatives Diagramm, 65

kommutatives Monoid, 54

Kommutativitit gleicher Quantoren, 15

Kommutativitat von N, 23

Kommutativitat von U, 23

Kommutativitat von A, 13

Kommutativitat von V, 13

Kommutator in einer Algebra, 368

Kommutator von Endomorphismen, 368

Kommutator von Matrizen, 368

Komplement, 23, 124

Komplementaritat von A, 13

Komplementaritit von V, 13

komplementire Matrix, 264

komplementérer Unterraum, 124

komplexe Zahlen, 20, 357

komplexer Vektorraum, 355

Komplexifizierung eines R-Vektorraumes, 243

Komponenten eines Tensors, 247

Komponenten eines Vektors, 180

komponentenweise Addition, 100, 101

komponentenweise skalare Multiplikation, 100,
101

Komposition von Funktionen, 38

Komposition von Relationen, 26

Konditional, 9

kongruente Matrizen, 335

Kongruenzrelation modulo m, 31

Kongruenztransformation von Matrizen, 335

konjugiert komplexe Zahl, 358

Konjunktion, 8

Konklusion, 12

Konsequens, 9

konstante Funktion, 34

konstantes Polynom, 88, 91

kontravariante Transformation, 216

Koordinate, 180

Koordinatenabbildung, 180

Koordinatenraum, 101

Koordinatenvektor, 180

kovariante Transformation, 216

Kreuzprodukt, 24

Kronecker-Delta, 110

Korper, 82

Kérper von Z modulo m, 86

Ko6rperautomorphismus, 86

Koérperendomorphismus, 86

Koérperhomomorphismus, 86

Korperisomorphismus, 86

Kiirzungsregeln, 53, 83

leere Menge, 22

leeres Tupel, 49

leeres Wort, 49

Leibniz-Formel der Determinante, 259
Leitkoeffizient eines Polynoms, 91

Lemma von Zorn, 46

Lie-Algebra, 367

Lie-Klammer, 367

linear abhangige Familie von Vektoren, 109
linear abhiangige Menge von Vektoren, 109
linear unabhéngige Familie von Vektoren, 109
linear unabhingige Menge von Vektoren, 109
lineare Abbildung, 159

lineare Algebra, 7

lineare Hiille, 106

linearer Automorphismus, 159
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linearer Endomorphismus, 159

linearer Isomorphismus, 159

linearer Raum, 99

linearer Unterraum, 104

lineares Funktional, 208

lineares Gleichungssystem, 149

lineares Polynom, 88

Linearfaktor eines Polynoms, 95

Linearform, 208

Linearkombination, 103

links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall,
21

links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall,
21

linkseindeutige Relation, 37

Linksinverse, 41

Linksnebenklasse, 64

Linksnullteiler, 79

linksseitig unendliches abgeschlossenes Inter-
vall, 21

linksseitig unendliches offenes Intervall, 21

linkstotale Relation, 34

Linkstranslation, 49

logische Implikation, 12

logische Aquivalenz, 12

logisches Gesetz, 12

lokales Minimalpolynom einer Matrix, 314

lokales Minimalpolynom eines Endomorphis-
mus, 315

losbares lineares Gleichungssystem, 149

Loésungsmenge eines linearen Gleichungssys-
tems, 150

materiale Implikation, 9
materiale Aquivalenz, 9

Matrix, 127
Matrix-Matrix-Multiplikation, 130
Matrix-Multiplikation, 130
Matrix-Vektor-Multiplikation, 133
Matrixalgebra, 291

Matrixring, 142

Matrizenring, 142

maximaler Vektor, 317

maximales Element, 29
Maximum, 29
mehrdimensionales Intervall, 25
mehrfacher Eigenwert, 281
Menge, 19
Mengenkomprehension, 20

minimales Element, 29

Minimalpolynom einer Matrix, 304

Minimalpolynom einer Matrix bzgl. eines Vek-
tors, 314

Minimalpolynom eines Endomorphismus, 304

Minimalpolynom eines Endomorphismus bzgl.
eines Vektors, 315

Minimum, 29

Minor einer Matrix, 264

modus ponendo ponens, 16

modus ponendo tollens, 16

modus tollendo ponens, 16

modus tollendo tollens, 16

monisches Polynom, 91

Monoid, 49

Monoidautomorphismus, 66

Monoidendomorphismus, 66

Monoidhomomorphismus, 66

Monoidisomorphismus, 66

Monom, 88

Monombasis, 113

multilineare Abbildung, 244

Multilinearform, 244

Multiplikation, 290

Multiplikation in den komplexen Zahlen, 357

Multiplikation modulo m, 52

Multiplikation von Polynomen, 89

multiplikatives Monoid von Z modulo m, 52

Machtigkeit einer endlichen Menge, 42

nach oben beschrinkt, 29

nach oben unbeschrinkt, 29

nach unten beschrankt, 29

nach unten unbeschrinkt, 29

natiirliche Einbettung, 35

natiirliche Injektion, 35

naturliche Zahlen, 20

natiirliche Zahlen mit Null, 20

natiirliches Repréasentantensystem der Kongru-
enzrelation modulo m, 31

ndefinite Matrix, 349

Nebendiagonalen, 127

Nebenklasse, 64

Negation, 8

negativ definite Matrix, 349

negativ definite quadratische Form, 349

negativ semi-definite Matrix, 349

negative Orientierung, 272
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negatives Element eines geordneten Korpers,
270

neutrales Element, 49

Neutralitatsgesetz fiir A, 13

Neutralititsgesetz fiir Vv, 13

nicht invertierbare Matrix, 145

nicht 16sbares lineares Gleichungssystem, 149

nicht-ausgeartete Bilinearform, 337

nichthomogenes lineares Gleichungssystem, 149

nichtnegatives Element eines geordneten Kor-
pers, 270

nichtpositives Element eines geordneten Kor-
pers, 270

nilpotent, 143

Norm auf einem reellen Vektorraum, 352

normale Untergruppe, 70

Normalteiler, 70

normierter reeller Vektorraum, 352

normierter Vektor, 353

normiertes Polynom, 91

notwendige Bedingung, 9

notwendige und hinreichende Bedingung, 9

Nullabbildung, 169

Nullalgebra, 291

Nullelement eines additiven Monoids, 50

Nullelement eines Ringes, 76

Nullform, 208

Nullideal, 300

Nullmatrix, 129

Nullpolynom, 88

Nullraum, 100, 105

Nullring, 76

Nullstelle eines Polynoms, 94

nullteilerfreier Ring, 79

Nulltensor, 238, 245

Nullvektor, 99

obere Dreiecksmatrix, 143

obere Schranke, 29

Oberfamilie, 44

Obermenge, 22

Oder-Verkniipfung, 9

offenes Intervall, 21

Ordnung eines Gruppenelements, 61
Ordnung eines Tensors, 245
Ordnungsrelation, 28

Orientierung eines Vektorraumes, 272
orientierungserhaltender Automorphismus, 271
orientierungstreuer Automorphismus, 271

orientierungsumkehrender Automorphismus,
271

orientierungsuntreuer Automorphismus, 271

orthogonal, 342

Orthogonalbasis, 343

orthogonale direkte Summe einer Familie von
Unterrdumen, 343

orthogonale Familie, 343

orthogonale Menge, 343

orthogonale Projektion, 353

orthogonales Komplement einer Menge, 343

Orthonormalbasis, 353

orthonormale Familie, 353

orthonormale Menge, 353

Paar, 24

paarweise disjunkte Mengen, 32

Paritat eines Permutation, 57

partielle Ordnung, 28

partikuldre Losung eines linearen Gleichungs-
systems, 150

Partition, 32

perfekte Bilinearform, 337

Permutation, 54

Permutation eines Tensors, 252

Pivot-Elemente einer Zeilenstufenform, 138

Polarisierungsformel, 340

Polynom, 87

Polynomdivision, 93

Polynome vom Hochstgrad n, 106

Polynomfunktion, 94, 293

Polynomialgebra, 291

Polynomraum, 101

Polynomring, 89

positiv definite Matrix, 349

positiv definite quadratische Form, 349

positiv semi-definite Matrix, 349

positive Definitheit einer Norm, 352

positive Orientierung, 272

positives Element eines geordneten Korpers,
270

Potenzmenge, 24

Projektion, 252

Projektion auf die i-te Koordinate, 160

Projektor, 252

Pra-Annihilator, 216

Pradikat, 14

Pradikatenlogik, 14

Pramisse, 12

https://tinyurl.com/scoop-la 379


https://tinyurl.com/scoop-la

R. Herzog

Pullback einer Linearform, 221

q-e.d., 18

quadratische Form, 339
quadratische Matrix, 127
quadratischer Raum, 342
Quantor, 14

Quotient von Polynomen, 92
Quotientengruppe, 71
Quotientenmenge, 33
Quotientenraum, 170

Rang einer Bilinearform, 337

Rang einer Matrix, 135

Rang eines Tensors, 240, 245

Rang eines Vektorraumhomomorphismus, 178

Rang-Normalform einer Matrix, 199

Rangfaktorisierung einer Matrix, 135

rationale Normalform einer Matrix, 320

rationale Normalform eines Endomorphismus,
320

rationale Zahlen, 20, 33

Realteil einer komplexen Zahl, 358

rechte Seite eines linearen Gleichungssystems,
149

rechtseindeutige Relation, 34

Rechtsinverse, 46

Rechtsnebenklasse, 64

Rechtsnullteiler, 79

rechtsseitig unendliches abgeschlossenes Inter-
vall, 21

rechtsseitig unendliches offenes Intervall, 21

rechtstotale Relation, 37

Rechtstranslation, 49

reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix, 154

reelle Zahlen, 20

reeller Innenproduktraum, 350

reeller Vektorraum, 349

reflexive Relation, 27

Regel von Sarrus, 259

regulire Matrix, 145

Relation, 25

Reprisentant einer Aquivalenzklasse, 31

Reprisentantensystem einer Aquivalenzrelati-
on, 31

Rest bei Polynomdivision, 92

Restriktion einer Funktion, 35
Ring, 76

Ring mit Eins, 76

Ring von Z modulo m, 76
Ringautomorphismus, 81
Ringendomorphismus, 81
Ringhomomorphismus, 81
Ringisomorphismus, 81
Russell-Antinomie, 21
Russell-Paradoxon, 21

S-Multiplikation, 99

Satz des Pythagoras, 343, 344, 353

Satz von Cayley-Hamilton, 296

Satz von Lagrange, 64

schiefsymmetrische Bilinearform, 333

schiefsymmetrische Matrix, 142

schiefsymmetrischer Tensor, 250

Schnitt von Mengen, 22

Schnittmenge, 22

selbstduale Bilinearform, 335

Shift-Abbildung, 182

Signatur einer symmetrischen Bilinearform ei-
nes R-Vektorraumes, 347

Signum einer Permutation, 56

singulédre Matrix, 145

Skalar, 99

skalare Multiplikation, 99

skalare Multiplikation von Matrizen, 128

Skalarkorper eines Vektorraumes, 99

Spalte, 128

Spaltenindex in einer Matrix, 128

Spaltenrang einer Matrix, 133

Spaltenraum, 133

Spann, 106

Spur einer Matrix, 283

Spur eines Endomorphismus, 286

Standardbasis von K", 113

Standardbasis von K™ 129

Standardinnenprodukt, 350

Standardvektorraum, 101

Stelligkeit einer Aussageform, 14

Streichungsmatrix, 263

strikte obere Dreiecksmatrix, 143

strikte untere Dreiecksmatrix, 143

strukturerhaltende Abbildung quadratischer Réu-

Restklassen modulo m, 31 me, 345

Restklassenkérper modulo m, 86 strukturerhaltende Abbildung von Algebren,
Restklassenring modulo m, 79 292
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strukturerhaltende Abbildung von Gruppen, 66

strukturerhaltende Abbildung von Halbgrup-
pen, 65

strukturerhaltende Abbildung von Kérpern, 86

strukturerhaltende Abbildung von Monoiden,
66

strukturerhaltende Abbildung von Ringen, 81

strukturerhaltende Abbildung von Vektorrau-
men, 159

strukturvertréagliche Abbildung, 65

strukturvertrigliche Abbildung von Algebren,
292

strukturvertrédgliche Abbildung von Gruppen,
66

strukturvertragliche Abbildung von Halbgrup-
pen, 65

strukturvertragliche Abbildung von Kérpern,
86

strukturvertrdgliche Abbildung von Monoiden,
66

strukturvertrigliche Abbildung von quadrati-
schen Raumen, 345

strukturvertragliche Abbildung von Ringen, 81

strukturvertréagliche Abbildung von Vektorrau-
men, 159

Stufe eines Tensors, 245

Stufenbedingung, 138

Subadditivitit einer Norm, 352

Sudoku-Kriterium, 54

Summe einer Familie von Unterraumen, 125

Summe von zwei Unterrdumen, 120

Supremum, 29

Surjektion, 37

surjektive Abbildung, 37

symmetrische Bilinearform, 333

symmetrische Differenz, 23

symmetrische Gruppe, 54

symmetrische Matrix, 141

symmetrische Relation, 27

symmetrischer Tensor, 250

Tautologie, 12
Teilbarkeit, 25
Teilbarkeitsrelation, 25
Teiler, 92

Teilfamilie, 44
Teilkorper, 86
Teilmenge, 22

Tensor, 238, 245

Tensoren vom Typ (7, s), 246
Tensorprodukt, 238, 245
Tensorprodukt von Vektoren, 238, 245
Tensorproduktraum, 238, 245

totale Relation, 27

totalgeordnete Menge, 28
Totalordnung, 28
Transformationsmatrix des Basiswechsels, 192
transitive Relation, 27

transponierte Matrix, 140
transponierter Homomorphismus, 220
Transposition, 55
Transpositionsmatrix, 137

Tripel, 24

triviale Ideale, 300

triviale Linearkombination, 103

triviale Untergruppe, 60

trivialer Gruppenhomomorphismus, 66
trivialer Unterraum, 105

Trégheitssatz von Sylvester, 348

umgekehrt orientierte Basen, 272

Umkehrabbildung, 40

Umkehrfunktion, 40

Umbkehrrelation, 26

unabhéngige Variable eines linearen Gleichungs-
systems, 153

Und-Verkntipfung, 8

unendlich-dimensionaler Vektorraum, 116

unendliche Menge, 42

ungerade Permutation, 57

unitare Algebra, 290

unitédrer Ring, 76

universelle bilineare Abbildung, 238

universelle multilineare Abbildung, 245

universelle Relation, 26

unlésbar, 149

Unteralgebra, 291

Unteralgebra mit Eins, 292

Unterdeterminante einer Matrix, 264

untere Dreiecksmatrix, 143

untere Schranke, 29

Untergruppe, 59

Unterkorper, 86

Unterraum, 104

Unterring, 81

Unterring mit Eins, 81

Untervektorraum, 104

Urbild, 36
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Urbildmenge, 36

Vektor, 99

Vektor der rechten Seite, 149

Vektor-Matrix-Multiplikation, 133

Vektorisierung einer Matrix, 160

Vektorraum, 99

Vektorraum der beschrankten Folgen in R, 105

Vektorraum der Folgen mit endlichem Trager
in R, 105

Vektorraum der konvergenten Folgen in R, 105

Vektorraum der Nullfolgen in R, 105

Vektorraum der Spaltenvektoren, 101

Vektorraum der Zeilenvektoren, 100

Vektorraumautomorphismus, 159

Vektorraumendomorphismus, 159

Vektorraumhomomorphismus, 159

Vektorraumisomorphismus, 159

verallgemeinerter Eigenraum einer Matrix, 324

verallgemeinerter Eigenraum eines Endomor-
phismus, 325

verallgemeinerter Eigenvektor einer Matrix, 324

verallgemeinerter Eigenvektor eines Endomor-
phismus, 325

Vereinigung von Mengen, 22

Vereinigungmenge, 22

vergleichbare Elemente einer Halbordnung, 28

Verkettung von Funktionen, 38

Verkettung von Relationen, 26

Verkniipfung, 47

Verkniipfung von Funktionen, 38

Verkniipfung von Relationen, 26

Verkniipfungstafel, 47

Verneinung, 8

Verniipfungstabelle, 47

Vielfachheit der Nullstelle eines Polynoms, 95

von Matrix induzierte Bilinearform, 333

von Matrix induzierte lineare Abbildung, 161

Wahrheitstafel, 8
Wahrheitswert, 7
Wahrheitswerttabelle, 8
Wenn-Dann-Verkniipfung, 9
Widerspruchsbeweis, 16
wohldefinierte Aussageform, 33
Wurzel eines Polynoms, 94

Zahlbereiche, 20
Zeile, 128
Zeilenindex in einer Matrix, 128

Zeilenrang einer Matrix, 133
Zeilenraum, 133

Zeilenstufenform einer Matrix, 138
ZF-Mengenlehre, 21

Zielmenge einer Funktion, 34
zyklische Gruppe, 61

zyklische Shift-Abbildung, 182
zyklische Untergruppe, 61

Ahnlichkeitstransformation von Matrizen, 200

Aquivalenz, 9

Aquivalenzklasse, 31

Aquivalenzrelation, 30

Aquivalenztransformation von Matrizen, 197

Uberdeckung einer Menge, 32

Ubergangsmatrix, 192

ahnliche Matrizen, 200

dquivalente Elemente einer Aquivalenzrelation,
30

aquivalente Matrizen, 196

auflere Verkniipfung, 99

iiberabzdhlbare Menge, 42
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