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Kapitel 1 Mathematische Grundlagen

Die Algebra (von arabisch .11, al-gabr, ,das Zusammenfiigen gebrochener Teile®, englisch: algebra)
hat ihren Ursprung in der Beschreibung von Losungsverfahren linearer und quadratischer Gleichungen.
Heute versteht den Begriff Algebra deutlich weiter, es geht jedoch immer um Strukturen, Abbildungen
zwischen Strukturen und die in ihnen geltenden ,Rechen“regeln. Speziell die lineare Algebra (englisch:
linear algebra) befasst sich mit ,linearen Strukturen®, das sind vor allem Vektorraume, Abbildungen
zwischen Vektorraumen und lineare Gleichungssysteme.

Wie andere Wissenschaften auch hat die Mathematik eine eigene Sprache, die man erlernen muss,
um die Gegenstéinde dieser Wissenschaft zu verstehen und sich sachgerecht ausdriicken und argu-
mentieren zu kénnen. Das Herz der Mathematik bilden Beweise. Jede Aussage, jeder Lehrsatz muss
bewiesen werden, d. h., durch logische Verkniipfungen aus den verwendeten Grundaxiomen und
bereits bewiesenen Aussagen hergeleitet werden.

Eine streng formale, axiomatische Einfithrung der Logik und logischer Schlussweisen ist im Rahmen
dieser Lehrveranstaltung leider nicht moglich. Diese kann spéter bei Interesse in weiterfithrenden
Veranstaltungen zur Logik nachgeholt werden. Wir beschrianken uns hier auf eine ,naive“ (nicht-
axiomatische) Einfithrung in die Logik.

§ 1 AUSSAGENLOGIK
Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.1, Magnus u. a., 2023, Kapitel 1-14

Definition 1.1 (Aussage, Wahrheitswert).

Eine Aussage (englisch: statement) ist ein Satz (einer Sprache), dem eindeutig entweder der Wahr-
heitswert wahr (kurz: W oder T, englisch: true, T) oder der Wahrheitswert falsch (kurz: F oder L,
englisch: false, F) zugeordnet werden kann. A

Der Satz kann dabei der gewohnlichen Sprache oder der mathematischen Sprache entstammen. Wir
bezeichnen Aussagen in der Regel mit Grof3buchstaben wie A, B usw.

Beispiel 1.2 (Aussagen und Nicht-Aussagen).

(i) A:9ist durch 3 teilbar.
Dieses ist eine wahre Aussage.

(if) B: Am 17.10.2023 ist London die Hauptstadt von Frankreich.
Dieses ist eine falsche Aussage.

(iii) C: Munchen ist 781 km von Hamburg entfernt.
Dieses ist keine Aussage, da der Satz zuviel Interpretationsspielraum lasst. Was ist mit ,Miinchen®
und ,Hamburg® gemeint? Mit welcher Toleranz ist die Entfernungsangabe zu verstehen?

https://tinyurl.com/scoop-la
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(iv) D: Das Team des VL Wolfsburg ist in der Saison 2023/24 deutscher Meister in der Frauen-
Fufiball-Bundesliga.
Dieses ist eine Aussage, deren Wahrheitswert wir im Moment aber nicht kennen.

(v) E:Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
Dieses ist ebenfalls eine Aussage, deren Wahrheitswert wir zur Zeit nicht kennen.' A

Ein grundlegendes Prinzip in der Mathematik ist es, aus bekannten Objekten durch Verkniipfung neue
Objekte zu schaffen. In der Logik heiflen diese Verkniipfungen Junktoren (englisch: logical operators,
junction, lateinisch: iungere: verbinden, verkniipfen). Ein Junktor erschafft also aus einer oder aus
mehreren Aussagen eine neue Aussage. Der Wahrheitswert der neuen Aussage ergibt sich aus den
Wahrheitswerten der miteinander verkniipften Aussagen. Wir definieren einen Junktor iiber seine
Wahrheitswerttabelle (auch: Wahrheitstafel, englisch: truth table).

Definition 1.3 (Junktoren).

Im Folgenden seien A und B Aussagen. Wir definieren folgende wichtige ein- und zweistellige Junkto-
ren.

(i) Negation (Verneinung, englisch: negation) -

Die Operation —A (sprich: ,nicht A“) heifit Negation. —A ist wahr,
wenn A falsch ist, und falsch, wenn A wahr ist.

L ID <N N
€=

(i) Konjunktion® (Und-Verkniipfung, englisch: conjunction) A

Die Aussage A A B (sprich: ,A und B®) ist dann wahr, wenn A und
B beide wahr sind, ansonsten falsch.

mmEE >
mEmE|w
mH s>

!siehe Primzahlzwillingsvermutung
2lateinisch: coniungere: verbinden
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(iii) Disjunktion3 (Oder-Verkniipfung, englisch: disjunction) Vv

Die Aussage A V B (sprich: ,A oder BY) ist wahr, wenn mindestens
eine der Aussagen A und B wabhr ist, ansonsten falsch. Das ,,Oder”
ist also in einem nicht-ausschlieffenden Sinne gemeint.

mEmE|w
mEEE <

A

W

w
F

F

(iv) Implikation* (Konditional®>, Wenn-Dann-Verkniipfung, englisch: implication) —

Die Aussage A — B ist iiber die nebenstehende Wahrheitswerttabel-

le definiert. Man benennt die Aussage auch als ,,A ist hinreichend A B ‘ A — B
fur B (englisch: ,A is sufficient for BY), ,B ist notwendig fir A* W W W
(englisch: B is necessary for A), ,A impliziert B“ (englisch: ,A W F F
implies B) oder ,Wenn A, dann B (englisch: ,If A, then B®). In F W W
einer Implikation A — B nennt man A auch das Antezedens (eng- F F W

lisch: antecedent, lateinisch: antecedens: das Vorausgehende) und
B das Konsequens (englisch: consequent, lateinisch: consequentis:

folgerichtig).

Die Implikation behauptet keinerlei kausalen oder sonstigen inhaltlichen Zusammenhang zwi-
schen den Aussagen A und B. Man spricht auch von materialer Implikation (englisch: material
implication). Die haufig anzutreffende Sprechweise ,Wenn A, dann B“ ist daher problematisch,
weil wir diese intuitiv als Kausalitét oder zeitliche Néhe interpretieren.

(v) Aquivalenz® (Bikonditional, Genau-Dann-Wenn-Verkn., englisch: equivalence) «

Die Aussage A < B ist wahr, wenn entweder A und B beide wahr

oder beide falsch sind, ansonsten falsch. Man benennt die Aussage A B ‘ A— B
auch als ,A ist notwendig und hinreichend fiir B (englisch: ,A W W W
is necessary and sufficient for B), ,A ist dquivalent zu B“ (englisch: W F F
LA is equivalent to B“), ,A genau dann, wenn B“ oder ,,A dann und F W F
nur dann, wenn B“ (englisch: ,A if and only if BY, ,A iff B). F T W

Auch hier gilt, dass die Aquivalenz nichts tiber einen eventuellen kausalen oder sonstigen
inhaltlichen Zusammenhang zwischen den Aussagen A und B aussagt. Man spricht auch von
materialer Aquivalenz (englisch: material equivalence). A

Quizfrage 1.1: Wieviele verschiedene einstellige Junktoren gibt es? Wieviele zweistellige?
Quizfrage 1.2: Konnen Sie alle zweistelligen Junktoren aus den oben genannten, also aus — sowie A,

V, — und <, zusammensetzen? Reicht evtl. sogar eine Teilmenge davon aus?

Beispiel 1.4 (Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache?).
Die Symbolisierung von Satzen der Umgangssprache in logische Aussagen ist nicht immer ganz einfach.
Es folgen einige Beispiele jeweils mit einer oder mehreren gleichwertigen Symbolisierungen.

3lateinisch: disiungere: trennen, unterscheiden

4lateinisch: implicare: verwickeln

Slateinisch: conditio: Bedingung

®lateinisch: aequivalens: gleichwertig

7angelehnt an Beispiele aus Magnus u. a., 2023, Kapitel 5, genutzt unter der Lizenz CC-BY 4.0
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(i) Zum Burger servieren wir Pommes oder Salat.
Das ,oder” ist hier im ausschlieSenden Sinne gemeint.

P: Zum Burger servieren wir Pommes.
S: Zum Burger servieren wir Salat.

e (PVS)A(=(PAS))
* (PA(=8)) V(SA(=P))

(i) Obwohl Barbara energisch ist, ist sie nicht sportlich.

E: Barbara ist energisch.
S: Barbara ist sportlich.

o« EA(=S)
(iii) Du wirst keine Suppe bekommen, aber dafiir den Salat.

S1: Du wirst Suppe bekommen.
Sy: Du wirst Salat bekommen.

e (°S)AS
(iv) Du wirst Dich erkalten, es sei denn, Du tragst eine Jacke.

J: Du tréagst eine Jacke.
E: Du wirst Dich erkélten.

« JVE

An den Beispielen sieht man, dass unter der formalen Symbolisierung Nuancen der Sprache zugunsten

der Prézision verloren gehen. A

Lemma 1.5 (Umschreibung von — und <).

Es seien A und B Aussagen.
(i) Die Aussagen

« A—> B
« (WA) VB
+ (=B) — (—4)

haben dieselben Wahrheitstafeln.
(ii) Die Aussagen

« Ao B
e« (A—>B)A(B— A)

haben dieselben Wahrheitstafeln.

Beweis. Wir stellen die Wahrheitstafeln fiir die drei Aussagen in Aussage (i) auf:
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A B|A—>B|(mA)VB| =B =A (=B)— (-A)
W W W w F F w
W F F F W F F
F W W w F W w
F F W w W W w
Der Beweis der Aussage (ii) ist Teil von Hausaufgabe I-1.3. O

Da die Verkniipfung von Aussagen stets wieder auf Aussagen fiihrt, konnen wir durch wiederholte
Verkniipfung komplexe Aussagen aufbauen, wie etwa (A — D) — ((BV C) — (D A ()). Zur
Vereinfachung der Notation vereinbaren wir folgende Bindungsregeln:

- bindet starker als A bindet stirker als Vv bindet starker als — bindet stiarker als < .  (1.1)
Diese Regeln erlauben uns, auf Klammern zu verzichten. Beispielsweise ist

(=A) A B dasselbe wie —-AAB
und (=(AAB)) — (BV -B) dasselbe wie —(AAB)— BV -B.

Es gilt jedoch, dass Klammern zur Verdeutlichung nicht schaden kénnen. Statt (-) kénnen auch |[-]
oder {-} verwendet werden.

Wir berechnen jetzt die Wahrheitstafeln einiger zusammengesetzter Aussagen.

Beispiel 1.6 (Wahrheitstafeln zusammengesetzter Aussagen).

(i) ~(~AA=B)

A B|-A -B -AA-B|—(-AA-B)
W W| F F F W
W F| F W F W
F W|W F F W
F F| W W W F

Diese Wahrheitstafel ist offenbar dieselbe wie die von A V B.

(ii) AVB—> BAC

A B C|AvVvB BAC|AVB—-BAC
W W W w w w
W W F W F F
W F W W F F
W F F W F F
F W W W W w
F W F W F F
F F W F F w
F F F F F w

(iii) ="(AAB) & —-AV —B

https://tinyurl.com/scoop-la 1
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| =(AAB) -AV-B | =(AAB) & -AV-B

A B
W W
W F
F W
F F

€€
£

F
w
w
w

Die letzte Aussage —=(A A B) <> —=A V =B hat also immer den Wahrheitswert W, unabhéngig von
den Wahrheitswerten der Aussagen A und B. Eine solche Aussage nennt man Tautologie® (englisch:
tautology) oder logisches Gesetz. Tautologien spielen eine entscheidende Rollen in mathematischen
Beweisen, siehe § 3.

Definition 1.7 (logische Implikation, logische Aquivalenz).
Es seien A und B Aussagen.
(i) Die Aussage B heifit eine logische Implikation (englisch: logical implication) der Aussage A,
wenn A — B eine Tautologie ist. A heif}t dann Priamisse (englisch: premise), und B heif3t

Konklusion (englisch: conclusion). Wir schreiben: A = B und sagen: ,A impliziert B oder ,B
folgt aus A"

(ii) Die Aussagen A und B heiflen logisch dquivalent (zueinander) (englisch: logically equivalent),
wenn A < B eine Tautologie ist. Wir schreiben: A & B und sagen: ,A ist 4quivalent zu B“ oder
»A und B sind (zueinander) 4quivalent®. A

Beachte: Die logische Implikation und die logische Aquivalenz sind Aussagen iiber Aussagen. Sie sind
von den Junktoren ,Implikation“ (Konditional) und ,Aquivalenz® (Bikonditional) zu unterscheiden!

Wir vereinbaren, dass = und < noch schwicher binden als die Junktoren in (1.1).

Beispiel 1.8 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

(i) Die Aussage (A — B) A A impliziert die Aussage B, kurz: (A — B) AA = B, denn (A —
B) A A — B ist eine Tautologie:

A B|A—>B (A-BAA|(A—>BAA—>B
W wW| w w w
W F F F A
F W| W F w
F F W F w

(ii) Die Aussagen —(A A B) und —A V =B sind logisch dquivalent, kurz: =(A A B) & —AV =B, denn
—(A A B) & —A V —B ist eine Tautologie, wie in Beispiel 1.6 gerade schon gezeigt wurde. A

8altgriechisch: ravro: dasselbe
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Satz 1.9 (logische Implikationen und Aquivalenzen).

Es seien A, B und C Aussagen. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.

-(-m4A) & A doppelte Verneinung’® (1.2)

A = T »Aus Beliebigem folgt Wahres."'° (1.3a)

1 A ~Aus Falschem folgt Beliebiges. " (1.3b)

ANA A Idempotenz' (1.4a)

AV A A Idempotenz (1.4b)
AANT A Neutralitat™ (1.5a)
AVl © A Neutralitat (1.5b)

AN L 1 Absorption' (1.6a)

AV T T Absorption (1.6b)
AN-A o 1L Komplementaritiat® (1.7a)
AV-A & T Komplementaritit'® (1.7b)
AAB & BAA Kommutativitiat von A" (1.8a)
AVB & BVA Kommutativitit von Vv (1.8b)
(AVB)VC & AV (BVCO) Assoziativitit von V'8 (1.92)
(AANAB)AC & AA(BACQ) Assoziativitat von A (1.9b)
-(AAB) & -AV-B De Morgansches Gesetz" (1.10a)
-(AVB) & —-AA-B De Morgansches Gesetz (1.10b)
AANBVC) o (AAB)V(AAQ) Distributivitiat®® (1.112)
AV(BAC) o (AVB)A(AVCO) Distributivitit (1.11b)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Aufstellen der Wahrheitstafeln und wird hier nicht ausgefithrt. O

Ende der Vorlesung 1

9lateinisch: duplex negatio affirmat
®lateinisch: verum ex quolibet
Mateinisch: ex falso quodlibet
Zenglisch: idempotence
Benglisch: neutrality
Menglisch: absorption
Senglisch: complementarity
16Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten, lateinisch: tertium non datur
englisch: commutativity, lateinisch: commutare: tauschen, vertauschen
Benglisch: associativity, lateinisch: associare: verbinden, beigesellen
Yenglisch: De Morgan’s law
2%englisch: distributivity, lateinisch: distribuere: verteilen, aufteilen
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§ 2 PRADIKATENLOGIK

Literatur: Magnus u. a., 2023, Kapitel 22-39

Die Aussagenlogik reicht fiir die Bediirfnisse der Mathematik nicht aus. Beispielsweise lasst sich die
Aussage ,Wenn n eine gerade ganze Zahl ist, dann ist auch n? eine gerade ganze Zahl" innerhalb der
Aussagenlogik nicht wie erforderlich symbolisieren. Die Schwierigkeit ist, dass wir in der Aussagenlogik
keine Aussagen mit Variablen zur Verfiigung haben. Wir benétigen dazu die Priadikatenlogik®',
eine Erweiterung der Aussagenlogik. In der Pradikatenlogik ist es moglich, eine Aussage von dem
Gegenstand, iiber den sie gemacht wird, zu trennen. Neben den schon bekannten Junktoren verwendet
die Pradikatenlogik

« Aussageformen (englisch: statement) oder Pradikate (englisch: predicate), das sind sprachliche
Gebilde mit Variablen (Leerstellen), die nach Einsetzen der Variablen in Aussagen iibergehen.

Beispiele:

A(x) : x wohnt in Aachen.
Z(x) : x ist eine gerade ganze Zahl.

G(x, y) : x ist mindestens so grofl wie y.

Die Anzahl der Variablen einer Aussageform heifit deren Stelligkeit (englisch: arity).

« Quantoren (englisch: quantifier), und zwar

V fiir alle (Allquantor, englisch: universal quantifier),
3 es existiert (mindestens) ein (Existenzquantor, englisch: existential quantifier),

3! es existiert genau ein (Eindeutigkeitsquantor, englisch: uniqueness quantifier).

Zu jedem Quantor geben wir den Grundbereich (auch: Individuenbereich, Diskursuniversum,
Domine, englisch: universe of discourse, domain of discourse) an. In der Regel nimmt man an, dass
der Grundbereich nicht leer ist, um gewisse Komplikationen auszuschliefen. Der Grundbereich ist
wichtig und beeinflusst den Wahrheitswert einer quantorisierten Aussage:

Vx e N (x

0) ,Alle natiirlichen Zahlen sind nichtnegativ.* (wahre Aussage)
VxeR (x>0

>
> 0) ,Alle reellen Zahlen sind nichtnegativ:* (falsche Aussage)

Beispiel 2.1 (Symbolisierung von Séitzen der Umgangssprache mit Quantoren).
Wir betrachten die Aussageformen

E(x) : x hat 100 000 oder mehr Einwohner
S(x) : x ist eine Stadt

mit dem Grundbereich O := ,Menge aller Orte in Deutschland®. Dann kénnen wir die folgenden
Aussagen wie angegeben symbolisieren:

Es gibt mindestens eine Stadt in Deutschland, die 100 000 oder mehr Einwohner hat.
dx € O (E(x) A S(x))

*'genauer: Pradikatenlogik erster Stufe, englisch: first order logic

14 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-04-16
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Es gibt genau einen Ort in Deutschland, der 100 000 oder mehr Einwohner hat, aber keine Stadt ist.
Alx € O (E(x) A =S(x))

Alle Stadte in Deutschland haben 100 000 oder mehr Einwohner.
Vx € O (S(x) — E(x))

Keine Stadt in Deutschland hat 100 000 oder mehr Einwohner.
—3dx € O (E(x) A S(x)) A

Man sagt, dass die Variable einer Aussageform durch ihren Quantor gebunden (englisch: bound
variable) wird. Auf den Namen der Variablen kommt es dabei {ibrigens nicht an, es sind also Ix (E(x) A
S(x)) und Iy (E(y) A S(y)) aquivalente Aussagen.

Besonders mehrstellige Aussageformen spielen in vielen mathematischen Aussagen eine grofie Rol-
le. Die Reihenfolge verschiedener Quantoren ist dabei wichtig! Unterscheide zum Beispiel (siehe
Lehrveranstaltung Analysis)

Die Funktion f: (a,b) — R ist stetig:
Vx € (a,b) Ve > 035> 0Vy € (a,b) (x—y| <8 = [f(x) = fF()]| <¢).

vierstellige Aussageform

Die Funktion f: (a,b) — R ist gleichméafig stetig:
Ve> 035> 0Vx € (ab)Vy e (ab)(lx—yl <d—[f(x)—f(y)]<e).

Fir Aussagen mit Quantoren gelten folgende Regeln (ohne Beweis).
Satz 2.2 (logische Implikationen und Aquivalenzen von Aussagen mit Quantoren).

Es seien A, B einstellige Aussageformen mit gemeinsamem Grundbereich und C eine zweistellige
Aussageform. Es gelten die folgenden Implikationen und Aquivalenzen.*

-(Vx A(x)) © Jx (-A(x)) Negation des Allquantors (2.13)
-(dx A(x)) © Vx (-A(x)) Negation des Existenzquantors (2.1b)
VxVyC(x,y) & VyVxC(x,y) Kommutativitit gleicher Quantoren
(2.2a)
Ax Ay C(x,y) o Ty 3IxC(x,y) Kommutativitit gleicher Quantoren
(2.3a)
Vx (A(x) AB(x)) < Vx A(x) AVx B(x) Distributivitit (2.4a)
dx (A(x) VB(x)) & dx A(x)V 3dx B(x) Distributivitit (2.4b)
(Vx A(x)) V (Vx B(x)) = Vx (A(x)V B(x)) (2.5a)
dx (A(x) AB(x)) = (3x A(x)) A (3x B(x)) (2.5b)
Vx (A(x) = B(x)) = (VxA(x)) — (Vx B(x)) (2.6a)

22 Aus Griinden der Lesbarkeit lassen wir die Angabe des Grundbereichs bei den Quantoren hier weg.
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dx (A(x) - B(x)) & (¥x A(x)) —» (3x B(x)) (2.6b)

Aufhttps://de.wikipedia.org/wiki/Pradikatenlogik#Quantoren finden sich schéne Veranschaulichungen
wahrer Aussagen mit zweistelligen Aussageformen und verschiedenen Quantoren.

§ 3 BEWEISMUSTER

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.1, Magnus u. a., 2023, Kapitel 15-21

In einem Beweis versuchen wir in der Regel, fiir gegebene Aussagen A, B die Implikation A = B
nachzuweisen. Das heif3t, wir miissen nachweisen, dass A — B eine Tautologie ist. Meistens besteht die
Pramisse A selbst aus einer Konjunktion (Und-Verkniipfung) mehrerer einzelner Pramissen. Nicht alle
Pramissen werden in der Formulierung eines mathematischen Satzes explizit genannt. Beispielsweise
wird man die als wahr geltenden Grundannahmen (Axiome) iiber die reellen Zahlen nicht jedes Mal
explizit erwihnen.

Ein Beweis wird oft in viele kleine Schritte zerlegt. Das Aufstellen einer Wahrheitswerttabelle ist nicht
zielfiihrend. Vielmehr werden wir Schlussregeln anwenden, die auf Tautologien beruhen. Solche Tau-
tologien haben wir in Satz 1.9 und Satz 2.2 bereits aufgefithrt. Dazu kommen die weiteren Tautologien

(A>BAA = B modus ponendo ponens, (3.12)
(A->B)A-B = -A modus tollendo tollens, (3.1b)
(A—>-B)AA = -B modus ponendo tollens?, (3.1¢)
(rA—>B)A-A = B modus tollendo ponens®, (3.1d)
(A-B)AB—>C) = (A—-0 Kettenschluss (englisch: chain inference). (3.2)

Quizfrage 3.1: Konnen Sie einfache Beispiele in Alltagssprache fiir die Argumentation gemif3 der vier
Argumentationsmuster in (3.1a)—(3.1d) angeben?

Folgende Beweismuster fiir Implikationen A = B werden haufig verwendet:

(1) Beim direkten Beweis (englisch: direct proof) wird A = B, typischerweise unter Verwendung
von Axiomen und bereits bewiesenen Satzen, direkt mit Hilfe von Schlussregeln hergeleitet.

(2) Beim indirekten Beweis oder Beweis durch Kontraposition (englisch: indirect proof, proof
by contrapositive) nutzen wir die Aquivalenz (A — B) & (=B — —A) aus. Wir fithren also
einen direkten Beweis fiir =B = —A.

(3) Beim Widerspruchsbeweis (englisch: proof by contradiction, lateinisch: reductio ad adsurdum:
Zuriickfithrung auf das Sinnlose) nutzen wir die Aquivalenz (A — B) & (A A =B) — L aus.
Dazu nehmen wir die Aussage A als wahr und die Aussage B als falsch an und zeigen, dass dann
1 folgt.

23Der modus ponendo tollens wird héufig als -(A A B) AA = —B geschrieben.
24Der modus tollendo ponens wird haufig als (A V B) A ~A = B geschrieben.
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(4) Beim Beweis durch Fallunterscheidung (englisch: proof by distinction of cases) nutzen wir

die Aquivalenz (AAC — B) A (AA-C — B) & A — B. Dabei ist C irgendeine weitere
Aussage. Wir nehmen also zunichst die Aussagen A und C als wahr an und zeigen, dass dann
auch die Aussage B wahr ist. Anschlieflend nehmen wir die Aussage A weiterhin als wahr aber
die Aussage C als falsch an und zeigen, dass dann wiederum die Aussage B wahr ist.

Beispiel 3.1 (verschiedene Beweismuster).

(1) direkter Beweis

()

(3)

Behauptung: Fir natiirliche Zahlen m, n gelte m? < n?, dann gilt auch m < n.

Wir symbolisieren die zugehorigen Aussagen iiber zweistellige Aussageformen:

A(m,n) : m? < n?

B(m,n) :m<n

und verwenden als Grundbereich fiir beide Variablen in beiden Aussageformen die Menge
N :={1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen. Wir wollen zeigen:

Vm € NVn e N (A(m,n) = B(m,n)).

Es seien dazu m,n € N.

m? < n? nach Definition von A
= 0<n’-m’ nach Subtraktion von m?
= 0<(n-m)(n+m) nach Rechenregeln in N
= 0<n-m da n+ m > 0 und nach Regeln von < in N
= m<n nach Rechenregeln in N.

Ab sofort werden wir solche Beweise als FliefStext schreiben, etwa wie folgt: ,Es seien m,n € N
und m? < n?. Dann gilt auch 0 < n* — m? = (n — m)(n +m). Die Division durch die positive Zahl
n+ m ergibt 0 < n — m, also auch m < n, was zu zeigen war.”

Die konkrete Benennung der verwendeten Aussageformen A und B war fiir den Beweis auch
nicht wesentlich, sodass wir im Folgenden darauf verzichten konnen.

Beweis durch Kontraposition

Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn 4" — 1 eine Primzahl ist, dann ist notwendig
n ungerade.

Kontraposition der Behauptung: Fiir natiirliche Zahlen n € N gilt: Wenn n gerade ist, dann ist
4" — 1 keine Primzahl.

Beweis: Es sei n € N gerade, also gilt n = 2k fiir eine Zahl k € N. Damit ist 4" — 1 = 42 —1 =
(4% — 1)(4* +1). Beide Faktoren sind > 1, d. h., 4" — 1 ist keine Primzahl.

Widerspruchsbeweis®
Behauptung: Fiir alle reellen Zahlen x € R gilt sinx + cos x # %

Beweis: Wir nehmen an, es gébe eine Zahl x;, € R mit der Eigenschaft sinx + cosx = % Durch
Quadrieren folgt dann (sin x()? + (cos x¢)? +2 (sin x¢)(cos xq) = %. Wegen (sin x)? + (cos x)% = 1

#Dieses Beispiel ist Thiele, 1979 entnommen.
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(4)

und 2 (sinx)(cos x) = sin(2 x) fur alle x € R (insbesondere auch fiir x,) folgt also sin(2 xy) =
% > 1. Jedoch nimmt die sin-Funktion nur Werte zwischen —1 und 1 an.

Weitere klassische Aussagen, die typischerweise mit Widerspruchsbeweisen gezeigt werden,
sind ,Es gibt unendlich viele Primzahlen“ und V2 ist keine rationale Zahl".

Beweis durch Fallunterscheidung

Behauptung: Fiir jede ganze Zahln € Z = {0,1,-1,2, -2, ...} gilt: n* + n ist gerade.
Beweis: Es sei n € Z. Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: n ist ungerade.

In diesem Fall gilt also n = 2k + 1 fiir ein k € Z. Dann ist
n+n=0Q2k+1) +2k+1=4k*+4k+1+2k+1=4k>+6k+2,

also eine gerade Zahl.
Fall 2: nist gerade.

In diesem Fall gilt also n = 2 k fir ein k € Z. Dann ist
n“+n=2k?*+2k=4k*+2k,

also wiederum eine gerade Zahl. A

Das Ende eines Beweises wird oft mit der Abkiirzung q.e.d. (lateinisch: quod erat demonstrandum:
was zu zeigen war, englisch: what was to be proved) oder mit dem Symbol 0O markiert.

Andere Sitze sind nicht als Implikation formuliert, sondern in Form mehrerer 4quivalenter Aussagen
Ao A, & - © A, In diesem Fall verwenden wir haufig einen

(5)

Beweis durch Ringschluss (englisch: closed chain inference). Bei diesem zeigen wir nach-
einander die Implikationen A; = A,, A, = Az usw. bis A,_; = A, und A, = A;, was dann
wiederum die gewiinschten Aquivalenzen zur Folge hat. Das erfordert n Beweisschritte. Wir
konnen sogar allgemeiner solange verschiedene Implikationen A; = A; zeigen, bis wir mittels
Kettenschluss von jeder der beteiligten Aussagen zu jeder anderen Aussage gelangen kénnen.
Die Anzahl der zu zeigenden Implikationen betragt aber mindestens n.

Quizfrage 3.2: Wieviele Implikationen wiren zu zeigen, wenn man die Aquivalenz der Aussagen
Ajund A fir i, j =1,...,nmit i # j paarweise zeigen wiirde?

Schliefllich betrachten wir noch den

(6)

Beweis durch vollstindige Induktion (englisch: proof by induction), der dann verwendet
werden kann, wenn wir die Wahrheit einer Aussageform A(n) fiir alle ganzen Zahlen n € Z
ab einem gewissen Startindex ng € Z zeigen wollen, also fiir n > ny. In diesem Fall zeigen wir
am Induktionsanfang (englisch: base case) die Wahrheit der Aussage A(ny). Oft wird der
Induktionsanfang bei ny = 0 oder ny = 1 gesetzt.

Im Induktionsschritt (englisch: induction step) wird A(n) = A(n + 1) gezeigt. Dabei heift
A(n) die Induktionsannahme (englisch: induction hypothesis). Bei Bedarf kann sogar auf
alle vorgehenden Aussagen A(ny), ..., A(n) zuriickgegriffen werden, also A(ng) A --- A A(n) =
A(n + ny) gezeigt werden.
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Ein schones Beispiel fiir einen fehlerhaft ausgefiihrten Induktionsbeweis ist das Pferde-Paradoxon,
bei dem ,bewiesen“ wird, dass alle Pferde dieselbe Farbe haben.

Beispiel 3.2 (vollstindige Induktion).
Behauptung: Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist gleich %n (n+1).

A(n) : znlj: %n(n+1).
j=1

Induktionsanfang bei ny = 1: A(1) lautet: 2}21 j= % -1-2, was eine wahre Aussage ist. Wir zeigen nun
im Induktionsschritt, dass A(n) auch A(n + 1) impliziert:

n+l n
Z j=n+1+ ) j wegen der Assoziativitiat der Addition
Jj=1 J=1
1
=n+1+ " (n+1) nach Induktionsannahme, dass A(n) wahr ist
1
=(n+1) [1 + En] wegen des Distributivgesetzes fiir Addition und Multiplikation
n+2
=(n+1 [ ]
(4]
1
= E(n +1) (n+2),
was A(n + 1) entspricht. A

Ende der Vorlesung 2

Ende der Woche 1

§ 4 MENGENLEHRE

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.2, Jinich, 2008, Kapitel 1.1

Georg Cantor, Begriinder der Mengenlehre, hat 1895 folgenden Versuch der Definition einer Menge
angegeben:

sunter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung X von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten x unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von X genannt werden) zu einem Ganzen.”

Diese urspriingliche Definition hat allerdings Schwichen, wie wir gleich noch sehen werden.

Wir bezeichnen Mengen oft mit Grof3buchstaben. Ist X eine Menge (englisch: set) und x ein Element
(englisch: element) von X, so notieren wir diese Beziehung als x € X (seltener auch X 5 x) und lesen
»Xx ist Element von X oder kurz ,x in X“ oder auch ,X enthilt x“. Das Symbol x ¢ X (oder X # x)
driickt aus, dass x kein Element von X ist.

Mengen sind vollstandig durch ihre Elemente bestimmt. Zwei Mengen X und Y sind also genau dann
gleich (englisch: equality of sets), wenn sie dieselben Elemente enthalten. In Symbolen:

X =Y ist definiert als die Wahrheit der Aussage Vx e X (x€Y) A VyeY (ye€X).
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Mengen koénnen beispielsweise durch Aufzahlung ihrer Elemente in geschweiften Klammern {}
angegeben werden, etwa

X = {2,3,5}.

Da Mengen nur aus ,wohlunterschiedenen® Elementen bestehen und es auf die Reihenfolge nicht
ankommt, kénnten wir dieselbe Menge auch als

X = {5,2,3,2}

beschreiben. Wichtige Mengen sind die Zahlbereiche (englisch: number systems)

N:=1{123...} Menge der natiirlichen Zahlen?,
Np :={0,1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null,
Z:=1{0,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen”’,
@ = {ﬂ ’ mezZ nez\ {0}} (vorliufige) Menge der rationalen Zahlen?®,
n
R Menge der reellen Zahlen®,
C:={a+bilabeR} Menge der komplexen Zahlen3°,

die hier nur informell definiert werden. Fiir die wirkliche Definition der rationalen Zahlen Q verweisen
wir auf das Ende von § 5. Elementare Eigenschaften der komplexen Zahlen C werden in Anhang A
besprochen.

Eine weitere Moglichkeit, Mengen anzugeben, besteht darin, Elemente anhand bestimmter Eigenschaf-
ten zu sammeln. Es sei dazu A eine Aussageform mit Grundbereich X, der eine Menge sein soll. Dann
koénnen wir

Y = {x e X|A(x)} (4.1)

betrachten, bestehend aus den Elementen von X, fiir die A(x) eine wahre Aussage ist. Diese Konstruk-
tion heiit Mengenkomprehension (englisch: set comprehension).

Hier erkennt man ein Problem der sehr freien Definition einer Menge nach Cantor. Sie lasst es zu, X
als die Menge aller Mengen zu definieren. Wahlen wir dann A(x) als die Aussageform ,enthalt sich
nicht selbst®, so definiert

R={xeX|x ¢x}

also die ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten®. Stellen wir jetzt die Frage, ob R sich
selbst enthalt, so erkennen wir das Problem:

« Falls R sich selbst enthélt (R € R), dann liegt das daran, dass R die Komprehensionsbedingung
R ¢ R erfiillt.

« Falls R sich nicht selbst enthilt (R ¢ R), dann erfiillt R die Komprehensionsbedingung R ¢ R
nicht, also gilt R € R.

26englisch: natural numbers

*Tenglisch: integer numbers, lateinisch: integer: ganz, unversehrt
Zenglisch: rational numbers, lateinisch: ratio: Verhltnis
29englisch: real numbers

3%englisch: complex numbers
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In Kurzform erhalten wir den Widerspruch R € R < R ¢ R. Dieser Widerspruch ist als Russell-
Paradoxon (englisch: Russell’s paradox) oder Russell-Antinomie der ,naiven® Cantorschen Mengen-
lehre bekannt geworden, entdeckt 1901 von Russell und unabhingig etwa zeitgleich von Zermelo.?

Die Auflésung in der modernen, axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel (ZF-Men-
genlehre) (englisch: ZF set theory) besteht darin, den Mengenbegriff geeignet einzuschranken, sodass
Konstruktionen wie die ,Menge aller Mengen® nicht mehr moglich sind. In dieser Lehrveranstaltung
konnen wir die zugeho6rigen Axiome3* nicht behandeln und verweisen auf spitere Spezialveranstal-
tungen. Wir weisen aber darauf hin, dass die Mengenkomprehension (4.1) in Form des sogenannten
Aussonderungsaxioms als Konstruktionsprinzip von Mengen weiterhin vorkommt. Wesentlich ist nur
eben, dass der Grundbereich X der Aussageform A eine Menge im Sinne der ZF-Axiome sein muss.?3

Intervalle lassen sich beispielsweise tiber Mengenkomprehension definieren:

Beispiel 4.1 (Mengenkomprehension).
Es seien g, b € R. Dann heift

[a,b] ={x €eR|a < x < b} abgeschlossenes Intervall®,
(a,b] ={xeR|a<x<b} links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall®,
[a,0) = {xeR|a<x<b} links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall3’,
(a,b) ={xeR|a<x < b} offenes Intervall®’,
[a,00) = {x e R|a < x} rechtsseitig unendliches abgeschlossenes Intervall®,
(a,00) = {x eR|a<x} rechtsseitig unendliches offenes Intervall®,
(=00,b] = {x e R|x < b} linksseitig unendliches abgeschlossenes Intervall*°,
(—o00,b) = {x eR|x < b} linksseitig unendliches offenes Intervall®,
(—00,00) ={xeR|T}=R beidseitig unendliches Intervall**.

Dabei ist {x € R|a < x < b} eine gebriauchliche Kurzschreibweise fiir {x € R|a < x A x < b}.
Die Intervalle der Form [aq, b], (a,b], [a,b) und (a, b) heilen endliche Intervalle (englisch: finite
intervals) oder beschrinkte Intervalle (englisch: bounded intervals) mit Endpunkten (englisch:
end points) a,b € R. Diese sind leer, wenn b < a bzw. b < a gilt. Die Bedeutung der Eigenschaften
offen (englisch: open) und abgeschlossen (englisch: closed) wird in der Lehrveranstaltung Analysis
behandelt.

Wir definieren fiir a, b € Z auch

[ab] =[ablnZ ganzzahliges Intervall (englisch: integer interval). A

3'Eine bekannte andere Formulierung des Russell-Paradoxons ist die folgende. In einem Dorf lebt ein (méannlicher) Barbier,
der alle Manner rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert der Dorfbarbier sich selbst?

32Bei Interesse konnen Sie sich aber unter https://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre#
Die_Axiome_von_ZF_und_ZFC einen Eindruck verschaffen.

33Ist der Grundbereich keine Menge, so landet man beim Begriff der Klasse (englisch: class), sieche etwa Deiser, 2022a,
Kapitel 3. Ein wichtiges Beispiel ist die Klasse aller Mengen (englisch: class of all sets).

34englisch: closed interval

35englisch: left-open, right-closed interval

36englisch: left-closed, right-open interval

37englisch: open interval. Bei der Notation (a, b) fiir offene Intervalle besteht eine Verwechslungsgefahr mit den Elementen
(a,b) des kartesischen Produkts von zwei Mengen, siehe Definition 4.8.

38englisch: unbounded above, closed interval

39englisch: unbounded above, open interval

4%englisch: unbounded below, closed interval

4lenglisch: unbounded below, open interval

42englisch: unbounded above and below interval
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Definition 4.2 (Teilmenge, Obermenge).
Fir Mengen A und B definieren wir:

(i)

(if)

A ist eine Teilmenge (englisch: subset) von B, kurz: A C B, wenn jedes Element von A auch ein
Element von B ist, kurz: Ya € A (a € B). In diesem Fall sagen wir auch, B sei eine Obermenge
(englisch: superset) von A, und schreiben B 2 A.

A ist eine echte Teilmenge (englisch: proper subset) von B, kurz: A ¢ B, falls A € Bund A # B
gilt. In diesem Fall sagen wir auch, B sei eine echte Obermenge (englisch: proper superset) von
A, und schreiben B 2 A.

Die Teilmengenbeziehung C zwischen Mengen heift auch Inklusion (englisch: inclusion).43 A

Beispielsweise erzeugt die Mengenkomprehension (4.1) immer eine Teilmenge ¥ € X. Auflerdem
gelten die echten Inklusionen

NCNyoCZCcQcRcC.

Quizfrage 4.1: Wie kann man sich davon iiberzeugen, dass die Inklusionen echt sind?

In der axiomatischen Mengenlehre gibt es genau eine Menge, die keine Elemente enthilt, die leere
Menge (englisch: empty set) 0.

Definition 4.3 (Schnitt, disjunkte Mengen, Vereinigung, Differenz, symmetrische Differenz).

()

(ii)

Es sei U eine nichtleere Menge von Mengen. Dann heif3t die Menge

(U = {x|VeU (xev)} (4.2)

die Schnittmenge, der Durchschnitt oder Schnitt (englisch: intersection) von U. Sind die
Elemente von U iber eine nichtleere Indexmenge I indiziert, gilt also U = {U;|i € I}, so
schreiben wir auch

m U; = {x|Vi el (xe Ui)}. (4.3)
i€l

Besteht speziell U = {Uy, Uz} aus nur zwei Elementen, so schreiben wir auch
UNU, = {x|x€U1 A xEUz}. (4.4)

Gilt ﬂ U = 0 bzw. ﬂ U; = 0 bzw. Uy NU, = 0, so heiflen die Elemente von U bzw. die Mengen
iel

U; bzw. die Mengen U; und U, disjunkt (englisch: disjoint).

Es sei U eine (moglicherweise leere) Menge von Mengen. Dann heifit die Menge

U(Ll:= {x|3U€(LI(x€U)} (4.5)

die Vereinigungmenge oder die Vereinigung (englisch: union) von Y. Sind die Elemente von
U iiber eine Indexmenge I indiziert, gilt also U = {U; | i € I}, so schreiben wir auch

UU,- ={x|Jiel(xeU)}. (4.6)

iel
Besteht speziell U = {Uj, Uz} aus nur zwei Elementen, so schreiben wir auch

UuU, = {x|er1 \% erz}. (4.7)

43]ateinisch: includere: einschliefSen
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Definition 4.4 (Differenz, symmetrische Differenz, Komplement).
Fir Mengen X und Y definieren wir

(i) die Differenzmenge (englisch: set difference) von Y in X
X\Y={xeX|x¢VY}

kurz auch als ,X ohne Y* bezeichnet.

(ii) die symmetrische Differenz (englisch: symmetric difference) von X und Y

XAY = (X \ Y) U (Y \ X).

Ist weiter X irgendeine Menge und A C X eine Teilmenge, so definieren wir

(iii) das Komplement (englisch: complement) von A in X

A =X\A={xeX|x ¢ A}

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Da die Menge X im Symbol A€ nicht angegeben wird, muss sie dabei aus dem Zusammenhang

klar sein. A
Quizfrage 4.2: Was sind XAX und XA0?
Lemma 4.5 (Eigenschaften von Schnitt und Vereinigung).
Es seien X, Y und Z Mengen. Dann gilt:
XNY=YNnX Kommutativitiat von N (4.112)
XUY=YUX Kommutativitit von U (4.11b)
XnNnY)ynZ=Xn(YNn2Z) Assoziativitat von N (4.12a)
Xuyuz=XuU((Yuz Assoziativitiat von U (4.12b)
XNYuz)=(XnY)u(Xn2z Distributivitit (4.132)
XU(Ynz2)y=(Xuy)nXxuz Distributivitit (4.13b)
X\Y=X\(XnY) (4.14)
XNY=X & XcCY (4.152)
XUY=Y & XcCVY (4.15b)
Sind A und B Teilmengen einer Menge X, bzgl. der wir das Komplement nehmen, so gilt weiter:
(ANB)=A°UB° De Morgansches Gesetz (4.16a)
(AUB) =A°NB° De Morgansches Gesetz (4.16Db)
(A=A Komplementbildung ist involutorisch** (4.17)
ACB & BCA° (4.18)
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Beweis. Der Beweis kann durch Ausnutzungvon X =Y © Vx (x e X o x € Y)und X C Y &
Vx (x € X — x € Y) auf Satz 1.9 zuriickgefithrt werden. Die Details werden hier nicht ausgefithrt. O

Zur Vereinfachung der Notation vereinbaren wir auch hier wieder Bindungsregeln:
-“ bindet stirker als \ bindet stirker als N bindet stirker als U, (4.19)

wodurch wir beispielsweise das erste Distributivgesetz auch als XN (Y UZ) = X NY U X N Z schreiben
konnten.

Definition 4.6 (Potenzmenge).
Fiir jede Menge A heif3t
P(A) == {B|B C A} (4.20)

die Potenzmenge (englisch: power set) von A. A

In der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel gibt es das Potenzmengenaxiom, das
garantiert, dass jede Menge eine Potenzmenge besitzt.

Beispiel 4.7 (Potenzmenge).
(i) Fur A=0ist P(A) = {0}.

(ii) Fur A = {a} ist P(A) = {(2), {a}}.
(iii) Fur A ={a, b} ist P(A) = {(Z), {a}, {b}, {a, b}}. A

Definition 4.8 (kartesisches Produkt endlich vieler Mengen).

(i) Far Mengen A und B definieren wir das kartesische Produkt (englisch: Cartesian product)
oder Kreuzprodukt (englisch: cross product)

AXB:={(a,b)lace A AN b€ B}. (4.21)

Die Elemente des kartesischen Produkts heiflen geordnete Paare (englisch: ordered pairs) oder
einfach Paare (englisch: pairs) (a, b).

(ii) Analog kdnnen wir auch das kartesische Produkt von mehr als zwei Mengen definieren, etwa
A X B x C, dessen Elemente Tripel (englisch: triplets) (a, b, ¢) sind. Allgemeiner heiflen die
Elemente (ay, ay, . .., a,) des Produkts X}, A; von n > 2 Mengen n-Tupel (englisch: n-tuples).
Dabeigilt a; € A; furi=1,...,n.

(iii) Wir schreiben A*> = A x A und allgemeiner A" = X! A fiir das kartesische Produkt einer
Menge A mit sich selbst. A

Beispiel 4.9 (kartesisches Produkt).

(i) Ist A = {Kreuz, Pik, Herz, Karo} und B = {7, 8, 9, 10, Bube, Dame, Konig, As}, so entsprechen die
Elemente des kartesischen Produkts A X B gerade den 32 Karten eines Skatspiels, also (Kreuz, 7),
(Kreuz, 8) usw. bis (Karo, As).

44auch: selbst-invers, englisch: involutory, self-inverse
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(ii) Fur Intervalle A = [1,3] und B = [2, 3] konnen wir das mehrdimensionale Intervall (englisch:
multi-dimensional interval) A X B = {(x,x2) |1 € x1 € 3 A 2 < x2 € 3} € RXR wie folgt

illustrieren:
3
2
1 4
1 2 3 A

Ende der Vorlesung 3

§ 5 RELATIONEN

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.3

Relationen®> geben Beziehungen zwischen Objekten an wie beispielsweise 1 < 3 oder 5 € N oder
3| 756 (,3 teilt 756°).

Definition 5.1 (Relation).

Es seien X und Y Mengen. Ist R € X XY, so heift (R, X, Y) eine Relation (englisch: relation) zwischen
X und Y. Die Menge R heifit der Graph der Relation (englisch: graph of a relation). Im Fall Y = X
sprechen wir von einer homogenen Relation (englisch: homogeneous relation) auf X. A

Wenn X und Y klar sind, sagt man auch oft, R selbst sei die Relation. Statt (x, y) € R schreiben wir
auch x R y, um die Lesart ,x steht in Relation zu y* zu erleichtern.

Beispiel 5.2 (Relation).

(i) Ist X die Menge der Teilnehmenden an der Lehrveranstaltung Lineare Algebra I und Y =
{Mathematik, Physik, Informatik} eine Menge von Studienfichern, so ergibt die Beziehung ,Die
teilnehmende Person x studiert das Fach y. eine Relation zwischen X und Y.

(ii) Wir sagen, die Zahl x € Z teilt (englisch: divides) die Zahl y € Z, in Symbolen: x | y, wenn eine
Zahl n € Z existiert, sodass y = nx gilt. Insbesondere teilt jede ganze Zahl die Zahl 0, und die
Zahl 1 teilt jede ganze Zahl.

Die folgende Tabelle stellt die Teilbarkeitsrelation (englisch: divisibility relation) ,Die Zahl x
teilt die Zahl y auf der Menge X =Y = {0,1,2,...,10} = [0,10] dar:

45lateinisch: relatio: Verhéltnis, Beziehung
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x|y 011|234 |5|6|7]8]|9]10
0 .

2 . . . . . .
3 . . . .

4 . o .

5 . . .
6 . .

7 . .

8 . .

9 . .

10 . .

(iii) EsseiX =Y =RundR = {(x, y) € R? |x < y} die gewohnliche Kleiner-Gleich-Relation
auf R (englisch: usual less-or-equal relation).

(iv) Es sei X eine Menge, £ (X) die Potenzmenge und R = {(A, B) € P(X) X P(X) |A c B} die
Inklusionsrelation (englisch: inclusion relation).

(v) Auf einer beliebigen Menge X heifit die Menge

Ax = {(x,y)eXxX|x:y} (5.1)

die Diagonale (englisch: diagonal) in X X X. Die Relation idx = (Ax, X, X) heif3t die Gleich-
heitsrelation (englisch: equality relation) oder Identititsrelation (englisch: identity) auf der
Menge X.

(vi) Auf einer beliebigen Menge X heift die Relation Ux = (U, X, X) mit U = X X X die universelle
Relation (englisch: universal relation). A

Quizfrage 5.1: Konnen Sie weitere Beispiele fiir Relationen benennen?

Definition 5.3 (Komposition von Relationen).
Es seien X, Y und Z Mengen sowie (R, X,Y) und (S, Y, Z) zwei Relationen. Dann heif3t die Relation
(SoR,X,Z) mit

SoR = {(x,z) eXxZ|EIy€ Y mit (x, y) € Rund (y,2) ES} (5.2)

die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die Hintereinan-
derausfiithrung, die Verkniipfung oder die Verkettung von R und S. Um die Reihenfolge klar zu
benennen, sagt man auch ,,S nach R". A

Quizfrage 5.2: Durch die Komposition welcher Relationen kann man die Relation ,,Onkel sein von*
ausdriicken?

Definition 5.4 (Umkehrrelation).
Es seien X und Y Mengen und (R, X, Y) eine Relation. Dann heifit (R™!, Y, X) die Umkehrrelation
(englisch: reverse relation) oder inverse Relation (englisch: inverse relation) von R, wobei

R :={(ba) e YxX|(ab) eR} CYXX

definiert ist. A
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Quizfrage 5.3: Wie bezeichnet man die Umkehrrelationen von ,kleiner oder gleich sein als®, , Teilmenge
sein von“ bzw. ,Teiler sein von“?

Quizfrage 5.4: Wie konnte man die Umkehrrelationen der Teilbarkeitsrelation auf Z bezeichnen?

Wir definieren nun einige wichtige Eigenschaften, die Relationen auf einer Menge besitzen kénnen.

Definition 5.5 (Eigenschaften homogener Relationen).

Es sei X eine Menge und (R, X, X) eine Relation auf X.
(i) Rheiit reflexiv (englisch: reflexive), wenn gilt:

(x,x) € R firalle x € X.

(ii) R heifit symmetrisch (englisch: symmetric), wenn gilt:

(x,y) €R = (y,x) €R.

(iii) R heiflt antisymmetrisch (englisch: antisymmetric), wenn gilt:

(x,y) €Rund (y,x) eR = x=y.

(iv) R heif3t transitiv (englisch: transitive), wenn gilt:

(x,y) €eRund (y,z) R = (x,2) €R.

(v) R heif3t total (englisch: total), wenn gilt:

(x,y) € Roder (y,x) € R furallex,y € X. A

Quizfrage 5.5: Die Reflexivitit von R kann man auch als idx C R ausdriicken. Wie sieht das fiir die
anderen Eigenschaften aus?

Beispiel 5.6 (Eigenschaften homogener Relationen).

« Die Teilbarkeitsrelation | auf Z ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch, antisymmetrisch
oder total.

« Die Teilbarkeitsrelation | auf Ny ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht symme-
trisch oder total.

« Die Relation ,.x liebt y“ auf einer Menge von Personen hat in der Regel keine der fiinf genannten
Eigenschaften. A
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§ 5.1 ORDNUNGSRELATIONEN

Definition 5.7 (Ordnungsrelation).
Es sei X eine Menge.

(i) Eine Relation (R, X, X) auf X heifit eine Ordnungsrelation, Halbordnung oder partielle
Ordnung (englisch: partial ordering), wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Das
Paar (X, R) heifit dann eine halbgeordnete Menge (englisch: partially ordered set).

(ii) Ist die Relation R zusitzlich total, dann heif3t sie eine Totalordnung (englisch: total ordering).

Das Paar (X, R) heiflt dann eine totalgeordnete Menge (englisch: totally ordered set). A

Ordnungsrelationen werden oft mit Symbolen wie <, < oder C notiert. Unter Verwendung der Notation
< konnen wir fir eine Ordnungsrelation auf X also festhalten, dass fir alle x, y, z € X gilt:

x < X, (5.32)
x<yundy<x = x=y, (5-3b)
x<yundy<z = x<z (5.3¢)

Die Idee von Ordnungsrelationen ist es, Elemente einer Menge beziiglich einer bestimmten Eigenschaft
zu vergleichen. Bei einer Totalordnung ist dabei jedes Element mit jedem Element vergleichbar, bei
einer Halbordnung nicht unbedingt.

Beispiel 5.8 (Halbordnungen und Totalordnungen).
(i) Die Identitétsrelation idy ist eine Halbordnung auf jeder Menge X.

(ii) Die universelle Relation Uy ist keine Halbordnung auf jeder Menge X, die mindestens zwei
Elemente enthalt.

(iii) Die Kleiner-Gleich-Relation < ist eine Totalordnung auf jeder Teilmenge von R.

(iv) Die Inklusionsrelation C ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge #(X) jeder beliebigen
Menge X. Sie ist eine totale Ordnung dann und nur dann, wenn X entweder kein oder genau
ein Element enthalt.

(v) Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Halbordnung auf N. A

Lemma 5.9 (Halbordnungen < und ).
Es sei < eine Halbordnung auf einer Menge X. Dann ist auch die inverse Relation > eine Halbordnung
auf X. Ist < eine Totalordnung, dann auch »>.

Beweis. Dieser Beweis ist Teil von Hausaufgabe I-2.3. O

Definition 5.10 (Vergleichbarkeit, obere und untere Schranken, Supremum und Infimum, maximale
und minimale Elemente, Maximum und Minimum).

Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge.

(i) Zwei Elemente x, y € X heiflen vergleichbar (englisch: comparable), wenn x < y oder y < x
gilt.
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(ii) b € X heif3t eine obere Schranke (englisch: upper bound) von A C X, wenn gilt:

x < b firallex e A. (,Ganz A ist <)

(iii) b € X heiflt ein Supremum (englisch: supremum, lateinisch: supremum: das Groflte) oder
kleinste obere Schranke (englisch: least upper bound) von A C X, wenn gilt:

b ist eine obere Schranke von A, und fiir jede obere Schranke bvon A gilt: b < b.

(iv) b € X heifit ein maximales Element (englisch: maximal element) von A C X, wenn gilt:

beAundfirallex e Agil: b<x = x=0. (,Kein Element von A ist grofier.)

(v) b € X heifit ein Maximum (englisch: maximum) von A C X, wenn gilt:

b € A, und fur alle x € A gilt: x < b. (,Ganz A ist hochstens so grof3.)

(vi) a € X heif3t eine untere Schranke (englisch: lower bound) von A C X, wenn gilt:

a<x firallex € A. (,Ganz A ist =)

(vii) a € X heif3t ein Infimum (englisch: infimum, lateinisch: infimum: das Kleinste) oder grofite
untere Schranke (englisch: greatest lower bound) von A C X, wenn gilt:

a ist eine untere Schranke von A, und fiir jede untere Schranke a von A gilt: a < a.

(viii) a € X heif}t ein minimales Element (englisch: minimal element) von A C X, wenn gilt:

ac€A undfirallex e Agilt x <a = x=a. (,Kein Element von A ist kleiner.)

(ix) a € X heif3t ein Minimum (englisch: minimum) von A C X, wenn gilt:

a € A, und fur alle x € A gilt: a < x. (,Ganz A ist mindestens so grof3.)

Wenn A C X eine obere Schranke besitzt, so heifit A nach oben beschrankt (englisch: bounded
above), ansonsten nach oben unbeschrinkt (englisch: unbounded above). Wenn A C X eine untere
Schranke besitzt, so heifit A nach unten beschrinkt (englisch: bounded below), ansonsten nach
unten unbeschrinkt (englisch: unbounded below). A

Wir zeigen nun einige ausgewahlte Eigenschaften.

Lemma 5.11 (Eigenschaften und Beziehungen zwischen Supremum und Maximum, Infimum und
Minimum).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge und A C X.

(i) Existiert ein Supremum von A, so ist dieses eindeutig.
(ii) Existiert ein Maximum von A, so ist dieses eindeutig.

(iii) Ist b das Maximum von A, so ist b gleichzeitig das Supremum von A.
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(iv) Hat A ein Supremum b, so gilt: Gehort b zu A, so ist b das Maximum von A. Gehort b nicht zu A,
so besitzt A kein Maximum.

Analoge Aussagen gelten auch fiir das Infinum und Minimum von A.

Beweis. Aussage (i): Wir nehmen an, b € X und b € X seien beides Suprema von A. Dann sind b und
b beides obere Schranken. Da b ein Supremum von A ist, gilt b < b. Da b ein Supremum von A ist, gilt
b < b. Aufgrund der Antisymmetrie von < folgt nun b = b

Aussage (ii): Wir nehmen an, b € X und b € X seien beides Maxima von A. Dann gehdren b und b
beide zu A. Da b ein Maximum von A ist, gilt b < b. Da b ein Maximum von A ist, gilt b < b. Aufgrund
der Antisymmetrie von < folgt nun b = b

Aussage (iii): Es sei b das Maximum von A. Es gilt also b € A und x < b fiir alle x € A. Das heifit aber,
dass b eine obere Schranke von A ist. Ist nun b eine weitere obere Schranke von A, dann gilt x < b fur
alle x € A, insbesondere b < b. Das zeigt, dass b das Supremum von A ist.

Aussage (iv): Es sei b das Supremum von A. Insbesondere ist b eine obere Schranke von A, es gilt also
x < b fur alle x € A. Falls nun b zu A gehort, dann ist b per Definition das Maximum von A. Falls
jedoch b nicht zu A gehort, so ist b per Definition kein Maximum von A. Ein Maximum von A kann
auch nicht existieren, sonst wire es nach Aussage (iii) gleichzeitig das Supremum, also gleich b. O

Beispiel 5.12 (Schranken, extremale Elemente, Maxima und Minima, Suprema und Infima).

(i) In den natirlichen Zahlen N mit der gewohnlichen Totalordnung < ist die Zahl 1 das Minimum
und damit das Infimum. Eine obere Schranke existiert nicht.

(i) Es sei X eine beliebige nichtleere Menge. In der Potenzmenge # (X) mit der Halbordnung C ist
0 das Minimum von $(X) und X das Maximum von P (X) .

Hat X mindestens zwei Elemente, dann besitzt die Teilmenge A = P (X) \ {0} das Infimum 0,
aber kein Minimum. Die minimalen Elemente von A sind genau die einelementigen Teilmengen
von X. A

Quizfrage 5.6: Kénnen Sie sich eine Menge mit einer Halbordnung oder einer totalen Ordnung
vorstellen, die kein maximales Element besitzt?

§ 5.2 AQUIVALENZRELATION

Definition 5.13 (Aquivalenzrelation).

Es sei X eine Menge. Eine Relation (R, X, X) auf X heif}t eine Aquivalenzrelation (englisch: equiva-
lence relation), wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Elemente x, y € X, die x R y erfillen,
heiflen (zueinander) dquivalent (englisch: equivalent). A

Aquivalenzrelationen werden oft mit Symbolen wie =, ~ oder = notiert. Unter Verwendung der Notation
~ konnen wir fiir eine Aquivalenzrelation auf X also festhalten, dass fiir alle x, y, z € X gilt:

X ~ X, (5.42)
X~y = y~x (5.4b)
x~yundy~z = x~z (5.4¢)

Die Idee von Aquivalenzrelationen ist es, die Elemente einer Menge, die eine bestimmte Eigenschaft
gemeinsam haben, zusammenzugruppieren und als gleichwertig zu betrachten.
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Beispiel 5.14 (Aquivalenzrelationen).

(i) Die Identitétsrelation idy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.
(ii) Die universelle Relation Uy ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge X.

(iii) Esseim € N fest gewahlt. Auf der Menge X = Z ist durch
xgy & dneZ(x—y=nm) (5.5)

eine Aquivalenzrelation erklirt (Quizfrage 5.7: Details?). Anders ausgedriickt, x und y unter-
scheiden sich nur um ein Vielfaches von m, also, m | (x — y). Diese Relation heifit Kongruenz-
relation modulo m (englisch: congruence relation modulo m).4° A

Definition 5.15 (Aquivalenzklasse, Reprisentant, Reprisentantensystem).

Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Fur x € X hei3t die Menge
[x] ={yeX|y~x} (5.6)

die Aquivalenzklasse (englisch: equivalence class) von x bzgl. ~. Statt [x] schreibt man manch-
mal auch [x]. oder auch x/ ~.

(ii) Jedes Element einer Aquivalenzklasse heif3t ein Reprisentant (englisch: representative, latei-
nisch: repraesentare: darstellen) dieser Aquivalenzklasse.

(iii) Eine Menge S C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Reprisentanten enthélt, heift
ein Repriasentantensystem (englisch: system of representatives) von ~. A

Beispiel 5.16 (Aquivalenzklasse, Repriisentant).

(i) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der Identitatsrelation. Dann gilt [x] = {x} fur
alle x € X. Jede Aquivalenzklasse hat also nur ein Element und damit einen eindeutigen
Reprasentanten. Das einzige Reprasentantensystem ist X selbst.

(ii) Wir betrachten eine beliebige Menge X mit der universellen Relation. Dann gilt [x] = X fiir alle
x € X.Falls X # 0 ist, dann gibt es also nur eine Aquivalenzklasse, und diese enthilt alle Elemente
von X. In diesem Fall ist jede einelementige Teilmenge von X ein Reprisentantensystem.

(iii) Die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation modulo m (m € N) heiflen auch die Restklassen
modulo m (englisch: residue classes).4” Die Restklasse von a € Z modulo m ist also

la]={yeZly=a}
={yeZ|IneZ(y-a=nm)}
={a+nm|neZ}
=a+mZ.

Das Repriasentantensystem {0,1,...,m — 1} heif}t das natiirliche Reprisentantensystem
(englisch: natural system of representatives) der Kongruenzrelation modulo m.

460ft wird diese Relation statt x = yalsx =y (mod m) geschrieben.
47Der Name leitet sich aus der Tatsache ab, dass die Elemente einer Restklasse durch die Eigenschaft charakterisiert sind,
dass sie bei ganzzahliger Division durch m denselben Rest lassen.
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(iv) Speziell im Fall m = 2 gibt es genau zwei Aquivalenzklassen (Restklassen):

2

[0]={yeZ|y=0}
={yeZ|IneZ(y-0=2n)}
={y € Z| y ist gerade},

2

[U={yeZly=1
={yeZ|IneZ(y-1=2n)}
={y € Z| y ist ungerade}.

Das natiirliche Représentantensystem ist {0, 1}, ein anderes ist {—2, 4339}. A

Satz 5.17 (Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt).
Es sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~. Weiter seien [x] und [y] zwei Aquivalenzklassen.
Dann sind diese entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Nehmen wir an, [x] und [y] seien nicht disjunkt. Das heifit, sie haben ein Element z € X
gemeinsam. Es sei nun x ein beliebiges Element aus [x]. Dann gilt

X~x~2z

Wegen der Transitivitat von ~ ist also X dquivalent zu z, das nach Voraussetzung zu [y] gehort. Damit
haben wir [x] C [y] gezeigt. Die umgekehrte Inklusion folgt analog. m]

Definition 5.18 (Partition).
Es sei X eine nichtleere Menge und U eine Menge von Teilmengen von X, also U € P (X). U heifit
eine Partition (englisch: partition) oder disjunkte Zerlegung von X, wenn gilt:

(i) Fir alle x € X gibt es eine Menge U € U, die x enthalt.

(ii) Furalle U,V € U gilt, dass U und V entweder gleich sind oder disjunkt.
(iii) 0 ¢ U. A
Zu Eigenschaft (i) sagen wir auch, dass die Mengen in U die Menge X iiberdecken (englisch: to

cover) oder eine Uberdeckung (englisch: cover, covering) von X darstellen. Zu Eigenschaft (ii) sagen
wir, dass die Mengen in U paarweise disjunkt (englisch: pairwise disjoint) sind.

Satz 5.19 (Partitionen werden genau durch Aquivalenzrelationen erzeugt).

(i) Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~. Dann bildet die Menge der Aqui-
valenzklassen {[x] |x eX } eine Partition von X.

(ii) EsseiX eine nichtleere Menge und U eine Partition von X. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Aquivalenzrelation ~, sodass U genau aus den Aquivalenzklassen von ~ besteht.

Wir konnten diesen Satz etwas ungenau auch so ausdriicken, dass die Partition einer Menge X ,dasselbe”
ist wie eine Aquivalenzrelationen auf X.
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Beweis. Aussage (i): Zur Abkiirzung sei U = {[x] !x € X } die Menge der Aquivalenzklassen.
Wir weisen die Eigenschaften der Definition 5.18 nach. Zunéchst ist jedes x € X Element seiner
Aquivalenzklasse [x], da ja x ~ x gilt. Das zeigt Eigenschaft (i). Nach Satz 5.17 sind Aquivalenzklassen
paarweise disunkt. Das zeigt Eigenschaft (ii). SchlieBlich sind Aquivalenzklassen nicht leer. Damit ist
auch Eigenschaft (iii) gezeigt.

Der Beweis von Aussage (ii) ist Teil von Hausaufgabe I-2.3. O

Definition 5.20 (Quotientenmenge, Invarianz).
Es sei X eine nichtleere Menge mit der Aquivalenzrelation ~.

(i) Die Menge der Aquivalenzklassen

X/~={[x]|x € X} (5.7)

heiflt auch die Quotientenmenge (englisch: quotient set) oder die Faktormenge (englisch:
factor set) von ~.

(ii) Eine Aussageform A auf X heifit invariant (englisch: invariant) oder wohldefiniert (englisch:
well-defined) unter ~, wenn x ~ y impliziert, dass A(x) und A(y) denselben Wahrheitswert
haben. A

Die Invarianz ist wichtig, wenn man eine Aussageform auf der Quotientenmenge dadurch definieren
mochte, dass man sie auf den Elementen jeder Aquivalenzklasse definiert. Dabei ist sicherzustellen,
dass sich tatsichlich fiir jedes Element einer Aquivalenzklasse derselbe Wahrheitswert ergibt.

Beispiel 5.21 (wohldefinierte Aussageformen).

{3 . 2 .
(i) Die Aussageform ,x ist eine gerade ganze Zahl” ist unter der Kongruenzrelation = wohldefiniert,
da die Restklassen [0] und [1] jeweils nur aus geraden bzw. nur aus ungeraden ganzen Zahlen
bestehen.

(ii) Dieselbe Aussageform ist jedoch unter der Kongruenzrelation 2 nicht wohldefiniert, da die
Restklassen [0], [1] und [2] jeweils sowohl gerade als auch ungerade ganze Zahlen enthalten. A

Die Menge der rationalen Zahlen wurde zu Beginn von § 4 vorldufig als

Q= {%|meZ, neZ\{O}}

% und :—i unterschiedliche Elemente, die wir

jedoch miteinander identifizieren wollen. Zu diesen Zweck verwenden wir die Aquivalenzrelation

eingefithrt. Darin werden sind aber beispielsweise 3,

m mp
—~— & m-ny=my-n. (5.8)
n ny
Das fithrt uns zur Definition
m
Q::{;|mEZ,nEZ\{O}}/~ (5.9)
fiir die rationalen Zahlen. Statt der Aquivalenzklasse [%] schreiben wir iblicherweise weiter =,
arbeiten also immer mit Reprasentanten. Das erklért auch die iibliche Notation % = % = :—i an Stelle
1.3 =2
von 5 ~ 2 ~ =2
2 76T "4

Ende der Vorlesung 4

Ende der Woche 2
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§ 6 ABBILDUNGEN

Literatur: Deiser, 2022b, Kapitel 1.3, Deiser, 2022b, Kapitel 1.4, Jdnich, 2008, Kapitel 1.2

In diesem Abschnitt geht es um den grundlegenden Begrift der Abbildung oder Funktion. Eine Abbil-
dung ist dabei nichts anderes als eine spezielle Relation.

Definition 6.1 (weitere Eigenschaften von Relationen).
Es seien X und Y Mengen. Eine Relation (R, X, Y) zwischen X und Y heift

(i) linkstotal (englisch: left-total), falls fiir alle x € X ein y € Y existiert, sodass x R y gilt.
(ii) rechtseindeutig (englisch: right-unique), falls fiir alle x € X und alle y;, y, € Y gilt: xR y; A
XRy, = y1 =y, A

Definition 6.2 (Funktion).

Es seien X und Y Mengen. Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation (f, X, Y) zwischen X und
Y heif3t Abbildung (englisch: map) oder Funktion (englisch: function) von X in Y oder auf X mit
Werten in Y. Die Menge X heifit der Definitionsbereich (englisch: domain) oder die Definitions-
menge und die Menge Y der Zielmenge (englisch: codomain) von f. Ist Y = X, so spricht man auch
von einer Funktion von X in sich. A

Den Sachverhalt, dass f eine Funktion von X in Y ist, driicken wir auch in der Form

f: X —>Y oder XLY oder Y<LX

aus. Statt x f y schreiben wir y = f(x) oder x — f(x) und sagen, x werde abgebildet auf f(x). Auch
die kompakten Schreibweisen

X-Y

X>3x f(x) €Y oder f:{ )
x - fi(x

fir die Definition einer Funktion sind tiblich.

Beachte: Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Definitionsbereichen, Zielmengen
und ihren Abbildungsvorschriften tibereinstimmen.

Die Menge
{(x,f(x))|xeX}QX><Y (6.1)

heiit der Graph (englisch: graph) der Funktion f: X — Y .48

Beispiel 6.3 (Abbildungen).
(i) Es seien X und Y Mengen und y, € Y. Dann heifit die Abbildung f mit

Xox f(x) =y €Y

die konstante Funktion (englisch: constant function) auf X mit dem Wert y.

48Der Begriff des Graphen einer Funktion stimmt also iiberein mit dem Begriff des Graphen der Funktion als Relation, vgl.
Definition 5.1.

34 https://tinyurl.com/scoop-la 2024-04-16


https://tinyurl.com/scoop-la

@®O®® Lineare Algebra

(ii) Es seien X und Y Mengen mit X C Y. Dann heif3t die Abbildung i,_,y mit
X3x 0 ixoy(x) =x

die kanonische oder natiirliche Injektion (englisch: canonical injection, natural injection)
oder die kanonische oder natiirliche Einbettung (englisch: canonical embedding, natural
embedding) von X in Y.

(iii) Im Fall X = Y heifit die kanonische Einbettung auch die Identitit (englisch: identity) oder
identische Abbildung (englisch: identity map) von X in Y und wird mit idx bezeichnet, also

X 3 x b idx(x) = x.

Der Graph von idy ist also gerade die Diagonale Ay, siehe (5.1). A

Definition 6.4 (Bild, Einschrankung, Fortsetzung).
Essei f: X — Y eine Funktion.4

(i) Fir A C X heif3t
f(A) = {f(x)[x €A} (62)
die Bildmenge oder kurz das Bild (englisch: image) von f auf A oder das Bild von A unter f.

(ii) Ist A C X, dann heiflt die Funktion f] ,
Asx e fly(x)=f(x) €Y

die Einschriankung oder Restriktion (englisch: restriction, lateinisch: restringere: zuriickzie-
hen) von f auf A.

(iii) Gilt zusétzlich f(A) € B, so bezeichnen wir mit f |ﬁ die Einschriankung von f auf A, wobei
zusatzlich die Zielmenge durch B ersetzt wird, also die Funktion

A>x Hflﬁ(x) = f(x) € B.
Gilt insbesondere f(X) C B, dann bezeichnet f|? die Funktion

X3xm fIB(x) = f(x) € B,
bei der gegeniiber f nur die Zielmenge ersetzt wird.

(iv) Ist C 2 X und D 2 Y, dann heif3t eine Funktion g: C — D, die auf X mit f iibereinstimmt, fiir
die also g|§ = f gilt, eine Fortsetzung (englisch: extension) von f. A

An Stelle von f], schreibt man auch manchmal f [ A.

Beispiel 6.5 (Bild, Einschrankung, Fortsetzung).
Wir betrachten die Funktionen>®

R>x - f(x) =sin(x) € R mit dem Bild [-1,1],
R 3 x — g(x) :=sin(x) € [-11] mit dem Bild [-1,1],

gz 5 x = h(x) = sin(x) € [-1,1]  mit dem Bild {-1,0, 1},
gz 5 x - i(x) = sin(x) € {=1,0,1} mit dem Bild {~1,0,1}.

Dann sind g, h und i Einschriankungen von f, und f ist eine Fortsetzung von g, h und i. A

49Wir sagen damit insbesondere, dass X und Y Mengen sind.
S°Hierbei bedeutet ZZ die Menge der ganzzahligen Vielfachen von 7.
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Definition 6.6 (Urbild).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Fiir B C Y heif3t die Menge

f71(B) = {x e X| f(x) € B} (6.3)

die Urbildmenge oder das Urbild (englisch: pre-image) von B unter f. A

Beispiel 6.7 (Urbild).
Wir betrachten die Funktion
Roxm— x*eR.

Dann ist
{Vy. -y} fallsy > o,
' {yh =110} falls y = 0,
0 falls y < 0. A

Satz 6.8 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
Es sei f: X — Y eine Funktion. Weiter seien I und J irgendwelche Indexmengen und {X; | i € I} eine
Menge von Teilmengen von X sowie {Y; | j € J} eine Menge von Teilmengen von Y. Dann gilt:

f(U Xi) = Uf(Xz) (6.4a)
iel iel

(%) <o (6.4b)
i€l iel

Uy =Usro (6.40)
JjeJ JjeJ

() =N (6.40)
JjeJ JjeJ

Beweis. Wir beweisen hier nur (6.4a) und (6.4c). Die Aussagen (6.4b) und (6.4d) sind Teil von Hausauf-
gabe I-3.1.

Zum Beweis von (6.4a):

seslUv)

iel

& dieldxeX; (y=f(x)) nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge
& diel(yef(Xp)) nach Definition (6.2) des Bildes f(X;)
& yE U f(Xy) nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge.

iel
Zum Beweis von (6.4¢):

ver(UJy)

JjeJ
S dye U Y (y=f(x) nach Definition (6.3) des Urbildes
jeJ
& 3FjeJ3yeY; (y=f(x)) nachDefinition (4.6) der Vereinigungsmenge
e Jje](xefU(Y)) nach Definition (6.3) des Urbildes
&S xe€ U (Y nach Definition (4.6) der Vereinigungsmenge. =

jeJ
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Beispiel 6.9 (Bilder und Urbilder von Vereinigungen und Durchschnitten).
In (6.4b) gilt i. A. nicht die Gleichheit, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei

R*3 (x,y) — f(x,y) =x €R.
Fir die Mengen A = {(0,0)} und B = {(0,1)} gilt

f(ANB) = f(0) =0,
aber f(A) N £(B) = {0} N {0} = {0}. A

§ 6.1 INJEKTIVITAT UND SURJEKTIVITAT
Definition 6.10 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat).
Eine Funktion f: X — Y heifit

(i) surjektiv (englisch: surjective, onto) oder rechtstotal (englisch: right-total), wenn f(X) =Y
gilt.>' Man sagt auch, f bilde X auf Y ab.

Aquivalent dazu ist

VyeY (f'({yh) # 0)

(ii) injektiv (englisch: injective, one-to-one) oder linkseindeutig (englisch: left-unique), wenn fiir
alle x1,x, € X gilt: f(x1) = f(x2) = x1 = x.%

Aquivalent dazu ist

Vy €Y (£ '({y}) hat kein oder genau ein Element)

(iii) bijektiv (englisch: bijective), wenn f surjektiv und injektiv ist.>3
Aquivalent dazu ist
Vy €Y (f '({y}) hat genau ein Element) A
Als Substantive sind die Bezeichnungen Surjektion (englisch: surjection), Injektion (englisch: injec-
tion) und Bijektion (englisch: bijection) gelaufig.
Quizfrage 6.1: Kénnen Sie (nicht-mathematische) Beispiele fiir injektive, surjektive bzw. bijektive

Funktionen benennen?

Lemma 6.11 (Bijektiv-Machen einer injektiven Funktion).

Es sei f: X — Y eine injektive Funktion. Dann ist f|f %) (also die Einschrinkung der Zielmenge auf
die tatsachliche Bildmenge) bijektiv.

Beweis. Der Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-3.2. O

Beispiel 6.12 (Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitit).

5'Die Surjektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X - Y ausgedriickt.
52Die Injektivitit von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X »» Y ausgedriickt.
53Die Bijektivitat von f wird manchmal auch durch die Schreibweise f: X »» Y ausgedriickt.
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(i) Die Funktion
Raxm—xeR

ist nicht surjektiv und nicht injektiv.

(ii) Die Funktion
R3x - x? € Ry

ist surjektiv, aber nicht injektiv. Hierbei ist Ry¢ = {x € R|x > 0} die Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen.

(iii) Die Funktion
Rsg3xH— x’eR

ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(iv) Die Funktion
R;OBXF—)XZER>()

ist bijektiv.

(v) Sind X und Y Mengen mit X C Y, dann ist die kanonische Injektion ix_,y injektiv. A

Definition 6.13 (Komposition von Funktionen).
Es seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen. Die Funktion

X3xm h(x) =g(f(x) eZ

heifit die Komposition (englisch: composition, lateinisch: componere: zusammenstellen), die Hin-
tereinanderausfiithrung, die Verkniipfung oder die Verkettung von f und g. Sie wird auch mit
h = g o f bezeichnet. Um die Reihenfolge klar zu benennen, sagt man auch ,g nach f* A

Wir koénnen den Sachverhalt aus Definition 6.13 auch durch

g f

Z«——Y ——X

gof

illustrieren.

Die Voraussetzung, dass die Zielmenge von f mit der Definitionsmenge von g iibereinstimmt, kann
relaxiert werden. Die Komposition g o f ist definiert, solange f(X) C Y gilt.

Beispiel 6.14 (Komposition von Funktionen).

Es seien
R>x f(x):=x*€eR,

Rax—g(x) =x+1€eR.

Dann sind f(R) € R und g(R) C R, also sind sowohl g o f als auch f o g definiert. Sie sind gegeben

durch
R3x (gof)(x) =x*+1€R,

R3xm (fog)(x) = (x+1)* e R. A
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Bemerkung 6.15 (Komposition mit der Identitidt und mit der kanonischen Einbettung).
Essei f: X — Y eine Funktion. Dann gilt

foidy=f=idyof, (6.5)
fla=foiasx fiir A C X, (6.6)
f=(iyso )Y fir B2 Y. (6.7)

A

Lemma 6.16 (Komposition von Funktionen ist assoziativ).
Esseien f: X - Y,g: Y — Zund h: Z — W Funktionen. Dann gilt (hog)o f =ho(go f),d. h, die
Komposition von Funktionen ist assoziativ.

Beweis. Fur x € X gilt
((hog)o f)(x) = (heog)(f(x) =h(g(f(x)
und (ko (go f))(x) =h((go f)(x) = h(g(f(x))).

Folglich stimmen (hog) o f: X - Wund ho (go f): X — W in Definitionsbereich, Zielmenge und
Abbildungsvorschrift iiberein. O

Lemma 6.17 (Komposition injektiver und surjektiver Funktionen).
Esseien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.

(i) Sind f und g beide injektiv, so ist auch g o f injektiv.

(ii) Sind f und g beide surjektiv, so ist auch g o f surjektiv.

(iii) Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

(iv) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.
Beweis. Aussage (i): Fiir x;, x; € X gelte (g o ) (x1) = (g o f)(x2), also g(f(x1)) = g(f(x2)). Aus der
Injektivitit von g folgt f(x1) = f(x2), und aus der Injektivitat von f folgt weiter x; = x,. Alsoistgo f
injektiv.
Aussage (ii): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektitit von g gibt es ein y € Y, sodass z = g(y) gilt.
Wegen der Surjektivitit von f gibt es ein x € X, sodass y = f(x) gilt. Es gilt also z = g(y) = g(f(x)) =

(go f)(x),d.h,z e (go f)(X).

Aussage (iii): Es seien xy, x; € X, sodass f(x1) = f(x;) gilt. Dann gilt auch g(f(x;)) = g(f(x2)), und
wegen der Injektivitit von g o f folgt x; = x3, d. h., f ist injektiv.

Aussage (iv): Es sei z € Z. Aufgrund der Surjektivitit von g o f gibt es ein x € X, sodass z = g(f(x))
gilt. Das heifit aber z = g(y) fur y = f(x), also ist g surjektiv. O

Folgerung 6.18 (Komposition zur Identitat).
Esseien f: X — Yundg: Y — X Funktionen. Wenn go f = idy ist, dann ist f injektiv und g surjektiv.

Beweis. Die Identitatsabbildung idy ist bijektiv. Aus Lemma 6.17, Aussagen (iii) und (iv) folgt daher,
dass f injektiv und g surjektiv ist. O

Ende der Vorlesung 5
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§ 6.2 UMKEHRABBILDUNG

Lemma 6.19 (Charakterisierung der Bijektivitit).
Essei f: X — Y eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(ii) Fur alle y € Y gibt es genau ein x € X mit der Eigenschaft f(x) = y.

(iii) Es existiert eine Abbildung ¢g: Y — X mit der Eigenschaft g o f = idx und f o g = idy. Die
Abbildung g ist eindeutig bestimmt und notwendig bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei f bijektiv, also surjektiv und injektiv. Ist y € Y beliebig,
dann folgt aus der Surjektivitit die Existenz eines x; € X mit f(x;) = y.Ist x, € X ein weiteres Element
mit f(x;) = y, dann folgt aus der Injektivitit x; = x;.

Aussage (ii) = Aussage (iii): Wir definieren die Abbildung g: Y — X wie folgt: Wir setzen fiir y € Y
als g(y) das nach Voraussetzung eindeutig definierte x € X, fiir das y = f(x) gilt. Fiir diese Funktion
haben wir also g(y) = x & f(x) = y.

(gof)(x) =9g(f(x)) =x furallexe X

sowie

(fog(y)=f(g(y) =y firalleyey.
Damit ist g o f = idx und f o g = idy gezeigt.

Es seinun g: Y — X eine weitere Funktion mit der Eigenschaft f o g = idy. Dann gilt

g=goidy nach (6.5)
=go (fog) nach Voraussetzung
=(go f)og nachLemma 6.16

=idxog nach Voraussetzung

—

=g nach (6.5).

Aussage (iii) = Aussage (i): Die Abbildung g o f = idx ist bijektiv, insbesondere injektiv. Aus
Lemma 6.17 (iii) folgt also, dass f injektiv ist. Die Abbildung f o g = idy ist bijektiv, insbesondere
surjektiv. Aus Lemma 6.17 (iv) folgt also, dass f surjektiv ist. O

Die Funktion g: Y — X aus Aussage (iii) heifit die Umkehrfunktion, Umkehrabbildung, inverse
Funktion oder inverse Abbildung (englisch: inverse map) von f. Sie wird mit f~!: Y — X bezeichnet.
Fiir ihre Abbildungsvorschrift gilt f 71(y) = x & y = f(x). Die Funktion f: X — Y heifit invertierbar
(englisch: invertible), wenn die Umkehrfunktion existiert. Nach Lemma 6.19 ist das genau dann der
Fall, wenn f bijektiv ist.

Bemerkung 6.20 (Umkehrfunktion).
Das Symbol 7! fiir die Umkehrfunktion muss vom Urbild der Funktion f unterschieden werden.
Wenn die Umkehrfunktion von f: X — Y existiert, so gilt jedoch

) =) A
S—— ——
Urbild von {y} Wert der Umkehrfunktion bei y
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Satz 6.21 (Umkehrfunktion der Komposition).

Es seien f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funktionen. Dann ist auch g o f bijektiv, und die
Umkehrfunktion ist gegeben durch

(gof) ' =fTlog™ (6.8)

Quizfrage 6.2: Wie erklart man sich anschaulich, dass sich bei der Umkehrfunktion die Reihenfolge
andert?

Beweis. Die Bijektivitit von g o f folgt sofort aus Lemma 6.17, Aussagen (i) und (ii). Wir wissen iiber
die Abbildungsvorschrift

(go ) (2) =x
(gof(x) =2z
9(f(x) =z
f(x)=g7"(2)
x=f"(g97"(2))
e x=(fTog (2

fiir alle x € X und z € Z. Das bedeutet aber (go f)™!= flog™. |

t 023

Lemma 6.22 (Charakterisierung der Injektivitat).

Es sei f: X — Y eine Funktion und X # (). Dann sind dquivalent:
(i) f istinjektiv.

(ii) Esexistiert eine Abbildung g: Y — X mit der Eigenschaft gof = idx. Eine solche Abbildung heif3t
eine Linksinverse (englisch: left inverse) von f. Sie ist notwendig surjektiv. Ihre Einschrankung

gl F(X) auf das Bild von f ist eindeutig.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir definieren zunéchst eine Abbildung g: f(X) — X wie folgt:
Wir setzen fir y € f(X) als g(y) das wegen der Injektivitit eindeutig definierte x € X, fiir das
y = f(x) gilt. Fir diese Funktion haben wir also g(y) = x & f(x) = y und damit

(go fi(x) =9(f(x)) =x furallex e X.

Damit ist go f = idx gezeigt. Aufgrund von Folgerung 6.18 ist g surjektiv. Wir setzennung: f(X) — X
zu g: X — X fort. Dazu wihlen wir irgendein x, € X und setzen g(y) = g(y) fir y € f(X) und
g(y) = x fur y € Y \ f(X). Die Funktion g erbt die Surjektivitat von g.

Angenommen, h: Y — X sei eine andere Linksinverse von f. Dann gilt fir y € f(X) aufgrund der
Injektivitit von f: Es gibt genau ein x € X mit der Eigenschaft y = f(x). Wegen h(y) = h(f(x)) = x
und ebenso g(y) = g(f(x)) = x miissen g und h auf f(X) ibereinstimmen. m]

Eine analoge Charakterisierung der Surjektivitat folgt erst in Satz 6.34, weil wir dafiir interessanterweise
das Auswahlaxiom benétigen.
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§ 6.3 MACHTIGKEIT VON MENGEN

Mit Hilfe von Funktionen kénnen wir Mengen in ihrer Méachtigkeit, das heifit vereinfacht gesagt bzgl.
der Anzahl ihrer Elemente, vergleichen.

Definition 6.23 (Gleichmichtigkeit von Mengen).
Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei gleichmachtig (englisch: equinumerous) zu Y, wenn es
eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Y. A

Die Gleichmichtigkeit von Mengen ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mengen, siehe
Hausaufgabe I-3.3. Die Aquivalenzklassen heiflen Kardinalzahlen (englisch: cardinal numbers).

Definition 6.24 (Endlichkeit, Abzihlbarkeit, Uberabzahlbarkeit).
Es sei X eine Menge.

(i) X heifit endlich (englisch: finite), wenn X ~ [[1, n] fiir ein n € Nj gilt, ansonsten unendlich
(englisch: infinite).

(if) Wenn X endlich ist mit X ~ [[1,n], dann heiit n € N, die Michtigkeit oder Kardinalitit
(englisch: cardinality) von X. Wir schreiben dann: #X = n.>

(iii) X heifit abzihlbar unendlich (englisch: countably infinite), wenn X ~ N gilt.

(iv) X heifit abzahlbar (englisch: countable), wenn X entweder endlich oder abziahlbar unendlich
ist, ansonsten itberabzihlbar (englisch: uncountable). A

Beachte: Die leere Menge 0 ist nur zu sich selbst gleichmachtig. Sie ist die einzige Menge mit
Méchtigkeit 0.

Beispiel 6.25 (Gleichmichtigkeit von Mengen, Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit).

(i) Die Menge der ganzen Zahlen Z ist gleichmiachtig zur Menge der geraden ganzen Zahlen
{2n|n € Z}. Sie ist abzidhlbar unendlich.

(ii) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzahlbar unendlich.
(Beweis in der Lehrveranstaltung Analysis)

(iii) Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzahlbarer Mengen ist wieder abzahlbar.

(iv) Die Menge der reellen Zahlen R ist iiberabzéhlbar.
(Beweis in der Lehrveranstaltung Analysis) A

Lemma 6.26 (Veranderung der Kardinalitiat um 1).
Es sei X eine endliche Menge und x € X. Dann gilt

#X = #(X \ {x}) + L. (6.9)

Beweis. Es sein = #(X \ {x}) € Ny. Es gibt also eine bijektive Abbildung f: {,...,n} - X\ {x}.
Wir definieren f: {1,...,n+1} — X durch f(i) := f(i) firi=1,...,nund f(n+1) := x. Dann ist f
ebenfalls bijektiv, d. h., #X = n+1=#(X \ {x}) + L m|

54In dieser Lehrveranstaltung verwenden wir das Symbol # nur fiir endliche Mengen.
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Satz 6.27 (Funktionen auf endlichen Mengen).

Es seien X und Y endliche, gleichméachtige Mengen und f: X — Y eine Funktion. Dann sind d4quivalent:
(i) f istinjektiv.
(if) f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Wir fithren einen Induktionsbeweis nach der Méachtigkeit n =
#X = #Y. Der Induktionsanfang ist der Fall n = 0, also X = Y = (. Dann ist die einzig mégliche
Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im Induktionsschritt schlieffen wir von n auf n + 1
fiir n € Nj. Es sei also nun #X = #Y = n + 1. Wir wahlen ein x € X und setzen y := f(x). Dann gilt
aufgrund von Lemma 6.26 #X \ {x} = #Y \ {y} =n.

Wir bezeichnen mit f X\ {x} — Y\ {y} die Einschrankung von f. Diese ist aufgrund der vorausge-
setzten Injektivitét definiert, denn x ist das einzige Element von X, das durch f auf y abgebildet wird.
AuBlerdem erbt f die Injektivitdt von f. Nach Induktionsvoraussetzung ist f daher auch surjektiv, alle
Elemente von Y \ {y} liegen also im Bild von f und damit im Bild von f. Da auch y im Bild von f
liegt, ist f tatsachlich surjektiv.

Aussage (ii) = Aussage (i): Wir fithren auch hier einen Induktionsbeweis nach der Machtigkeit
n = #X = #Y. Der Induktionsanfang beinhaltet die Fillen =0undn=1.ImFalln =0ist X = Y = 0,
dann ist die einzig mogliche Abbildung die leere Abbildung, diese ist bijektiv. Im Fall n = 1 gibt es
nur eine mogliche Abbildung, diese ist ebenfalls bijektiv. Im Induktionsschritt schliefen wir von n
auf n + 1fir n € N. Es sei also nun #X = #Y = n + 1. Wir fitlhren einen Widerspruchsbeweis, nehmen
also an, dass f surjektiv, aber nicht injektiv ist. Dann gibt es ein y € Y, sodass das Urbild f~1({3})
(mindestens) aus zwei verschiedenen Elemente besteht, sagen wir x,x € f'({J}) und X # x. Wir
wihlen aulerdem ein y € Y \ {3} aus, was wegen #Y = n+ 1 > 2 moglich ist. Dazu existiert ein X mit
f(x)=79.Wegen y # yistXx # X und X # x.

Wir konstruieren nun eine Funktion f : X\ {x} - Y\ {y} durch

f(x) imFall f(x) # 7,
f( ) _{y imFall f(x)=7y

Dann ist febenfalls surjektiv, denn:

(1) Fiirjedes y € Y\ {7, y} existiert aufgrund der Surjektivitit von f ein x € X mit f(x) =f(x) =
und wegen f(x) =yistx € X \ {x}.

(2) AuBerdem gilt f(x) =, also f (x) =7

Aufgrund von Lemma 6.26 gilt wieder #X \ {x} = #Y \ {J} = n. Nach Induktionsvoraussetzung ist
f daher auch injektiv. Jedoch enthilt f~!({9}) neben X auch noch mindestens das weitere Element
X € f~1({y}). Das steht im Widerspruch zur Injektivitit von f.

Wir haben jetzt Aussage (i) < Aussage (ii) bewiesen. Da die Bijektivitat sich aus Surjektivitiat und
Injektivitiat zusammensetzt, gilt auch Aussage (i) & Aussage (ii) < Aussage (iii). O
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Beachte: Die Aussage von Satz 6.27 ist falsch, wenn X und Y zwar gleichméchtig, aber nicht endlich
sind, siehe Hausaufgabe I-3.3.

Der Begriff der Gleichméchtigkeit von Mengen erlaubt noch keinen Vergleich von Mengen. Dazu dient
folgende Definition.

Definition 6.28 (Vergleich der Machtigkeit von Mengen).

Es seien X und Y Mengen. Wir sagen, X sei hochstens gleichmichtig (englisch: at most equinume-
rous) zu Y, wenn es eine bijektive Abbildung von X auf eine Teilmenge von Y gibt. Wir schreiben in
diesem Fall X < Y. A

Die Reflexivitat und Transitivitit der Relation g sind leicht einzusehen. (Quizfrage 6.3: Details?) Der
Beweis der Antisymmetrie ist jedoch aufwéndig und erfordert den Satz von Cantor-Bernstein-Schroder,
der dquivalent zum Auswahlaxiom (siehe § 6.5) ist. Unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms kann man
aulerdem zeigen, dass zwei Mengen bzgl.  stets vergleichbar sind. Es folgt, dass < sogar eine totale
Ordnung auf der Menge aller Kardinalzahlen ist.

§ 6.4 FAMILIEN UND FOLGEN

Definition 6.29 (Familie von Elementen, Teilfamilie, Oberfamilie, Folge, endliche Folge).

Es seien I und Y Mengen.

(i) Eine Abbildung
Isi-y(i) =y €Y
heiflt eine Familie von Elementen (englisch: family of elements) aus Y mit der Indexmenge

(englisch: index set) I. Kurz wird diese auch mit (y;);e; bezeichnet.

(ii) Ist Iy € I, dann heiflt (y;);cs, eine Teilfamilie (englisch: subfamily) von (y;)ier, und (yi)ier
heifit eine Oberfamilie (englisch: superfamily) von (y;)icy, -

(iii) Ist I abzédhlbar unendlich, gilt also I ~ N, so heif3t (y;);e; eine abzdhlbar unendliche Familie
(englisch: countably infinite family). Ist speziell I = N oder allgemeiner I = {n € Z|n > no} mit
einem Startindex ng € Z, so heifit (y;);es eine Folge (englisch: sequence) in Y.

(iv) Ist I endlich, gilt also I ~ [1, n] fiir ein n € Ny, so heift (y;);es eine endliche Familie (englisch:
finite family) der Kardinalitét n. Ist speziell I = [1,n]), so heifit (y;);cr eine endliche Folge
(englisch: finite sequence) in Y der Kardinalitét n. A

Bemerkung 6.30 (Familien und Mengen).

(i) Im Unterschied zu einer Menge kann eine Familie (y;);e; Elemente mehrfach enthalten.
(ii) Jeder Familie (y;);e; von Elementen aus Y konnen wir eine Menge {y; |i € I} C Y zuordnen.

(iii) Wir konnen eine endliche Folge auch als n-Tupel (englisch: n-tuple) (y1, yz, ..., y») notieren.
Wihrend (y;);er keine Reihenfolge hat (da I als Menge ungeordnet ist), hat ein n-Tupel jedoch
eine festgelegte Reihenfolge. A
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Beispiel 6.31 (Folge).
Die Abbildung

1
Non— y,=-—€eR
n

ist eine Folge in R mit der Standard-Indexmenge N. Kurz wird diese Folge auch als (%)neN bezeichnet.
A

§ 6.5 DAS AUSWAHLAXIOM

Das Auswahlaxiom (englisch: axiom of choice) der axiomatischen Mengenlehre besagt: Ist U eine
Menge von nichtleeren Mengen, dann gibt es eine Funktion F: U — |J U, sodass gilt:

YU € U (F(U) € U).

Eine solche Funktion F heiffit Auswahlfunktion (englisch: choice function) fiir U, weil sie aus jedem
Element U von U irgendein Element auswiahlt. Das Auswahlaxiom besagt also, dass es moglich ist,
aus jedem Element von U ein Element auszuwihlen, selbst wenn U iiberabzéhlbar viele Mengen
als Elemente enthilt und man daher nicht in der Lage ist, ein Verfahren anzugeben, nach dem die
Auswahl geschehen soll.

Das Auswahlaxiom ist kein fester Bestandteil der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo und
Fraenkel, sondern es kann dazugenommen werden oder auch nicht.>> Es wird aber wohl von den
meisten Mathematiker:innen akzeptiert. In Fillen, in denen U nur endlich viele Mengen enthalt, wird
das Auswahlaxiom nicht benétigt, weil seine Aussage bereits aus den anderen Axiomen folgt. Wir
werden in der Vorlesung darauf hinweisen, wenn ein Resultat von der Hinzunahme des Auswahlaxioms
abhingt. Einige Beispiele folgen bereits in diesem Abschnitt, siehe Satz 6.34.

Definition 6.32 (allgemeines kartesisches Produkt).

Es sei I eine Indexmenge und (A4;);¢; eine Familie von Mengen. Dann ist das kartesische Produkt
(englisch: Cartesian product) dieser Familie von Mengen gegeben durch

W A = {F: I UA,-|F(i) € A, fir alleie]}. (6.10)

iel iel A

Das kartesische Produkt einer Familie von Mengen besteht also aus Funktionen auf der Indexmenge I,
deren Funktionswerte jeweils im richtigen Faktor liegen. Im Fall I = 0 besteht das kartesische Produkt
(6.10) aus dem einzigen Element F: § — 0.

Bemerkung 6.33 (allgemeine kartesische Produkte).

Das kartesische Produkt hatten wir bisher nur fiir endlich viele Mengen definiert, siehe Definiti-
on 4.8. Die allgemeine Definition 6.32 erfordert den Funktionenbegriff, der nun zur Verfiigung steht.
Die Definition 6.32 lasst sich als Verallgemeinerung der Definition 4.8 verstehen: Ist namlich die
Indexmenge I = [[1,n]|, so ist )X;c; A; nach (6.10) die Menge aller n-elementigen Folgen. Wenn wir
eine solche endliche Folge gemif3 der natiirlichen Kleiner-Gleich-Ordnung der Indexmenge I als
n-Tupel (ay, ay, . . ., a,) schreiben, so haben wir ein Element aus )X;.; A; gemafl Definition 4.8. Diese
Zuordnung ist bijektiv.

55Man spricht von den ZF-Axiomen (ohne das Auswahlaxiom) und von den ZFC-Axiomen (mit Auswahlaxiom).
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Wenn alle Mengen A; = A sind, so schreiben wir statt );.; A auch A’. Es ist also beispielsweise

R die Menge aller Folgen mit Werten in R,
{0,1}*  die Menge aller {0, 1}-wertigen (biniren) Funktionen auf einer Menge A.

Letztere wird manchmal als Schreibweise fur die Potenzmenge P (A) verwendet. (Quizfrage 6.4:
Inwiefern ist diese Schreibweise gerechtfertigt?) A

Das Auswahlaxiom hat eine ganze Menge dquivalenter, teilweise iiberraschender Charakterisierungen,
von denen der nichste Satz (ohne Beweis) einige angibt.

Satz 6.34 (zum Auswahlaxiom dquivalente Aussagen).
Folgende Aussagen sind in der Mengenlehre von Zermelo-Fraenkel dquivalent:

(i) Es gilt das Auswahlaxiom.

(ii) IstI eine beliebige Menge und (A;);es eine Familie nichtleerer Mengen, so ist das kartesische
Produkt )X;c; A; eine nichtleere Menge.

(iii) Jede Aquivalenzrelation besitzt ein vollstindiges Repriasentantensystem.
(iv) Essei f: X — Y eine beliebige Funktion. Dann sind dquivalent:
(a) f ist surjektiv.

(b) Es existiert eine Abbildung h: Y — X mit der Eigenschaft f o h = idy. Eine solche
Abbildung heifit eine Rechtsinverse (englisch: right inverse) von f. Sie ist notwendig
injektiv.

(v) Es gilt das Lemma von Zorn 6.35.

Lemma 6.35 (Lemma von Zorn5°).
Es sei X mit der Relation < eine halbgeordnete Menge. Weiter besitze jede totalgeordnete Teilmenge A C
X eine obere Schranke in X.57 Dann existiert in X ein maximales Element.

Wir werden das Auswahlaxiom in Gestalt des Lemmas von Zorn 6.35 spater noch verwenden. Wie
angekiindigt werden wir darauf hinweisen, wenn ein Resultat von der Hinzunahme des Auswahlaxioms
oder der Verwendung eines zu ihm dquivalenten Resultats abhangt.

Die Schwierigkeiten in der intuitiven Erfassung des Auswahlaxioms und des dquivalenten Lemmas von
Zorn 6.35 (sowie des ebenfalls dquivalenten Wohlordnungssatzes (englisch: well-ordering theorem),
den wir hier nicht angeben) werden in folgendem Zitat gut erfasst, das von dem Mathematiker Jerry
Lloyd Bona stammt:

»,The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering theorem is obviously false;
and who can tell about Zorn’s Lemma?“

Ende der Woche 3

56englisch: Zorn’s lemma
57X kann also nicht die leere Menge sein.
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Kapitel 2 Algebraische Strukturen

In diesem Kapitel geht es um die grundlegenden algebraischen Strukturen, Abbildungen zwischen
Strukturen und die in ihnen geltenden Rechenregeln.

§ 7 HALBGRUPPEN UND GRUPPEN

Literatur: Beutelspacher, 2014, Kapitel 9, Deiser, 2022b, Kapitel 3.4, Fischer, Springborn, 2020, Kapi-
tel 2.2

Definition 7.1 (Verkniipfung).

Es sei X eine Menge. Eine (innere) Verkniipfung (englisch: (inner) operation) auf X ist eine Abbildung
*: X XX — X, A

Wir schreiben a x b statt x(a, b).
Beispiel 7.2 (Verkniipfung).

(i) Ist X endlich, so konnen wir eine Verkniipfung auf X mit Hilfe einer Verkniipfungstafel oder
Verniipfungstabelle (englisch: Cayley table) definieren, zum Beispiel

+5:{0,1} x {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel  +, ‘ 0 1
00 1
1 1 0

2:{0,1} X {0,1} — {0,1} mit der Verkniipfungstafel -, ‘ 0 1
010
110 1

Quizfrage 7.1: Wo kommen die Definitionen dieser Verkniipfungen her?

Beachte: Die Konvention ist, dass die Zeile das erste Argument (a) und die Spalte das zweite
Argument (b) einer Verkniipfung (a x b) angibt.

(if) Die bekannten Verkniipfungen + und - in N

+:NXN—->N mit (x,y) » x+y
NXN-SN mit(x,y) > x-y

sind Verkniipfungen auf N. Analoges gilt fiir die Mengen Ny, Z, Q, R und C.
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(iii) Es sei X eine Menge und RX = {f| f: X — R}. Dann sind durch die punktweise Addition und
die punktweise Multiplikation

+: RXxRX - RX mit (f,9) — f + g, definiert durch (f + ¢)(x) := f(x) + g(x)
S RXXRX 5 RX mit (f,g) — f - g, definiert durch (f - g)(x) := f(x) - g(x)

Verkniipfungen auf der Menge der Funktionen X — R definiert. (Quizfrage 7.2: Was be-
notigt man als Minimialvoraussetzung, um die Menge YX der Funktionen X — Y mit einer
Verkniipfung ausstatten zu kénnen?)

(iv) Es sei X eine Menge und XX = {f| f: X — X}. Dann ist durch die Komposition
o: XX x X¥ — XX mit (f,g) — f o g,definiert durch (f o g)(x) = f(g(x))

eine Verkniipfung auf der Menge der Funktionen X — X definiert. A

§ 71 HALBGRUPPEN

Definition 7.3 (Halbgruppe).
Eine Halbgruppe (englisch: semigroup) (H, %) ist eine Menge H mit einer assoziativen Verkniipfung
(englisch: associative operation) x auf H. Das heif3t, es gilt x: H X H — H und

(x*xky)*xz=x*%(y*xz) firallex,y,zeH. (7.1)
A

Wegen der Assoziativitat von x diirfen wir fiir die Verkntipfung von drei oder mehr Elementen wie bei
X * y % z die Klammern weglassen.

Beispiel 7.4 (Halbgruppen).
Beispiele fiir Halbgruppen sind:
(i) (N,+), (N, ), (No, +), (No, ), (Z,+), (Z,-), (Q,4), (Q), (R, +), (R,-), (C,+), (C,-)
(ii) ({0,1},+2) und ({0,1}, -2) aus Beispiel 7.2
(iii) (RX,+) und (RX,-). Sie erben die Assoziativitit von (R, +) und (R, -).
(iv) (X%, o). Die Assoziativitit von o wurde in Lemma 6.16 gezeigt.
(v) Ist X eine Menge, dann sind (P (X),N), (P(X),U) und (P(X), o) Halbgruppen.

(vi) EsseiX eine nichtleere Menge und X* := (J,,¢)y, £", also die Menge von Tupeln beliebiger Lange.
Wir definieren eine Verkniipfung o auf ~* durch die Konkatenation von Tupeln:

(X1 sXn) © (V1o ooy Ym) = (X1 e s Xy V1o -+ o> Ym)-

Dann ist (X7, o) eine Halbgruppe. A

Beispiel 7.5 (Gegenbeispiele).
Keine Halbgruppen sind:

'Diese findet Anwendung bei der Definition formaler Sprachen in der Informatik. Dort ist ¥ in der Regel endlich und heifit
das Alphabet (englisch: alphabet) und =* die Kleenesche Hiille (englisch: Kleene star) von X. Die Elemente von >*
heiflen Worte iiber dem Alphabet . Sie werden in der Regel ohne die Klammern notiert, also etwa ab o ba = abba.
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(i) (N,-), denn — (,Minus®) ist keine Verkntipfung auf N, da beispielsweise 1 — 1 kein Wert in N
zugeordnet ist.

(ii) (Z,-), denn — (,Minus®) ist zwar eine Verkniipfung auf Z, ist aber nicht assoziativ.

(iii) (N, A) mita A b := a®. Esist zwar A: N x N — N eine Verkniipfung, sie ist aber nicht assoziativ.
Beispielsweise ist
2A(3A2)=2" aber (2A3)A2=8% A

Definition 7.6 (neutrales Element).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Ein Element e € H heifit neutrales Element (englisch: neutral element)
von (H, %), wenn gilt:

exx=x%e=x furallexe H. (7.2)

Falls in (H, %) ein neutrales Element existiert, dann heifit (H, %) auch ein Monoid (englisch: monoid).
A

Lemma 7.7 (neutrale Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, x) eine Halbgruppe. Sind e; und e; beides neutrale Elemente von (H, x), dann gilt e; = e,.

Beweis. Es gilt
ep =e1k ey = e). O

Beispiel 7.8 (Halbgruppen mit und ohne neutrale Elemente).
(i) (No,+), (Z,4), (Q,+), (R, +), (C, +) haben alle das neutrale Element 0.

(ii) (N, +) besitzt kein neutrales Element.
(iii) (N,-), (No,-), (Z,-), (Q,-), (R,-), (C,-) haben alle das neutrale Element 1.
(iv) ({0,1},+2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 0.
(v) ({0,1},-2) aus Beispiel 7.2 besitzt das neutrale Element 1.
(vi) (P(X),N) besitzt das neutrale Element X.
(vii) (P(X),V) besitzt das neutrale Element 0.
(viii) (P(X), A) besitzt das neutrale Element (.

(ix) (X% o) aus Beispiel 7.4 besitzt das neutrale Element (), genannt das leere Tupel (englisch: empty
tuple) oder das leere Wort (englisch: empty word). A

Definition 7.9 (Rechts- und Linkstranslation).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe. Fiir festes a € H heifit die Abbildung

*,: H3x+— xxaeH die Rechtstranslation (englisch: right translation) mit a, (7.3a)
X H>3x— axxeH die Linkstranslation (englisch: left translation) mit a. A (7.3b)

Beispiel 7.10 (Rechts- und Linkstranslation).

(i) In (R, +) ist die Rechtstranslation mit a = V2 gegeben durch die Abbildung x — x + V2. Sie ist
wegen der Kommutativitat von + identisch zur Linkstranslation mit a.
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(ii) In (R, 0) und g = x +> 2 x ist die Rechtstranslation mit g gegeben durch

0g: R® 3 fis fogeRY, wobei f(g(x)) = f(2x),
wihrend die Linkstranslation mit g gegeben ist durch

E RE angofeRR, wobei g(f(x)) =2 f(x). &

Quizfrage 7.3: Wie lasst sich der Begriff neutrales Element in einer Halbgruppe mit Hilfe der
Begriffe Rechtstranslation und Linkstranslation ausdriicken?

Definition 7.11 (invertierbare Elemente).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ein Element a € H heifit invertierbar
(englisch: invertible) oder eine Einheit (englisch: unit) von (H, %), wenn ein b € H existiert mit

axb=bxa=e. (7-4)

In diesem Fall heifit b ein zu a inverses Element (englisch: inverse element) oder ein Inverses
zu a. A

Beachte: b ist Inverses zu a genau dann, wenn a Inverses zu b ist!

Lemma 7.12 (inverse Elemente sind eindeutig).
Es sei (H, %) eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Ist a € H invertierbar und sind b; und b,
beides Inverse zu a, dann gilt by = b,.

Beweis. Es gilt
bi=byxe
= by x (a* by)
= (b % a) x by
=exby
= b,. ]

Quizfrage 7.4: Welches Element eines Monoids ist immer invertierbar? Was ist sein Inverses?

Bemerkung 7.13 (abkiirzende Schreibweisen).
(i) Das inverse Element von a wird oft mit a’ bezeichnet.
(ii) Bezeichnet man die Verkniipfung % einer Halbgruppe H als ,Addition“ und notiert sie als ,,+*

0.4., so nennt man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Nullelement (englisch:
additive identity) , 05"

Fir n € Nund a € H ist na eine Abkiirzung fiir a + - - - + a (n-mal). (Quizfrage 7.5: Warum ist
a+ - - -+ a auch ohne Setzen von Klammern wohldefiniert?)

Besitzt H das neutrale Element 0, so definieren wir auch 0 a := 0g.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir die Inverse als —a. Dann ist auch n a invertierbar fur
n € Ny, und wir setzen (—n) a := —(na). Insbesondere ist (-1) a := —aund (-0)a = —(0a) =
—0yg = 0g.
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(iii)

(iv)

Es gilt

n(ma)=(n-m)a und (n+m)a=na+ma (7.5)
fir alle n,m € Nbzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.
Die Bezeichnung a — b steht fiir a + (—b), vorausgesetzt, b ist invertierbar.

Bezeichnet man die Verkniipfung dagegen als ,Multiplikation“ und notiert sie als ,,-“, so nennt
man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Einselement (englisch: multiplicative
identity) , 15"

Firn € Nund a € H ist a” eine Abkiirzung fira---- - a (n-mal).
Besitzt H das neutrale Element 1, so definieren wir auch a° := 1g.

Ist weiter a € H invertierbar, so notieren wir die Inverse als a~!. Dann ist auch a” invertierbar
fiir n € Ny, und wir setzen a™" = (a") " Insbesondere ist a™® = (a®) ' =1, = 1.

Es gilt

(@™ =a"" und d"™=ad"-a" (7.6)
fur alle n,m € N bzw. n,m € Ny bzw. n,m € Z.

Bezeichnet man die Verkntipfung dagegen als ,Komposition® und notiert sie als ,,0% so nennt
man ein eventuell existierendes neutrales Element auch Identitit (englisch: identity) ,id“. In
diesem Fall verwenden wir ebenfalls die multiplikative Notation, z.B. ist a” eine Abkiirzung fiir
ao---oq(n-mal). A

Beispiel 7.14 (invertierbare Elemente).

(0)

(i)

(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)

In (Z,+), (Q,+), (R,4) und (C, +) sind alle Elemente invertierbar. Das Inverse von a wird mit
—a bezeichnet.

In (Q, "), (R,-) und (C, ) sind alle Elemente bis auf 0 invertierbar. Das Inverse von a wird mit
a~! oder 1/a bezeichnet.

Die Bezeichnung % steht fir ab™!, vorausgesetzt, b ist invertierbar.
In (N, +) ist nur das Element 0 invertierbar. Die Inverse von 0 ist wiederum 0.

In (Z, ) sind nur 1 und —1 invertierbar. Beide sind zu sich selbst invers.

In ({0, 1}, +2) aus Beispiel 7.2 sind beide Elemente invertierbar. Beide sind zu sich selbst invers.

In ({0, 1}, -2) aus Beispiel 7.2 ist nur das Element 1 invertierbar. Es ist zu sich selbst invers.

In (X%, o) sind genau die bijektiven Funktionen X — X invertierbar. A

Quizfrage 7.6: Welches sind die invertierbaren Elemente in den Monoiden (P (X),N), (P (X), V) und
(P(X),0)?

Ende der Vorlesung 7
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§ 7.2 GRUPPEN

Definition 7.15 (Gruppe).
Es sei (H, %) ein Monoid. (H, %) heifit Gruppe (englisch: group), wenn jedes Element aus H ein
Inverses besitzt. A

Beachte: Es gilt also: (G, x) Gruppe = (G, x) Monoid = (G, %) Halbgruppe.

Beispiel 7.16 (Gruppen und Gegenbeispiele).

(i) Es sei (H, %) ein Monoid. Dann ist die Teilmenge der invertierbaren Elemente
E(H, %) := {a € H| a ist invertierbar} (7.7)

eine Gruppe, genannt die Einheitengruppe (englisch: unit group, group of units) E(H, x) von
(H, *%).

(ii) (Z,+) ist eine Gruppe mit neutralem Element 0. Das Inverse zu a € Z ist —a € Z, denn a+ (—a) =
0 = (—a) + a. Dasselbe gilt fur (Q, +), (R,+) und (C, +).

(iii) (Z,-) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, da nur 1 und —1 invertierbar sind.

(iv) (Qxo, -) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1. Das Inverse zu a € Qg ist 1/a € Q. Dasselbe

gllt fur (R¢0, ) und (C;{:o, )

(v) Firm € Nbildet die Menge Z,,, := {0, 1,. .., m—1} mit der Verkniipfung +,, eine abelsche Gruppe
(siehe Definition 7.19). Dabei ist +,, die Addition modulo m (englisch: addition modulo m)
definiert als®

m-—1

a+b, fallsa+b
a+mb =
a+b-m, fallsa+b

AR/

m
(7.8)
= der natiirliche Reprisentant von a + b in der Restklasse [a + b] modulo m

= Rest von a + b bei ganzzahliger Division durch m.

Diese Gruppe heiflt die additive Gruppe von Z modulo m (englisch: additive group of Z
modulo m), geschrieben (Z,, +,).

Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, +2) aus Beispiel 7.2.

(vi) Fir m € N, m > 2, bildet die Menge Z,, mit der Verkniipfung -, ein kommutatives Monoid.
Dabei ist -, die Multiplikation modulo m (englisch: multiplication modulo m) definiert als?

a -m b = der naturliche Reprasentant von a - b in der Restklasse [a - b] modulo m

= Rest von a - b bei ganzzahliger Division durch m. (79)

Dieses Monoid heifit das multiplikative Monoid von Z modulo m (englisch: multiplicative
monoid of Z modulo m), geschrieben (Z,, ‘).

(Zm, -m) ist genau dann eine Gruppe, wenn m = 1 ist, also wenn Z,, = {0} gilt. In diesem Fall ist
(24, -1) isomorph (Definition 8.1) zu (Z, +1).

Den Fall m = 2 kennen wir bereits als ({0, 1}, -2) aus Beispiel 7.2.

6
>Beispielsweise ist 3 +¢ 5 = 2, weil 3+ 5 = 8 ist und 8 = 2 gilt.

6
3Beispielsweise ist 3 -6 5 = 3, weil 3 - 5 =15 ist und 15 = 3 gilt.
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(vii) (RX,+) ist eine Gruppe.

(viii) (RX,-) ist keine Gruppe, wenn X # () ist, da die Funktionen, die irgendwo den Wert 0 annehmen,
keine invertierbaren Elemente sind. ((Ry)%, -) ist jedoch fiir jede Menge X eine Gruppe.

(ix) (XX, o) ist keine Gruppe, sobald X zwei oder mehr Elemente enthilt, denn dann gibt es Funktio-
nen X — X, die nicht bijektiv sind. Wenn X jedoch null- oder einelementig ist, dann ist (X%, 0)
eine Gruppe. A

Quizfrage 7.7: Kénnen Sie die Additions- und Multiplikationstabellen fiir Z,, im Fall m = 5und m = 8
aufstellen? Haben Sie eine Vermutung, welche Elemente in (Z,,, -,) invertierbar sind?

Satz 7.17 (Rechenregeln fir Inverse).
Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e.

(i) Es gelten die Kiirzungsregeln (englisch: cancellation rules)

axbj=axb, = b =b (7.10a)
bixa=by,xa = b =b (7.10b)

fir a, bl; bz €G.

(ii) In einer Gruppe reicht es fiir den Nachweis, dass a € G und b € G Inverse voneinander sind,
aus, diese in einer der beiden Reihenfolgen miteinander zu verkniipfen:

axb=e = b=4d, (7.11a)
axb=e = a=V0. (7.11b)

(iii) Die Invertierung ist involutorisch (englisch: involutory), d. h., fiir alle a € G gilt
(a') =a. (7.12)

(iv) Fir das inverse Element zu a x b fiir a, b € G gilt

(axb) =b' %xd. (7.13)

Beweis. Aussage (i):

a*b1=a*b2

= a x(axb)=a x(axby) a existiertin der Gruppe (G, x)
= (a’xa)*xb; = (a *xa)xb, wegen der Assoziativitit von %
= exb =exb, da a’ invers zu a ist

= b =b wegen der Eigenschaften von e.

Die Aussage (7.10b) folgt analog.

Aussage (ii): Es gilt a x b = e und ebenso a x a’ = e. Nach (7.10a) muss also b = a’ gelten. Weiter gilt
a* b = eund ebenso b’ x b = e. Nach (7.10b) muss also a = b’ gelten.

Aussage (iii): Wir miissen nachweisen, dass a die Inverse zu a’ ist. Wegen a x a’ = a’ % a = e ist das
aber der Fall.
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Aussage (iv): Wir miissen nachweisen, dass b’ x a’ die Inverse zu a % b ist. Wir haben

(axb)*x (b *xa’)=ax (bxb")xa" wegen der Assoziativitit von

=axexd da b’ invers zu b ist
=axad wegen der Eigenschaften von e
=e da a’ invers zu a ist. O

Das folgende Lemma gibt mit Hilfe von Rechts- und Linkstranslationen eine notwendige und eine
hinreichende Bedingung dafiir an, wann eine Halbgruppe sogar eine Gruppe ist.

Lemma 7.18 (Gruppenkriterium mit Rechts- und Linkstranslationen (,Sudoku-Kriterium®)).

(i) Ist (G, ) eine Gruppe und ist a € G beliebig, so sind die Rechts- und Linkstranslation x, und *
bijektive Abbildungen G — G.

(ii) Ist (H, ) eine nichtleere Halbgruppe und gilt fiir alle a € H, dass die Rechts- und Linkstransla-
tionen *, und _x surjektive Abbildungen sind, dann ist (H, %) eine Gruppe.

Beweis. Dieser Beweis ist Teil von Hausaufgabe I-4.3. O

Definition 7.19 (kommutative Halbgruppe, kommutatives Monoid, kommutative Gruppe).

Eine Halbgruppe bzw. ein Monoid bzw. eine Gruppe (H, x) heifit kommutativ (englisch: commutative)
oder abelsch (englisch: Abelian), wenn

xxy=y*xx furallex,yeH (7.14)

gilt. A

Beispiel 7.20 (kommutative Halbgruppen und Gruppen).

(N’ +) > (N’ ') s (NO: +) > (NOa ') 5 (Z: +) 5 (Za ') s (Q: +) 5 (Q, ) 5 (R; +) 5 (R, ‘) 5 (C, +) 5 (C, ') Sind alle
kommutativ. Beispielsweise ist (N, +) eine kommutative Halbgruppe (aber kein Monoid), (Ny, +) ein
kommutatives Monoid (aber keine Gruppe) und (Z, +) eine kommutative Gruppe. A

Weitere Beispiele folgen in der Ubung.

§ 7.3 DIE SYMMETRISCHE GRUPPE

Definition 7.21 (symmetrische Gruppe).

Es sei X eine nichtleere Menge und S(X) = {f: X — X| f ist bijektiv}. Dann heifit (5(X), o) die
symmetrische Gruppe (englisch: symmetric group) auf X. Jedes Element von S(X) heif3t eine
Permutation (englisch: permutation) von X.

Ist X = [[1,n] fur n € N, so schreiben wir auch S,, und sprechen von der symmetrischen Gruppe
vom Grad n (englisch: symmetric group of degree n). Jedes o € S,, heifit eine Permutation (englisch:
permutation) von [[1, n]. A
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Beachte: Nach Beispiel 7.14 (vii) ist S(X) tatsachlich eine Gruppe. Das neutrale Element ist idy. Wenn
X drei oder mehr Elemente enthilt, dann ist (S(X), o) nicht kommutativ, ansonsten kommutativ.

Eine Permutation o € S,, kdnnen wir in der Form
1 2 3 cee n
o) o(2) o(3) -+ a(n)
notieren. Die Anzahl der Elemente von S, fur n € N ist gleich n! (,n Fakultat®).

Beispiel 7.22 (symmetrische Gruppe vom Grad 3).
Die symmetrische Gruppe S5 hat 3! = 6 Elemente:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
00—(1 9 3), 01—(2 3 1), O'g—(3 g 2) (Drehungen),
(123 (123 (12 3) (piegelungen)
el P =\, ] =1, | 3 piegelungen).

Sie lassen sich identifizieren mit den Kongruenzabbildungen, die ein gleichseitiges Dreieck mit den
Eckpunkten 1, 2 und 3 auf sich selbst iiberfithren. Wegen

ot 23y (vt 23)\_(123)_
9°%=13 2 1)1 3 2)7\3 1 2/ 7%
otz sy (12 3\ (12 3)_
@3°%=11 3 2)°3 2 1) 2 3 1%
ist S3 wie erwartet tatsidchlich nicht kommutativ. A

Definition 7.23 (Transposition).
Eine Permutation o € S,,, n € N, heifit eine Transposition (englisch: transposition), wenn es Zahlen
i, j € [1,n] miti # j gibt, sodass gilt:

j furk =i,
o(k)=1i firk=]j, (7.15)
k sonst.
Wir notieren o dann auch als 7(3, j). A

Eine Transposition vertauscht also genau zwei Elemente von [[1, n]] und lisst den Rest unverindert.
Offenbar gilt fiir jede Transposition

“=ror=id, alsor'=r. (7.16)

Transpositionen sind also selbstinvers.

In S, gibt es keine Transpositionen. (Quizfrage 7.8: Wieviele verschiedene Transpositionen gibt es in
Sn?)

Satz 7.24 (Darstellung von Permutationen als Komposition von Transpositionen).
Es sei n € N. Jede Permutation o € S, lasst sich als Komposition von 0 < r < n — 1 Transpositionen
schreiben.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir n > 1 durch vollstdndige Induktion. Induktionsanfang: Das
einzige Element von

Si = {id }
ist eine Komposition von r = 0 Transpositionen.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir n € N bereits bewiesen. Induktionsschritt: Wir betrachten
eine Permutation o € S,,4;.

Fall 1: Falls o(n +1) = n + 1 gilt, dann gilt fir die Einschrankung c: [1,n] — [1,n] von o die
Eigenschaft o € S,,. Aufgrund der Induktionsannahme besitzt o die Darstellung 6 =710 - - - 0 7,
mit 0 < r < n — 1 mit Transpositionen 7; auf S,. Setzen wir diese Transpositionen durch
n+1+ n+1zu Transpositionen auf S,; fort, die wir weiterhin mit 7; bezeichnen, so ergibt
sich die Darstellung o =y 0 - - - 0 7.

Fall 2: Falls o(n+1) = m fir ein 1 < m < n gilt, dann betrachte die Transposition 7(m,n + 1) € S,41.
Firo = t(m,n+1) oo € Sy giltdann 6(n+1) = n+1. Aufgrund von Fall 1 gilt 6 = ry0-- -0 7,
mit 0 < r < n—1. SchlieBlich zeigt 0 = 7(m,n+1) oo = t(m,n+1) oy o - - - o 7, die Behauptung.

O

Die Darstellung einer Permutation als Komposition von Transpositionen ist nicht eindeutig. Jedoch ist
Anzahl der benétigten Transpositionen entweder immer gerade oder immer ungerade, wie wir gleich
beweisen werden (Folgerung 7.30).

Definition 7.25 (Fehlstand, Signum einer Permutation).
Es sei n € N und o eine Permutation in S,,.

(i) Ein Indexpaar (i, j) € [[1, n]|? heifit ein Fehlstand (englisch: inversion) von o, wenn i < j und
o(i) > o(j) gilt.
(ii) Die Zahl*

— a(j) —o(i)
sgno = l_l [ (7.17)
1<i<j<n
heiflt das Signum (englisch: sign, lateinisch: signum: Zeichen) von o. A

Beispiel 7.26 (Fehlstand, Signum einer Permutation).

Die Permutation
1 2 3
o1 =
712 3 1

von Ss hat genau zwei Fehlstiande, ndmlich (1, 3) und (2, 3). Es gilt

0(2) -0 0(3) —o() o(3) —0(2)
2-1 3-1 3-2
3-21-21-3
2-13-13-2
=1

sgn oy

Die Permutation
oot 23
713 2 1

4Definitionsgemafl wird das im Fall n = 1 leere Produkt als 1 interpretiert.
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hat genau drei Fehlstande, ndmlich (1, 2), (1, 3) und (2, 3). Es gilt

0(2) -0 0(3) —a(1) 0(3) —0(2)
2-1 3-1 3-2
2-31-31-2
2-13-13-2
=-1.

sgn oy

Bemerkung 7.27 (zu Definition 7.25).

Da in den Faktoren des Produkts in (7.17) dieselben ganzen Zahlen — abgesehen vom Vorzeichen —
jeweils einmal im Zahler und einmal im Nenner vorkommen, ist das Signum einer Permutation immer
entweder +1 oder —1. Das Signum einer Permutation gibt die Paritit (englisch: parity) der Anzahl der
Fehlstande an, also ob diese gerade oder ungerade ist, da wir fiir jedes Indexpaar (i, j) mit i < j den
Faktor —1 erhalten, wenn es sich um ein Fehlstand handelt, und ansonsten den Faktor +1. Es gilt also

sgno = (_l)Anzahl der Fehlstande von o (7.18)

Dementsprechend nennen wir o € S, eine gerade Permutation (englisch: even permutation), wenn

sgn o = 1ist und eine ungerade Permutation (englisch: odd permutation), wenn sgno = -1 gilt. A

Lemma 7.28 (Signum einer Transposition).
Ist 7 € S, n € N, eine Transposition, so gilt sgnz = —1.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Transposition 7(i, j) in S,, wobei notwendigerweise n > 2 gilt.
0.B.d. A. kénnen wir i < j voraussetzen, also haben wir

.. 1 - i=-1 i i+1 .-+ j=1 j j+1 ---n
(i, j) = e P .
1 i-1 j i+1 .-+ j=1 1 j+1 ---n

7(i, j) hat also genau die Fehlstidnde
(i,i+1),...,(i,)) Anzahl: j —i
(i+1j),....,(j-1j)  Anzahl:j—i-1.
Daher gilt sgn 7(i, j) = (=1)20U~D-1= 1. m]

Satz 7.29 (Signum ist vertraglich mit Komposition von Permutationen).
Es sei n € N und oy, 05 zwei Permutationen in S,,. Dann gilt

sgn(oy 0 02) = (sgnay) - (sgn oz). (7.19)

Beweis. Wir fuhren den Beweis in drei Schritten.

Schritt 1: Wir beweisen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall, dass o7 eine Transposition benachbarter
Elemente ist, sagen wir o7 = 7(k,k +1) fireink € [L,n —1].

Wenn o, !(k) < o;'(k +1) gilt, dann ist (o;'(k), o; *(k + 1)) kein Fehlstand von o3, jedoch
ein Fehlstand von 7(k, k + 1) o 0. Wenn andererseits o, '(k) > o,"(k + 1) gilt, dann ist
(0,'(k),0,'(k + 1)) ein Fehlstand von o,, aber kein Fehlstand von 7(k, k + 1) o g,. Die
anderen Fehlstinde von o, und 7(k, k + 1) o o, sind dieselben. Daher ist die Anzahl der

Fehlstiande von o, und von 7(k, k + 1) o 05 um 1 verschieden. Damit ist
sgn(r(k,k+1) 0 03) = —sgnoy = (sgnz(k, k +1)) - (sgnoy)

gezeigt.
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Schritt 2: Wir beweisen den Satz fiir den Spezialfall, dass 7(k, ) eine beliebige Transposition ist. Wir
haben 0.B.d. A. £ > k, daher kénnen wir 7(k, £) in der Form

t, ) =t(kk+1) o--or(t—-26-1) o t(£,¢—1)0---or(k+1k),

also als Komposition von (2 (£ — k) — 1) Transpositionen benachbarter Elemente schreiben.
Aufgrund von Schritt 1 und der Assoziativitiat der Komposition haben wir nun also

sgn(z(k, £) o 03)
=sgn(r(k,k+1)o--or(f=2,6—-1)or(t,t—1) 0o---ot(k+1k) o o)
(sent(k,k+1)) -sgn(---or(f—2¢—-1)or(,t-1)0---or(k+1k)o o)

= (sgnt(k,k+1))--- (sgnz(f -2, —1))(sgnz(¢,£ —1))--- (sgnz(k + 1 k))(sgnoz)

(sgnz(k,€)) - (sgnoz).

Schritt 3: SchlieBlich kénnen wir den allgemeinen Fall zeigen.

Ist 01 € S, eine beliebige Permutation, so konnen wir sie nach Satz 7.24 als Komposition
von Transpositionen 3 = 7j o - - - o 7, schreiben.

Unter Benutzung von Schritt 2 und der Assoziativitat der Komposition folgt nun dhnlich
wie im Beweis von Schritt 2:

sgn(o-l o 0'2)

=sgn(ro- 01 00)

(sgnn) - sgn(--- o7 0 03)
= (sgnn) -~ (sgnz)(sgnoy)

=sgn(rjo--- o1, - sgn(oy).

Folgerung 7.30 (zu Satz 7.29).

Es sein € N und o eine Permutation in S,,.

(i) Ist 0 = 07 0 - - - 0 g, dargestellt als Komposition® von s € Ny Permutationen o; € S,, so gilt

sgno = (sgnoy) - - - (sgn o).

(ii) Istinsbesondere o =y o - - - o 7, dargestellt als Komposition von r € N Transpositionen in Sy, so

gilt sgno = (-1)".
(iii) Es gilt sgnid = 1.

(iv) Esgilt sgno = sgno™.

SVereinbarungsgemaf ist die Verkniipfung von null Permutationen das neutrale Element in S,, also die identische Abbil-
dung id.
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Beweis. Nach Satz 7.29 ist das Signum einer Komposition von zwei Permutationen gleich dem Produkt
der Signa der beiden Faktoren. Wie im Beweis von Satz 7.29 konnen wir die Aussage leicht auf mehr
als zwei Faktoren ausdehnen. Die Fille s = 0 und s = 1 sind trivial. Das zeigt Aussage (i).

Das Signum einer Transposition ist nach Lemma 7.28 gleich —1. Aussage (ii) folgt damit aus Aussage (i).

Die identische Abbildung ist Produkt von null Transpositionen, also gilt sgnid = (-1)° = 1, also
Aussage (iii).

Schlief3lich gilt
1=sgnid = sgn(coo™') = (sgno) - (sgno™?),

also sgno™! = 1/sgno = sgn o, da sgn o € {*1} ist. Das zeigt Aussage (iv). ]

Ende der Vorlesung 8

Ende der Woche 4

§ 7.4 UNTERGRUPPEN

Definition 7.31 (Untergruppe).
Es sei (G, %) eine Gruppe.

(i) Eine Teilmenge U C G heifit abgeschlossen (englisch: closed) bzgl. x, wenn x: G XG — G
eingeschrankt werden kann zu xy: U X U — U. In diesem Fall heifit x;; die auf U induzierte
(innere) Verkniipfung (englisch: induced operation, lateinisch: inducere: hineinfiihren).

(ii) Eine bzgl. x abgeschlossene Teilmenge U C G heifit eine Untergruppe (englisch: subgroup) von
(G, %), wenn (U, xy7) selbst wieder eine Gruppe ist. Manchmal schreibt man dies als (U, xy) <
(G, %).

(iii) Eine Untergruppe (U, xy) von (G, ) heifit echt (englisch: proper subgroup), wenn U ¢ G
gilt. A

Beachte: Die Assoziativitiat wird von x auf xy vererbt. Ist (G, x) abelsch, dann auch (U, ).

Lemma 7.32 (neutrale und inverse Elemente in einer Untergruppe).

Es sei (U, xy) eine Untergruppe der Gruppe (G, x). Dann ist das neutrale Element ey von (U, xy)
gleich dem neutralen Element e von (G, x). Auflerdem gilt fiir alle a € U, dass das Inverse von a in U
tibereinstimmt mit dem Inversen von a in G.

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.1. m]

Aufgrund dieser Erkenntnis benétigen wir also keine neue Notation fiir das neutrale Element und die
Inversen in einer Untergruppe. Aulerdem schreiben wir ab jetzt einfach * statt x.

Die Priifung einer Teilmenge U C G auf die Untergruppen-Eigenschaft lasst sich mit folgendem

Kriterium abkiirzen:

Satz 7.33 (Untergruppenkriterium).
Es sei (G, %) eine Gruppe und U C G. Dann sind dquivalent:
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(i) (U, %) ist eine Untergruppe von (G, *).

(i) U # 0, und fir alle a,b € U giltax b’ € U.

Beweis. Aussage (i) = Aussage (ii): Es sei (U, %) eine Untergruppe von (G, x). Dann enthalt U
notwendigerweise das neutrale Element e von (G, x), da es nach Lemma 7.32 auch das neutrale
Element in (U, x) ist. Fur a,b € U gilt b’ € U nach Lemma 7.32. Da U bzgl. x abgeschlossen ist, folgt
axb eU.

Aussage (ii) = Aussage (i):
Schritt 1: U enthélt das neutrale Element e von (G, x):

Da U nichtleer ist, existiert ein a € U. Mit dem dazu inversen Element a’ gilt aufgrund der
Voraussetzung a x a’ € U, also e € U fiir das neutrale Element e von (G, x).

Schritt 2: U enthalt die Inversen seiner Elemente:
Es seia € U, dann gilt a’ = e x @', und aufgrund der Voraussetzung liegt a’ € U.
Schritt 3: U ist abgeschlossen bzgl. x:

Fira, b € U liegt auch b’ € U, also ist ax b = a* (b”)” aufgrund der Voraussetzung ebenfalls
ein Element von U.

Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dass U bzgl. x abgeschlossen ist (Schritt 3), also bildet
(U, %) eine Halbgruppe. Weiter zeigt Schritt 1, dass (U, %) ein Monoid mit dem neutralen Element e
von (G, %) ist. Schlief3lich zeigt Schritt 2, dass alle Elemente von U ein Inverses in U besitzen, also ist
(U, %) eine Gruppe und wegen U C eine Untergruppe von (G, x). O

Quizfrage 7.9: Kénnte man an Stelle von Aussage (ii) in Satz 7.33 dquivalent auch U # 0, und fiir alle
a,beUgilta xb e U fordern?

Beispiel 7.34 (Untergruppen).
(i) Es sei (G, %) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann sind ({e}, x) und (G, %) Untergruppen
von (G, x). Diese heifien die trivialen Untergruppe (englisch: trivial subgroups).

(ii) (R, -) ist eine Untergruppe von (R, ).

(iii) Fur jede Zahl m € Nist mZ = {mz|z € Z} mit der Verkniipfung + eine Untergruppe der
Gruppe (Z, +).

(iv) Firn > 2 ist

A, = {0 € S, | o ist Komposition einer geraden Anzahl von Transpositionen}

={0€S,|sgno=1} (7.20)

eine Untergruppe von S, genannt die alternierende Gruppe (englisch: alternating group) vom
Grad n. Sie hat 7n! Elemente.

(v) In Ss besteht die alternierende Untergruppe As in der Notation von Beispiel 7.22 gerade aus
{00, 01, 02 }. Diese entsprechen bei Interpretation als Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen
Dreiecks auf sich selbst gerade den Drehungen. A
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Quizfrage 7.10: Kénnen Sie eine Gruppe finden, die auf3er den trivialen Untergruppen keine weiteren
Untergruppen besitzt?

Beachte: Die Menge der Untergruppen einer Gruppe (G, %) sind bzgl. der Eigenschaft ,ist Untergruppe
von" partiell geordnet.

Lemma 7.35 (Durchschnitt von Untergruppen).
Es sei (G, %) eine Gruppe und (Uj, %);e; eine Familie von Untergruppen mit der nichtleeren Indexmen-
ge I. Dann ist auch ();¢; U; mit x eine Untergruppe von (G, *).

Beweis. Dieser Beweis ist Gegenstand von Hausaufgabe I-5.1. O

Definition 7.36 (erzeugte Untergruppe, Erzeugendensystem, zyklische Gruppe, Ordnung eines Ele-
ments).
Es sei (G, %) eine Gruppe und E C G.

(i) Dann heif3t
(E) = ﬂ{U| (U, ) ist Untergruppe von (G, x) und E C U} (7.21)

die von E erzeugte Untergruppe (englisch: subgroup generated by E) in (G, ).

Beachte: Bezeichnen wir mit R die Menge auf rechten Seite von (7.21), iber die der Durchschnitt
gebildet wird, dann ist (E) das Minimum der Menge R bzgl. der Inklusionshalbordnung und
sogar das Minimum der Menge R bzgl. der Halbordnung ,ist Untergruppe von®.

Ist speziell E = {a} fir ein a € G, so schreiben wir auch (a) statt ({a}) und nennen {a) die von
a erzeugte zyklische Untergruppe (englisch: cyclic subgroup) von (G, ).

(ii) Gilt (E) = G, dann heifit E ein Erzeugendensystem (englisch: generating set) von (G, %). Falls
ein endliches Erzeugendensystem von G existiert, so heifit G endlich erzeugt (englisch: finitely
generated).

(iii) Die Gruppe (G, x) heif3t zyklisch (englisch: cyclic), wenn es ein a € G gibt, sodass gilt: {(a) = G.
In diesem Fall heif3t a ein Erzeuger (englisch: generator) von G.

(iv) Ein Element a € G heif3t von Ordnung n € N (englisch: order), wenn n € N die kleinste Zahl
ist, fiir die (in multiplikativer Notation) a” = 1 gilt. Falls kein n € N existiert, sodass a” = 1 ist,
s0 heiflt a von unendlicher Ordnung (englisch: infinite order). Wir schreiben ord(a) = n bzw.
ord(a) = co. A

Satz 7.37 (Darstellung der erzeugten Untergruppe).
Es sei (G, %) eine Gruppe und E C G. Dann gilt fiir die von E erzeugte Untergruppe:
(E) = {al*---*an|3n eNgVi=1,...,n (a; eEUE’)}, (7.22)

wobei E’ die Menge der Inversen von E bezeichnet. (Im Fall n = 0 interpretieren wir wie iiblich die
Verkniipfung von null Elementen in der rechten Menge als das neutrale Element e. Insbesondere im
Fall E = ( ist also (E) = {e}