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Motivation: Rang-Normalform vs. Singuldrwertzerlegung

A E Kn><m
Vektorraume K™ und K™

Rang-Normalform

SAT 1= | S0t

mit S, T invertierbar
(Aquivalenztransformation)

U AV =

e
A c Rnxm

‘Innenprodukﬂréume R™ und R™

Singularwertzerlegung

ks aonda

mit U, V orthonormale Spalten

orthogonale Aquivalenztransf.)

NQ'ML{@;W lay des fustihion Tz fo-iome
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Singularwertzerlegung (_C\@)

¢ sl o9Thy deftar
Satz 36.1 grasearody Ludl oot % g
Es seien (R™, v, ) und (R”,vps,) zwei Euklidische Raume.
Weiter sei A € R™™ mit Rang(A) =r.

@ Dann existieren

e eine Matrix V € R™*™ mit Mj-orthonormalen Spalten
e eine Matrix U € R"*" mit M,-orthonormalen Spalten
o eine Diagonalmatrix ¥ € R"*™ mit nicht-negativen Eintragen

o1
o
1 “\x "
Y = /\< 0| bzw. = A
M7 “Jo nm nIm
" M~ O n~=ha
mit o1 > -+ 2 0, >0und 0,41 = -+ = Omin{m,n} = 0 und

A=USVr = AV=RZ = (LAV=Z
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Singularwertzerlegung

Satz 36.1

Es seien (R™, v, ) und (R”,yps,) zwei Euklidische Raume.
Weiter sei A € R™*™ mit Rang(A) =r.

QA=UTV! & AV=UL & U'AV=X ,pad

<
© Die Zahlen o1, ..., 0min{m,n}y sind die Wurzeln der gréBten / ;fgr
Eigenwerte des M;-selbstadjungierten Endomorphismus A°A.

© Die Spalten von V bilden eine M;-orthonormale Basis aus
Eigenvektoren des M;-selbstadjungierten Endomorphismus A°A.

Asv BT, = AVj20jt

~ W

<ULmL Jm)a NN Y
<V = 22 Yo (A4 eV Ll x’-ﬂ\r7 ()
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Singularwertzerlegung

Definition 36.2

Es seien (R™, ypy, ) und (R",yps,) zwei Euklidische Raume.
Weiter sei A € R™™.

@ Eine Zerlegung A = UX V! wie angegeben heilt eine (My, M>)-
Singularwertzerlegung von A.

© Die Diagonaleintrdge o1, ..., Omin{m,ny = 0 der Matrix X heiRen
die (M1, M,)-Singularwerte von A. /J': I, e

© Die Eigenvektoren von A°A zum Eigenwert af heien die
(M1, M)-Rechts-Singuldrvektoren zum (M, M?!)—S(inguléirwert aj.
2 = L
@ Die Eigenvektoren von A A° zum Eigenwert 012 heien die
(My, M»)-Links-Singuldrvektoren zum (My, M>)-Singularwert o;.

© Jedes Tripel (o}, u, v) heit ein (M1, M»)-singuldres Tripel.
mit Ay =0ju
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llustration der Singuldrwertzerlegung M =n =2,

A= U 2 V™

o — & o
O, 4 .
Ay 6o, /P z
§§ | .
61“-1 S 6"( Q'L e”L y
Z
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Singularwertzerlegung der transponlerten Matrix

H, "
- p

A=Ux V1

@ Spalten von V sind
Mj-orthonormal

@ Spalten von U sind
Ms-orthonormal
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@“}*w (P *

AT = v Tyt T

° Spalten von U~T sind
M, *-orthonormal . {/LI v
(uTHzM)

@ Spalten von VT sind
Ml_l—orthonormal
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Singularwertzerlegung der inversen Matrix

2 Hy Ha Mo
2~ P " —
A=Uz V! Al=vslut

bw ﬂu«f (Q'?‘zaYmv
@ Spalten von V sind @ Spalten von U sind
Mj-orthonormal Ms-orthonormal
@ Spalten von U sind @ Spalten von V sind
Ms-orthonormal M;-orthonormal
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Zusammenhang Singularwert- und Spektralzerlegung

Satz 36.7
Es sei (R",ypm) ein Euklidischer Raum.
Weiter sei A € R"™ " eine M-selbstadjungierte Matrix.

Dann gilt folgender Zusammenhang:

M-Singularwertzerlegung M-Spektralzerlegung
MTF(X a Z = g/\
A U= VS
mTzmT =2 & \
2o Grichele
AV =UX -~ AV = V/\/
—
Uz {1ez)= VA
fa 24
s=(. \\:&1)
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(My, M,)-Spektralnorm eines Homomorphismus

Definition 36.8 (Version fiir Matrizen)

Es seien (R™, yp,) und (R”,yps,) zwei Euklidische Raume.
Weiter sei A € R™"™.

Dann heif3t E““"“‘W"m

N
1Al e vy ) s (e, ) = max{[[Ax]|ns, | x € S(R™, M) }

 un )]l/‘ﬂi@, xe B \{05%
((»cllr\q

die (My, M,)-Spektralnorm von A.
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(My, M,)-Spektralnorm eines Homomorphismus

Satz 36.9

Es seien (R™, v, ) und (R”,yps,) zwei Euklidische Raume.
Weiter sei A € R™"™.

Ist A= UX V1! eine (M, M,)-Singuldrwertzerlegung von A, dann gilt

Al g, My ) (R, M) = 01
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Singuldrwertzerlegung in unitdren Raumen
Uenuitadae Wodd  pot.abf. Hedne,
Satz 36.11 / 7
Es seien (C™,ypm,) und (C",yp,) zwei unitdre Raume.
Weiter sei A € C"™*™ mit Rang(A) =r.
Dann existieren C \fﬂmvcl‘
@ eine Matrix V € B™*™ mit Mj-orthonormalen Spalten
@ eine Matrix U € B"" mit My-orthonormalen Spalten

@ eine Diagonalmatrix ¥ € R™™ mit nicht-negativen Eintrdgen mit
o1=2---=20,>0 und Ori1 :"':Umin{m,n}zo und

A=UXV! & AV=UY < UlAv=%
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The Road Ahead

(W 2. L9¢

Unendlich-dimensionale Optimierung

jedes LIS Joee L8
Grundlagen der Optimierung £ NICht|In are Optimierung
WWT Cin N
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